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Рассматривается класс пучков обыкновенных дифференциаль-
ных операторов n-го порядка с постоянными коэффициентами.
Предполагается, что корни характеристического уравнения пуч-
ков этого класса лежат на одной прямой, проходящей через
начало координат, таким образом, что один корень лежит по
одну сторону от начала координат, а остальные по другую сто-
рону. Описываются случаи, когда система корневых функций
m-кратно (3 ≤ m ≤ n − 1) полна в пространстве суммируе-
мых с квадратом функций на основном отрезке.

Ключевые слова: пучок обыкновенных дифференциальных
операторов, кратная полнота, корневые функции.
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A class of the pencils of ordinary differential operators of n-th order
with constant coefficients is considered. The roots of the charac-
teristic equation of the pencils from this class are supposed to lie on
a straight line containing the origin, provided that one of the roots lies
on one part from the origin, the rest lie on another part. The cases
when the system of root functions is m-fold (3 ≤ m ≤ n − 1)
complete in the space of square summable functions on main interval
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В пространстве L2[0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных операторов L(λ),

порожденный на конечном отрезке [0, 1] дифференциальным выражением (д. в.):

ℓ(y, λ) := p0(x, λ)y(n) + p1(x, λ)y(n−1) + · · · + pn(x, λ)y (1)

и линейно независимыми краевыми условиями:

Uj(y, λ) :=
n−1∑

k=0

ajk(λ)y(k)(0) + bjk(λ)y(k)(1) = 0, j = 1, n, (2)

где λ ∈ C — спектральный параметр, pn−k(x, λ) =
n−k∑

s=0
psk(x)λν , psk(x) ∈ L1[0, 1], а ajk(λ), bjk(λ) —

произвольные полиномы по λ.
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Наряду с краевыми условиями (2) будут рассматриваться краевые условия

n−1∑

k=0

ajky(k)(0) + bjky(k)(1) = 0, j = 1, n, (3)

не содержащие параметра λ.

Далее будем использовать, не повторяя их в данной статье, известные определения собственных

значений (с. з.), корневых (собственных и присоединенных) функций, производных (по Келдышу)

цепочек из [1–2]. Пусть Λ := {λk} есть множество всех с. з. пучка L(λ). Предполагаем, что множество

Λ счетно. Пусть Y := {yk} есть множество всех корневых функций пучка L(λ), соответствующих

множеству Λ.

Определение 1. Система Y корневых функций пучка L(λ) называется m-кратно полной в про-

странстве L2[0, 1] (0 < m ≤ n), если из условия ортогональности вектор-функции h ∈ Lm
2 [0, 1] :=

= L2[0, 1] ⊕ · · · ⊕ L2[0, 1]
︸ ︷︷ ︸

m раз

всем производным m-цепочкам, соответствующим системе Y, следует равен-

ство h = 0. ¤

При изучении спектральных свойств несамосопряженного пучка L(λ) одной из основных является

задача исследования свойств его корневых функций. Весьма важными являются вопросы о разложе-

ниях функций в биортогональные ряды Фурье по корневым функциям, в частности, вопросы полноты

корневых функций в L2[0, 1].

В данной статье решается задача нахождения условий на коэффициенты пучка L(λ), при которых

имеет место или отсутствует n-кратная полнота. В последнем случае возникает вопрос об m-кратной

полноте при 1 ≤ m ≤ n − 1.

Основополагающей по этой задаче является работа [1] (см. также [3, 4]), в которой была сформу-

лирована теорема об n-кратной полноте корневых функций пучка L(λ), порожденного дифференци-

альным выражением с переменными коэффициентами со специальной главной частью

l(y, λ) := y(n) + λny + {возмущение}

и распадающимися краевыми условиями вида (3) (когда часть краевых условий берется только в

конце 0 отрезка [0,1], а остальные в 1). Эта теорема была доказана в [5] в случае аналитических и

в [6, 7] в случае суммируемых коэффициентов.

Но для некоторых классов пучков L(λ), даже с постоянными коэффициентами, вопрос о кратной

полноте корневых функций еще не исследовался. Рассмотрим в пространстве L2[0, 1] пучок обыкно-

венных дифференциальных операторов, порожденный однородным д. в. n-го порядка с постоянными

коэффициентами:

ℓ0(y, λ) :=
∑

s+k=n

pskλsy(k), psk ∈ C, p0n 6= 0 (4)

и линейно независимыми нормированными краевыми условиями специального вида:

U0
i (y, λ) :=

∑

s+k=κi0

λsαisky(k)(0) = 0, i = 1, l,

U0
i (y, λ) :=

∑

s+k≤κi0

λsαisky(k)(0) +
∑

s+k≤κi1

λsβisky(k)(1) = 0, i = l + 1, n, (5)

где λ, αisk, βisk ∈ C, κi0, κi1 ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, 1 ≤ l ≤ n − 1. Не нарушая общности можно считать

(иначе перенумеруем краевые условия), что

κn1 − κn0 = max
l+1≤i≤n

{κi1 − κi0}. (6)

Пусть всюду далее выполняется основное предположение относительно дифференциального вы-

ражения ℓ0(y, λ), а именно, что корни ωj , j = 1, n, характеристического уравнения
∑

s+k=n

pskωk = 0

различны, отличны от нуля и лежат на одной прямой, проходящей через начало координат, причем так,
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что один корень ωn лежит по одну сторону от начала координат, а остальные корни ω1, ω2, . . . , ωn−1

— по другую сторону. Не нарушая общности, можно считать, что

ωn < 0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn−1. (7)

Пучок вида (4)–(5) в случае, когда краевые условия не зависят от λ и a) 2l > n, т. е. краевые

условия полураспадающиеся; b) существует прямая d, проходящая через начало координат и делящая

комплексную плоскость на две полуплоскости, внутри каждой их которых число этих корней не

меньше, чем n − l, детально рассмотрен в [8, 9]. В этих работах получены условия n-кратной и

m-кратной полноты при 1 ≤ m ≤ n − 1 в пространстве L2[0, 1] и показана точность этого результата.

Некоторые другие классы пучков вида (4)–(5) в случае 1 ≤ l ≤ n−1 подробно исследованы в [10–12].

Для рассматриваемого пучка (4)–(5) не выполняется предположение a), а при условиях (7) и

1 ≤ l ≤ n − 2 не выполняется и предположение b). При этом, в отличие от [8–9], рассматриваемые

краевые условия (5) могут зависеть от λ.

Однократная полнота корневых функций для частного случая пучка (4)–(5) при n = 2 в предпо-

ложении (7) исследована в [13]. Полнота для случая l = n − 1, когда краевые условия (5) не зависят

от λ и выполняются условия (7), установлена в [8–9].

Для формулировки основного результата введем обозначения

aij =
∑

s+k=κi0

αiskωk
j (i, j = 1, n); bij =

∑

s+k=κi1

βiskωk
j (i = l + 1, n; j = 1, n);

κi = min
{
κi0 + κn1 − κn0 − max{0, κn1 − κn0}, κi1

}
(i = l + 1, n); [n]+ =

{

n, если n ≥ 0,

0, если n < 0.

Теорема 1. Если справедливы неравенства (7), выполняются условия (6) и

det(aij)
j∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} 6= 0, det(bij)

j∈{l,...,n−1}
i∈{l+1,...,n} 6= 0, bnn 6= 0, det(aij)

j∈{1,...,n−1}
i∈{1,...,n−1} 6= 0,

то при m ≤ n − l + 1 система корневых функций пучка (4)–(5) m-кратно полна в L2[0, 1] с

возможным конечным дефектом, не превышающим числа
n∑

i=l+1

[m − 1 − κi]+.

Теорема точна в следующем смысле. При l = n − 1 и m = n − l + 2(= 3) в [14] получены

достаточные условия на корни ωj , при которых система корневых функций пучков вида (4)–(5)

m-кратно не полна в L2[0, 1] и имеет бесконечный дефект. В [8, с. 72–77] (см. также [9, с. 58–62])

сформулирована теорема об (n − l + 2)-кратной неполноте частного случая пучка (4)–(5), краевые

условия которого являются полураспадающимися и не зависят от параметра λ. Но доказательство

этого факта проведено очень схематично и конец доказательства ошибочен.

Далее докажем теорему 1. Схема доказательства соответствует схеме доказательства теорем 2.1–

2.3 из [8–9], а изложение следует тексту статьи [12]. Центральную роль в доказательстве играет

лемма 1, которая приводится в следующем параграфе.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ И ОСНОВНАЯ ЛЕММА

Функции yj(x, λ) = exp(λωjx), j = 1, n, образуют фундаментальную систему решений уравнения

ℓ0(y, λ) = 0 при λ 6= 0.

Ненулевые собственные значения λk, k = 1, 2, . . . , пучка (4)–(5) являются нулями целой функции

∆(λ) := det(U0
i (yj(x, λ), λ))n

i,j=1. Несмотря на то что ∆(0) = 0, число λ0 = 0 может быть с. з., а может

и не быть.

Обозначим через Φi(x, λ) функцию, полученную из ∆(λ) заменой i-й строки в случае l+1 ≤ i ≤ n

строкой y1(x, λ), . . . , yn(x, λ). Непосредственно можно убедиться в том, что столбцы

(
∂kΦi(x, λ)

∂λk
, . . . ,

∂k(λm−1Φi(x, λ))

∂λk

)T
∣
∣
∣
∣
∣
λ=λν

,
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где i = l + 1, n, k = 0, s, m ∈ {1, . . . , n}, являются производными по Келдышу m-цепочками для

корневых функций, соответствующих с. з. λν , которое является нулем ∆(λ) кратности s + 1. Введем

в рассмотрение функции

Θi(λ) =

1∫

0

m∑

j=1

λj−1Φi(x, λ)

∆(λ)
hj(x) dx, i = l + 1, n, (8)

где h(x) =
(
(h1(x), . . . , hm(x)

)T
∈ Lm

2 [0, 1].

Перепишем (8) в виде

Θi(λ) = ∆i(λ)/∆(λ), i = l + 1, n, (9)

где определитель ∆i(λ) получается из ∆(λ) заменой i-й строки строкой un+1,1(λ), un+1,2(λ), . . . ,

un+1,n(λ), где un+1,k(λ) =
1∫

0

m∑

j=1

hj(x)λj−1yk(x, λ) dx.

Следующие утверждения потребуются нам в дальнейшем. Их доказательство можно найти, на-

пример, в [9, c. 48–49].

Утверждение 1. Функции Φl+1(x, λ), . . . ,Φn(x, λ) являются линейно независимыми решениями

уравнения ℓ0(y, λ) = 0, удовлетворяющими первым l условиям (5) в точке 0.

Утверждение 2. Функции Θi(λ) не зависят от выбора фундаментальной системы решений

уравнения ℓ0(y, λ) = 0.

Введем в рассмотрение следующие множества:

Π+
ε =

{

λ ∈ C| arg λ∈
[

0,
π

2
− ε

]

∪

[
3π

2
+ ε, 2π

)}

, Π−
ε =

{

λ ∈ C| arg λ∈

[
π

2
+ ε,

3π

2
− ε

]}

,

где ε > 0 и достаточно мало.

Лемма 1. Если выполняются условия (6)–(7) и

det(aij)
j∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} 6= 0, det(bij)

j∈{l,...,n−1}
i∈{l+1,...,n} 6= 0, (10)

то при λ ∈ Π+
ε и |λ| ≫ 1 справедливы оценки

|Θi(λ)| ≤ C|λ|m− 3
2
−κi1 , i = l + 1, n,

а если

det(aij)
j∈{1,...,n−1}
i∈{1,...,n−1} 6= 0, bnn 6= 0, (11)

то при λ ∈ Π−
ε и |λ| ≫ 1 справедливы оценки

| Θi(λ) |≤ C | λ |m− 3
2
−κi0−κn1+κn0+max{0,κn1−κn0}, i = l + 1, n.

Доказательство. Пусть λ ∈ Π+
ε . Исходя из вида функций yj(x, λ), j = 1, n, в этом случае будем

иметь:

Ui(yj , λ) =
∑

s+k=κi0

αiskωk
j λs+k = λκi0

∑

s+k=κi0

αiskωk
j = λκi0aij , i = 1, l, j = 1, n;

Ui(yj , λ) =
∑

s+k≤κi0

αiskωk
j λs+k +

∑

s+k≤κi1

βiskωk
j λs+keλωj =

= λκi1eλωj

(
∑

s+k=κi1

βiskωk
j + O

(
1

λ

)

+ O(λκi0−κi1e−λωj )

)

=

= λκi1eλωj [bij ], i = l + 1, n, j = 1, n − 1,

Ui(yn, λ) =
∑

s+k≤κi0

αiskωk
nλs+k +

∑

s+k≤κi1

βiskωk
nλs+keλωn =
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= λκi0

∑

s+k=κi0

αiskωk
n + O(λκi0−1) = λκi0

(

ain + O

(
1

λ

))

= λκi0 [ain], i = l + 1, n,

где использовано обозначение [c] = c + O( 1
λ
) при λ → ∞. Подставим эти выражения в определитель

∆(λ) и разложим его по теореме Лапласа. Раскладываем по минорам первых l строк, располагаем

слагаемые по убыванию вещественных частей показателей экспонент и записываем только главные

члены. Получим с учетом (10)

∆(λ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκ10a11 . . . λκ10a1l . . . λκ10a1n−1 λκ10a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκl0al1 . . . λκl0all . . . λκl0aln−1 λκl0aln

λκl+11eλω1 [bl+11] . . . λκl+11eλωl [bl+1l] . . . λκl+11eλωn−1 [bl+1n−1] λκl+10 [al+1n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωl [bnl] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1] λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= λ

l∑

i=1

κi0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l . . . a1n−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all . . . aln−1 aln

λκl+11eλω1 [bl+11] . . . λκl+11eλωl [bl+1l] . . . λκl+11eλωn−1 [bl+1n−1] λκl+10 [al+1n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωl [bnl] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1] λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= ±λ

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+1

κi1

{

e
λ

n−1∑

k=l

ωk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all−1 aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

[bl+1l] . . . [bl+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[bnl] . . . [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ . . .

}

=

= ±λ

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+1

κi1

e
λ

n−1∑

k=l

ωk

{
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all−1 aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

[bl+1l] . . . [bl+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[bnl] . . . [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ O

(
1

λ

)}

=

= ±λ

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+1

κi1

e
λ

n−1∑

k=l

ωk

det(aik)
k∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l,...,n−1}
i∈{l+1,...,n} [1]. (12)

Дальнейшие рассуждения проведем только для случая 1 < l ≤ n − 2, чтобы не слишком увеличи-

вать объем статьи. Рассуждения в случае l = n − 1 являются более простыми, и мы их опускаем.

При всех ненулевых λ ∈ C справедливы соотношения:

un+1,j(λ) =

1∫

0

m∑

k=1

hk(ξ)λk−1yj(ξ, λ)dξ =

= λm−1

1∫

0

m∑

k=1

λk−mhk(ξ)eλωjξdξ = λm−1

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωjξdξ, j = 1, n, (13)

где hm(ξ, λ) :=
m∑

k=1

λk−mhk(ξ).

Используя эти соотношения, найдем

∆l+1(λ) = λm−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκ10a11 . . . λκ10a1n−1 λκ10a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκl0al1 . . . λκl0aln−1 λκl0aln

1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωnξdξ

λκl+21eλω1 [bl+21] . . . λκl+21eλωn−1 [bl+2n−1] λκl+20 [al+2n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1] λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
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= λ
m−1+

l∑

i=1

κi0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1 aln

1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωnξdξ

λκl+21eλω1 [bl+21] . . . λκl+21eλωn−1 [bl+2n−1] λκl+20 [al+2n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1] λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= λ
m−1+

l∑

i=1

κi0
n∑

j=1

(−1)l+j+1∆l+1,j(λ)

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωjξdξ, (14)

разложив определитель по элементам (l + 1)-й строки, где ∆l+1,j(λ) есть минор элемента (l + 1, j),

т. е.

∆l+1,j(λ)=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alj−1 alj+1 . . . aln

λκl+21eλω1 [bl+21] . . . λκl+21eλωj−1 [bl+2j−1] λκl+21eλωj+1 [bl+2j+1] . . . λκl+20 [al+2n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωj−1 [bnj−1] λκn1eλωj+1 [bnj+1] . . . λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Раскладываем этот определитель по минорам первых l строк и располагаем слагаемые по убыва-

нию вещественных частей показателей экспонент. Получим при j = 1, l, выписывая только главные

члены,

∆l+1,j(λ) = ±







∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1l a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alj−1 alj+1 . . . all aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκl+21eλωl+1 [bl+2l+1] . . . λκl+21eλωn−1 [bl+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλωl+1 [bnl+1] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ . . .






=

= ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

n−1∑

k=l+1

ωk







∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1l a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alj−1 alj+1 . . . all aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

[bl+2l+1] . . . [bl+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[bnl+1] . . . [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+O

(

1

λ

)





=

= ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

n−1∑

k=l+1

ωk
[

det(aik)
k∈{1,...,j−1,j+1,...,l,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

]

. (15)

Аналогично можно получить

∆l+1,n = ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

n−1∑

k=l+1

ωk
[

det(aik)
k∈{1,l}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

]

. (16)

При j = l + 1, n − 1 будем иметь

∆l+1,j(λ) = ±







∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all−1 aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

×

×

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκl+21eλωl [bl+2l] . . . λκl+21eλωj−1 [bl+2j−1] λκl+21eλωj+1 [bl+2j+1] . . . λκl+21eλωn−1 [bl+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλωl [bnl] . . . λκn1eλωj−1 [bnj−1] λκn1eλωj+1 [bnj+1] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ . . .







=

= ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

(
n−1∑

k=l

ωk−ωj

)
{

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all−1 aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

[bl+2l] . . . [bl+2j−1] [bl+2j+1] . . . [bl+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[bnl] . . . [bnj−1] [bnj+1] . . . [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+
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+ . . .

}

= ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

(
n−1∑

k=l

ωk−ωj

)

[

det(aik)
k∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l,...,j−1,j+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

]

. (17)

Таким образом, из (14)–(17) получим

∆l+1(λ) = λ
m−1+

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+2

κi1

e
λ

n−1∑

k=l

ωk

×

×

(
l∑

j=1

[

±det(aik)
k∈{1,...,j−1,j+1,...,l,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

] 1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωjξ−ωl)dξ+

+
n−1∑

j=l+1

[

±det(aik)
k∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l,...,j−1,j+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

] 1∫

0

hm(ξ, λ)eλωj(ξ−1)dξ+

+

[

±det(aik)
k∈{1,...,l}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

] 1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωnξ−ωl)dξ

)

. (18)

Положим λ = reiϕ и рассмотрим для определенности ϕ ∈ [0, π
2 − ε]. В случае ϕ ∈ [ 3π

2 + ε, 2π]

проводим аналогичные рассуждения. Используя неравенство Коши – Буняковского, получим при

j = 1, n − 1

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωj(ξ−1)dξ

∣
∣
∣
∣
≤

1∫

0

|hm(ξ, λ)|er 2
π

εω1(ξ−1)dξ ≤

( 1∫

0

|hm(ξ, λ)|2dξ

) 1
2

×

×

( 1∫

0

e2r 2
π

εω1(ξ−1)dξ

) 1
2

=
m∑

k=1

1

|λ|m−k
‖hk‖L2[0,1]

1
√

2r 2
π
ω1

(

1 − e−2r 2
π

εω1

) 1
2

≤
C

√

|λ|
. (19)

Следовательно, при j = 1, l справедливы оценки

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωjξ−ωl)dξ

∣
∣
∣
∣
= |eλ(ωj−ωl)|

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωj(ξ−1)dξ

∣
∣
∣
∣
≤

C
√

|λ|
. (20)

Аналогично (19) можно получить и оценку

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωnξ−ωl)dξ

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣e−λωl

∣
∣

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωnξdξ

∣
∣
∣
∣
≤

C
√

|λ|
. (21)

Из (18)–(21) окончательно найдем

|∆l+1(λ)| ≤ C|λ|
m− 3

2
+

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+1

κi1−κl+11

∣
∣
∣
∣
e
λ

n−1∑

k=l

ωk

∣
∣
∣
∣
.

Рассуждая аналогично (14)–(18), получим при i = l + 2, n

|∆i(λ)| ≤ C|λ|
m− 3

2
+

l∑

k=1

κk0+
n∑

k=l+1

κk1−κi1

∣
∣
∣
∣
e
λ

n−1∑

k=l

ωk

∣
∣
∣
∣
.

На основании этих оценок, формул (9), (12) и предположений (10) в случае λ ∈ Π+
ε будем иметь

|Θi(λ)| =

∣
∣
∣
∣
∆i(λ)/∆(λ)

∣
∣
∣
∣
≤ C|λ|m− 3

2
−κi1 , i = l + 1, n,

т. е. утверждение леммы в этом случае доказано.
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Пусть теперь λ ∈ Π−
ε . В этом случае будем иметь:

Ui(yj , λ) =
∑

s+k=κi0

αiskωk
j λs+k = λκi0

∑

s+k=κi0

αiskωk
j = λκi0aij , i = 1, l, j = 1, n; (22)

Ui(yj , λ) =
∑

s+k≤κi0

αiskωk
j λs+k +

∑

s+k≤κi1

βiskωk
j λs+keλωj = λκi0

∑

s+k=κi0

αiskωk
j + O(λκi0−1)+

+eλωj

∑

s+k≤κi1

βiskωk
j λs+k = λκi0

(
∑

s+k=κi0

αiskωk
j + O

(
1

λ

))

= λκi0 [aij ],

i = l + 1, n, j = 1, n − 1; (23)

Ui(yn, λ) =
∑

s+k≤κi0

αiskωk
nλs+k +

∑

s+k≤κi1

βiskωk
nλs+keλωn =

∑

s+k≤κi0

αiskωk
nλs+k+

+λκi1eλωn

∑

s+k=κi1

βiskωk
n + O

(
λκi1−1eλωn

)
= λκi1eλωn

(
∑

s+k=κi1

βiskωk
n + O

(
1

λ

))

=

= λκi1eλωn [bin], i = l + 1, n. (24)

Подставим эти асимптотические формулы в ∆(λ) и воспользуемся предположением (6). Получим

∆(λ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκ10a11 . . . λκ10a1n−1 λκ10a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκl0al1 . . . λκl0aln−1 λκl0aln

λκl+10 [al+11] . . . λκl+10 [al+1n−1] λκl+11eλωn [bl+1n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn0 [an1] . . . λκn0 [ann−1] λκn1eλωn [bnn]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= λ

n∑

k=1

κk0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1 aln

[al+11] . . . [al+1n−1] [bl+1n]eλωnλκl+11−κl+10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1] [bnn]eλωnλκn1−κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= λ

n∑

k=1

κk0+κn1−κn0

eλωn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1
a1n

λκn1−κn0
e−λωn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1
aln

λκn1−κn0
e−λωn

[al+11] . . . [al+1n−1] [bl+1n]λκl+11−κl+10−κn1+κn0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1] [bnn]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Разложим этот определитель по последнему столбцу и воспользуемся предположением (11). По-

лучим

∆(λ) = ±λ

n∑

k=1

κk0+κn1−κn0

eλωn







a1n

λκn1−κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a21 . . . a2n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

e−λωn + · · · +
aln

λκn1−κn0
×
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×

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al−11 . . . al−1n−1

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

e−λωn + [bl+1n]λκl+11−κl+10−κn1+κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

. . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+

+[bnn]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an−11] . . . [an−1n−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣







= ±λ

n∑

k=1

κk0+κn1−κn0

eλωn

{

[bnn] det(aij)
j∈{1,...,n−1}
i∈{1,...,n−1}+

+O

(
1

λ

)}

= ±λ

n∑

k=1

κk0+κn1−κn0

eλωnbnn det(aij)
j∈{1,...,n−1}
i∈{1,...,n−1} [1]. (25)

Далее, подставляя (13), (22)–(24) в ∆i(λ) при i = l + 1, n, вынося из каждой строки λ в соответ-

ствующей степени и экспоненту из последнего столбца, а затем раскладывая полученный определи-

тель по последнему столбцу и применяя оценки, аналогичные (19)–(21), получим

∆i(λ) = λ

n∑

k=1

κk0−κi0+m−1
eλωn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1 a1ne−λωn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1 alne−λωn

[al+11] . . . [al+1n−1] [bl+1n]λκl+11−κl+10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[ai−11] . . . [al−1n−1] [bi−1n]λκi−11−κi−10

1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ
1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωnξ−1)dξ

[ai+11] . . . [al+1n−1] [bi+1n]λκi+11−κi+10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1] [bnn]λκn1−κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= ±λ

n∑

k=1

κk0−κi0+m−1
eλωn







a1ne−λωn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a21 . . . a2n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+

+[bl+1n]λκl+11−κl+10

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

[al+21] . . . [al+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+
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+

1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωnξ−1)dξ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+

+[bnn]λκn1−κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an−11] . . . [an−1n−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣







=

= O

(

|λ|

n∑

k=1

κk0−κi0+m− 3
2
+max{0,κn1−κn0}∣

∣eλωn
∣
∣

)

.

На основании этих оценок, формул (9), (25) и предположений (11) в случае λ ∈ Π−
ε будем иметь:

|Θi(λ)| = |∆i(λ)/∆(λ)| ≤ C|λ|m− 3
2
−κi0−κn1+κn0+max{0,κn1−κn0}, i = l + 1, n,

т. е. утверждение леммы и в этом случае доказано.

Таким образом, лемма полностью доказана. ¤

Следствие 1. Если выполняются условия (6)–(7), (10)–(11) и λ ∈ Π±
ε , то при |λ| ≫ 1 справед-

ливы оценки

|Θi(λ)| ≤ C|λ|m− 3
2
−κi , i = l + 1, n, (26)

где κi определены перед формулировкой теоремы 1.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ КРАТНОЙ ПОЛНОТЫ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть h := (h̄1(x), . . . , h̄m(x))T ∈ Lm
2 [0, 1] и ортогональна всем производным m-цепочкам. Тогда

на основании утверждения 2 и того факта, что столбцы

(
∂kΦi(x, λ)

∂λk
, . . . ,

∂k(λm−1Φi(x, λ))

∂λk

)T
∣
∣
∣
∣
∣
λ=λν

,

где i = l + 1, n, k = 0, s, m ∈ {1, . . . , n}, являются производными m-цепочками для корневых функций,

соответствующих с. з. λν , которые являются нулями ∆(λ) кратности s + 1, из (8)–(9) следует, что

все особенности Θi(λ) устранимы. Согласно оценкам (26) и теореме Лиувилля, Θi(λ) есть полиномы

степени m − 2 − κi при m − 2 − κi ≥ 0, которые можно записать в виде

Θi(λ) ≡ λm−2−κi(h, ζ0i) + λm−3−κi(h, ζ1i) + · · · + (h, ζm−2−κii),

где ζji ∈ L2[0, 1] есть вполне определенные функции, а при m − 2 − κi < 0 справедливы тождества

Θi(λ) ≡ 0.

В случае m − 2 − κi ≥ 0 в дефектном подпространстве производных m-цепочек выберем подпро-

странство H, ортогональное вектор-функциям ζki(x), k = 0,m − 2 − κi, i = l + 1, n. Пусть теперь

h ∈ H. Тогда Θi(λ) ≡ 0 и, значит,

∆i(λ) =

1∫

0

m∑

j=1

λj−1Φi(x, λ)hj(x) dx ≡ 0, i = l + 1, n. (27)
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Так как в силу утверждения 1 система функций Φl+1, . . . ,Φn является системой линейно-

независимых решений уравнения ℓ0(y, λ) = 0, удовлетворяющих первым l краевым условиям (5),

то из (27) следует тождество
1∫

0

y(x, λ)

m∑

j=1

λj−1hj(x) dx ≡ 0 (28)

для любого решения y(x, λ) уравнения ℓ0(y, λ) = 0, удовлетворяющего первым l краевым условиям

(5). Но эти решения находятся в виде

y(x, λ) = γ1e
λω1x + γ2e

λω2x + · · · + γneλωnx, (29)

если удовлетворить первые l условий (5). Следовательно, приходим к следующей линейной однородной

системе l уравнений для нахождения γj

n∑

j=1

aijγj = 0, i = 1, l. (30)

Эту систему можно записать в виде

l−1∑

j=1

aijγj + ainγn = −

n−1∑

j=l

aijγj , i = 1, l.

Если в правой части последней системы взять любые γl, . . . , γn−1, то в силу того что по условию

теоремы det(aij)
j∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} 6= 0, можно однозначно определить γ1, . . . , γl−1, γn.

Следовательно, для любого m ≤ n − l + 1 существует такая фундаментальная система решений

(γi
1, γ

i
2, . . . , γ

i
n)T , i = 1, n − l, системы (30), что

Γm−1 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

γ1
n−m+1 . . . γ1

n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γm−1
n−m+1 . . . γm−1

n−m+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0 (31)

и хотя бы одно из чисел γi
n, i = 1, n − l, отлично от нуля.

На основании (28)–(29) для такой фундаментальной системы решений системы (30) справедливы

тождества
n∑

j=1

1∫

0

γi
je

λωjx

m∑

k=1

λk−1hk(x) dx ≡ 0, i = 1, n − l. (32)

Покажем, что из этих n − l тождеств следует, что hk = 0 при k = 1,m. Будем следовать схеме

рассуждений [8, с. 77–80] (см. также [9, с. 63–64]).

В силу предположений (7), согласно теории роста целых функций и того факта, что есть отличные

от нуля γi
n из (32), следуют тождества

n−1∑

j=1

γi
j

1∫

0

eλωjx

m∑

k=1

λk−1hk(x) dx ≡ 0, i = 1, n − l, (33)

1∫

0

eλωjx

m∑

k=1

λk−1hk(x) dx ≡ 0. (34)

Разложим eλωjx в ряд по степеням λ

eλωjx = 1 + λωjx +
(λωjx)2

2!
+ · · · +

(λωjx)N

N !
+ . . . ,
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подставим в (33)–(34), представим левые части (33)–(34) в виде рядов по степеням λ и приравняем к

нулю коэффициенты. Тогда при N ≥ N0, где N0 — достаточно большое число, получим







ωN
n

N !

1∫

0

xNh1(x) dx + · · · +
ωN−m+1

n

(N − m + 1)!

1∫

0

xN−m+1hm(x) dx = 0,

n−1∑

j=1

γi
jωN

j

N !

1∫

0

xNh1(x) dx + · · · +

n−1∑

j=1

γi
jωN−m+1

j

(N − m + 1)!

1∫

0

xN−m+1hm(x) dx = 0, i = 1, n − l.

(35)

Это линейная алгебраическая система относительно m неизвестных
∫ 1

0
xNh1(x) dx, . . . ,

∫ 1

0
xN−m+1hm(x) dx.

Возьмем первые m уравнений в (35) и рассмотрим соответствующую систему с квадратной мат-

рицей:

Dm
N =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ωN
n

N !

ωN−1
n

(N − 1)!
. . .

ωN−m+1
n

(N − m + 1)!
n−1∑

j=1

γ1
j ωN

j

N !

n−1∑

j=1

γ1
j ωN−1

j

(N − 1)!
. . .

n−1∑

j=1

γ1
j ωN−m+1

j

(N − m + 1)!

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑

j=1

γm−1
j ωN

j

N !

n−1∑

j=1

γm−1
j ωN−1

j

(N − 1)!
. . .

n−1∑

j=1

γm−1
j ωN−m+1

j

(N − m + 1)!

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Преобразуем этот определитель следующим образом:

Dm
N = ±

ωN−m+1
n

N !(N − 1)! . . . (N − m + 1)!
×

×

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 ωn . . . ωm−2
n ωm−1

n

n−1∑

j=1
γ1

j ωN−m+1
j

n−1∑

j=1
γ1

j ωN−m+2
j . . .

n−1∑

j=1
γ1

j ωN−1
j

n−1∑

j=1
γ1

j ωN
j

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑

j=1
γm−1

j ωN−m+1
j

n−1∑

j=1
γm−1

j ωN−m+2
j . . .

n−1∑

j=1
γm−1

j ωN−1
j

n−1∑

j=1
γm−1

j ωN
j

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= ±
ωN−m+1

n

N !(N − 1)! . . . (N − m + 1)!

m∑

k=1

(−1)k+1ωk−1
n ×

×

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n−1∑

j=1
γ1

j ωN−m+1
j . . .

n−1∑

j=1
γ1

j ωN−m+k−1
j

n−1∑

j=1
γ1

j ωN−m+k+1
j . . .

n−1∑

j=1
γ1

j ωN
j

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑

j=1
γm−1

j ωN−m+1
j . . .

n−1∑

j=1
γm−1

j ωN−m+k−1
j

n−1∑

j=1
γm−1

j ωN−m+k+1
j . . .

n−1∑

j=1
γm−1

j ωN
j

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= ±
ωN−m+1

n

N !(N − 1)! . . . (N − m + 1)!

m∑

k=1

(−1)k+1ωk−1
n

∑

1≤j1,...,jk−1,jk+1,...,jm≤n−1

ωN−m+1
j1

ωN−m+2
j2

· · · ×

× ωN−m+k−1
jk−1

ωN−m+k+1
jk+1

. . . ωN
jm

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

γ1
j1

. . . γ1
jk−1

γ1
jk+1

. . . γ1
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γm−1
j1

. . . γm−1
jk−1

γm−1
jk+1

. . . γm−1
jm

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= ±
ωN−m+1

n

N !(N − 1)! . . . (N − m + 1)!

m∑

k=1

(−1)k+1ωk−1
n

∑

1≤i1<i2<···<im−1≤n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

γ1
i1

. . . γ1
im−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γm−1
i1

. . . γm−1
im−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

×

×

∑

{j1,j2,...,jk−1,jk+1,...,jm}={i1,i2,...,im−1}

(−1)I(j1,...,jk−1,jk+1,...,jm)ωN−m+1
j1

ωN−m+2
j2

. . . ωN−m+k−1
jk−1

×

× ωN−m+k+1
jk+1

. . . ωN
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= ±
ωN−m+1

n
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∑
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∣
∣
∣
∣
∣
∣
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γm−1
i1

. . . γm−1
im−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

×

×

m∑

k=1

(−1)k+1ωk−1
n

∑

{j1,j2,...,jk−1,jk+1,...,jm}={i1,i2,...,im−1}

(−1)I(j1,...,jk−1,jk+1,...,jm)ωN−m+1
j1

ωN−m+2
j2

· · · ×

× ωN−m+k−1
jk−1

ωN−m+k+1
jk+1

. . . ωN
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= ±
ωN−m+1

n

N !(N − 1)! . . . (N − m + 1)!
×
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×

∑

1≤i1<i2<···<im−1≤n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

γ1
i1

. . . γ1
im−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γm−1
i1

. . . γm−1
im−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ωN−m+1
i1

ωN−m+1
i2

. . . ωN−m+1
im−1

m∑

k=1

(−1)k+1ωk−1
n ×

×

∑

{j1,j2,...,jk−1,jk+1,...,jm}={i1,i2,...,im−1}

(−1)I(j1,...,jk−1,jk+1,...,jm)ω0
j1

ω1
j2

. . . ωk−2
jk−1

ωk
jk+1

. . . ωm−1
jm

=

= ±
ωN−m+1

n

N !(N − 1)! . . . (N − m + 1)!

∑

1≤i1<i2<···<im−1≤n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

γ1
i1

. . . γ1
im−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γm−1
i1

. . . γm−1
im−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ωN−m+1
i1

ωN−m+1
i2

· · · ×

× ωN−m+1
im−1

m∑

k=1

(−1)k+1ωk−1
n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 . . . 1 1 . . . 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωk−2
i1

. . . ωk−2
ik−1

ωk−2
ik+1

. . . ωk−2
im−1

ωk
i1

. . . ωk
ik−1

ωk
ik+1

. . . ωk
im−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ωm−1
i1

. . . ωm−1
ik−1

ωm−1
ik

. . . ωm−1
im−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= ±
ωN−m+1

n

N !(N − 1)! . . . (N − m + 1)!

∑

1≤i1<i2<···<im−1≤n−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

γ1
i1

. . . γ1
im−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γm−1
i1

. . . γm−1
im−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ωN−m+1
i1

ωN−m+1
i2

· · · ×

× ωN−m+1
im−1

W (ωi1 , ωi2 , . . . , ωim−1
, ωn)(−1)m−1,

где I(j1, . . . , jk−1, jk+1, . . . , jm) обозначает число инверсий перестановки индексов (i1, i2, . . . , im−1)

таких, что 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im−1 ≤ n − 1.

Отсюда, из (7) и из (31) можно заключить, что слагаемое, соответствующее im−1 = n − 1,

im−2 = n − 2, . . . , i1 = n − m + 1, при N достаточно большом мажорирует сумму всех других

слагаемых, т. е. имеет место равенство

Dm
N = ±

ωN−m+1
n ωN−m+1

n−1 ωN−m+1
n−2 . . . ωN−m+1

n−m+1

N !(N − 1)! . . . (N − m + 1)!
Γm−1W (ωn−m+1, . . . , ωn−1, ωn)

(
1 + o(1)

)
,

где o(1) → 0 при N → ∞. Следовательно, при N ≥ N0 получим Dm
N 6= 0. Тогда из системы (35) будем

иметь при N ≥ N0

∫ 1

0

xNh1(x) dx =

∫ 1

0

xN−1h2(x) dx = · · · =

∫ 1

0

hm(x)xN−m+1 dx = 0.

А отсюда следует, что hk = 0 при k = 1,m и, тем самым, теорема доказана. ¤
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УДК 517.946

О КЛАССИЧЕСКОЙ РАЗРЕШИМОСТИ
ОДНОМЕРНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ПОЛУЛИНЕЙНЫХ БИПАРАБОЛИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ ЧЕТВЁРТОГО ПОРЯДКА
К. И. Худавердиев, М. Н. Гейдарова

Бакинский государственный университет,
кафедра математики
E-mail: karlenkhudaverdiyev@yahoo.com

Изучены вопросы существования и единственности классиче-
ского решения одномерной смешанной задачи с однородными
граничными условиями типа Рикье для одного класса полули-
нейных бипараболических уравнений четвёртого порядка. Ме-
тодом априорных оценок доказана теорема существования в
целом классического решения изучаемой смешанной задачи.

Ключевые слова: бипараболическое уравнение, классическое
решение, существование в малом, существование в целом, апри-
орная оценка.

On Classical Solvability of One-Dimensional Mixed Problem
for Fourth Order Semilinear Biparabolic Equations

K. I. Khudaverdiyev, M. N. Heydarova

Baku State University,
Chair of Mathematics
E-mail: karlenkhudaverdiyev@yahoo.com

Existence and uniqueness of classical solution of one-dimensional
mixed problem with Riquier type homogenous boundary conditions
for one class of fourth order semilinear biparabolic equations are
studied. A priori estimates method is used to prove the existence
in large theorem for classical solution of mixed problem under
consideration.

Key words: biparabolic equation, classical solution, existence in
small, existence in large, a priori estimate.

ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена изучению вопросов существования (как в малом, так и в целом) и единствен-

ности классического решения следующей одномерной смешанной задачи:

(
∂

∂t
−

∂2

∂x2

)2

u(t, x) = F (t, x, u(t, x), ux(t, x), uxx(t, x), uxxx(t, x), ut(t, x), utx(t, x)) (1)

(0 6 t 6 T, 0 6 x 6 π),

u(0, x) = ϕ(x) (0 6 x 6 π), ut(0, x) = ψ(x) (0 6 x 6 π), (2)

u(t, 0) = u(t, π) = uxx(t, 0) = uxx(t, π) = 0 (0 6 t 6 T ), (3)

где 0 < T < +∞, F , ϕ, ψ — заданные функции, а u(t, x) — искомая функция, причём под клас-

сическим решением задачи (1)–(3) понимаем функцию u(t, x), непрерывную в замкнутой области

[0, T ]× [0, π] вместе с производными, входящими в уравнение (1), и удовлетворяющую всем условиям

(1)–(3) в обычном смысле.

Отметим некоторые работы, в определённом смысле связанные с задачей (1)–(3).

В 1969 году в работе [1] Ю.И. Ковача рассмотрена задача (1)–(3) в случае, когда

F = F (t, x, u(t, x)) и специальным методом последовательных приближений доказана теорема су-

ществования и единственности ее классического решения.

В том же году в работе [2] Ю.И. Ковача рассмотрена задача (1)–(3) в случае, когда F = F (t, x,

u(t − τ(t, x), x)), где τ(t, x) > 0; принципом сжатых отображений доказано существование в малом

ее классического решения.
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