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Для смешанной задачи, определяемой волновым уравнением с суммируемым потенциа-

лом, однопорядковыми граничными условиями с производной и нулевым начальным по-

ложением, исследуются свойства формального решения по методу Фурье в зависимости

от гладкости начальной скорости u′t(x, 0) = ψ(x). В основе исследования— идея А. Н. Кры-

лова об ускорении сходимости рядов Фурье и метод контурного интегрирования резоль-

венты оператора соответствующей спектральной задачи. Получено классическое решение

при ψ(x) ∈ W 1

p (1 < p 6 2), а также показано, что если ψ(x) ∈ Lp[0, 1] (1 6 p 6 2), формаль-

ное решение является обобщенным решением смешанной задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается волновое уравнение

∂2

∂t2
u(x, t) =

∂2

∂x2
u(x, t)− q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ [0,∞), (1)

при условиях

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = ψ(x), (2)

u′x(0, t) + α1u(0, t) + β1u(1, t) = u′x(1, t) + α2u(0, t) + β2u(1, t) = 0, (3)

где q(x) ∈ L[0, 1], q(x) и ψ(x) — комплекснозначные, αi, βi (i = 1, 2) — комплексные
числа.
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В работе используется резольвентный подход с применением приема А. Н. Кры-
лова [1] ускорения сходимости рядов Фурье, который, в отличие от традиционных
методов исследования, а также исследований В. А. Чернятина [2], позволяет иссле-
довать поведение формального решения для различных краевых условий. Впервые
этот подход при q(x) ∈ C[0, 1] был применен в [3] для нахождения классического
решения задачи, определяемой уравнением (1), начальными условиями

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = 0, (4)

и краевыми условиями

u(0, t) = u(1, t) = 0, (5)

при минимальных требованиях на ϕ(x). В дальнейшем этот результат (q(x) ∈ C[0, 1])
был перенесен для задачи (1), (4) с другими двухточечными краевыми условиями, а
в [4] проведено исследование формального решения при понижении требований глад-
кости на ϕ(x) вплоть до ϕ(x) ∈ L2[0, 1]. Новые трудности возникают для смешанной
задачи с начальными условиями (2) вместо (4), но в этом случае резольвентный
подход позволяет их преодолевать. Так, в [5, 6] получены результаты, аналогичные
вышеприведенным (q(x) ∈ C[0, 1]), для начальных условий (2). В частности, в [6]
получено классическое решение задачи (1)–(3) при ψ(x) ∈ W 1

2 [0, 1]. Кроме того, по-
казано, что в случае ψ(x) ∈ L2[0, 1] ряд формального решения сходится равномерно
в любой ограниченной области и его сумма почти всюду (п.в.) удовлетворяет усло-
виям (2), (3), а в случае, когда ψ(x) ∈ L[0, 1], он сходится всюду, и в обоих случаях
является обобщенным решением в равномерной метрике. Для наиболее трудного
случая, когда q(x) ∈ L[0, 1], исследование формального решения смешанной за-
дачи значительно усложняется. В [7] для задачи (1), (2), (5) с q(x) ∈ L[0, 1] по-
лучено классическое решение при минимальных требованиях на ψ(x) и обобщенное
решение для ψ(x) ∈ Lp[0, 1], 1 6 p 6 2.

Аналогичные результаты мы здесь получим и для задачи (1)–(3) с q(x) ∈ L[0, 1],
исследование которой, по сравнению с задачей (1), (2), (5), становится сложнее:
формальный ряд приходится разбивать на девять рядов (в отличие от [7], где их
было шесть) и точно вычислять три из них. Мы получим классическое решение
задачи при ψ(x) ∈ W 1

2 [0, 1] (теорема 4) и покажем, что в случае ψ(x) ∈ Lp[0, 1],
1 < p 6 2 ряд формального решения сходится абсолютно и равномерно и его сумма
п.в. удовлетворяет условиям (2), (3), а для ψ(x) ∈ L[0, 1] он сходится всюду, являясь
в обоих случаях обобщенным решением в равномерной метрике (теоремы 5, 6).
Схожие результаты для смешанной задачи с начальными условиями (4) получены
в [8,9] (см. также библиографию в них).

1. КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

1.1. Так как q(x) ∈ L[0, 1], то классическим решением называем функцию u(x, t),
абсолютно непрерывную вместе с первой производной по x и t, для которой выпол-
няются условия (2), (3), а уравнение (1) выполняется п.в.

Предполагаем, что ψ(x) ∈ W 1
2 [0, 1]. Введем оператор Штурма–Лиувилля:

Ly = −y′′+q(x)y, U1(y) = y′(0)+α1y(0)+β1y(1) = 0, U2(y) = y′(1)+α2y(0)+β2y(1) = 0,
связанный по методу Фурье с задачей (1)–(3). Собственные значения оператора L,
достаточно большие по модулю, простые и для них имеют место асимптотичес-
кие формулы [10, с. 74, 75]: λn = ρ2n (Re ρn > 0), ρn = nπ + o(1). Обозначим
γ̃n = {ρ| |ρ − nπ| = δ}, где δ > 0 и достаточно мало, а n > n0 и n0 таково, что при
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n > n0 внутрь γ̃n попадает лишь по одному ρn. Пусть γn — образ γ̃n в λ-плоскости
(λ = ρ2, Re ρ > 0). Формальное решение задачи (1)–(3) возьмем в виде [11,12]

u(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(Rλψ)

sin ρt

ρ
dλ, (6)

где r > 0 таково, что внутри |λ| = r находятся все собственные значения λn,
для которых n < n0, а Rλ = (L − λE)−1 — резольвента оператора L (E —
единичный оператор, λ — спектральный параметр). Представляя ψ(x) в виде [6]
ψ(x) = ψ1(x) + ψ2(x), где ψ1(x) ∈ W 1

2 [0, 1], ψ1(0) = ψ1(1) = 0, ψ2(x) ∈ C2[0, 1],
ψ2(x) ∈ DL (область определения оператора L), формальное решение (6) представим
в виде, аналогичном (11) из [5] (см. также лемму 2 из [5]), т. е. в виде

u(x, t) =
4

∑

j=1

uj(x, t), (7)

где

u1(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(R0

λψ1)
sin ρt

ρ
dλ, (8)

u2(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(Rλψ1 −R0

λψ1)
sin ρt

ρ
dλ, (9)

u3(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn







1

λ− µ0

(R0
λg)

sin ρt

ρ
dλ,

u3(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn







1

λ− µ0

(Rλg −R0
λg)

sin ρt

ρ
dλ,

R0
λ = (L0 − λE)−1 — резольвента оператора L0: L0y = −y′′, y′(0) = y′(1) = 0, µ0

находится вне всех контуров, g = (L− µ0E)ψ2, поэтому g(x) ∈ L[0, 1].

Лемма 1. ( [5, теорема 3]). Для Rλ и R
0
λ имеют место формулы

Rλf = v1(x, ρ)(f, z1) + v2(x, ρ)(f, z2)− (Mρf)(x),

R0
λf = v01(x, ρ)(f, z

0
1) + v02(x, ρ)(f, z

0
2)− (M0

ρf)(x),

где zj(x, ρ) (j = 1, 2) — решения уравнения

y′′ − q(x)y + ρ2y = 0 (10)

с начальными условиями z1(0, ρ) = z′2(0, ρ) = 1, z′1(0, ρ) = z2(0, ρ) = 0;

vj(x, ρ) =
(−1)j

∆(ρ)

{

[−β1z3−j(1, ρ)U2(z2) + (z′3−j(1, ρ) + β2z3−j(1, ρ))U1(z2)
]

z1(x, ρ)+

✹✹✻ ❮%(=)9> ,'?.@
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+
[

β1z3−j(1, ρ)U2(z1)−
(

z′3−j(1, ρ) + β2z3−j(1, ρ))U1(z1)
]

z2(x, ρ)
}

, j = 1, 2,

∆(ρ) = U1(z1)U2(z2)− U1(z2)U2(z1),

(Mρf)(x) =

x
∫

0

M(x, t, ρ)f(t) dt, M(x, t, ρ) =

∣

∣

∣

∣

z1(t, ρ) z2(t, ρ)

z1(x, ρ) z2(x, ρ)

∣

∣

∣

∣

;

v0j (x, ρ), z
0
j (x, ρ) (j = 1, 2), M0

ρf есть vj(x, ρ), zj(x, ρ) (j = 1, 2), Mρf , но взяты для

оператора L0, (f, g) =
1
∫

0

f(x)g(x) dx.

Обозначим

J1(x, ρ) = v01(x, ρ)(ψ1, z
0
1) + v02(x, ρ)(ψ1, z

0
2),

J2(x, ρ) = v1(x, ρ)(ψ1, z1) + v2(x, ρ)(ψ1, z2)− v01(x, ρ)(ψ1, z
0
1)− v02(x, ρ)(ψ1, z

0
2),

J3(x, ρ) =
1

λ− µ0

[

v01(x, ρ)(g, z1) + v02(x, ρ)(g, z
0
2)
]

,

J4(x, ρ) =
1

λ− µ0

[

v1(x, ρ)(g, z1) + v2(x, ρ)(g, z2)− v01(x, ρ)(g, z1)− v02(x, ρ)(g, z
0
2)
]

.

Поскольку (Mρf)(x), (Mρ0f)(x) — целые по λ, то по лемме 1

u(x, t) =
4

∑

j=1

uj(x, t) =
4

∑

j=1

(

−
1

2πi

)







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






Jj(x, ρ)

sin ρt

ρ
dλ.

1.2. Будем исследовать ряды uj(x, t), j = 1, 2, 3, 4.

Теорема 1. ( [6]). Ряд u1(x, t) сходится абсолютно и равномерно и его сумма
есть классическое решение задачи (1)–(3) при q(x) = 0 и ψ1(x) вместо ψ(x) с
граничными условиями u′1x(0, t) = u1x(1, t) = 0 (уравнение (1) выполняется п.в.).

1.3. Исследуем ряд u2(x, t). Обозначим

J2,1(x, ρ) = (v1(x, ρ)− v01(x, ρ))(ψ1, z1) + (v2(x, ρ)− v02(x, ρ))(ψ1, z2),

J2,2(x, ρ) = v01(x, ρ)(ψ1, z1 − z01) + v02(x, ρ)(ψ1, z2 − z02),

u2,k(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






J2,k(x, ρ)

sin ρt

ρ
dλ, k = 1, 2. (11)

Тогда J2(x, ρ) = J2,1(x, ρ) + J2,2(x, ρ) и

u2(x, t) = u2,1(x, t) + u2,2(x, t). (12)

Лемма 2. Обозначим через θ(x) одну из функций cos x или sin x, через βn(µ) —
скалярное произведение вида (m(x)θ(µx), θ(nπx)), где m(x) — одна из функций

ψ′1(x), ψ1(x)
x
∫

0

q(τ) dτ ,
1
∫

x

ψ1(τ)q
(

τ±x
2

)

dτ , через β̃n(µ) — некоторые суммы из βn(µ),

умноженные на постоянные числа из некоторого конечного набора таких чисел.
Если ρ = nπ + µ, где µ ∈ γ̃0, то справедливы формулы

(ψ1, zj) =
1

ρj
β̃n(µ) +O

(

1

ρj+1

)

, j = 1, 2.

Доказательство аналогично лемме 9 из [5].
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Лемма 3. ( [5, лемма 3]). Если ρ ∈ γ̃n, то

v
(j)

1xj(x, ρ) = v
0(j)

1xj (x, ρ) +O(ρj−2), v
(j)

2xj(x, ρ) = v
0(j)

2xj (x, ρ) +O(ρj−1), j = 0, 1.

Лемма 4. ([8, лемма 19]). Пусть f(x) ∈ Lp[0, 1] (1 < p 6 2), f(x, µ) = f(x)θ(µx),
θ(x) из леммы 2, µ ∈ γ̃0, βn(µ) = (f(x, µ), θ(nπx)). Тогда имеет место оценка

n2
∑

n=n1

1

n
|βn(µ)| 6 c

(

n2
∑

n=n1

1

np

)1/p

‖f‖p,

где c > 0 не зависит от n1, n2, f(x) и µ ∈ γ̃0, ‖ · ‖p — номра в Lp[0, 1].

Лемма 5. Ряд u2,1(x, t) и ряды, получающиеся из него почленным дифферен-
цированием по x и дважды по t, сходятся абсолютно и равномерно по x ∈ [0, 1] и
t ∈ [0, T ] при любом T > 0.

Доказательство следует из формулы (11) по леммам 2–4.

Лемма 6. Функции u2,1(x, t),
∂
∂x
u2,1(x, t) абсолютно непрерывны по x, причем

п.в. по x ∈ [0, 1] и при любом t имеет место равенство

∂2u2,1(x, t)

∂x2
= q(x)a2,1(x, t) + b2,1(x, t), (13)

где

a2,1 = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(Rλψ1)

sin ρt

ρ
dλ,

b2,1 =
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






ρ2J2,1(x, ρ)

sin ρt

ρ
dλ.

Ряды a2,1(x, t) и b2,1(x, t) сходятся абсолютно и равномерно по x ∈ [0, 1] и t ∈ [0, 1].
Множество x, где имеет место (13), можно взять одним и тем же для всех t и
имеет меру, равную единице.

Доказательство аналогично приведенному в теореме 5 из [7].
1.4. Теперь рассмотрим u2,2(x, t). Так как в силу (10) имеем

(ψ1, zj − z0j ) =
1

ρ2
(ψ1,−z

′′
j + z0j

′′
+ q(x)zj) =

1

ρ2
(ψ′1, z

′
j − z0j

′
)+

+
1

ρ2
(ψ1q, zj − z0j ) +

1

ρ2
(ψ1q, z

0
j ), j = 1, 2,

то
u2,2(x, t) = u

(1)
2,2(x, t) + u

(2)
2,2(x, t) + u

(3)
2,2(x, t), (14)

где

u
(s)
2,2(x, t) = −

1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






J
(s)
2,2(x, ρ)

sin ρt

ρ3
dλ, s = 1, 2, 3, (15)
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J
(s)
2,2(x, ρ) = v01(x, ρ)(ψ

(2−s)
1 qs−1, z

(2−s)
1 − z

0(2−s)
1 )+

+v2(x, ρ)(ψ
(2−s)
1 qs−1, z

(2−s)
2 − z

0(2−s)
2 ), s = 1, 2,

J
(3)
2,2 (x, ρ) = v01(x, ρ)(ψ1q, z

0
1) + v02(x, ρ)(ψ1q, z

0
2).

1.5. Исследуем ряды u
(s)
2,2(x, t) (s = 1, 2). Так же, как и леммы 9, 11 из [7],

доказываются две следующие леммы.

Лемма 7. При | Im ρ| 6 h имеет место формула

z′1(x, ρ) = −ρ sin x+
1

2
cos ρx

x
∫

0

q(ξ) dξ +
1

4

x
∫

0

[

q

(

x− τ

2

)

+

+q

(

x+ τ

2

)]

cos ρτ dτ +O

(

1

ρ

)

.

Лемма 8. Пусть θ(x), βn(µ) и β̃n(µ) — те же, что и в лемме 2, где m(x)

теперь — одна из функций ψ′1(x), ψ
′
1(x)

x
∫

0

q(τ) dτ ,
1
∫

x

ψ′1(τ)
(

τ±x
2

)

dτ . Если ρ = nπ+µ,

где µ ∈ γ0, то

(ψ′1, z
′
1 − z01

′
) = O(β̃n(µ)) +O

(

1

ρ

)

, (ψ′1, z
′
2 − z02

′
) =

1

ρ
O(β̃n(µ)) +O

(

1

ρ2

)

.

Лемма 9. Ряды u
(s)
22 (x, t) (s = 1, 2) и ряды, получающиеся из них почленным

дифференцированием два раза по x и t, сходятся абсолютно и равномерно по
x ∈ [0, 1] и t ∈ [0, T ], и их суммы удовлетворяют уравнению (1) при q(x) = 0.

Доказательство. Первое утверждение леммы следует из (15) на основании
лемм 4, 8 и леммы 2 из [9] так же, как и в лемме 11 из [5], а второе — из формулы

(

∂2

∂t2
−

∂2

∂x2

)

(v0j (x, ρ) sin ρt) = 0, j = 1, 2. (16)

�

1.6. Из (15) по теореме вычетов получаем следующую лемму.

Лемма 10. Имеет место формула

u
(3)
2,2(x, t) = t

(

ψ1q, ξ −
ξ2

2

)

−
t

6
(3x2 + t2 + 2)(ψ1q, 1)+

+
∞
∑

n=1

1

(nπ)3
(ψ1q, cosnπξ)[sinnπ(x+ t)− sinnπ(x− τ)]. (17)

Лемма 11. Ряд u
(3)
2,2(x, t) сходится равномерно и для его суммы имеет место

формула

u
(3)
2,2(x, t) =

x+t
∫

x−t

dτ

τ
∫

0

R̃(τ1) dτ1 − (ψ1q, 1)

x+t
∫

x−t

dτ

τ
∫

0

S̃(τ1) dτ1+

❒/7-(/7+8/ ✹✹✾
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+
t

6
(ψ1q, 1)

(

12
∞
∑

n=1

1

(nπ)2
− 3x2 − t2 − 2

)

, (18)

где R̃(x) = 1
2
r̃(x) — нечетное 2-периодическое продолжение функции

r(x) =
1
∫

x

ψ1(ξ)q(ξ) dξ, x ∈ [0, 1]; S̃(x) — нечетное 2-периодическое продолжение

функции S(x) = 1
2
(1− x), x ∈ [0, 1].

Доказательство. Рассмотрим для правой части (17) ряд

Σ =
∞
∑

n=1

1

(nπ)3
(ψ1q, cosnπξ) sinnπx.

Так как

cosnπξ

nπ
=

1

nπ

ξ
∫

0

sinnπτ dτ,

то

Σ = (ψ1q, 1)
∞
∑

n=1

sinnπx

(nπ)3
−

∞
∑

n=1

1

(nπ)2
(r, sinnπξ) sinnπx = Σ1 − Σ2. (19)

Теперь для Σ1 рассмотрим
∞
∑

n=1

sinnπx
nπ

. Это есть ряд Фурье функции S̃(x), поэтому,

почленно интегрируя, получим

Σ1 = (ψ1q, 1)



−

x
∫

0

dτ

τ
∫

0

S̃(τ1) dτ1 + x

∞
∑

n=1

1

(nπ)2



. (20)

Для Σ2 рассмотрим 2
∞
∑

n=1

(r, sinnπξ) sinnπx. Это — ряд Фурье функции r̃(x),

поэтому

Σ2 = −

x
∫

0

dτ

τ
∫

0

R̃(τ1) dτ1 + x

∞
∑

n=1

1

nπ
(r, sinnπξ), (21)

где
∞
∑

n=1

1
nπ
(r, sinnπξ) =

(

ψ1q,
ξ
2
− ξ2

4

)

. Тогда из (17), (19)–(21) следует (18). �

1.7. Здесь мы получим уравнение для u2(x, t).

Лемма 12. Функция u2,2(x, t) непрерывно дифференцируема по x ∈ [0, 1] и

t ∈ [0,∞); ∂u2,2(x,t)

∂x

(

∂u2,2(x,t)

∂t

)

абсолютно непрерывна по x (по t) и п.в. по x и t

удовлетворяет уравнению (1) при q(x) = 0.

Доказательство следует из формулы (14) по леммам 9 и 11.

Теорема 2. Функция u2(x, t) непрерывно дифференцируема по x ∈ [0, 1] и

t ∈ [0,∞); ∂u2(x,t)
∂x

(

∂u2(x,t)
∂t

)

абсолютно непрерывна по x (по t) и п.в. по x и t

∂2u2(x, t)

∂t2
=
∂2u2(x, t)

∂x2
+ q(x)

1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(Rλψ1)

sin ρt

ρ
dλ.
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Доказательство. Так как по лемме 5 ∂2

∂t2
u2,1(x, t) = b2,1(x, t), то из (12) и лемм 6,

12 получаем утверждение теоремы. �

1.8. Исследуем ряд u3(x, t). Так как
1

λ−µ0

= 1
λ
+ µ0

λ(λ−µ0)
, то

u3(x, t) = u3,1(x, t) + u3,2(x, t), (22)

где

u3,1(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=ε

+
∞
∑

n=1

∫

γn






(v01(x, ρ)(g, z1) + v02(x, ρ)(g, z2))

sin ρt

ρ3
dλ,

u3,2(x, t) = −
µ0

2πi







∫

|λ|=ε

+
∞
∑

n=1

∫

γn






J3(x, ρ)

sin ρt

ρ3
dλ,

величина ε > 0 настолько мала, что все контуры расположены вне друг друга.
Так же, как и лемма 11, доказывается следующая лемма.

Лемма 13. Для суммы ряда u3,1(x, t) имеет место формула

u3,1(x, t) =

x+t
∫

x−t

dτ

τ
∫

0

P̃ (τ1) dτ1 − (g, 1)

x+t
∫

x−t

dτ

τ
∫

0

S̃(τ1) dτ1+

+
t

6
(g, 1)

(

12
∞
∑

n=1

1

(nπ)2
− 3x2 − t2 − 2

)

,

где P̃ (x) = 1
2
p̃(x), p̃(x) — нечетное 2-периодическое продолжение функции

p(x) =
1
∫

x

g(ξ) dξ, x ∈ [0, 1]; S̃(x) — та же, что и в лемме 11.

Так как для ряда u3,2(x, t) выполняется лемма 9, то в силу (16), (22) и леммы 13
для ряда u3(x, t) выполняется лемма 12.

1.9. Наконец, рассмотрим ряд u4(x, t). Обозначим J4,k(x, ρ) = 1
λ−µ0

J2,k(x, ρ)

(k = 1, 2) с функцией g(x) в J2,k(x, ρ) вместо ψ1(x). Тогда

J4(x, ρ) = J4,1(x, ρ) + J4,2(x, ρ)

и

u4(x, t) = u4,1(x, t) + u4,2(x, t), (23)

где u4,k(x, t) определяются как и u2,k(x, t) в (11), но через J4,k(x, ρ) вместо J2,k(x, ρ).
Из [9, лемма 2] и леммы 3 легко следует выполнение леммы 5 для рядов u4,k(x, t),
k = 1, 2, и, кроме того, ряд u4,2(x, t) можно дважды почленно дифференцировать
по x.

Легко видеть, что для функций u4,1(x, t),
∂
∂x
u4,2(x, t) справделива и лемма 6, но

с функцией 1
λ−µ0

(Rλg) вместо (Rλψ1) в определении a2,1(x, t) и с функцией J4,1(x, ρ)

вместо J2,1(x, ρ) в b21(x, t).
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Теорема 3. Функция u4(x, t) непрерывно дифференцируема по x ∈ [0, 1] и

t ∈ [0, T ], ∂u4(x,t)
∂x

(

∂u4(x,t)
∂t

)

абсолютно непрерывна по x (по t) и п.в. по x ∈ [0, 1] и

любом t

∂2u4(x, t)

∂t2
=
∂2u4(x, t)

∂x2
+ q(x)

1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(Rλψ2)

sin ρt

ρ
dλ. (24)

Доказательство. По формуле (11) для u4,1(x, t) и лемме 5

∂2

∂t2
u4,1(x, t) =

1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






ρ2J4,1(x, ρ)

sin ρt

ρ
dλ = b2,1(x, t).

Отсюда и из леммы 6 следует, что п.в. по x ∈ [0, 1] и любом t

∂2u4(x, t)

∂t2
=
∂2u4(x, t)

∂x2
− q(x)a2,1(x, t), (25)

причем по лемме 2 из [5]

a2,1(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(Rλψ2)

sin ρt

ρ
dλ.

Так как ряд u4,2(x, t) можно два раза почленно дифференцировать по x, то в си-
лу (16)

∂2u4,2(x, t)

∂t2
=
∂2u4,2(x, t)

∂x2
.

Тогда из (23) и (25) следует (24) �

1.10. Имеет место следующая теорема.

Теорема 4. Если q(x) ∈ L[0, 1] и ψ(x) ∈ W 1
2 [0, 1], то формальное решение за-

дачи (1)–(3) является и ее классическим решением.

Доказательство. Для формального решения задачи (1)–(3)

u(x, t) = −
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn






(Rλψ1)

sin ρt

ρ
dλ−

−
1

2πi







∫

|λ|=r

+
∑

n>n0

∫

γn







1

λ− µ0

(Rλg)
sin ρt

ρ
dλ (26)

на основании лемм 1–4 заключаем, что ряды в (26) и полученные из них почленным
дифференцированием по x или t сходятся абсолютно и равномерно. Поэтому u(x, t)
удовлетворяет граничным условиям и u(x, 0) = 0. Почленно дифференцируя ряд (6)
в точке t = 0, как и в [5, теорема 6], получим u′t(x, 0) = ψ(x). А в силу (7) из
теорем 1–3 и леммы 12 для u3(x, t) следует, что u(x, t) удовлетворяет уравнению (1)
п.в. �

Замечание. В теореме 4 так же, как в [8], с привлечением теоремы Хаусдорфа–
Юнга [13, с. 211] можно вместо ψ(x) ∈ W 1

2 [0, 1] предполагать, что ψ(x) абсолютно
непрерывна и ψ′(x) ∈ Lp[0, 1] при 1 < p < 2.

✹✺✷ ❮$%&'() *+,-.
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2. ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ

2.1. Пусть ψ(x) ∈ Lp[0, 1], 1 < p < 2. Обобщенное решение берем в виде

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t), (27)

где u1(x, t) и u2(x, t) — те же, что и в (8), (9), но с функцией ψ(x) вместо ψ1(x).

Лемма 14. Ряд u1(x, t) сходится абсолютно и равномерно, его сумма
абсолютно непрерывна по x, t и удовлетворяет условию u1(x, 0) = 0; п.в.
на [0, 1] существует u′1t(x, 0) и п.в. на [0,∞) существуют u′1x(0, t), u

′
1t(1, t),

причем u′1t(x, 0) = ψ(x), u′1x(0, t) = u′1x(1, t) = 0.

Доказательство аналогично доказательству леммы 22 из [6] с использованием
теоремы Хаусдорфа–Юнга.

Лемма 15. Ряд u2(x, t) и ряды, получающиеся из него почленным дифферен-
цированием по x и t один раз, сходятся абсолютно и равномерно по x ∈ [0, 1]
и t ∈ [0, T ].

Доказательство. Следует из (12) с функцией ψ(x) вместо ψ1(x), лемм 3, 4 и
оценок [8, лемма 18]

(ψ, zj) =
1

ρj−1
β̃n(µ) +

1

ρj
β̃n(µ) +O

(

‖ψ‖p
ρj+1

)

,

(ψ, zj − z0j ) =
1

ρj
β̃n(µ) +O

(

‖ψ‖p
ρj+1

)

, j = 1, 2,

где β̃n(µ) аналогичны приведенным в лемме 2, ρ, µ0 — те же. �

Лемма 16. Для u(x, t) при x ∈ [0, 1] и t ∈ [0, T ] справедлива оценка

max |u(x, t)| 6 cT‖ψ‖p, (28)

где cT зависит только от T .

Доказательство. Оценка (28) для u1(x, t) сразу следует из формулы (31) в [6]:
u1(x, t) = (ψ, 1)t + 1

2
[Φ(x + t) − Φ(x − t)], где Φ(x) = −Φ(−x), Φ(x + 2) = Φ(x),

Φ(x) =
x
∫

0

[ψ(τ)− (ψ, 1)] dτ при x ∈ [0, 1]. Для u2(x, t) (28) получается из (12), леммы 3

и [9, лемма 2]. �

Пусть ψh(x) ∈ W 1
2 [0, 1] и uh(x, t) — соответствующие классические решения за-

дачи (1)–(3).

Теорема 5. Если ψ(x) ∈ Lp[0, 1], 1 < p 6 2, то сумма ряда формального
решения задачи (1)–(3) абсолютно непрерывна по x, t и u(x, 0) = 0; п.в. выпол-
няются u′t(x, 0) = ψ(x) и условия (3). Более того, если ‖ψh − ψ‖p → 0 при h → 0,
то uh(x, t) сходятся к u(x, t) равномерно по x ∈ [0, 1] и t ∈ [0, T ], т.е. u(x, t) есть
обобщенное решение задачи (1)–(3).

Доказательство следует из лемм 14–16.
2.2. Пусть теперь ψ(x) ∈ L[0, 1]. Формальное решение берем как в (27).
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Лемма 17. Ряд u1(x, t) сходится всюду, а ряд u2(x, t) сходится абсолютно и
равномерно при x ∈ [0, 1] и t ∈ [0, T ] и выполняется оценка max |ui(x, t)| 6 cT‖ψ‖1
(i = 1, 2), где cT зависит только от T .

Утверждение для u1(x, t) доказано в [6, лемма 25], а для u2(x, t) оно очевидно.
Пусть ψh(x) и uh(x, t) — те же, что и в теореме 5, тогда из леммы 17 следует

Теорема 6. Если ψ(x) ∈ L[0, 1], то ряд формального решения задачи (1)–
(3) сходится всюду при x ∈ [0, 1] и t ∈ [0,∞) и u(x, 0) = 0. Более того, ес-
ли ‖ψh − ψ‖1 → 0 при h → 0, то классические решения uh(x, t) сходятся к u(x, t)
равномерно по x ∈ [0, 1] и t ∈ [0, T ], т.е. u(x, t) — обобщенное решение зада-
чи (1)–(3).
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For a mixed problem defined by a wave equation with a summable potential equal-order boun-

dary conditions with a derivative and a zero initial position, the properties of the formal solu-

tion by the Fourier method are investigated depending on the smoothness of the initial velocity

u′t(x, 0) = ψ(x). The research is based on the idea of A. N. Krylov on accelerating the conver-

gence of Fourier series and on the method of contour integrating the resolvent of the operator of

the corresponding spectral problem. The classical solution is obtained for ψ(x) ∈W 1

p (1 < p 6 2),

and it is also shown that if ψ(x) ∈ Lp[0, 1] (1 6 p 6 2), the formal solution is a generalized solution

of the mixed problem.
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