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Данная работа посвящена изучению подсистем некоторых конечных магм S = (V, ∗)

с порождающим множеством из k элементов и порядком k + k2. При k > 1 магмы S

не являются полугруппами и квазигруппами. Приводится поэлементное описание всех

подсистем магмы S. Было установлено, что все магмы S обладают подсистемами, яв-

ляющимися полугруппами. При k > 1 явно указываются подсистемы, являющиеся идем-

потентными не единичными полугруппами. Ранее для магм S было получено описание

группы автоморфизмов. В частности, всякая симметрическая группа перестановок Sk

изоморфна группе всех автоморфизмов подходящей магмы S. В данной работе получен

общий вид автоморфизма для более широкого класса конечных магм порядка k + k2.
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ВВЕДЕНИЕ

Как и в [1], магмой называем пару (V, ∗), где V — некоторое множество и
(∗) — бинарная алгебраическая операция, определенная на множестве V (также
распространен термин группоид).

В данной работе исследуются вопросы об автоморфизмах и подсистемах некото-
рых конечных магм. В частности, обобщаются результаты работы [2] и приводится
поэлементное описание всех подсистем конечных магм S = S(k, q) = (V, ∗) (см. [2,
определение 1]) порядка k + k2. Основные результаты статьи сформулированы в
теоремах 1 и 2.

Ниже приведем примеры исследований магм, не являющихся, в общем случае,
полугруппами и квазигруппами.

А. И. Мальцев вводит в работе [3] операцию умножения на подмногообразиях
фиксированного многообразия (данная операция использовалась в исследованиях
классов алгебраических систем). Структуры некоторых магм, введенных в [3],
вместе с другими вопросами (из теории классов алгебраических систем) исследова-
лись, например, в работах [4–6] (см. также [7–9]).

Другим естественным подходом к исследованию магм является введение допол-
нительных ограничений, например требование выполнения некоторых тождеств или
условий. В [10] рассматриваются магмы с тождеством xy · zx = (x · yz)x. В работе
[11] авторы Г. Б. Белявская и А. Х. Табаров изучают некоторые классы магм с
тождеством xy · xz = x2 · yz (см. также [12]). А. А. Степанова и Н. В. Трикашная
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в [13] рассматривают магмы, являющиеся абелевыми алгебрами и гамильтоновыми
алгебрами с дополнительными ограничениями (например наличием единицы).

Естественным обобщением понятия «магма» является понятие n-арный группоид
(также распространен термин n-оператив, например, в [14]). Примерами иссле-
дований данных объектов являются работы С. С. Давидова [15–17].

Вопросы перестановочности элементов в некоторых n-арных группоидах специ-
ального вида (полиадических группоидах с полиадической операцией) изучаются в
работах А. М. Гальмака [18,19].

В [20] автор изучает вопросы введения метрики на магмах и практического ис-
пользования этих конструкций в биологии.

С. Ю. Катышев, В. Т. Марков и А. А. Нечаев в работе [21] изучают возможностнь
использовать неассоциативные магмы в криптографии. Авторы используют ППС-
группоиды (все правые степени перестановочны) и ПЛС-группоиды (все левые сте-
пени перестановочны), которые обладают неассоциативными степенями для реализа-
ции процедуры открытого распределения ключей. (см. также работу [22]). В обзоре
В. Т. Маркова, А. В. Михалёва и А. А. Нечаева [23] рассмотрены примеры исполь-
зования неассоциативных алгебраических структур (в частности, ПС-группоидов)
для построения криптосхем и линейно-оптимальных кодов.

Отметим серию исследований [24–26], в которых Д. А. Бредихин изучает во-
просы, связанные с группоидами отношений и многообразиями алгебраических
систем. В [27] Л. М. Глускин исследовал автоморфизмы полугрупп бинарных
отношений.

Изучению автоморфизмов некоторых матричных полугрупп посвящено множество
работ, например [28–30] (также активно изучались автоморфизмы квазигрупп [31]).

Автоморфизмы некоторых специальных матричных магм изучаются в работе [32].
Исследованию вопросов, связанных с автоморфизмами конечных магм, посвя-

щены статьи А. П. Ильиных [33, 34]. В [33] приведена классификация конечных
магм X = (X, ∗), имеющих 2-транзитивную на множестве X группу автоморфиз-
мов Aut (X). В [34] построены две серии магм, допускающие SL(2, q) транзитивной
(транзитивной на множестве-носителе) подгруппой автоморфизмов.

В работе [35] строятся некоторые конечные магмы G = (V, ∗), порожденные n

элементами и порядком |V |, удовлетворяющим неравенствам n + 1 6 |V | < n2 + n.
Для этих магм получено описание группы автоморфизмов (см. [35, теорема 1]) и
показано, что всякая конечная группа будет изоморфна некоторой подгруппе группы
Aut (G) для подходящей магмы G (см. [35, следствие 1]).

Для удобства читателя приведем определение 1 из [2] магм S = S(k, q) = (V, ∗).
Как обычно, Sk — симметрическая группа перестановок множества из k элементов.

Определение 1. Для каждого натурального числа k вводим следующие множест-
ва: M := {a1, ..., ak}, B := {bij | i, j = 1, ..., k}, V := M ∪ B, Sm

k := {(ε1, ..., εm) | εi ∈
∈ Sk, i = 1, ...,m}.

Далее фиксируем кортеж q = (β1, ..., βk, β
′
1, ..., β

′
k) ∈ S2k

k . На множестве V зададим
бинарную алгебраическую операцию (∗) такую, что справедливы равенства

ai ∗ aj = bij, as ∗ bij = bβs(i),βs(j),

bij ∗ as = bβ′

s(i),β
′

s(j), bmv ∗ bij = bmj (m, v, s, i, j = 1, ..., k).
(1)

Тогда через S = S(k, q) = (V, ∗) обозначим магму S с множеством-носителем V и
операцией (∗), которую задают равенства (1).
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Несложно проверить, что магмы S(k, q) являются неассоциативными магмами
при k > 1 и любом кортеже q ∈ S2k

k . Данные магмы интересны, в частности,
тем, что всякую конечную группу можно представить некоторой подгруппой группы
автоморфизмов подходящей магмы S(k, q).

Определение подсистемы и порождающего множества алгебраической системы
можно найти в [36, с. 53, 55]).

Далее рассмотрим общую и хорошо известную задачу

Задача 1. Описать подсистемы некоторой фиксированной алгебраической
системы A.

Данная задача исследуется в этой работе, когда A = S(k, q). Основной результат,
относящийся к задаче 1, сформулирован в виде теоремы 1.

Для всякого подмножества Q множества-носителя V магмы S(k, q) строится под-
система D(Q) (см. (2)), порожденная этим множеством. Таким образом, теорема 1
дает решение задачи 1 в виде поэлементного описания подсистем, когда A = S(k, q).

Кроме того, было установлено, что всякая магма S(k, q) будет иметь подсистемы
(эти подсистемы явно указаны в замечании 2), которые являются идемпотентными
полугруппами.

В данной работе формулируется и доказывается теорема 2, которая обобщает
некоторые результаты теоремы 2 из [2]. Теорема 2 дает результат для более широкого
класса конечных магм порядка k + k2, чем теорема 2 из [2]. В частности, теорема 2
устанавливает общий вид автоморфизма (см. отображение (7)), параметризуя его
некоторыми перестановками порождающего множества из k элементов.

1. ФОРМУЛИРОВКА И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Формулировке и доказательству теоремы 1 предпошлем необходимые опреде-
ления и обозначения.

В этом разделе символы V , M , q, k, βi, β′
i обозначают объекты, введенные в

определение 1, связанные с магмой S = S(k, q) = (V, ∗). Чтобы однозначно за-
дать индивидуальную магму S, нужно задать множество-носитель V (равносильно
определению натурального числа k > 1) и операцию (∗), которая при заданном k

определяется выбором кортежа перестановок q ∈ S2k
k и равенствами (1).

Обозначения, необходимые для формулировки теоремы 1. Для каждого не-
пустого множества M ′ = {as1 , ..., asm} ⊆ M введем множество перестановок
P (M ′) ⊂ Sk, состоящее из единичной перестановки I и всевозможных произведений
перестановок βs1 , ..., βsm , β

′
s1
, ..., β′

sm
. Если M ′ — пустое множество, то полагаем, что

P (M ′) содержит только единичную перестановку.
Перестановки βi, β

′
i являются компонентами кортежа q из определения 1 магмы

S(k, q). Для каждой фиксированной магмы S(k, q) и множества M ′ единственным
образом определяется множество P (M ′).

Таким образом, (P (M ′), ·) — моноид, порожденный множеством {I, βs1 , ...,

βsm , β
′
s1
, ..., β′

sm
} в смысле порождаемости в моноиде; (·) — композиция двух

перестановок.
Пусть X и Y — два подмножества множества-носителя V и, как обычно, опре-

делены множества X ∗ Y := {x ∗ y | x ∈ X, y ∈ Y }, X2 := X ∗ X, ∅ ∗ X := ∅,
X ∗∅ := ∅.

Замечание 1. Непосредственно из определения операции (∗) следует, что вы-
ражения вида an (a ∈ M) в общем случае не определены однозначно, когда n > 2.
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В самом деле, значение произведения an зависит от расстановки скобок. Поэтому
мы не определяем множество Xn, когда n > 2. В произведениях, состоящих из
более чем двух множеств, явно расставляем скобки. Таким образом, множество
(X2) ∗ (X2) определенно корректно, а запись X4 в данной работе не имеет смыс-
ла. Введение произведения множества на пустое множество целесообразно в данной
работе для единообразной записи выкладок, которые используются при доказатель-
стве теоремы 1.

Пусть Q — произвольное не пустое подмножество в V такое, что Q = Q1 ∪ Q2

для подходящего Q1 ⊆M и Q2 ⊆M ∗M . Тогда задаем обозначения

D(Q) :=
{

bγ1(u),γ2(v) | bu,v ∈ (Q2) ∗ (Q2), γ1, γ2 ∈ P (Q1)
}

∪Q1, D(Q) =: (D(Q), ∗). (2)

Теорема 1. Пусть задана магма S(k, q) = (V, ∗) и Q — некоторое не
пустое подмножество множества-носителя V . Тогда магма D(Q) является
подсистемой магмы S(k, q), а множество Q — порождающим множеством
подсистемы D(Q).

Доказательство. Символом X(Q) обозначим подмножество в V такое, что
(X(Q), ∗) — подсистема магмы S(k, q), порожденная множеством Q.

Полагаем, что Q = Q1∪Q2 для подходящих подмножеств Q1 ⊆M и Q2 ⊆M ∗M .
Для удобства введем следующие обозначения:

R := (Q2) ∗ (Q2), (3)

F :=
{

bγ1(u),γ2(v) | bu,v ∈ R, γ1, γ2 ∈ P (Q1)
}

. (4)

1. Покажем замкнутость множества D(Q). Множество F обладает подмно-
жеством R. Действительно, это вытекает из наличия тождественной перестановки
в P (Q1).

Справедливы равенства и включения

Q2 = (Q1 ∪Q2) ∗ (Q1 ∪Q2) = (Q1 ∗Q1) ∪ (Q2 ∗Q2) ∪ (Q1 ∗Q2) ∪ (Q2 ∗Q1),

Q2 ⊆ R ⊆ F ⊆M ∗M.
(5)

Прямые вычисления показывают, что R — замкнуто относительно операции (∗).
Пусть bγ1(u),γ2(v), bγ′

1
(u′),γ′

2
(v′) ∈ F и γ1, γ2, γ

′
1, γ

′
2 ∈ P (Q1). Тогда элементы

bγ1(u),γ2(v) ∗ bγ′

1
(u′),γ′

2
(v′) = bγ1(u),γ′

2
(v′), bγ′

1
(u′),γ′

2
(v′) ∗ bγ1(u),γ2(v) = bγ′

1
(u′),γ2(v)

лежат в D(Q), поскольку γ1, γ2, γ
′
1, γ

′
2 ∈ P (Q1) и bu,v′ , bu′,v ∈ R.

Мы показали, что множество F замкнуто относительно операции (∗).
Далее, пусть bγ1(u),γ2(v) ∈ F , asi ∈ Q1, где γ1, γ2 ∈ P (Q1). Проводим вычисления:

asi ∗ bγ1(u),γ2(v) = bβsi
·γ1(u),βsi

·γ2(v), bγ1(u),γ2(v) ∗ asi = bβ′

si
·γ1(u),β′

si
·γ2(v).

Справедливы включения βsi · γ1, βsi · γ2, β′
si
· γ1, β′

si
· γ2 ∈ P (Q1), следовательно,

bβsi
·γ1(u),βsi

·γ2(v), bβ′

si
·γ1(u),β′

si
·γ2(v) ∈ D(Q).

Пусть ai, aj ∈ Q1. Тогда ai ∗ aj ∈ Q1 ∗ Q1 ⊂ Q2 ⊂ R ⊂ D(Q) (см. (5)). Таким
образом, множество D(Q) замкнуто относительно операции (∗).

2. Покажем, что справедливо включение D(Q) ⊆ X(Q). Для этого покажем, что
каждый элемент из D(Q) является произведением некоторых элементов из Q либо
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лежит в Q. Очевидно, что элементы из R (см. определение) являются некоторыми
произведениями элементов из Q либо элементами Q.

Всякий элемент bγ1(u),γ2(v) (buv ∈ R, γ1, γ2 ∈ P (Q1)) множества F является
произведением элементов bγ1(u),γ1(v) и bγ2(u),γ2(v). Элементы bγ1(u),γ1(v) и bγ2(u),γ2(v) яв-
ляются некоторыми произведениями элементов из множества R и множества Q1

либо элементами из R. Таким образом, каждый элемент из F является произве-
дением элементов из Q либо элементом из Q.

Мы показали, что всякий элемент из D(Q) является некоторым произведением
элементов из Q либо лежит в Q. Включение D(Q) ⊆ X(Q) доказано.

3. Покажем, что X(Q) ⊆ D(Q). Поскольку D(Q) = (D(Q), ∗) — подсистема магмы
S(k, q), то множество D(Q) замкнуто относительно операции (∗). Поэтому для до-
казательства включения X(Q) ⊆ D(Q) достаточно показать, что Q ⊆ D(Q).

Из (2) следует включение Q1 ⊆ D(Q). Из (5) следует цепочка включений

Q2 ∗Q2 ⊆ Q2 ⊆ F ⊆ D(Q).

Прямая проверка показывает, что всякий элемент bij ∈ M ∗ M является идем-
потентом, следовательно, Q2 ⊆ Q2 ∗ Q2. Таким образом, Q2 ⊆ D(Q). Поскольку
Q = Q1 ∪Q2, то Q ∈ D(Q). Поэтому X(Q) ⊆ D(Q).

Значит, справедливо равенство X(Q) = D(Q). Теорема доказана. �

Элемент x некоторой магмы (X, ·) называют идемпотентом, если выполняется
равенство x · x = x. Полугруппу называют идемпотентной полугруппой, если каж-
дый ее элемент является идемпотентом.

Сформулируем некоторые важные замечания к теореме 1, которые устанав-
ливают связь между подсистемами магмы S(k, q) и некоторыми хорошо известными
классами полугрупп.

Замечание 2. Предположим, что Q — произвольное не пустое подмножество
множества M ∗ M . Тогда несложно показать, что для любой магмы S(k, q) вы-
полняется равенство D(Q) = Q2 и D(Q) является идемпотентной полугруппой и
сепаративной полугруппой (значит, и Клифордовой полугруппой).

Замечание 3. Если Q ⊆ V содержит элементы из M , то в общем случае подсис-
тема D(Q) не является полугруппой.

Замечание 4. Пусть в множестве M содержится элемент ai такой, что переста-
новки βi и β′

i являются тождественными. Полагаем, что Q = {ai} ∪ Q2, где Q2 —
произвольное подмножество в M ∗M . Тогда непосредственная проверка показывает,
что подсистема D(Q) является полугруппой. Все элементы полугруппы D(Q), кро-
ме ai, являются идемпотентами.

2. ФОРМУЛИРОВКА И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Как обычно, через |X| обозначаем мощность множества X. В данном разделе
символы M и V будут введены в теореме 2.

Теорема 2. Пусть A = (V, ∗) — магма с конечным множеством-носителем V

и множеством M ⊆ V таким, что справедливы условия

V = M ∪ (M ∗M), |M ∗M | = |M | · |M |, M ∩ (M ∗M) = ∅,

V ∗ (M ∗M) ⊆M ∗M, (M ∗M) ∗ V ⊆M ∗M.
(6)
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Тогда справедливы следующие утверждения:
1) для элементов из V можно ввести обозначения M = {a1, ..., a|M |},

M ∗ M = {bij | i, j = 1, ..., |M |} такие, что элементы из M и M ∗ M связаны
равенствами bij = ai ∗ aj, i, j = 1, ..., |M |;

2) в группе S|M | существует подгруппа X(A) такая, что для любой
перестановки α ∈ X(A) отображение

φα : ai → aα(i), i = 1, ..., |M |; buv → bα(u),α(v) u, v = 1, ..., |M | (7)

есть автоморфизм магмы A и справедливы утверждения

Aut (A) = {φα| α ∈ X(A)}, Aut (A) ∼= X(A);

3) всякая конечная группа G будет изоморфна некоторой подгруппе H группы
автоморфизмов Aut (A) для подходящей магмы A, удовлетворяющей условиям
данной теоремы.

Доказательство. Пусть A = (V, ∗) — магма, M — порождающее множество этой
магмы, удовлетворяющее условиям данной теоремы.

1. Первый пункт теоремы следует непосредственно из условий (6).
2. Покажем, что для всякого автоморфизма φ ∈ Aut (A) выполняются включения

Mφ ⊆M, (M ∗M)φ ⊆M ∗M. (8)

В силу (6) получаем включение (M ∗M)φ = Mφ ∗Mφ ⊆M ∗M , которое приводит к
условиям

V φ = (M ∪ (M ∗M))φ = Mφ ∪ (M ∗M)φ ⊆Mφ ∪ (M ∗M).

Отсюда получаем, что

|V φ| 6 |Mφ ∪ (M ∗M)| = |Mφ|+ |M |2 − |Mφ ∩ (M ∗M)|.

Поскольку Mφ ∪ (M ∗M) ⊆ V и справедливы равенства |V φ| = |V | = |M | + |M |2,
|Mφ| = |M |, то справедливы условия

|M |+ |M |2 6 |M |+ |M |2 − |Mφ ∩ (M ∗M)| 6 |V | = |M |+ |M |2.

Значит, |M |+ |M |2−|Mφ∩ (M ∗M)| = |M |+ |M |2, следовательно, |Mφ∩ (M ∗M)| = 0
и Mφ ⊆M .

Таким образом, мы доказали включения (8).
Поскольку справедливы включения (8) и V = M ∪ (M ∗M), M ∩ (M ∗M) = ∅, то

имеет место равенство Mφ = M . Действительно, в противном случае будет нарушена
обратимость.

Множество M конечно и Mφ = M , следовательно, φ задает перестановку
множества M . Обозначим эту перестановку символом α ∈ S|M |. Эту перестановку
можно рассматривать как перестановку на конечном множестве индексов {1, ..., |M |}.
Подробней, (ai)

φ = aα(i).
Пусть ai, aj — два произвольных элемента из M . Тогда

(bij)
φ = (ai ∗ aj)

φ = a
φ
i ∗ a

φ
j = aα(i) ∗ aα(j) = bα(i),α(j).
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Таким образом, мы показали, что для всякого автоморфизма φ (φ = φα) сущест-
вует перестановка α ∈ S|M | такая, что автоморфизм φ действует по правилу

φα : ai → aα(i), i = 1, ..., |M |; buv → bα(u),α(v) u, v = 1, ..., |M |. (9)

Множество всевозможных перестановок α, задающих автоморфизмы по прави-
лу (9), обозначим символом X(A). Очевидно имеем равенство Aut (A) = {φα|
α ∈ X(A)}. Отображение ζ(α) : X(A)→ Aut (A), действующее по правилу ζ(α) = φα

(α ∈ X(A), φα ∈ Aut (A)), реализует изоморфизм Aut (A) ∼= X(A). Пункт 2 доказан.
3. Можно показать, что магмы S(k, q) удовлетворяют условиям теоремы 1. Для

магмы S приводилось описание группы автоморфизмов (см. [2, теорема 2]). Кроме
того, было установлено, что для всякого натурального числа k существует кортеж
q ∈ S2k

k такой, что Sk
∼= Aut (S(k, q)) (см. [2, теорема 1]). Последний изоморфизм

вместе с известной теоремой Кэлли показывают, что любую конечную группу G

можно представить подгруппой автоморфизмов подходящей магмы S(k, q). Теорема
доказана. �

Замечание 5. Приведенная ранее теорема 2 не дает исчерпывающей информации
о группе автоморфизмов Aut (A). В частности, теорема 2 не дает структурного или
поэлементного описания подгруппы перестановок X(A) (значит, и Aut (A)). При этом
она устанавливает однозначное соответствие между произвольным автоморфизмом
из Aut (A) и перестановкой порождающего множества M .

Замечание 6. Отметим, что хорошо известно и интуитивно понятно, что авто-
морфизм характеризуется действием на порождающем множестве. Теорема 2 дает
более сильное утверждение о характеризации автоморфизма магмы A перестановкой
порождающего множества M . Из общего вида автоморфизма (7) видно, что элементы
порождающего множества переходят в элементы порождающего множества.

Замечание 7. Для практического вычисления группы автоморфизмов прямым
перебором теорема 2 означает, что можно проверить сохранение умножения для |M |!
явно указанных отображений (7). Без знания общего вида автоморфизма (7) такой
метод предполагал бы проведение этой проверки для (|M | + |M |2)! перестановок
множества V .
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