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Рассмотрена задача о нестационарном изгибе бесконечного электромагнитоупругого

стержня. Предполагается, что материал стержня — однородный изотропный провод-

ник. Замкнутая система уравнений процесса построена в предположении о зависимости

искомых функций только от продольной координаты и времени с использованием

соответствующих соотношений для оболочек, в которых учитываются начальное элек-

тромагнитное поле, сила Лоренца, уравнения Максвелла и обобщенный закон Ома. Ис-

комые функции полагаются ограниченными, а начальные условия — нулевыми. Решение

задачи строится в интегральном виде с ядрами в виде функций влияния. В пространстве

преобразований Лапласа по времени и Фурье по пространственной координате найдены

изображения ядер. Отмечено, что изображения являются рациональными функциями

параметра преобразования Лапласа, что позволяет достаточно просто найти оригина-

лы. Однако для общей модели, учитывающей сдвиговые деформации, последующее

обращение преобразования Фурье может быть проведено только численно, что приво-

дит к большим вычислительным проблемам, связанным с наличием быстро осциллирующих

подынтегральных функций. Поэтому осуществляется переход к упрощенным уравнениям,

соответствующим стержню Бернулли–Эйлера и квазистационарному электромагнитному

полю. Применяется метод малого параметра, в качестве которого выбирается коэффи-

циент, связывающий механическое и электромагнитное поля. В линейном приближении

найдены функции влияния, для которых построены изображения и оригиналы. При этом

нулевое приближение соответствует чисто упругому решению. Оригиналы найдены в

явном виде с использованием свойств преобразований и таблиц. Примеры расчетов приве-

дены для алюминиевого стержня с квадратным поперечным сечением. Показано, что

для выбранного материала количественное отличие от упругого решения незначитель-

но. В то же время учет связанности процесса приводит к дополнительным существенным

качественным эффектам.

Ключевые слова: нестационарная связанная электромагнитоупругость, бесконечный
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ВВЕДЕНИЕ

Литература, посвященная исследованию контактного взаимодействия электромаг-
нитных и механических полей, достаточна обширна. В качестве классических при-
меров можно привести работы [1–12], в которых даны общие постановки фунда-
ментальных задач электромагнитоупругости в различных структурных элементах.
Позднее А. О. Ватульян в статье [13] получил фундаментальные решения в неста-
ционарных задачах электроупругости. В работе [14] доказываются теоремы о един-
ственности обобщенного решения для некоторых нестационарных задач связанной
электроупругости. Аналитическое решение для электромагнитоупругой балки с раз-
личными граничными условиями проведено в статье [15]. В работе [16] проведены
численные решения нестационарной задачи о колебаниях предварительно поляри-
зованного вдоль одной из сторон прямоугольного электроупругого стержня. Более
поздняя работа [17] посвящена результатам экспериментального и численного ис-
следования задачи о нестационарном напряженном состоянии предварительно рас-
тянутого тонкого сплошного проводящего стержня под воздействием импульса элек-
трического тока высокой плотности.

В то же время работы, в которых построены аналитические решения связанных
задач электромагнитоупругости о нестационарном изгибе бесконечного стержня,
отсутствуют. Эти вопросы и рассматриваются ниже.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В плоскости Ox1x3 прямоугольной декартовой системы координат Ox1x2x3 рас-
сматривается изгиб выполненного из однородного изотропного проводника беско-
нечного прямолинейного стержня с осью Ox1. На стержень действуют погонные
поперечная нагрузка q и изгибающий момент m. Полагается, что задано начальное
однородное электромагнитное поле с постоянными напряженностями электрическо-
го E0 и магнитного H0 полей и направленных соответственно по осям Ox3 и Ox2.

В начальный момент времени τ = 0 стержень находится в покое и изменение
электромагнитного поля отсутствует. Все искомые функции полагаются ограничен-
ными.

Уравнения соответствующего процесса как частный случай построенных в [18]
общих уравнений для тонкой оболочки записываем в пространстве преобразований
Лапласа [19] по времени (верхний индекс L указывает на изображение; s —
соответствующий параметр; штрих обозначает производную по координате x = x1):

s2wL = η−2
(

ψ′
L
+ w′′

L
)

+
αγH0

s+ γ

[

s
(

E0w
′L − sH0w

L
)

− sE0ψ
L − η−2e ϕL

]

+ qL,

s2ψL = ψ′′
L − η−2r−2

(

ψL + w′
L
)

− αγH0

[

H0sψ
L + χL

]

+mL;

(1)

η−2e ϕ′L = (s+ γ)χL + γsH0ψ
L, χ′L = sϕL. (2)

Здесь w — нормальное перемещение, ψ — угол поворота нормального сечения, а
ϕ и χ — функции, определяющие изменения электромагнитного поля, которые для
обеспечения указанного выше изгиба должны иметь следующий вид (z = x3):

E1 = e (x, τ) , E2 = 0, E3 = zχ (x, τ) , H1 = H3 = 0, H2 = zϕ (x, τ) ,

j1 = y (x, τ) , j2 = 0, j3 = zυ (x, τ) , ρe = re (x, τ) .

где Ei, Hi и ji — координаты векторов напряженностей электрического и магнитного
полей, а также плотности тока, ρe — плотность поверхностного заряда.
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При этом имеют место равенства

(s+ γ) eL = γsH0w
L − η−2e ϕL, (s+ γ) yL = −η−2e ϕL − s2H0w

L,

υL = χL + sH0ψ
L, (s+ γ) rLe = H0γs

(

w′
L − ψL

)

.
(3)

Здесь и далее используются следующие безразмерные величины (при одинаковом
начертании волной обозначены размерные параметры):

x =
x̃

L
, z =

z̃

L
, τ =

c1t

L
, w =

w̃

L
,

q =
q̃L

(λ+ 2µ)h
, m =

m̃L2

(λ+ 2µ) I
, I =

h3

12
, r2 =

I

L2h
,

η =
c1

c2
, c21 =

λ+ 2µ

ρ
, c22 =

µ

ρ
, E =

Ẽ

E∗
, H =

H̃µec1

cE∗
,

ηe =
c1

ce
, c2e =

c2

µeεe
, α =

εeE
2
∗

4π (λ+ 2µ)
, γ =

4πσL

εec1
,

где t — размерное время; L и E∗ — некоторые характерные линейный размер и
напряженность электрического поля; λ, µ — упругие постоянные Ламе; h — высота
поперечного сечения; ρ — плотность материала: σ, εe и µe — коэффициенты электро-
проводимости, диэлектрической и магнитной проницаемостей; c — скорость света.

2. РЕШЕНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ ИЗОБРАЖЕНИЙ

Для построения решения системы уравнений (1), (2) дополнительно применяем
преобразование Фурье [19] по координате (дополнительный верхний индекс F ука-
зывает на изображение; q — соответствующий параметр):

[

(s+ γ) k22 + αH0η
2γs (iqE30 +H0s)

]

wFL +
[

iq (s+ γ) + αE30H0η
2γs

]

ψFL+

+αH0γη
2η−2e ϕFL = η2 (s+ γ) qFL, k1 =

√

q2 + s2, k2 =
√

q2 + η2s2, Re
√
· > 0,

(

η2k21 + αη2γH2

0s+ r−2
)

ψFL − r−2iqwFL + αγH0η
2χFL3 = η2mFL; (4)

iqη−2e ϕFL + (s+ γ)χFL + γsH0ψ
FL = 0, sϕFL + iqχFL = 0. (5)

При этом соотношения (3) трансформируются так:

(s+ γ) eFL = γsH0w
FL − η−2e ϕFL, (s+ γ) yFL = −η−2e ϕFL − s2H0w

FL,

υFL = χFL + sH0ψ
FL, (s+ γ) rFLe = −H0γs

(

iqwFL + ψFL
)

.

Исключая из (4), (5) функции χFL и ϕFL, получаем следующую систему линей-
ных алгебраических уравнений:

b11 (q, s)w
FL + b12 (q, s)ψ

FL = η2k2e (s+ γ) qFL,

b21 (q, s)w
FL + b22 (q, s)ψ

FL = η2k2em
FL,

где b11 (q, s) = k2e [(s+ γ) k22 + αH0η
2γs (iqE30 +H0s)],

b12 (q, s) = iqk2e (s+ γ) + αH0η
2γs

(

E30k
2

e + γH0iq
)

,
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b21 (q, s) = −r−2iqk2e , b22 (q, s) = k2e
(

η2k21 + r−2
)

+ αγH2

0η
2s

(

q2 + η2es
2
)

,

ke =
√

q2 + η2es
2
e, se =

√

s (s+ γ), Re
√
· > 0.

Решение системы записываем так:

wFL = GFL
wq (q, s) q

FL +GFL
wm (q, s)m

FL,

ψFL = GFL
ψq (q, s) q

FL +GFL
ψm (q, s)m

FL.
(6)

где

GFL
wq (q, s) =

η2 (s+ γ) k2eb22 (q, s)

J(q, s)
, GFL

wm (q, s) = −
η2k2eb12 (q, s)

J(q, s)
,

GFL
ψq (q, s) = −

η2 (s+ γ) k2eb21 (q, s)

J(q, s)
, GFL

ψm (q, s) =
η2k2eb11 (q, s)

J(q, s)
,

J (q, s) = b11 (q, s) b22 (q, s)− b12 (q, s) b21 (q, s) .

(7)

Здесь GFL
wq (q, s), G

FL
wm (q, s), G

FL
ψq (q, s) и G

FL
ψm (q, s) — изображения функций влияния.

Аналогичным образом можно представить функции ϕFL, χFL, eFL, yFL, υFL, rFLe .
Изображения (7) являются рациональными функциями параметра, что позволяет

достаточно просто обратить преобразование Лапласа. Однако последующее вычис-
ление оригиналов преобразования Фурье может быть выполнено только численно,
что не дает удовлетворительного результата из-за наличия быстро осциллирующих
функций. Поэтому далее будем использовать упрощенную модель стержня.

3. ОРИГИНАЛЫ ФУНКЦИЙ ВЛИЯНИЯ ДЛЯ УПРОЩЕННОЙ МОДЕЛИ

Первым естественным упрощением является использование модели Бернулли–
Эйлера, что эквивалентно принятию следующих гипотез: ψ̈ = 0, ψ = −w′ [19]. Кроме
того, аналогично [20] полагаем, что электромагнитное поле является квазистацио-
нарным, т.е. η2e = 0. При этом соотношения (6) модифицируются так:

wFL = ΓFLwp (q, s) p
FL, p = q + r2m′, (8)

где

ΓFLwp (q, s) =
s+ γ

K0 (q, s) + αH0γsK1 (q, s)
, K0 (q, s) = (s+ γ)

(

s2 + r2q4
)

,

K1 (q, s) = 2 (iqE0 − γH0) +H0 (s+ γ)
(

1 + r2q2
)

.

Аналогичным образом можно представить функции ϕFL, χFL, eFL, yFL, υFL, rFLe .
Однако и в этом варианте остаются указанные выше сложности обращения

преобразований. Поэтому используем метод малого параметра, в качестве которого
принимаем коэффициент связи механического и электромагнитного полей α.
Ограничиваясь линейным приближением, получаем

ΓFLwp (q, s) = ΓFLwp0 (q, s) + αΓFLwp1 (q, s) , (9)

где ΓFLwpn (q, s) = (−1)nγnHn
0 F

FL
wpn (q, s),

F FL
wp0 (q, s) =

1

s2 + r2q4
, F FL

wp1 (q, s) =
sK1 (q, s)

(s+ γ) (s2 + r2q4)2
.
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В пространстве оригиналов формула (9) записывается так:

Γwp (x, τ) = Γwp0 (x, τ) + αΓwp1 (x, τ) .

Отметим, что функция Γwp0 (x, τ) соответствует чисто упругому решению.

Коэффициенты этого представления находим с помощью свойств преобразований
и таблиц [19, 21, 22], для простоты полагая E0 = 0 (звездочки обозначают свертки
по координате):

Γwp0 (x, τ) = Y (x, τ ;−1)H (τ) ,

Γwp1 (x, τ) = −γH2

0

〈τ

2
[Y (x, τ ;−1) + rY (x, τ ; 0)] +

+γ
{

2γ
[

X (x; 2) e−γτ + γX (x; 2) ∗ Y (x, τ ;−1)−X (x; 2) ∗ Z (x, τ)
]

−
−X (x; 1) ∗ [(1 + γτ)Y (x, τ ;−1)− τZ (x, τ)]}〉H (τ) , (10)

где

X (x; 1) =
f (x)

2γ3/2
√
2r
e−a|x|, X (x; 2) =

3f (x) + 2ax sin ax

8γ7/2
√
2r

e−a|x|, Z (x, τ) =
g+ (x)

2
√
πrτ

,

Y (x, τ ; 0) = − g− (x)

2
√
πrτ

, Y (x, τ ;−1) = |x|
2r

[

S
(

bx2
)

− C
(

bx2
)

+ g+ (x)
√
πrτ

]

,

f (x) = cos ax+ sin a |x| , g± (x) = sin
(

bx2 ± π

4

)

, a =

√

γ

2r
, b =

1

4rτ
.

Здесь H (τ) — функция Хевисайда, C (y) и S (y) — косинус- и синус-интегралы
Френеля:

C (y) =
1√
2π

y
∫

0

cos t√
t
dt, S (y) =

1√
2π

y
∫

0

sin t√
t
dt.

Оригинал перемещения согласно (8) записывается так (звездочки обозначают
свертки по обеим переменным):

w (x, τ) = Γwp (x, τ) ∗ ∗p (x, τ) .

4. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТОВ

В качестве примера рассмотрим алюминиевый стержень, материал которого ха-
рактеризуется следующими величинами [20]: η = 2.04, γ = 5.06, α = 0.0806. По-
лагаем, что стержень имеет квадратное поперечное сечение, у которого h = 0.05м,
что соответствует параметру r2 = 0.208 · 10−3. Здесь принято E∗ = 100 в/м и L = 1м.

На рисунке приведены полученные с помощью (10) при E0 = 0 и H0 = 1
зависимости функций Γwp0 (x, τ) и Γwp1 (x, τ) от координаты при различных
значениях τ . Графики функции влияния Γwp (x, τ) не приводятся, поскольку в си-
лу малости коэффициента α они практически не отличаются от соответствующих
кривых для Γwp0 (x, τ).
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wp0
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wp1

t=0.02 t=0.05 t=0.08

x

а / a б / b
Рис. Зависимости Γwp0 (а ) и Γwp1 (б) от x

Fig. The dependence of Γwp0 (a) and Γwp1 (b) on x

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построено аналитическое решение связанной задачи о нестационарном изгибе
бесконечного электромагнитоупругого стержня. Показано, что для выбранного ма-
териала количественное отличие от упругого решения незначительно. В то же
время учет связанности процесса приводит к дополнительным существенным ка-
чественным эффектам. Представленный подход с соответствующими корректиров-
ками может быть применен для пластин и конечных стержней.
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The problem of non-stationary bending of an infinite electromagnetoelastic rod is considered. It

is assumed that the material of the rod is a homogeneous isotropic conductor. The closed-form

system of process equations is constructed under the assumption that the desired functions de-

pend only on the longitudinal coordinate and time using the corresponding relations for shells

which take into account the initial electromagnetic field, the Lorentz force, Maxwell’s equations,

and the generalized Ohm’s law. The desired functions are assumed to be bounded, and the ini-

tial conditions are assumed to be null. The solution of the problem is constructed in an integral

form with kernels in the form of influence functions. Images of kernel are found in the space of

Laplace transformations in time and Fourier transformations in spatial coordinates. It is noted that

the images are rational functions of the Laplace transform parameter, which makes it quite easy

to find the originals. However, for a general model that takes into account shear deformations, the

subsequent inversion of the Fourier transform can be carried out only numerically, which leads to

computational problems associated with the presence of rapidly oscillating integrals. Therefore,

the transition to simplified equations corresponding to the Bernoulli–Euler rod and the quasista-

tionary electromagnetic field is carried out. The method of a small parameter is used for which a

coefficient is selected that relates the mechanical and electromagnetic fields. In the linear approxi-

mation, influence functions are found for which images and originals are constructed. In this case,

the zeroth approximation corresponds to a purely elastic solution. Originals are found explicitly

using transform properties and tables. Examples of calculations are given for an aluminum rod

with a square cross section. It is shown that for the selected material the quantitative difference

from the elastic solution is insignificant. At the same time, taking into account the connectedness

of the process leads to additional significant qualitative effects.

Keywords: non-stationary coupled electromagnetoelasticity, infinite rod, bending, influence func-

tions, Laplace and Fourier transforms.
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