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Аннотация. Большинство работ, рассматривающих модели с повторными вызовами, посвя-
щены исследованию (численному, имитационному, асимптотическому) числа заявок в
системе или в источнике повторных вызовов. Хотя одной из основных характеристик,
которая определяет качество функционирования системы связи, является число обслужен-
ных заявок системой за единицу времени. Информация о характеристиках выходящего
потока представляет большой практический интерес, так как часто выходящий поток одной
системы является входящим для другой. Результаты исследования выходящих потоков сетей
массового обслуживания широко применяются при моделировании вычислительных систем,
при проектировании сетей передачи данных и при анализе сложных многоэтапных производ-
ственных процессов. В работе рассматривается однолинейная система с повторными вы-
зовами, на вход которой поступает простейший поток событий. Время обслуживания заявок
на приборе случайное с произвольной функцией распределения B(x). Если заявка, поступая
в систему, обнаруживает прибор занятым, она мгновенно уходит на орбиту и осуществ-
ляет там случайную задержку в течение экспоненциально-распределенного времени. Объек-
том исследования является выходящий поток данной системы. Выходящий поток харак-
теризуется распределением вероятностей числа заявок, закончивших обслуживание за не-
которое время t. Исследование проводится методом асимптотического анализа при условии
большой задержки заявок на орбите. В работе показано, что выходящий поток RQ-системы
M|GI|1 является асимптотически рекуррентным. При этом длины интервалов в нем пред-
ставляют собой сумму экспоненциальной величины с параметром λ + κ и случайной ве-
личины с функцией распределения B(x). Результаты численного эксперимента показали, что
при существенно различных законах распределения B(x) времени обслуживания заявок, но
имеющих равные первые два момента, распределения вероятностей числа событий выхо-
дящего потока практически не отличаются.
Ключевые слова: RQ-система, выходящий поток, рекуррентный поток, метод асимптоти-
ческого анализа
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Abstract. Most of the studies on models with retrials are devoted to the research of the number
of applications in the system or in the source of repeated calls using asymptotic and numerical
approaches or simulation. Although one of the main characteristics that determines the quality
of the communication system is the number of applications served by the system per unit of
time. Information on the characteristics of the output processes is of great practical interest,
since the output process of one system may be incoming to another. The results of the study of
the outgoing flows of queuing networks are widely used in the modeling of computer systems, in
the design of data transmission networks and in the analysis of complex multi-stage production
processes. In this paper, we have considered a single server system with redial, the input of
which receives a stationary Poisson process. The service time in considered system is a random
value with an arbitrary distribution function B(x). If the customer enters the system and finds
the server busy, it instantly joins the orbit and carries out a random delay there during an
exponentially distributed time. The object of study is the output process of this system. The
output is characterized by the probability distribution of the number of customers that have
completed service for time t. We have provided the study using asymptotic analysis method under
low rate of retrials limit condition. We have shown in the paper that the output of retrial queue
M|GI|1 is an asymptotical renewal process. Moreover, the lengths of the intervals in output
process are the sum of an exponential random value with the parameter lambda+ kappa and a
random variable with the distribution function B(x). The results of a numerical experiment show
that the probability distributions of the number of served customers in the system are practically
the same for significantly different distribution laws B(x) of service time if the service times
have the same first two moments.
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ВВЕДЕНИЕ

Классические модели массового обслуживания [1] возникли, прежде всего, как
инструмент анализа для принятия решения в управлении производством. При этом
природа моделируемых процессов может быть весьма разнообразной (например, ожи-
дания студентами консультации у своего профессора или обслуживание договоров
страховой компании). При этом выделяли два основных класса моделей — системы
с ожиданием и системы с потерями.

Но быстрое развитие информационных технологий привело к тому, что возник-
ла необходимость моделировать работу телекоммуникационных систем, сетей мо-
бильной связи, call-центров и других, при функционировании которых используют
различные модификации протоколов случайного множественного доступа. Для мо-
делирования подобных процессов применяют еще один класс моделей массового об-
служивания с повторными вызовами, или RQ-системы (Retrial Queueing System).
Характерной чертой таких систем является наличие повторных обращений заявок
к обслуживающему прибору (ресурсу) спустя некоторое случайное время после
неудачной попытки обслуживания. Такие ситуации могут быть вызваны не толь-
ко отсутствием свободных серверов в моменты поступления заявок, но некоторыми
техническими причинами.

Первые работы по схожим моделям появились еще в середине ХХ в. [2], но
основная часть работ приходится на последние десятилетия. Детальное описание
RQ-систем и обзор классических результатов их исследования представлены в
монографиях [3, 4]. На текущий момент существуют различные модификации дис-
циплин обслуживания в RQ-системах, которые позволяют более адекватно моде-
лировать различные процессы в прикладных задачах. Например, в работах [5, 6]
рассматриваются RQ-системы с вызываемыми заявками, в которых сервер обрабаты-
вает как входящие, так и вызываемые заявки.

Большинство работ, рассматривающих модели с повторными вызовами,
посвящено исследованию (численному, имитационному, асимптотическому) числа
заявок в системе или в источнике повторных вызовов. Хотя одной из основных
характеристик, которая определяет качество функционирования системы связи, яв-
ляется число обслуженных заявок системой за единицу времени. Информация о
характеристиках выходящего потока представляет большой практический интерес,
так как часто выходящий поток одной системы является входящим для другой.
Результаты исследования выходящих потоков сетей массового обслуживания широко
применяются при моделировании вычислительных систем, при проектировании сетей
передачи данных и при анализе сложных многоэтапных производственных про-
цессов.

Изучению выходящих потоков уделяется недостаточно внимания, так как на сего-
дняшний день не существует общих подходов к их исследованию. Характеристики
выходящего потока напрямую зависят от функционирования самой системы, что уве-
личивает размерность решаемой задачи и усложняет аналитические исследования.

Основные результаты по аналитическому исследованию выходящих потоков в
рамках классической теории были сделаны в середине ХХ в. [7–9]. Анализ вы-
ходящего потока в системах с циклическим обслуживанием можно найти в [10],
в работе [11] рассматривается выходящий поток однолинейной системы корре-
лированным входящим потоком. Более подробный обзор по выходящим потокам
можно найти в работе [12].

В [13] получено асимптотическое распределение числа событий выходящего
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потока в классической RQ-системе с простейшим входящим потоком. В данной
работе предлагается исследование выходящего потока более общей модели RQ-сис-
темы с произвольным распределением времени обслуживания поступающих заявок.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Рассмотрим RQ-систему, на вход которой поступает простейший поток заявок с
интенсивностью λ. Заявка входящего потока, поступая в систему и обнаруживая
прибор свободным, занимает его, а прибор начинает обслуживание в течение
случайного времени с функцией распределения B(x). Если же заявка, поступая
в систему, обнаруживает прибор занятым, она мгновенно уходит на орбиту и
осуществляет там случайную задержку в течение экспоненциально-распределенного
времени с параметром σ, после чего делает попытку занять прибор.

Обозначим: i(t) — число заявок в системе в момент времени t; k(t) — состояние
прибора: 0 — прибор свободен, 1 — прибор занят обслуживанием заявки входящего
потока; z(t) — остаточное время обслуживания заявки на приборе, т. е. продолжи-
тельность интервала от момента времени t до окончания времени обслуживания
заявки; данная компонента имеет смысл только для k(t) = 1; m(t) — число событий
в выходящем потоке, наступивших за время t.

Рассмотрим марковский процесс {k(t) = 0, i(t),m(t)}, {k(t) = 1, i(t), z(t),m(t)} с
переменным числом компонент. Для распределения вероятностей

P{k(t) = 0, i(t) = i, m(t) = m} = P0(i,m, t),

P{k(t) = 1, i(t) = i, z(t) < z, m(t) = m} = P1(i, z,m, t)

составим систему дифференциальных уравнений Колмогорова

∂P0(i,m, t)

∂t
= −(λ+ iσ)P0(i,m, t) +

∂P1(i+ 1, 0,m− 1, t)

∂z
,

∂P1(i, z,m, t)

∂t
= −λP1(i, z,m, t) +

∂P1(i, z,m, t)

∂z
− ∂P1(i, 0,m, t)

∂z
+

+λP0(i− 1,m, t)B(z) + λP1(i− 1, z,m, t) + iσP0(i,m, t)B(z). (1)

Введем частичные характеристические функции, обозначив j =
√
−1,

H0(u1, u, t) =
∞∑
i=0

∞∑
m=0

eju1iejumP0(i,m, t),

H1(u1, z, u, t) =
∞∑
i=0

∞∑
m=0

eju1iejumP1(i, z,m, t).

Тогда систему (1) перепишем в виде

∂H0(u1, u, t)

∂t
= −λH0(u1, u, t) + jσ

∂H0(u1, u, t)

∂u1

+ e−ju1eju
∂H1(u1, 0, u, t)

∂z
,

∂H1(u1, z, u, t)

∂t
= λeju1H0(u1, u, t)B(z)− jσ∂H0(u1, u, t)

∂u1

B(z)+

+
∂H1(u1, z, u, t)

∂z
− ∂H1(u1, 0, u, t)

∂z
+ λ(eju1 − 1)H1(u1, z, u, t). (2)

Полученная система (2) полностью описывает функционирование RQ-системы
M|GI|1, включая выходящий поток. Применяя условие согласованности для нахож-
дения маргинальных распределений, из данной системы можно получать харак-
теристики процессов k(t), i(t) и m(t).
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2. АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ВЫХОДЯЩЕГО ПОТОКА
RQ-СИСТЕМЫ M|GI|1

Систему (2) дифференциальных уравнений в частных производных будем решать
методом асимптотического анализа в предельном условии большой задержки заявок
на орбите (σ → 0).

Для этого обозначим σ = ε и в системе (2) сделаем замены

u1 = εw, H0(u1, u, t) = F0(w, u, t, ε), H1(u1, z, u, t) = F1(w, z, u, t, ε),

тогда система (2) будет иметь вид

∂F0(w, u, t, ε)

∂t
= −λF0(w, u, t, ε) + j

∂F0(w, u, t, ε)

∂w
+ e−jεweju

∂F1(w, 0, u, t, ε)

∂z
,

∂F1(w, z, u, t, ε)

∂t
= λejεwF0(w, u, t, ε)B(z)− j ∂F0(w, u, t, ε)

∂w
B(z)+

+
∂F1(w, z, u, t, ε)

∂z
− ∂F1(w, 0, u, t, ε)

∂z
+ λ(ejεw − 1)F1(w, z, u, t, ε). (3)

Результаты асимптотического решения полученной системы (3) сформулированы
в леммах и теореме.

Лемма 1. Пусть i(t) — число заявок в RQ-системеM/GI/1, функционирующей
в стационарном режиме, тогда

lim
ε→0
{F0(w, 0, t, ε) + F1(w,∞, 0, t, ε)} = lim

σ→0
Mejwσi(t) = ejwκ, (4)

где κ определяется формулой

κ =
λ2b

1− λb
, (5)

в которой b имеет смысл среднего времени обслуживания заявок

b =

∞∫
0

(1−B(x)) dx.

Доказательство. Для доказательства этой леммы необходимо в системе (3)
положить u = 0, что уберет из рассмотрения процесс m(t). Полученную систему
для процессов {k(t) = 0, i(t)}, {k(t) = 1, i(t), z(t)} необходимо рассмотреть в
стационарном режиме, что позволит уйти от производных по времени.

Обозначая F0(w, ε) = lim
t→∞

F0(w, 0, t, ε), F1(w, z, ε) = lim
t→∞

F1(w, z, 0, t, ε), получим
систему

−λF0(w, ε) + j
∂F0(w, ε)

∂w
+ e−jεw

∂F1(w, 0, ε)

∂z
= 0,

λejεwF0(w, ε)B(z)− j ∂F0(w, ε)

∂w
B(z)+

+
∂F1(w, z, ε)

∂z
− ∂F1(w, 0, ε)

∂z
+ λ(ejεw − 1)F1(w, z, ε) = 0. (6)
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Добавим в (6) еще одно уравнение. Для этого сложим два уравнения этой сис-
темы и устремим z →∞, обозначая F1(w, ε) = lim

z→∞
F1(w, z, ε), запишем

λ(F0(w, ε) + F1(w, ε))− e−jεw ∂F1(w, 0, ε)

∂z
= 0. (7)

Теперь в системе (6), (7) сделаем предельный переход ε→ 0 с соответствующим
переобозначением функций

−λF0(w) + jF ′0(w) +
∂F1(w, 0)

∂z
= 0,

λF0(w)B(z)− jF ′0(w)B(z) +
∂F1(w, z)

∂z
− ∂F1(w, 0)

∂z
= 0, (8)

λ(F0(w) + F1(w))− ∂F1(w, 0)

∂z
= 0. (9)

Решение системы (8), (9) будем искать в виде

F0(w) = R0Φ(w), F1(w, z) = R1(z)Φ(w), lim
z→∞

F1(w, z) = F1(w) = R1Φ(w).

Подставляя эти равенства в (8), (9) и разделив на Φ(w), получим

−λR0 + jR0
Φ′(w)

Φ(w)
+R′1(0) = 0,

R′1(z)−R′1(0)− jR0
Φ′(w)

Φ(w)
B(z) + λR0B(z) = 0, (10)

λ−R′1(0) = 0. (11)

Заметим, что {R0, R1} является распределением вероятностей состояний прибора,
т. е. процесса k(t), а R1(z) = P{k(t) = 1, z(t) < z}. Поскольку w содержится только
в отношении Φ′(w)/Φ(w), то оно является константой, а это означает, что сама
функция Φ(w) имеет вид экспоненты:

Φ(w) = ejκw,
Φ′(w)

Φ(w)
= jκ.

Теперь подставим записанные равенства и (11) в систему (10), затем решим
дифференциальное уравнение относительно R1(z) и устремим z →∞, тогда получим

−(λ+ κ)R0 − λ = 0, R1 = λ

∫ ∞
0

(1−B(x))dx = λb.

Сложим данные уравнения и, учитывая, что R0 +R1 = 1, получим явное выражение
для κ:

κ =
λ2b

1− λb
,

совпадающее с (5). Лемма доказана. �
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Перед формулировкой теоремы, содержащей основные результаты работы, сфор-
мулируем и докажем еще одну лемму. Для удобства будем использовать некоторые
обозначения процессов и функций, совпадающие с уже введенными в работе, хотя в
общем случае они могут не совпадать.

Рассмотрим рекуррентный поток, длины интервалов между моментами наступ-
ления событий в котором являются суммой экспоненциальной случайной величины
с параметром α и случайной величины с функцией распределения A(x). Функ-
ционирование такого потока можно описать марковским процессом с переменным
числом компонент {k(t) = 0,m(t)}, {k(t) = 1, z(t),m(t)}. Здесь k(t) — номер фазы
рекуррентного потока: 0 — фаза с экспоненциальным распределением, 1 — фаза с
функцией распределения A(x), после окончания которой наступает событие потока;
z(t) — остаточное время пребывания на последней фазе, т. е. продолжительность
интервала от момента времени t до наступления события потока; данная компонента
имеет смысл только для k(t) = 1; m(t) — число событий в рассматриваемом потоке,
наступивших за время t.

Для описанного процесса можно записать распределения вероятностей

P{k(t) = 0, m(t) = m} = P0(m, t),

P{k(t) = 1, z(t) < z, m(t) = m} = P1(z,m, t) (12)

и ввести частичные характеристические функции

H0(u, t) =
∞∑
m=0

ejumP0(m, t), H1(z, u, t) =
∞∑
m=0

ejumP1(i, z,m, t). (13)

Лемма 2. Пусть длины интервалов между моментами наступления собы-
тий в некотором рекуррентном потоке являются суммой экспоненциальной
случайной величины с параметром α и случайной величины с функцией рас-
пределения A(x). Тогда система уравнений для частичных характеристических
функций (13), описывающих распределение вероятностей числа наступивших
событий в этом потоке, имеет вид

∂H0(u, t)

∂t
= −αH0(u, t) + eju

∂H1(0, u, t)

∂z
,

∂H1(z, u, t)

∂t
= αH0(u, t)A(z) +

∂H1(z, u, t)

∂z
− ∂H1(0, u, t)

∂z
. (14)

Доказательство. Для распределения вероятностей (12) запишем систему диф-
ференциальных уравнений Колмогорова

∂P0(m, t)

∂t
= −αP0(m, t) +

∂P1(0,m− 1, t)

∂z
,

∂P1(z,m, t)

∂t
= αP0(m, t)A(z) +

∂P1(z,m, t)

∂z
− ∂P1(0,m, t)

∂z
. (15)

Домножая каждое уравнение системы (14) на ejum и суммируя по m, получим
систему для частичных характеристических функций (13)

∂H0(u, t)

∂t
= −αH0(u, t)+, eju

∂H1(0, u, t)

∂z
,
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∂H1(z, u, t)

∂t
= αH0(u, t)A(z) +

∂H1(z, u, t)

∂z
− ∂H1(0, u, t)

∂z
,

которая совпадает с системой (14). Лемма доказана. �
Результаты лемм 1, 2 нам будут необходимы для доказательства основной

теоремы.

Теорема. Пусть m(t) — число событий в выходящем потоке, наступивших
за время t в RQ-системе М|GI|1. Тогда в условии большой задержки заявок на
орбите (σ → 0) асимптотическое распределение вероятностей значений про-
цесса m(t) совпадает с распределением вероятностей числа событий, насту-
пивших в рекуррентном потоке, длины интервалов которого представляют
собой сумму экспоненциальной величины с параметром λ + κ и случайной ве-
личины с функцией распределения B(x). Здесь λ — интенсивность входящего
потока, κ — нормированное среднее число заявок в системе, которое опреде-
ляется формулой (5).

Доказательство. Обозначим

lim
ε→0

F0(w, u, t, ε) = F0(w, u, t), lim
ε→0

F1(w, z, u, t, ε) = F1(w, z, u, t)

и сделаем предельный переход в системе (3). Тогда получим

∂F0(w, u, t)

∂t
= −λF0(w, u, t) + j

∂F0(w, u, t)

∂w
+ eju

∂F1(w, 0, u, t)

∂z
,

∂F1(w, z, u, t)

∂t
= λF0(w, u, t)B(z)− j ∂F0(w, u, t)

∂w
B(z)+

+
∂F1(w, z, u, t)

∂z
− ∂F1(w, 0, u, t)

∂z
. (16)

Решение системы (16) будем искать в виде

F0(w, u, t) = Φ(w)F0(u, t), F1(w, z, u, t) = Φ(w)F1(z, u, t). (17)

Здесь функция Φ(w) имеет смысл асимптотического приближения характеристичес-
кой функции числа заявок в системе в условии большой задержки на орбите. Под-
ставляя (17) в систему (16) и разделив обе части уравнений на Φ(w), получим

∂F0(u, t)

∂t
= −λF0(u, t) + j

Φ′(w)

Φ(w)
+ eju

∂F1(0, u, t)

∂z
,

∂F1(z, u, t)

∂t
= λF0(u, t)B(z)− jΦ′(w)

Φ(w)
B(z) +

∂F1(z, u, t)

∂z
− ∂F1(0, u, t)

∂z
. (18)

В лемме 1 доказано, что Φ(w) = lim
σ→0

Mejwσi(t) = ejwκ, где κ имеет смысл нормирован-

ного среднего числа заявок в системе и определяется формулой (5). В этом случае
из (18) получаем систему

∂F0(u, t)

∂t
= −(λ+ κ)F0(u, t) + eju

∂F1(0, u, t)

∂z
,

∂F1(z, u, t)

∂t
= (λ+ κ)F0(u, t)B(z) +

∂F1(z, u, t)

∂z
− ∂F1(0, u, t)

∂z
. (19)
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Система (18) совпадает по виду с системой (14), где α = λ + κ и A(x) = B(x).
Соответственно, выходящий поток RQ-системы М|GI|1 в условии большой задержки
заявок на орбите (σ → 0), определяемый функциями F0(u, t) и F1(z, u, t), яв-
ляется рекуррентным, длины интервалов которого представляют собой сумму экс-
поненциальной величины с параметром λ + κ и случайной величины с функцией
распределения B(x). Теорема доказана. �

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО ЭКСПЕРИМЕНТА

Теорема не только показывает принадлежность выходящего потока системы
М|GI|1 к классу рекуррентных при выполнении асимптотического условия большой
задержки заявок на орбите (σ → 0), но и определяет распределение длин интервалов
в этом потоке через параметры системы.

Длины интервалов являются суммой экспоненциальной случайной величины с
параметром λ + κ и случайной величины с функцией распределения B(x). То
есть функция распределения длины интервала определяется как свертка функций
1− e−(λ+κ)x и B(x).

Зная функцию распределения длин интервалов для рекуррентного потока, можно
воспользоваться известными результатами (например [14]) для нахождения асим-
птотического и допредельного распределения вероятностей числа событий, насту-
пивших в потоке за некоторое время t.

С другой стороны, поскольку в нашем случае распределение длин интерва-
лов имеет определенную структуру, описываемую системой (18), можно с помо-
щью интегральных преобразований решить эту систему, затем, применяя обратное
преобразование Фурье, получить распределение вероятностей числа событий, насту-
пивших в потоке за некоторое время t.

Распределения находились для различных параметров системы и законов распре-
деления времени обслуживания заявок. Анализ полученных результатов численного
эксперимента показал, что при существенно различных законах распределения B(x)
времени обслуживания заявок, но имеющих равные первые два момента, распреде-
ления вероятностей числа событий выходящего потока практически не отличаются.

В частности, пусть B1(x) — гамма-распределение с параметром формы s и
параметром масштаба β, а B2(x) = 1 − e−ρx

2
— распределение Релея. Возьмем

β = s = 3.66 и ρ = 0.786, что обеспечит равенство двух первых моментов для
этих распределений, при этом среднее равно 1.

В таблице приведены расстояния Колмогорова

∆(t) = max
06i6∞

∣∣∣∣∣
i∑

n=0

(P1(n, t)− P2(n, t))

∣∣∣∣∣
между распределениями P1(i, t) и P2(i, t) числа событий рекуррентного потока, дли-
ны интервалов которого являются суммой экспоненциальной случайной величины

Таблица / Table
Расстояние Колмогорова ∆(t) / Kolmogorov distance ∆(t)

H
HHH

HHγ
t

1 5 10 20 50

0.1 0.00057 0.00003 0.00002 0.00005 0.00005
1 0.00200 0.00200 0.00100 0.00064 0.00064
10 0.01900 0.00900 0.00800 0.00500 0.00200
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с параметром γ = λ + κ и случайной величины с функцией распределения B1(x)
и B2(x) соответственно.

Из данных таблицы видно, что даже при увеличении γ, что соответствует умень-
шению вклада экспоненциально распределенного первого одинакового слагаемого
в общую длину интервалов в рассматриваемых потоках, расстояние Колмогорова
остается незначительным.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной статье рассмотрен выходящий поток RQ-системы M|GI|1 при асим-
птотическом условии большой задержки заявок на орбите. Доказано, что выходящий
поток является асимптотически рекуррентным.

При этом длины интервалов его представляют собой сумму экспоненциальной
величины с параметром λ+κ и случайной величины с функцией распределения B(x).

Результаты численного эксперимента показали, что при существенно различных
законах распределения B(x) времени обслуживания заявок, но имеющих равные
первые два момента, распределения вероятностей числа событий выходящего потока
практически не отличаются.
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