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Аннотация. В статье рассматриваются только конечные группы. Среди классов групп
центральное место занимают классы, замкнутые относительно гомоморфных образов и под-
прямых произведений, называемые формациями. В статье изучаются Ω-расслоенные форма-
ции, построенные В. А. Ведерниковым в 1999 г., где Ω — непустой подкласс класса I

всех простых групп. Ω-расслоенные формации определяются с помощью двух функций —
Ω-спутника f : Ω ∪ {Ω′} → {формации} и направления ϕ : I → {непустые формации
Фиттинга}. Концепция кратной локальности, введенная в рассмотрение А. Н. Скибой в
1987 г. для формаций и получившая в дальнейшем развитие для многих других классов
групп, применительно к Ω-расслоенным формациям заключается в следующем: всякую
формацию считают 0-кратно Ω-расслоенной с направлением ϕ; Ω-расслоенную формацию
с направлением ϕ называют n-кратно Ω-расслоенной, где n — натуральное число, если она
имеет такой Ω-спутник, все непустые значения которого являются (n − 1)-кратно Ω-рас-
слоенными формациями с направлением ϕ. Целью работы является исследование свойств
максимальных n-кратно Ω-расслоенных подформаций заданной n-кратно Ω-расслоенной
формации. Используются классические методы доказательств теории групп, теории классов
групп, а также методы общей теории решеток. В работе установлено существование макси-
мальных n-кратно Ω-расслоенных подформаций для формаций с определенными свойствами,
получена характеризация формации ΦnΩϕ(F), являющейся пересечением всех максимальных
n-кратно Ω-расслоенных подформаций формации F, а также установлена взаимосвязь между
максимальным внутренним Ω-спутником 1-кратно Ω-расслоенной формации и максималь-
ным внутренним Ω-спутником ее максимальной 1-кратно Ω-расслоенной подформации. По-
лученные результаты будут полезными при исследовании внутреннего строения формаций
конечных групп, в частности, при изучении максимальных цепей подформаций и установ-
лении решеточных свойств формаций.
Ключевые слова: конечная группа, класс групп, формация групп, максимальная подформа-
ция, Ω-расслоенная формация, n-кратно Ω-расслоенная формация
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Abstract. Only finite groups are considered in the article. Among the classes of groups the
central place is occupied by classes closed regarding homomorphic images and subdirect products
which are called formations. We study Ω-foliateded formations constructed by V. A. Vedernikov
in 1999 where Ω is a nonempty subclass of the class I of all simple groups. Ω-Foliated formations
are defined by two functions — an Ω-satellite f : Ω ∪ {Ω′} → {formations} and a direction
ϕ : I → {nonempty Fitting formations}. The conception of multiple locality introduced by
A. N. Skiba in 1987 for formations and further developed for many other classes of groups,
as applied to Ω-foliated formations is as follows: every formation is considered to be 0-multiple
Ω-foliated with a direction ϕ; an Ω-foliated formation with a direction ϕ is called an n-multiple
Ω-foliated formation where n is a positive integer if it has such an Ω-satellite all nonempty
values of which are (n − 1)-multiple Ω-foliated formations with the direction ϕ. The aim of
this work is to study the properties of maximal n-multiple Ω-foliated subformations of a given
n-multiple Ω-foliated formation. We use classical methods of the theory of groups, of the theory
of classes of groups, as well as methods of the general theory of lattices. In the paper we have
established the existence of maximal n-multiple Ω-foliated subformations for the formations with
certain properties, we have obtained the characterization of the formation ΦnΩϕ(F) which is the
intersection of all maximal n-multiple Ω-foliated subformations of the formation F, and we have
revealed the relation between a maximal inner Ω-satellite of 1-multiple Ω-foliated formation and
a maximal inner Ω-satellite of its maximal 1-multiple Ω-foliated subformation. The results will
be useful in studying the inner structure of formations of finite groups, in particular, in studying
the maximal chains of subformations and in establishing the lattice properties of formations.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассматриваются только конечные группы. В теории классов групп важную роль
играют функциональные методы (см., например, [1]). Впервые эти методы бы-
ли применены В. Гашюцем к построению локальных формаций [2]. В работе [3]
Л. А. Шеметков с помощью функции вида f1 : I → {формации групп}, где I —
класс всех простых групп, ввел в рассмотрение понятие композиционной формации.
В [4] Л. А. Шеметков и А. Н. Скиба обобщили данное понятие, построив L-ком-
позиционные формации, где L — непустой подкласс класса I, используя при этом
функции-спутники вида f2 : L ∪ {L′} → {формации групп}. Развивая данный функ-
циональный подход, В. А. Ведерников разработал концепцию Ω-расслоенности для
формаций и классов Фиттинга, в частности, с помощью новой функции (функции-
направления) вида ϕ : I → {непустые формации Фиттинга}, в работе [5] была
построена серия Ω-расслоенных (расслоенных) формаций, где Ω — непустой под-
класс класса I. Рассматривая в качестве ϕ различные конкретные функции, по-
лучают различные виды Ω-расслоенных (расслоенных) формаций, один из которых
составляют Ω-композиционные (композиционные) формации. В статье [6] А. Н. Ски-
ба ввел в рассмотрение концепцию кратной локальности для формаций, которая в
дальнейшем получила развитие для многих других классов групп. Ω-расслоенные
и n-кратно Ω-расслоенные формации изучались в работах Ю. А. Еловиковой,
М. А. Корпачевой, Е. Н. Деминой, А. Б. Еловикова, Д. Г. Коптюх, Н. В. Силенок,
М. М. Сорокиной и др. (см., например, [7–11]). Результаты исследований, представ-
ленные в настоящей работе, также относятся к данному направлению.

Как отмечено в монографии А. Н. Скибы [12], изучение подформационного
строения формаций является одной из главных задач в теории формаций конечных
групп. При решении данной задачи важную роль играют максимальные под-
формации исследуемых формаций, их наличие, свойства, внутреннее строение и
другие характеристики. В настоящей работе изучаются максимальные n-кратно
Ω-расслоенные подформации n-кратно Ω-расслоенных формаций. Решены сле-
дующие задачи: доказано существование максимальных n-кратно Ω-расслоенных
подформаций для формаций с заданными свойствами (теоремы 1–3); получена
характеризация формации Φ

nΩϕ
(F), являющейся пересечением всех максималь-

ных n-кратно Ω-расслоенных подформаций формации F (теорема 4); установлена
взаимосвязь между функциями-спутниками 1-кратно Ω-расслоенной формации и ее
максимальной 1-кратно Ω-расслоенной подформации, а именно взаимосвязь между
значениями максимального внутреннего Ω-спутника 1-кратно Ω-расслоенной форма-
ции и соответствующими значениями максимального внутреннего Ω-спутника ее
максимальной 1-кратно Ω-расслоенной подформации (теорема 5). В доказательствах
используются классические методы теории групп, методы общей теории решеток, а
также методы теории формаций, в частности, методы, разработанные Л. А. Шемет-
ковым и А. Н. Скибой в [4] для L-композиционных формаций.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Используемые определения и обозначения для групп и классов групп стандартны
(см., например, [1, 12]). Приведем лишь некоторые из них. Символ := означает
равенство по определению. Если A — подгруппа (нормальная) группы G, то ис-
пользуется обозначение A 6 G (A C G). Запись G = A o B означает, что группа G
является полупрямым произведением своих подгрупп A и B, где A C G; Zn — цик-
лическая группа порядка n. Группа G называется монолитической, если она об-
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ладает единственной минимальной нормальной подгруппой, называемой монолитом
группы G.

Классом групп называется совокупность групп, содержащая с каждой своей
группой и все группы, ей изоморфные. Через E, S, A обозначаются классы
всех конечных, всех конечных разрешимых и всех конечных абелевых групп
соответственно. (X) — класс групп, порожденный совокупностью групп X, т.е. (X) —
пересечение всех классов групп, содержащих X; в частности, (G) — класс всех
групп, изоморфных группе G. Класс F называется замкнутым относительно:
гомоморфных образов, если из G ∈ F и N CG следует

G/N ∈ F; (1)

подпрямых произведений, если G/A ∈ F и G/B ∈ F влечет

G/(A ∩B) ∈ F; (2)

нормальных подгрупп, если из G ∈ F и N CG следует

N ∈ F; (3)

произведений нормальных F-подгрупп, если из G = AB, где ACG, BCG, A,B ∈ F,
следует, что

G ∈ F. (4)

Класс F, удовлетворяющий условиям (1) и (2), называется формацией; класс F, удов-
летворяющий условиям (3) и (4), называется классом Фиттинга; F — формация
Фиттинга, если F является формацией и классом Фиттинга. Наибольшая нормаль-
ная подгруппа группы G, принадлежащая классу Фиттинга F, обозначается GF и
называется F-радикалом группы G; наименьшая нормальная подгруппа группы G,
фактор-группа по которой принадлежит формации F, обозначается GF и называется
F-корадикалом группы G. Через F1F2 обозначается произведение классов групп F1

и F2, т.е. F1F2 = (G ∈ E| ∃ N CG, N ∈ F1, G/N ∈ F2); F1 ◦ F2 — корадикальное
произведение класса групп F1 и формации F2, т.е. F1 ◦F2 =

(
G ∈ E| GF2 ∈ F1

)
. Пусть

I — класс всех простых групп, Ω — непустой подкласс класса I; K(G) — класс
всех простых групп, изоморфных композиционным факторам группы G; для класса
групп F через K(F) обозначается ∪

G∈FK(G). Группа G называется Ω-группой, ес-
ли K(G) ⊆ Ω. В дальнейшем FΩ — класс всех Ω-групп, принадлежащих классу
F; в частности, для любой группы A ∈ I полагают FA := F(A), FA′ := F(A)′, где
(A)′ := I \ (A), Np := EZp. Главный фактор H/L группы G называется главным
A-фактором, если K(H/L) = (A). Через ScA обозначается класс всех групп, у
которых каждый главный A-фактор централен; O

Ω
(G) := GEΩ

, OA(G) := GEA,
Op(G) := OZp(G), OA′,A(G) := GEA′EA

, FA(G) := GScA [5]. Как отмечается в [5,
замечание 2], подгруппа FA(G) группы G совпадает с пересечением централизаторов
всех главных A-факторов группы G.

Пусть f : Ω ∪ {Ω′} → {формации групп}, где f(Ω′) 6= ∅ (символ Ω′ обозначает
элемент, не принадлежащий Ω), h : I → {формации групп}, ϕ : I → {не-
пустые формации Фиттинга} — функции, принимающие одинаковые значения
на изоморфных группах из области определения и называемые соответственно
ΩF -функцией, F -функцией, FR-функцией. Если ψ1, ψ2 — ΩF -функции (F -функ-
ции, FR-функции), то полагают ψ1 6 ψ2 тогда и только тогда, когда ψ1(A) ⊆ ψ2(A)
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для любого A ∈ Ω ∪ {Ω′} (соответственно, для любого A ∈ I). Формация
F = (G ∈ E | G/O

Ω
(G) ∈ f(Ω′) и G/Gϕ(A) ∈ f(A) для всех A ∈ Ω ∩ K(G))

называется Ω-расслоенной формацией с направлением ϕ (коротко, Ωϕ-расслоенной
формацией) с Ω-спутником f ; формация H = (G ∈ E | G/Gϕ(A) ∈ h(A) для
всех A ∈ K(G)) называется расслоенной формацией с направлением ϕ (коротко,
ϕ-расслоенной формацией) со спутником h [5, с. 126–127]. Ωϕ-расслоенная
(ϕ-расслоенная) формация называется Ω-свободной (свободной), если ϕ(A) = EA′
для любой группы A ∈ I; Ω-канонической (канонической), если ϕ(A) = EA′EA
для любой группы A ∈ I; Ω-композиционной (композиционной), если ϕ(A) = ScA

для любой A ∈ I [5, с. 127–129]. Направления Ω-свободной, Ω-канонической и
Ω-композиционной формаций обозначаются соответственно ϕ0, ϕ2

′ и ϕ3. Направ-
ление ϕ Ω-расслоенной формации называется r-направлением, если EA′ϕ(A) = ϕ(A)
для любой группы A ∈ I; b-направлением, если ϕ(A)EA = ϕ(A) для любой абелевой
группы A ∈ I [13, с. 56].

Пусть n ∈ N ∪ {0}, ϕ — FR-функция. Следуя [6], всякую непустую формацию
считают 0-кратно Ω-расслоенной с направлением ϕ (коротко, 0Ωϕ-расслоенной);
при n > 0 Ωϕ-расслоенную формацию F называют n-кратно Ω-расслоенной с на-
правлением ϕ (коротко, nΩϕ-расслоенной), если F обладает хотя бы одним Ωϕ(n−1)-
спутником, т. е. таким Ω-спутником, все непустые значения которого являются
(n−1)Ωϕ-расслоенными формациями. Собственную nΩϕ-расслоенную подформацию
M формации F называют максимальной nΩϕ-расслоенной подформацией форма-
ции F, если для любой nΩϕ-расслоенной формации H, удовлетворяющей условию
M ⊆ H ⊂ F, имеет место равенство M = H. Через ΩFn(X, ϕ) обозначается
nΩϕ-расслоенная формация, порожденная множеством групп X, т.е. ΩFn(X, ϕ)
— пересечение всех nΩϕ-расслоенных формаций, содержащих X; в частности,
ΩF1(X, ϕ) := ΩF (X, ϕ) и ΩF0(X, ϕ) := form(X); если X = {G}, то форма-
ция ΩFn({G}, ϕ) называется однопорожденной nΩϕ-расслоенной формацией и
обозначается ΩFn(G,ϕ) (см., например, [10]).

Пусть θ — непустое множество формаций, упорядоченное относительно вклю-
чения ⊆, F1 и F2 — θ-формации (т.е. F1,F2 ∈ θ). Тогда точную нижнюю и
точную верхнюю грани формаций F1 и F2 определяют соответственно следующим
образом: inf(F1,F2) := F1 ∧θ F2, sup(F1,F2) := F1 ∨θ F2, где F1 ∧θ F2 = F1 ∩ F2,
F1∨θF2 — θ-формация, порожденная объединением F1∪F2, т.е. F1∨θF2 — пересечение
всех θ-формаций, содержащих F1 ∪ F2. Если множество θ замкнуто относительно
пересечения и в θ имеется такая формация M, что H ⊆ M для любой H ∈ θ,
то inf(F1,F2) ∈ θ и sup(F1,F2) ∈ θ, тем самым на множестве θ задана структура
решетки. В этом случае θ называется полной решеткой формаций [12, с. 12].
Пусть F1,F2 ∈ θ, F1 ⊆ F2. Через F2/θF1 обозначается решетка всех θ-формаций
H, удовлетворяющих условию F1 ⊆ H ⊆ F2 [12, с. 168]. Через nΩϕ обозначим
множество всех nΩϕ-расслоенных формаций. Отметим, что, согласно [10, теорема 4
(6)], множество nΩϕ является полной модулярной решеткой формаций.

2. О СУЩЕСТВОВАНИИ МАКСИМАЛЬНЫХ N-КРАТНО
Ω-РАССЛОЕННЫХ ПОДФОРМАЦИЙ

Пусть n ∈ N∪{0}, ϕ — FR-функция. Следуя [12], nΩϕ-расслоенную формацию F
назовем nΩϕ-неприводимой, если ΩFn(∪i∈IFi, ϕ) ⊂ F, где {Fi | i ∈ I} — совокупность
всех собственных nΩϕ-расслоенных подформаций из F.

Ìàòåìàòèêà 19



Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð.: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2021. Ò. 21, âûï. 1

Теорема 1. Пусть n ∈ N, ϕ — FR-функция, F — nΩϕ-расслоенная форма-
ция. Если F является nΩϕ-неприводимой формацией, то в ней существует
единственная максимальная nΩϕ-расслоенная подформация.

Доказательство. Пусть F — nΩϕ-неприводимая формация, {Fi | i ∈ I} —
совокупность всех собственных nΩϕ-расслоенных подформаций формации F и
M = ΩFn(∪i∈IFi, ϕ). Так как F — nΩϕ-неприводимая формация, то M ⊂ F.

Покажем, что M — максимальная nΩϕ-расслоенная подформация в F. Пусть H —
такая nΩϕ-расслоенная подформация из F, что M ⊆ H ⊂ F. Тогда H ∈ {Fi | i ∈ I}.
Отсюда, ввиду задания M, получаем, что H ⊆ M. Последнее, в силу включения
M ⊆ H, означает, что M = H. Тем самым установлено, что M — максимальная
nΩϕ-расслоенная подформация в F.

Покажем, что M — единственная максимальная nΩϕ-расслоенная подформация
формации F. Пусть X — произвольная максимальная nΩϕ-расслоенная подформация
в F. Тогда X ⊂ F и поэтому X ⊆ ΩFn(∪i∈IFi, ϕ) = M. Из X ⊆ M ⊂ F в силу
выбора X получаем X = M. Таким образом, всякая максимальная nΩϕ-расслоенная
подформация формации F совпадает с M, и, следовательно, M — единственная
максимальная nΩϕ-расслоенная подформация формации F. �

Справедливость следующей леммы вытекает из [10, теорема 4 (2, 3)].

Лемма. Пусть n ∈ N, ϕ — FR-функция, ϕ0 6 ϕ, Fi ∈ nΩϕ, i ∈ I, F = ∪i∈IFi.
Если множество {Fi | i ∈ I} является цепью, то F ∈ nΩϕ.

Теорема 2. Пусть n ∈ N, ϕ — FR-функция, ϕ0 6 ϕ, F = B ∨nΩϕ H, где B
и H — соответственно однопорожденная и собственная nΩϕ-расслоенные под-
формации формации F. Тогда в F существует максимальная nΩϕ-расслоенная
подформация, содержащая H.

Доказательство. Так как F = B ∨
nΩϕ

H, то F = ΩFn ((B ∪ H), ϕ). Рассмотрим
формацию B ∩ H. Если B ∩ H = B, то B ⊆ H и поэтому F = ΩFn((B ∪ H), ϕ) ⊆ H,
что в силу H ⊂ F невозможно. Следовательно, B ∩ H ⊂ B. Покажем, что в B
существует максимальная nΩϕ-расслоенная подформация, содержащая B∩H. Пусть
X := {X ∈ nΩϕ | B ∩ H ⊆ X ⊂ B}, {Xi | i ∈ I} — произвольная цепь в X
и D := ∪

i∈IXi. Согласно лемме, D ∈ nΩϕ, причем B ∩ H ⊆ D ⊆ B. По условию
B = ΩFn(B,ϕ), где B — некоторая группа. Если D = B, то найдется такое j ∈ I,
что B ∈ Xj и B = ΩFn(B,ϕ) ⊆ Xj, что противоречит выбору X . Следовательно,
D ⊂ B и поэтому D ∈X . Тогда, согласно лемме Цорна, в X имеется максимальный
элемент M.

Покажем, что M — максимальная nΩϕ-расслоенная подформация в B.
Действительно, пусть M ⊆ T ⊂ B, где T ∈ nΩϕ. Так как B ∩ H ⊆M, то B ∩ H ⊆ T
и поэтому T ∈ X . Тогда из M ⊆ T следует, что M = T. Таким образом, M —
максимальная nΩϕ-расслоенная подформация формации B.

Так как, согласно [10, теорема 4 (6)], множество nΩϕ является модулярной
решеткой формаций, то ввиду [14, глава 1, п. 7] решетка (B∨

nΩϕ
H)/

nΩϕ
H изоморфна

решетке B/
nΩϕ

(B ∧
nΩϕ

H), т. е. F/
nΩϕ

H ∼= B/
nΩϕ

(B ∩ H). В силу данного изомор-
физма, из того, что в B существует максимальная nΩϕ-расслоенная подформация,
содержащая B ∩ H, следует, что в F существует максимальная nΩϕ-расслоенная
подформация, содержащая H. �

Пусть {Fi|i ∈ I} — совокупность формаций, удовлетворяющая условию
Fi ∩ Fj = (1) для любых различных i, j ∈ I. Через ⊗i∈IFi обозначается совокуп-
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ность всех групп вида Ai1 × . . . × Ait, где Ai1 ∈ Fi1 , . . . , Ait ∈ Fit для некоторых
i1, . . . , it ∈ I [12, с. 171].

Теорема 3. Пусть n ∈ N, ϕ — r-направление Ω-расслоенной формации, ϕ 6 ϕ2
′,

F = ⊗
i∈I

Fi, где Fi ∈ nΩϕ, i ∈ I. Если формация F обладает максимальной nΩϕ-

расслоенной подформацией, то найдется такое j ∈ I, что формация Fj также
обладает максимальной nΩϕ-расслоенной подформацией.

Доказательство. Пусть формация F обладает максимальной nΩϕ-расслоенной
подформацией M. Предположим, что формация Fi не имеет максимальных nΩϕ-рас-
слоенных подформаций для любого i ∈ I. По определению Ωϕ-расслоенной форма-
ции имеем M 6= ∅. Тогда, согласно [12, лемма 4.3.4], M = ⊗

i∈I
(Fi ∩M). Так как

M ⊂ F, то существует такое j ∈ I, что Fj ∩ M 6= Fj. Ввиду Fj ∩ M ⊆ Fj по-
лучаем, что Fj ∩M ⊂ Fj. По предположению формация Fj не имеет максимальных
nΩϕ-расслоенных подформаций. Следовательно, в Fj существует такая собственная
nΩϕ-расслоенная подформация Hj, что Fj ∩ M ⊂ Hj ⊂ Fj. Пусть Mj′ :=
= ⊗

i∈I\{j}
(Fi ∩M) и H := ΩFn (Hj ∪Mj′ , ϕ). Покажем, что M ⊂ H ⊂ F.

1. Проверим, что M ⊂ H. Предварительно установим, что M ⊆ H. Пусть G ∈M.
Тогда G = Ai1×· · ·×Ait, где Air ∈ Fir ∩M, ir ∈ I, r = 1, t. Отметим, что Ais ∩Aip = 1
для любых s 6= p, s = 1, t, p = 1, t. Пусть ir 6= j для любого r = 1, t. Тогда G ∈ Mj′

и G ∈ H. Пусть j ∈ {i1, . . . , it}. Если t = 1, то i1 = it = j и G = Aj ∈ Fj ∩M ⊂ Hj.
Поэтому при t = 1 имеем G ∈ H. Пусть t 6= 1. Поскольку в прямом произведении
Ai1 × · · · × Ait множители попарно перестановочны, то можем считать Ait = Aj. Это
означает, что G/Aj = G/Ait

∼= Ai1×· · ·×Ait−1 ∈Mj′ ⊆ H. Пусть A := Ai1×· · ·×Ait−1.
Тогда G/A ∼= Aj ∈ Fj ∩M ⊂ Hj ⊆ H. Так как H — формация, то из G/Aj ∈ H и
G/A ∈ H следует, что G ∼= G/(A ∩ Aj) ∈ H. Таким образом, M ⊆ H.

Допустим, что M = H. Тогда Hj ⊆M, и ввиду Hj ⊆ Fj получаем Hj ⊆M ∩ Fj ⊂
⊂ Hj, что невозможно. Тем самым установлено, что M ⊂ H.

2. Покажем, что H ⊂ F. Предварительно установим, что H ⊆ F. Так как
H = ΩFn (Hj ∪Mj′ , ϕ), достаточно проверить, что F — nΩϕ-расслоенная формация,
содержащая множество Hj ∪Mj′. Поскольку Fi — nΩϕ-расслоенная формация для
любого i ∈ I, ϕ — r-направление и ϕ 6 ϕ2

′, то по [7, теорема 1] формация F является
nΩϕ-расслоенной. Из Hj ⊂ Fj ⊆ F и Mj′ ⊆M ⊂ F следует, что Hj ∪Mj′ ⊆ F. Ввиду
того, что H — наименьшая nΩϕ-расслоенная формация, содержащая Hj ∪Mj′, имеем
H ⊆ F.

Допустим, что H = F. Тогда

H ∩ Fj = F ∩ Fj = Fj. (5)

С другой стороны, H ∩ Fj = ΩFn (Hj ∪Mj′ , ϕ) ∩ Fj. Отметим, что по [7, теорема 1]
Mj′ ∈ nΩϕ. Поскольку, согласно [10, теорема 4 (6)], решетка nΩϕ модулярна, то
ввиду Fj ∩Mj′ = (1) имеем

H ∩ Fj = ΩFn (Hj ∪Mj′ , ϕ) ∩ Fj = Fj ∧nΩϕ (Hj ∨nΩϕ Mj′) =

= Hj ∨nΩϕ (Fj ∧nΩϕ Mj′) = ΩFn (Hj ∪ (Fj ∩Mj′), ϕ) = Hj.

Таким образом,
H ∩ Fj = Hj. (6)
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Из (5) и (6) следует равенство Fj = Hj, что в силу выбора формации Hj невозможно.
Следовательно, H 6= F. Таким образом, H ⊂ F.

Из 1 и 2 получаем M ⊂ H ⊂ F, что противоречит выбору M. Таким образом,
найдется j ∈ I такое, что формация Fj обладает максимальной nΩϕ-расслоенной
подформацией. �

3. О ПЕРЕСЕЧЕНИИ МАКСИМАЛЬНЫХ N-КРАТНО Ω-РАССЛОЕННЫХ
ПОДФОРМАЦИЙ

Пусть n ∈ N ∪ {0}, ϕ — FR-функция. Следуя [12], через Φ
nΩϕ

(F) обозначим
пересечение всех максимальных nΩϕ-расслоенных подформаций формации F. Если F
не имеет максимальных nΩϕ-расслоенных подформаций, то полагаем Φ

nΩϕ
(F) = F.

Группу G ∈ F назовем nΩϕ-необразующей группой формации F, если из
F = ΩFn (X ∪ {G}, ϕ) всегда следует, что F = ΩFn (X, ϕ).

Теорема 4. Пусть n ∈ N, ϕ0 6 ϕ, F — nΩϕ-расслоенная формация. Тогда
формация Φ

nΩϕ
(F) состоит из всех nΩϕ-необразующих групп формации F.

Доказательство. Пусть K — совокупность всех nΩϕ-необразующих групп из F.
1. Установим, что Φ

nΩϕ
(F) ⊆ K. Пусть G ∈ Φ

nΩϕ
(F). Проверим, что

G ∈ K. Пусть F = ΩFn(X ∪ {G}, ϕ). Достаточно показать, что F = ΩFn(X, ϕ).
Отметим, что ΩFn(X, ϕ) ⊆ F. Допустим, что ΩFn(X, ϕ) ⊂ F. Так как
ΩFn (X ∪ {G}, ϕ) = ΩFn (X, ϕ) ∨nΩϕ ΩFn (G,ϕ), то, по теореме 2, в F существует
такая максимальная nΩϕ-расслоенная подформация H, что ΩFn(X, ϕ) ⊆ H и, значит,
X ⊆ H. Поскольку G ∈ Φ

nΩϕ
(F), то G ∈ H. Тогда ΩFn(X ∪ {G}, ϕ) ⊆ H и H = F.

Получили противоречие. Таким образом, F = ΩFn(X, ϕ) и поэтому G ∈ K. Сле-
довательно, Φ

nΩϕ
(F) ⊆ K.

2. Покажем, что K ⊆ Φ
nΩϕ

(F). Пусть K ∈ K. Предположим, что K /∈ Φ
nΩϕ

(F).
Тогда Φ

nΩϕ
(F) 6= F и, согласно определению формации Φ

nΩϕ
(F), в F существует

такая максимальная nΩϕ-расслоенная подформация F1, что K /∈ F1. Рассмотрим
формацию ΩFn(F1 ∪ {K}, ϕ). Так как F1 = ΩFn(F1, ϕ) ⊂ ΩFn(F1 ∪ {K}, ϕ) ⊆ F,
то ΩFn(F1 ∪ {K}, ϕ) = F. Ввиду выбора группы K имеем ΩFn(F1, ϕ) = F. Это
означает, что F1 = F. Получили противоречие. Таким образом, K ∈ Φ

nΩϕ
(F) и

поэтому K ⊆ Φ
nΩϕ

(F).
Из 1 и 2 следует, что Φ

nΩϕ
(F) = K. �

4. ОБ Ω-СПУТНИКАХ 1-КРАТНО Ω-РАССЛОЕННЫХ ФОРМАЦИЙ И ИХ
МАКСИМАЛЬНЫХ 1-КРАТНО Ω-РАССЛОЕННЫХ ПОДФОРМАЦИЙ

Ω-спутник f Ωϕ-расслоенной формации F называется внутренним, если f(A) ⊆ F
для любого A ∈ Ω ∪ {Ω′}; минимальным (максимальным внутренним), ес-
ли f является минимальным (максимальным) элементом множества всех (всех
внутренних) Ω-спутников формации F [13]. В следующей теореме рассматриваются
nΩϕ-расслоенные формации в случае, когда n = 1.

Теорема 5. Пусть F1 — максимальная Ωϕ-расслоенная подформация Ωϕ-рас-
слоенной формации F2, где ϕ — br-направление, ϕ 6 ϕ3, h1 и h2 — максимальные
внутренние Ω-спутники формаций F1 и F2 соответственно. Если существует
такая простая абелева группа Zp ∈ Ω ∩K(F1), что

h1(Zp) ⊂ h2(Zp) ⊆ S, (7)
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то Zp — единственная с точностью до изоморфизма абелева группа из
Ω ∩ K(F1), удовлетворяющая (7), т.е. h1(A) = h2(A) для любой абелевой груп-
пы A ∈ (Ω ∩K(F1)) \ (Zp).

Доказательство. Пусть Zp — группа из Ω ∩ K(F1), удовлетворяющая усло-
вию (7). Предположим, что в классе (Ω ∩ A ∩ K(F1)) \ (Zp) существует груп-
па Zq такая, что h1(Zq) ⊂ h2(Zq) ⊆ S. По [5, теорема 5] формация Fi обладает
единственным минимальным Ω-спутником fi, имеющим следующее строение:

fi(A) = form(G/Gϕ(A) | G ∈ Fi)

для любой группы A ∈ Ω ∩ K(Fi), i = 1, 2. Согласно [10, следствие 5.8], hi —
единственный максимальный внутренний Ω-спутник формации Fi, причем ввиду [10,
лемма 11 (2)] справедливы равенства hi(Zp) = Npfi(Zp) и hi(Zq) = Nqfi(Zq), i = 1, 2.

1. Пусть L — группа минимального порядка из h2(Zp)\h1(Zp). Поскольку fi(Zp) —
формация и Np — формация, замкнутая относительно нормальных подгрупп, то
ввиду [1, определение IV.1.7] и [1, теорема IV.1.8 (a)] класс hi(Zp) = Np ◦ fi(Zp)
является формацией, i = 1, 2. Это означает, что L — монолитическая группа. В силу
включения h2(Zp) ⊆ S группа L разрешима.

Допустим, что Op(L) 6= 1. Так как класс h2(Zp) замкнут относительно гомоморф-
ных образов, то L/Op(L) ∈ h2(Zp). Тогда, в силу выбора группы L, из |L/Op(L)| < |L|
следует, что L/Op(L) ∈ h1(Zp). Поэтому L ∈ Nph1(Zp). Отсюда, согласно [1,
определение IV.1.7] и [1, теорема IV.1.8 (с)], получаем L ∈ Np(Npf1(Zp)) =
= Np ◦ (Np ◦ f1(Zp)) = (Np ◦ Np) ◦ f1(Zp) = Npf1(Zp) = h1(Zp), что невозможно.
Следовательно, Op(L) = 1 и по [15, лемма 18.8] существует точный неприво-
димый Fp(L)-модуль K, где Fp — поле из p элементов. Пусть G = K o L. Тог-
да группа G является монолитической с монолитом K = CG(K), являющимся
элементарной абелевой p-группой. Так как ϕ 6 ϕ3 и ϕ — b-направление, то
Np ⊆ ϕ(Zp)Np = ϕ(Zp) ⊆ ϕ3(Zp). Поэтому K ⊆ Op(G) ⊆ Gϕ(Zp) ⊆ Gϕ3(Zp) = FZp(G) ⊆
⊆ CG(K) = K. Следовательно, K = Gϕ(Zp) и, значит, G/Gϕ(Zp)

∼= L.
Покажем, что G/Gϕ(Zq)

∼= L/Lϕ(Zq). Из Zq 6∼= Zp и K ∈ Np следует,
что K ∈ E(Zq)′. Поскольку ϕ — r-направление, то справедливо равенство
ϕ(Zq) = E(Zq)′ϕ(Zq) и, согласно [13, лемма 1 (7)], (G/K)ϕ(Zq) = Gϕ(Zq)/K.
Тогда L/Lϕ(Zq)

∼= (G/K)/(G/K)ϕ(Zq) = (G/K)/(Gϕ(Zq)/K) ∼= G/Gϕ(Zq). Пусть
L/Lϕ(Zq) := H. Если |H| = |L|, то Lϕ(Zq) = 1. Из F (L) ⊆ Lϕ(Zq) получаем
F (L) = 1 = Φ(L), что, ввиду разрешимости группы L, невозможно. Следователь-
но, |H| < |L|.

Покажем, что H ∈ h2(Zq) \ h1(Zq). Для этого предварительно установим, что
G ∈ F2 \F1. Согласно [13, следствие 3 (1)], Nph2(Zp) ⊆ F2. Поэтому G = KoL ∈ F2.
Отсюда, в частности, следует, что H ∼= G/Gϕ(Zq) ∈ h2(Zq). Если G ∈ F1, то
L ∼= G/Gϕ(Zp) ∈ h1(Zp), что противоречит выбору группы L. Поэтому G 6∈ F1. Так
как F1 — максимальная Ωϕ-расслоенная подформация из F2, то F2 = ΩF ((G)∪F1, ϕ)
и по [5, теорема 5] f2(Zq) = form((G/Gϕ(Zq)) ∪ f1(Zq)) = form((H) ∪ f1(Zq)). Тог-
да h2(Zq) = Nqf2(Zq) = Nqform((H) ∪ f1(Zq)). Если H ∈ h1(Zq), то H ∈ Nqf1(Zq) и
h2(Zq) = Nqform((H)∪f1(Zq)) = Nqf1(Zq) = h1(Zq), что невозможно. Следовательно,
H 6∈ h1(Zq). Таким образом, H ∈ h2(Zq) \ h1(Zq).

2. Пусть L1 — группа минимального порядка из h2(Zq) \ h1(Zq). Тогда L1 —
монолитическая разрешимая группа. В силу выбора группы L1 имеем |L1| 6 |H|.
Как и в пункте 1 Oq(L1) = 1 и ввиду [15, лемма 18.8] существует монолитическая

Ìàòåìàòèêà 23



Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð.: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2021. Ò. 21, âûï. 1

группа G1 = K1oL1 с монолитом K1, являющимся элементарной абелевой q-группой,
K1 = (G1)ϕ(Zq) и L1/(L1)ϕ(Zp)

∼= G1/(G1)ϕ(Zp). Пусть L1/(L1)ϕ(Zp) := H1. Рассуждая
аналогично пункту 1, получаем H1 ∈ h2(Zp) \ h1(Zp) и |H1| < |L1|. Ввиду выбора
группы L справедливо |L| 6 |H1|.

Таким образом, |H1| < |L1| 6 |H| < |L| 6 |H1|, что невозможно. Следовательно,
предположение о том, что существует такая группа Zq ∈ (Ω ∩ A ∩K(F1)) \ (Zp), что
h1(Zq) ⊂ h2(Zq) ⊆ S, ложно. �

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Теоремы 1, 2, 4 развивают результаты работы [4] (см. [4, п. 5]), полученные
для L-композиционных формаций, а именно в качестве следствий из данных теорем
вытекают результаты для Ω-композиционных (L-композиционных), Ω-канонических,
Ω-биканонических, Ω-свободных и других видов Ω-расслоенных формаций. В
качестве следствий теоремы 3 получаются утверждения для Ω-свободных и Ω-ка-
нонических формаций; в качестве следствий теоремы 5 — результаты для Ω-ком-
позиционных и Ω-биканонических формаций. При Ω = I из теорем 1–5 вытекают
результаты для n-кратно расслоенных формаций.

Вопросы существования максимальных τ -замкнутых локальных подформаций у
заданной формации F вида F = ⊗i∈IFi, свойства пересечений максимальных τ -замк-
нутых локальных подформаций, а также вопросы взаимосвязи между минимальными
экранами (спутниками) локальной формации и ее максимальной локальной подфор-
мации исследовались в [12] (см. [12, гл. 5]). Исследованию решеточных свойств
n-кратно Ω-расслоенных формаций посвящены работы [7, 8]. Некоторые свойства
максимальных n-кратно Ω-расслоенных подформаций заданной формации для случая
n = 1 были рассмотрены в [9].

Список литературы
1. Doerk К., Hawkes Т. Finite Soluble Groups. Berlin ; New York : Walter de Gruyter, 1992.

901 p.
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