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Аннотация. Современная техника предъявляет повышенные
требования к прочностным свойствам машин, их деталей,
а также различных конструкций и сооружений, умень-
шению их веса, объема и размеров, что приводит к необхо-
димости использования анизотропных композитных материа-
лов. Нахождение критериев, позволяющих определить пре-
дельные прочностные характеристики элементов конструк-
ций, инженерных сооружений, является одной из актуаль-
ных задач механики деформируемого твердого тела. Проб-
лемы прочности в конструкциях часто сводятся к выяснению
характера местного напряженного состояния у вершин стыков
составляющих частей. Решению этой актуальной проблемы
для составных анизотропных плит может служить данная
статья, где автор продолжает исследования в этой области,
распространив их на изгиб анизотропных составных плит со
свободными краями. Целью работы является изучение пре-
дельного напряженного состояния анизотропных составных
плит в рамках классической теории изгиба плит. Внешние
края плиты считаются свободными. Используя классическую
теорию изгиба анизотропной плиты в пространстве физи-
ческих и геометрических параметров, получены уравнения
гиперповерхности, определяющие зоны малонапряженности
для края контактной поверхности составной цилиндрически
ортотропной плиты. Современные технологические процессы
сварки, наплавки, пайки и склеивания позволяют изготовлять
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элементы конструкций из монолитно соединенных между собой разнородных анизо-
тропных материалов. Комбинирование различных материалов, обладающих качествами,
соответствующими тем или иным условиям эксплуатации, открывает большие возможности
для повышения технических и экономических характеристик машин, оборудования и
сооружений. Оно может способствовать значительному увеличению их надежности, долго-
вечности, уменьшению расходов на изготовление и эксплуатацию. Исходя из этого, решение,
предлагаемое в данной работе, может быть полезным для повышения прочности композитных
изделий.
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Abstract. Modern technology shows increased demands on the strength properties of machines,
their parts, as well as various structures, reducing their weight, volume and size, which leads
to the need to use anisotropic composite materials. Finding criteria to determine the ultimate
strength characteristics of structural elements, engineering structures is one of the urgent prob-
lems of solid mechanics. Strength problems in structures are often reduced to finding out the
nature of the local stress state at the vertices of the joints of the constituent parts. The solution
of this urgent problem for composite anisotropic plates can be found in this article, where the
author continues the research in this area, extending them to the bending of anisotropic com-
posite plates. The aim of the work is to study the limit stress state of anisotropic composite
plates in the framework of the classical theory of plate bending. The outer edges of the plate
are considered to be free. Using the classical theory of anisotropic plate bending in the space of
physical and geometric parameters, the hypersurface equations determining the low-stress zones
for the edge of the contact surface of a composite cylindrical orthotropic plate are obtained.
Modern technological processes of welding, surfacing, soldering and bonding allow to produce
structural elements of monolithic interconnected dissimilar anisotropic materials. The combina-
tion of different materials with qualities corresponding to certain operating conditions opens up
great opportunities to improve the technical and economic characteristics of machines, equip-
ment and structures. It can contribute to a significant increase in their reliability, durability,
reduce the cost of production and operation. On this basis, the solution proposed in this work
can be useful to increase the strength of composite materials.
Keywords: low tension, bending plates, anisotropic, composite
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Рассматривается малонапряженное состояние [1–5] около углового ребра края
контактной поверхности соединения двух различных, цилиндрически ортотропных
плит одинаковой толщины в рамках классической теории изгиба линейно упругих
анизотропных плит [6,7] при свободных краях. Исследование поведения напряжений
в вершине угла при изгибе однородной изотропной плиты, имеющей угловое ребро,
по классической теории изгиба плит, было проведено в работе [8]. Последующее
рассмотрение этой задачи, по уточненной теории Рейсснера, показало [9], что
перерезывающие силы в этом крае конечны. В работе [10] экспериментально
показано существование и расположение зон малонапряженности и концентрации
напряжений в угловых точках составных плит. Случай неоднородной составной
плиты рассмотрен в [11]. Изучению вопросов изгиба анизотропных плит посвящены
работы [12–18].

Поверхность, соединяющая две плиты, вертикальна к срединной плоскости. Та-
кая составная плита подвержена изгибу под общей поперечной нагрузкой. Окрест-
ность краевого ребра контактной поверхности соединения свободна от внешних сил.
Поместим начало цилиндрической системы координат в угловой точке срединной
плоскости плиты, как показано на рис. 1.
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Рис. 1. Схема составной плиты
Fig. 1. The scheme of the composite plate

Принимаем, что главные оси анизотропии совпадают с осями этой цилиндричес-
кой системы координат. Толщину плиты обозначим h, а величины в окрестности
точки r = 0, относящиеся к областям 0 6 θ 6 α, −h/2 6 z 6 h/2 и −β 6 θ 6 0,
−h/2 6 z 6 h/2, отмечаем индексами i = 1, 2 соответственно.

Прогиб wi каждой области ортотропной плиты в окрестности точки r = 0 опре-
деляется из следующего уравнения [6]:
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где Dri, Dθi, Drθi — жесткости каждой анизотропной плиты:

Dri =
Eri

12(1− vrivθi)
h3, Dθi =

Eθi
12(1− vrivθi)

h3, Drθi = Drivθi + 2Dki, Dki =
Gi

12
h3.

Здесь Eri, Eθi модули Юнга для растяжения-сжатия в радиальном направлении r и
в тангенциальном направлении θ, vri, vθi — главные коэффициенты Пуассона, Gi —
модуль сдвига для главных направлений r и θ.

В случае изотропного материала:

Eri = Eθi, vri = vθi = vi, Gi =
Ei

2(1 + vi)
,

и все жесткости сводятся к одной:

Dri = Dθi = Drθi = Di =
Eih

3

12(1− v2
i )
.

Представляя прогиб плиты в форме

wi(r, θ) = rλ+1fi(θ, λ), (2)

где fi и λ — искомые функции и постоянная, из уравнения (1) будет следовать

f ′′′′i + 2(k1iλ
2 + 1)f ′′i + (λ2 − 1)(k2iλ

2 − 1)fi = 0, (3)

где k1i = Drθi/Dθi, k2i = Dri/Dθi.
Корни соответствующего характеристического уравнения для (3) определяются

из следующего выражения:

r(1,2,3,4)i = ±
√
−(k1iλ2 + 1)± λ

√
(k2

1i − k2i)λ2 + 2k1i + k2i + 1 = ±
√
−a± b. (4)

Нам нужно рассмотреть три следующих случая:
1) все четыре корня (4) мнимые (a > b, b — величина действительная):

r(1,2,3,4)i = ±ωkii,

где случай k = 1 соответствует нижнему знаку под радикалом (4), а k = 2 —
верхнему;

2) все корни (4) комплексные (b — величина мнимая):

r(1,2,3,4)i = ±(ξi ± iηi);

3) одна пара корней действительная, а другая — мнимая (a < b, b — действитель-
ная):

r(1,2)i = ±ξi, r(3,4)i = ±ηii.
Для каждого из случаев напишем общее решение уравнения (3):

1) fi = Ai cosω1iθ +Bi sinω1iθ + Ci cosω2iθ + Ei sinω2iθ;

2) fi = Ai cosh ξiθ cos ηiθ +Bi sinh ξiθ cos ηiθ + Ci cosh ξiθ sin ηiθ + Ei sinh ξiθ sin ηiθ;

3) fi = Ai cosh ξiθ +Bi sinh ξiθ + Ci cos ηiθ + Ei sin ηiθ, (5)

где Ai, Bi, Ci, Ei — произвольные постоянные.
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Тогда для моментов будем иметь

Mri = −Drir
λ−1 [vθif

′′
i + (λ+ 1)(λ+ vθi)fi] ,

Mθi = −Dθir
λ−1 [f ′′i + (λ+ 1)(vriλ+ 1)fi] ,

Mrθi = −2Dkir
λ−1f ′i , (6)

а перерезывающие силы будут

Qri = −rλ−2
[
(Drθiλ−Dθi)f

′′
i + (λ+ 1)(Driλ

2 −Dθi)fi
]
,

Qθi = −rλ−2 [(Dθif
′′′
i + (λ+ 1)(Drθiλ+Dθi)f

′
i ] . (7)

Для обобщающей перерезывающей силы будем иметь

Vθi = Qθi +
∂Mrθi

∂r
= −rλ−2 (Dθif

′′′
i + gif

′
i) , (8)

где
gi = (λ+ 1)Dθi + λ [(λ+ 1)Drθi + 2(λ− 1)Dk1] .

На контактной поверхности (θ = 0) следует соблюдать условия непрерывности:
прогиба, угла поворота, изгибающего момента и обобщенной перерезывающей силы:

f1 = f2, f ′1 = f ′2, Dθ1f
′′′
1 + g1f

′
1 = Dθ2f

′′′
2 + g2f

′
2, (9)

Dθ1 [f ′′1 + (λ+ 1)(vr1λ+ 1)f1] = Dθ2 [f ′′2 + (λ+ 1)(vr2λ+ 1)f2] .

Рассмотрим граничные условия на внешних краях (θ = α, θ = −β) плиты.
При свободных краях имеем условия Кирхгофа, т. е. изгибающий момент и

обобщенная перерезывающая сила равны нулю:

f ′′i + (λ+ 1)(vriλ+ 1)f ′ = 0, Dθif
′′′
i + gif

′
i = 0. (10)

Подставляя значение fi из (5) в граничные условия (9) и (10), получаем системы
восьми линейных уравнений относительно восьми постоянных Ai, Bi, Ci, Ei для
каждого из трех случаев в (5) соответственно.

Для существования нетривиального решения полученных однородных систем
линейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов Ai, Bi, Ci, Ei
необходимо, чтобы определители этих систем равнялись нулю:

∆(λ, α, β, vri, Eri, Eθi, Gi) = 0. (11)

Из (2) и (6) следует, что если 0 < Reλ1 < 1, то при приближении к краю
поверхности соединения (r → 0) напряжения (моменты) неограниченно возрастают,
при этом порядок особенности равен |Reλ1 − 1|. А если Reλ1 > 1, напряжения
убывают до нуля при приближении к вершине угла. Полученное уравнение может
позволить численным способом определить значение λ в зависимости от α, β, vri,
vθi, Eri, Eθi, Gi.

Таким образом, исследование характера напряженного состояния в окрестности
ребра края поверхности соединения составной анизотропной плиты при изгибе
приводится к отысканию корня λ трансцендентного уравнения (11) с наименьшей
положительной частью для фиксированных углов и механических характеристик
соединяемых материалов. Можно составить программу для нахождения корня λ (11).
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Численные расчеты можно провести для различных групп значений параметров
анизотропии: 1) γ = 1, Gi = µi; 2) λ = 1, Gi = 4µi; 3) γ = 1/20, Gi = 4µi; 4) γ = 20,
Gi = µ/4, где γ = E1/E2, µi = Ei/2(1 + vi), можно принять vri = vθi = 0.25. Причем
надо учесть замечание Фойгта [6] о равенстве Eri = Eθi. Ясно, что здесь случай
γ = 1 будет соответствовать однородной плите (Er1 = Er2, Eθ1 = Eθ2, vr1 = vr2,
vθ1 = vθ2, G1 = G2), а Gi = µi — изотропной плите.

Можно рассматривать и обратную задачу [1–5]. А именно построить кривые,
которые при фиксированных значениях механических характеристик материалов
на плоскости (∝ β) отделяют зону малонапряженности от зоны концентрации на-
пряжений (моментов) у угловой точки. Предполагая, что вблизи границы области
высокой концентрации напряжений наименьший корень уравнения (11) действи-
тельный, полагая в этом уравнении λ = 1 (предварительно освобождаясь от дву-
кратного корня λ = 1), можно найти наименьшие положительные значения уг-
лов ∝ и β в зависимости от параметров анизотропии. Геометрические места этих
точек в плоскости (∝ β) образуют те предельные кривые, которые разделяют об-
ласть, где напряжения бесконечны, от области, где они конечны (области малона-
пряженного состояния). Численная реализация полученного уравнения может позво-
лить в пространстве параметров α, β, vri, vθi, Eri, Eθi, Gi определить зону малона-
пряженности для края, обеспечивающую прочность соединения.

В частном случае, для изотропного материала, получаем следующее уравнение
предельной кривой:

sin 2 ∝
1 + 3 cos 2 ∝

+ γ
sin 2β

1 + 3 cos 2β
= 0. (12)

b
p

p/2

p/20 p a

1
2

2

3

3

Рис. 2. Кривые, разделяющие облас-
ти, в которых напряжения бесконеч-
ны, и области, в которых напряжения
конечны: 1 — γ = 1; 2 — γ = 20;

3 — γ = 1/20

Fig. 2. Curves, separating regions in
which the stresses are infinite and re-
gions in which the stresses are finite:
1 — γ = 1; 2 — γ = 20; 3 — γ = 1/20

На рис. 2 приведены предельные линии
в плоскости (∝ β), разделяющие эту
плоскость на две области. В области
выше линий при r = 0 напряжения
бесконечны, в области ниже линий при
r = 0 напряжения конечны (области ма-
лонапряженного состояния). Линии 1, 2 и 3
построены по уравнению (12) при γ = 1,
γ = 20 и γ = 1/20 соответственно.

На рис. 2 прямая линия 1 соответствует
однородной плите, а кривые 2 и 3 —
составной. Если для однородной изотропной
плиты с углом раствора α + β больше π
всегда имеется концентрация напряжений в
вершине, а с углом меньше π отсутствует, то
для составной изотропной плиты, как показы-
вают кривые 2 и 3 на графике, есть участки,
где ϕ > π отсутствует концентрация на-
пряжений, и, наоборот, есть участки, когда
ϕ < π, но имеется концентрация напряжений.

Результаты, полученные в данной работе,
могут быть полезными для повышения прочности при сварке, наплавке, пайке и
склеивании разнородных плит.

Как мы видим, степень концентрации перерезывающих сил вблизи угловой точки
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на единицу выше по сравнению с моментами, что объясняется несовершенством
классической теории изгиба плит.

Применение классической теории к граничным условиям (10) свободных смеж-
ных краев приводит к возникновению суммарной поперечной силы, приложен-
ной к угловой точке, что может оказывать значительное влияние на напряжения.
Однако эти силы не столь важны, если углы оперты или защемлены [12, 13, 19].
Рассмотренный здесь случай граничных условий можно исследовать, используя
уточненную теорию изгиба анизотропных плит [17, 20], позволяющую уйти от
ограничений, налагаемых аппроксимацией Кирхгофа, и сравнить результаты.

Аналогичным образом можно рассматривать смешанные краевые условия.
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