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Аннотация. В работе построена математическая модель сложных колебаний гибкой микро-
полярной цилиндрической панели сетчатой структуры. Уравнения записаны в перемещениях.
Геометрическая нелинейность учитывается по модели Теодора фон Кармана. Рассматривается
неклассическая континуальная модель панели на основе среды Коссера со стесненным
вращением частиц (псевдоконтинуум). При этом предполагается, что поля перемещений
и вращений не являются независимыми. В рассмотрение вводится дополнительный
независимый материальный параметр длины, связанный с симметричным тензором гра-
диентом вращения. Уравнения движения элемента панели, граничные и начальные усло-
вия получены из вариационного принципа Остроградского – Гамильтона на основании
кинематических гипотез Кирхгофа–Лява. Предполагается, что цилиндрическая панель
состоит из n семейств ребер одного материала, каждое из которых характеризуется углом
наклона относительно положительного направления оси, направленной по длине панели,
и расстоянием между соседними ребрами. Материал изотропный, упругий и подчиняется
закону Гука. Для гомогонизации системы ребер по поверхности панели применяется конти-
нуальная модель Г. И. Пшеничного. Рассматривается диссипативная механическая система.
Дифференциальная задача в частных производных сводится к обыкновенной дифференци-
альной задаче по пространственным координатам методом Бубнова – Галеркина в высших
приближениях. Задача Коши решается методом Рунге –Кутты 4-го порядка точности. Ис-
пользуя метод установления, в качестве примера проведено исследование влияния геометрии
сетки и учета микрополярной теории на поведение сетчатой панели, состоящей из двух
семейств взаимно перпендикулярных ребер.
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Abstract. In this paper, a mathematical model of complex oscillations of a flexible micropolar
cylindrical mesh structure is constructed. Equations are written in displacements. Geometric
nonlinearity is taken into account according to the Theodore von Karman model. A non-classical
continual model of a panel based on a Cosserat medium with constrained particle rotation
(pseudocontinuum) is considered. It is assumed that the fields of displacements and rotations
are not independent. An additional independent material parameter of length associated with
a symmetric tensor by a rotation gradient is introduced into consideration. The equations of
motion of a panel element, the boundary and initial conditions are obtained from the Ostrograd-
sky –Hamilton variational principle based on the Kirchhoff–Love’s kinematic hypotheses. It is
assumed that the cylindrical panel consists of n families of edges of the same material, each
of which is characterized by an inclination angle relative to the positive direction of the axis
directed along the length of the panel and the distance between adjacent edges. The material is
isotropic, elastic and obeys Hooke’s law. To homogenize the rib system over the panel surface,
the G. I. Pshenichnov continuous model is used. The dissipative mechanical system is consid-
ered. The differential problem in partial derivatives is reduced to an ordinary differential problem
with respect to spatial coordinates by the Bubnov –Galerkin method in higher approximations.
The Cauchy problem is solved by the Runge –Kutta method of the 4th order of accuracy. Using
the establishment method, a study of grid geometry influence and taking account of micropolar
theory on the behavior of a grid plate consisting of two families of mutually perpendicular edges
was conducted.
Keywords: cylindrical panel, micropolar theory, mesh structure, Kirchgoff–Love model, Bub-
nov –Galerkin method, establishment method, G. I. Pshenichnov continuous model
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ВВЕДЕНИЕ

Пластины, панели, оболочки являются элементами инженерных конструкций
во всех областях жизнедеятельности человека. Поэтому интерес к математическо-
му моделированию влияния различных факторов на сложные колебания указан-
ных механических объектов не ослабевает [1–4]. Быстрое развитие микроэлектро-
механических технологий в приборостроении, робототехнике, медицине и других
передовых отраслях привело к широкому использованию в качестве элементов
конструкций микро- и наноразмерных панелей и оболочек. Этот факт обуслов-
ливает необходимость создания надежных математических моделей для анализа
их динамического поведения и НДС. Классическая механика твердого тела не в
состоянии учитывать масштабные эффекты. Поэтому при построении математичес-
ких моделей микро- и наноразмерных механических объектов необходимо опираться
на теории, позволяющие моделировать размерно-зависимое поведение, одно из ве-
дущих мест среди которых занимает микрополярная (моментная, несимметричная)
теория [5–10]. В работах [11–15] построены общие прикладные теории микро-
полярных упругих тонких оболочек, пластин и балок. Для численного анализа
в большинстве публикаций по данной тематике используются линейные модели
[16–19]. Однако существуют экспериментальные данные, подтверждающие необхо-
димость учета нелинейности при моделировании поведения рассматриваемых объек-
тов [20]. Микро- и наноразмерные сетчатые панели и оболочки широко исполь-
зуются в электромеханических системах, в медицине для изготовления биологически
совместимых имплантов, венозных шунтов. Исследований, посвященных анализу
НДС и динамики сетчатых конструкций с учетом их размерно-зависимого пове-
дения, очень мало [19, 21, 22]. В настоящей работе построена математическая мо-
дель сложных колебаний гибкой микрополярной сетчатой цилиндрической пане-
ли, состоящей из двух взаимно перпендикулярных систем ребер, находящейся
под действием нормальной распределенной нагрузки. На основании полученной
математической модели методом установления проведен анализ влияния геометрии
сетки на поведение цилиндрической панели. Материал панели — псевдоконтинуум
Коссера со стесненным движением частиц [23]. Сетчатая структура учитывается по
феноменологической континуальной модели Г. И. Пшеничнова [24].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Объектом исследования является цилиндрическая панель, занимающая в про-
странстве R3 область Ω = {0 6 x 6 c; 0 6 y 6 b;−h

2
6 z 6 h

2
}. Панель состоит

из n семейств густо расположенных ребер одного материала, что позволяет исполь-
зовать континуальную модель. С учетом гипотез Кирхгофа–Лява и геометрической
нелинейности в форме Т. фон Кармана компоненты тензора деформаций запишутся
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в виде:

exx =
∂u

∂x
+

1

2

(
∂w

∂x

)2

− z∂
2w

∂x2
,

eyy =
∂v

∂y
+

1

2

(
∂w

∂y

)2

− kyw − z
∂2w

∂y2
,

exy =
1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
+
∂w

∂x

∂w

∂y
− z ∂

2w

∂x∂y
.

(1)

где u, v — осевые смещения срединной поверхности панели в направлениях x, y
соответственно, w — прогиб, ky — геометрический параметр кривизны панели.

В работе рассматривается неклассическая континуальная модель на основе среды
Коссера, где наряду с обычным полем напряжений учитываются также и моментные
напряжения. При этом предполагается, что поля перемещений и вращений не яв-
ляются независимыми [23]. В таком случае компоненты симметричного тензора
изгиба-кручения запишутся следующим образом:

χxx =
∂2w

∂x∂y
, χyy = − ∂2w

∂x∂y
, χxy =

1

2

(
∂2u

∂y2
− ∂2v

∂x2

)
,

χyz =
1

4

(
∂2v

∂x2
− ∂2u

∂x∂y

)
, χxz =

1

4

(
∂2v

∂x∂y
− ∂2u

∂y2

)
.

(2)

Для материала панели определяющие соотношения примем в виде [25]:

σxx =
E

1− ν2
[exx + νeyy] , x� y, σxy =

E

1 + ν
exy, mij =

El2

1 + ν
χij, i, j = x, y, z,

где σij — компоненты тензора напряжений, mij — компоненты cимметричного
тензора момента высшего порядка, E — модуль Юнга, ν — коэффициент Пуассона
для однородного материала, l — дополнительный независимый материальный
параметр длины, связанный с тензором изгиба-кручения χ.

Уравнения движения в смешанной форме элемента гладкой панели, эквива-
лентной сетчатой, граничные и начальные условия получены из энергетического
принципа Гамильтона –Остроградского [26, 27]. Напряжения, возникающие в эк-
вивалентной гладкой панели, связанные с напряжениями в ребрах, составляющих
углы ϕj с осью абсцисс, будут иметь вид:

σxx =
n∑
j=1

σjxδj cos2 ϕj
aj

, σyy =
n∑
j=1

σjxδj sin2 ϕj
aj

, σxx =
n∑
j=1

σjxδj cosϕj sinϕj
aj

,

mxx =
n∑
j=1

mj
xδj cos2 ϕj

aj
, myy =

n∑
j=1

mj
xδj sin2 ϕj
aj

, mxx =
n∑
j=1

mj
xδj cosϕj sinϕj

aj
,

mxz =
n∑
j=1

mj
xδj cosϕj
aj

, myz =
n∑
j=1

mj
xδj sin2 ϕj
aj

,

(3)

где n — количество семейств ребер, δj, aj, ϕj — расстояние между ребрами, ширина
ребер, угол между осью x и осью ребер j-го семейства. Напряжения с индексом j
относятся к ребрам.
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Физические соотношения для сетчатой панели определяются на основании метода
множителей Лагранжа:

{σj,mj} = {σxx,mxx} cos2 ϕj + {σyy,myy} sin2 ϕj + {σxy,mxy} cosϕj sinϕj,

{σjz,mj
z} = {σzx,mzx} cosϕj + {σzy,mzy} sinϕj.

(4)

Положим, что деформация оси какого-либо ребра равна деформации линии,
совпадающей с осью этого ребра в расчетной модели. Будем считать, что одна
из главных центральных осей поперечных сечений ребер панели совпадает с на-
правлением нормали к срединной поверхности панели. Подставляя (3) и (4) в вы-
ражения для моментов и усилий, записанные для гладкой панели, получим вы-
ражения моментов и усилий панели с учетом сетчатой структуры. Подставляя (3)
и (4) в выражения для моментов и усилий, записанные для гладкой панели, най-
дем выражения моментов и усилий панели с учетом сетчатой структуры. Тогда из
уравнений движения гладкой панели, выведенных из вариационного принципа, по-
лучим уравнения движения микрополярной панели сетчатой структуры в смешанной
форме [28]. В дальнейшем будем рассматривать панель с двумя семействами ребер
ϕ1 = 45o, ϕ2 = 135o , δ1 = δ2 = δ, a1 = a2 = a (рис. 1).

y

x

a1

j
2

j
1

Рис. 1. Геометрия сетки
Fig. 1. The grid geometry

С учетом безразмерных параметров:

u =
h2

c
ū, v =

h2

b
v̄, x = cx̄, y = bȳ,

w = hw̄, δ = hδ̄, a = hā, l = hl̄,

ky =
h

b2
k̄y, q =

Eh4

c2b2
q̄,

t = b

√
ρ

E
t̄, ε =

1

b

√
ρ

E
ε̄,

(5)

где ε — коэффициент диссипации среды, ρ — плотность
материала панели, q = q0 sin(ωpt) — внешняя нормальная
нагрузка, q0 и ωp — ее интенсивность и частота, t —

время. Уравнения движения элемента рассматриваемой микрополярной сетчатой ци-
линдрической панели примут вид (черта над безразмерными переменными опущена):
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, (6)
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К уравнениям (6)–(8) следует присоединить начальные и граничные условия в
зависимости от условий закрепления и загружения панели.

В данной модели жесткость ребер на изгиб в плоскости, касательной к срединной
поверхности панели, не учитывается, поэтому порядки систем дифференциальных
уравнений, описывающих поведение сетчатых и сплошных панелей, совпадают. При
этом совпадают и формулировки граничных условий соответствующих краевых за-
дач [24].

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Статические задач в теории пластин и оболочек традиционно решались с при-
менением различных приближенных методов, которые позволяют свести систему
уравнений в частных производных к системе нелинейных алгебраических уравнений.
В данной работе решение статических задач будет представлено с помощью мето-
да установления, впервые примененного для оболочек В. И. Феодосьевым [29].
В рассматриваемом методе решение системы уравнений в частных производных
сводится к решению задачи Коши для системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений. Подобный подход имеет некоторые преимущества. Метод установ-
ления обладает высокой точностью, так как его можно отнести к итерационным
методам, здесь каждый шаг по времени является новым приближением к точному
решению задачи. Кроме того, метод установления не имеет большой чувствительнос-
ти к выбору начального приближения. Простота получения неединственных решений
статических задач также является серьезным плюсом метода. Решая задачу Коши
при ε = εкр для ряда значений параметра нормальной постоянной во времени
нагрузки qi, получаем последовательность прогибов wi для центральной точки пане-
ли. На основе этих данных строится зависимость w(q) и исследуется напряженно-
деформированное состояние системы. Здесь стоит отметить, что необходимо уделять
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серьезное внимание выбору εкр, так как в некоторых случаях при отсутствии учета
рассеяния энергии значение критической динамической нагрузки может равняться
приблизительно половине значения статической критической нагрузки [30]. Следуя
вышеописанному методу, исследуем поведение сетчатой микрополярной цилиндри-
ческой панели, жестко защемленной по торцам с параметрами сетки ϕ1 = 45◦,
ϕ2 = 135◦, δ1 = δ2 = δ, a1 = a2 = a. Начальные условия выбраны нулевыми.
Математическая модель колебаний рассматриваемой системы представляет собой
дифференциальную задачу в частных производных, для сведения которой к обыкно-
венной дифференциальной задаче используем метод Бубнова – Галеркина в высших
приближениях. Для удовлетворения граничным условиям жесткой заделки компо-
ненты перемещений возьмем в виде

u(x, y, t) =
∑
mn

Umn(t) sin2

(
2mπx

c

)
sin2

(nπy
b

)
,

v(x, y, t) =
∑
mn

Vmn(t) cos2

(
(2m− 1)πx

2c

)
cos2

(
(2n− 1)πy

2b

)
,

w(x, y, t) =
∑
mn

Wmn(t) sin2
(mπx

c

)
sin2

(nπy
b

)
.

(9)

Задача Коши решается методом Рунге –Кутта 4-го порядка точности.
На рис. 2 приведена диаграмма зависимости прогиб-время для рассматриваемой

задачи при l = 0, ky = 0, c = b = 1, h = 0.02, δ = a = 0.02, q0 = 550.

e=0.3

e=0.5
e=0.1

w

q
t

1400 1200 1000 800 550 400 200 20 40 60 80 100

3.5

3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

Рис. 2. Выбор коэффициента диссипации среды
Fig. 2. The choice of the medium dissipation coefficient

В результате численного эксперимента выяснилось, что при коэффициенте дисси-
пации ε < 0.5 не происходит установления колебаний довольно длительное время
(t > 40), соответственно, количество итераций, необходимых для получения решения
с абсолютной погрешностью ε̄ = |w(ti) − w(ti−1)| 6 10−5, будет значительным. Для
рассматриваемой задачи оптимальным является значение коэффициента диссипации
εкр = 0.5.

На рис. 3 приведены диаграммы прогиб-нагрузка в зависимости от параметра
кривизны панели ky и дополнительного параметра длины l, связанного с учетом
моментных напряжений, расстояния между ребрами семейств сетки a. Параметры
эксперимента: c = b = 1, h = 0.02, δ = 0.02, ε = 0.5, q0 ∈ [0; 1700], t ∈ [0; 50].

На рис. 3, a приведены зависимости нагрузка-прогиб для сетчатой пластины
ky = 0 с расстоянием между ребрами a = 0.02. Данные на рис. 3, a показывают,
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что увеличение дополнительного параметра l (l = 0; 0.3; 1) приводит к росту жест-
кости на изгиб и, как следствие, к уменьшению прогиба при одинаковых значениях
нормальной нагрузки.

На рис. 3, б приведены графики нагрузка-прогиб для различных значений коэф-
фициента кривизны сетчатой (a = 0.02) микрополярной (l = 0.3) панели ky = 0; 16; 24.
Графики качественно согласуются с аналогичными для гладких пластин. При ky = 16
на графике наблюдается точка перегиба, при ky = 24 — явление хлопка.

l=1 l=0.3

l=0

q
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0

0.5 1

20
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60

а / a

k =0 k =16
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1
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k =24

y y

y
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q

w0
0

2

20
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4
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1 3

б / b в / c
Рис. 3. График w(q) в зависимости от: а — дополнительного параметра длины l;
б — параметра кривизны панели ky; в — расстояния между ребрами семейств

сетки a
Fig. 3. The graph of w(q) versus: a — additional length parameter l; b — panel curvature

parameter ky; c — distance between edges of a families

Графики w(q), построенные для микрополярной панели с параметром кривизны
ky = 24 и значением дополнительного параметра длины l = 0.3 в зависимости от
расстояния между ребрами (a = 0.02; 0.04; 0.08), приведены на рис. 3, в. Видно, что
увеличение расстояния между ребрами решетки приводит к уменьшению жесткости
панели на изгиб.

ВЫВОДЫ

На основании теории Г. И. Пшеничнова в работе построена математическая мо-
дель нелинейных колебаний сетчатых микрополярных цилиндрических панелей. Ме-
тодом Феодосьева проведен анализ влияния разреженности сетки, значения допол-
нительного параметра длины, параметра кривизны на поведение цилиндрической
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панели, состоящей из двух семейств взаимно перпендикулярных ребер. Показано,
что поведение сетчатой панели качественно совпадает с поведением гладкой пане-
ли. Учет теории микрополя приводит к увеличению жесткости панели, увеличение
расстояния между ребрами решетки влечет уменьшение изгибной жесткости панели.
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