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Аннотация. Рассмотрено осесимметричное деформирование трехслойной круговой пластины
при повторном знакопеременном нагружении из пластической области локальной нагруз-
кой. Для описания кинематики несимметричного по толщине пакета пластины приняты
гипотезы ломаной линии. В тонких упругопластических несущих слоях используются ги-
потезы Кирхгофа. Нелинейно упругий относительно толстый заполнитель несжимаем по
толщине. Для него принимается гипотеза Тимошенко о прямолинейности и несжимаемости
деформированной нормали с линейной аппроксимацией перемещений по толщине слоя.
Учитывается работа заполнителя в тангенциальном направлении. Физические соотношения
связи напряжений и деформаций соответствуют теории малых упругопластических деформа-
ций. Учтено воздействие теплового потока. Температурное поле в пластине рассчитывалось
по формуле, полученной с помощью усреднения теплофизических параметров по толщи-
не пакета. Система дифференциальных уравнений равновесия при нагружении пластины
из естественного состояния получена вариационным методом Лагранжа. Сформулированы
граничные условия на контуре пластины. Решение соответствующей краевой задачи све-
дено к нахождению трех искомых функций: прогиба, сдвига и радиального перемещения
срединной поверхности заполнителя. Для этих функций выписана неоднородная система
обыкновенных нелинейных дифференциальных уравнений. Ее аналитическое итерационное
решение получено в функциях Бесселя методом упругих решений Ильюшина. При повторном
знакопеременном нагружении пластины решение краевой задачи строится с помощью теории
переменного нагружения Москвитина. В этом случае используется гипотеза о подобии
функций пластичности на каждом шаге нагружения. Их аналитический вид принимается
не зависящим от точки разгрузки. Однако входящие в аппроксимационные формулы мате-
риальные константы будут другие. Учитывается циклическое упрочнение материала несущих
слоев. Проведен параметрический анализ полученных решений при различных граничных
условиях в случае локальной нагрузки, распределенной по кругу. Численно исследовано
влияние температуры и нелинейности материалов слоев на перемещения в пластине.
Ключевые слова: трехслойная круговая пластина, пластичность, повторное знакоперемен-
ное локальное нагружение, температурное поле, численный анализ НДС
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Abstract. Axisymmetric deformation of a three-layer circular plate under repeated alternating
loading from the plastic region by a local load is considered. To describe kinematics of asym-
metrical on the thickness of the plate pack is adopted the hypothesis of a broken line. In
a thin elastic-plastic load-bearing layers are used the hypothesis of Kirchhoff. A non-linearly
elastic relatively thick filler is incompressible in thickness. It is taken to be a hypothesis of
Tymoshenko regarding the straightness and the incompressibility of the deformed normals with
linear approximation of the displacements through the thickness layer. The work of the filler in
the tangential direction is taken into account. The physical relations of stress-strain relations
correspond to the theory of small elastic-plastic deformations. The effect of heat flow is taken
into account. The temperature field in the plate was calculated by the formula obtained by
averaging the thermophysical parameters over the thickness of the package. The system of
differential equations of equilibrium under loading of the plate from the natural state is obtained
by the Lagrange variational method. Boundary conditions on the plate contour are formulated.
The solution of the corresponding boundary value problem is reduced to finding the three de-
sired functions: deflection, shear and radial displacement of the shear surface of the filler. A
non-uniform system of ordinary nonlinear differential equations is written for these functions.
Its analytical iterative solution is obtained in Bessel functions by the method of elastic solutions
of Ilyushin. In case of repeated alternating loading of the plate, the solution of the boundary
value problem is constructed using the theory of variable loading of Moskvitin. In this case,
the hypothesis of similarity of plasticity functions at each loading step is used. Their analytical
form is taken independent of the point of unloading. However, the material constants included
in the approximation formulas will be different. The cyclic hardening of the material of the
bearing layers is taken into account. The parametric analysis of the obtained solutions under
different boundary conditions in the case of a local load distributed in a circle is carried out. The
influence of temperature and nonlinearity of layer materials on the displacements in the plate is
numerically investigated.
Keywords: three-layer circular plate, plasticity, repeated alternating local loading, temperature
field, numerical analysis SSS

Ìåõàíèêà 61



Èçâ. Ñàðàò. óí-òà. Íîâ. ñåð. Ñåð.: Ìàòåìàòèêà. Ìåõàíèêà. Èíôîðìàòèêà. 2021. Ò. 21, âûï. 1

Acknowledgements: This work was supported by the Belarusian Republican Foundation for
Fundamental Research (projects No. T20R-047).
For citation: Starovoitov E. I., Leonenko D. V. Repeated alternating loading of a elasto-
plastic three-layer plate in a temperature field. Izvestiya of Saratov University. New Series.
Series: Mathematics. Mechanics. Informatics, 2021, vol. 21, iss. 1, pp. 60–75 (in Russian).
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2021-21-1-60-75
This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution
License (CC-BY 4.0)

ВВЕДЕНИЕ

Композитные, в том числе трехслойные элементы конструкций нашли широ-
кое применение в ракето- и авиастроении, транспортном машиностроении, строи-
тельстве. В связи с этим возникает необходимость создания соответствующих
расчетных механико-математических моделей, учитывающих физическую нелиней-
ность материалов слоев и воздействие внешней среды.

В работах [1–13] содержатся различные математические модели динамического
деформирования многослойных и трехслойных стержней, пластин и оболочек, приве-
дены постановки начально-краевых задач, изложены методы решения. Рассмотрены
свободные, вынужденные и резонансные колебания трехслойных композитных
пластин; изучено прохождение волн в слоях и нестационарные взаимодействия в
контактных задачах с подвижными границами. Термосиловое деформирование тон-
костенных элементов конструкций рассмотрено в статьях [14, 15], где разработаны
модели геометрически нерегулярных пластин и оболочек с термочувствительной тол-
щиной. Публикации [16–20] посвящены изучению изотермического квазистатичес-
кого деформирования трехслойных стержней и пластин, в том числе при локальных
и переменных нагрузках. Изгиб трехслойной балки локальными нагрузками в тем-
пературном поле исследован в статье [21]. Упругие и упругопластические пластины
со сжимаемым заполнителем, а также взаимодействующие с упругим основанием
изучались в работах [22–24].

Здесь получено аналитическое решение задачи о деформировании трехслойной
круговой пластины с упругопластическими несущими слоями при повторном
осесимметричном знакопеременном локальном нагружении. Учтено воздействие тем-
пературного поля. Решение получено в рамках теории переменного нагружения
Москвитина [25]. Численная апробация проведена в случае металлополимерного
пакета при равномерно распределенной круговой нагрузке.

1. НАГРУЖЕНИЕ ПЛАСТИНЫ ИЗ ЕСТЕСТВЕННОГО СОСТОЯНИЯ

Рассматривается несимметричная по толщине трехслойная круговая пластина под
действием локальной осесимметричной нагрузки (рис. 1). Постановка задачи и ее
решение проводится в цилиндрической системе координат r, ϕ, z. Срединная плос-
кость заполнителя принята за координатную, ось z направлена ей перпендикулярно
вверх, к слою 1.

В тонких упругопластических несущих слоях толщиной h1 6= h2 справедли-
вы гипотезы Кирхгофа. В несжимаемом по толщине (h3 = 2c) нелинейно уп-
ругом относительно толстом заполнителе выполняется гипотеза о прямолиней-
ности и несжимаемости деформированной нормали с линейной аппроксимацией
перемещений по толщине слоя.
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Рис. 1. Расчетная схема трехслойной пластины
Fig. 1. Design scheme of a three-layer plate

К наружной поверхности первого слоя (z = c + h1) подводится тепловой
поток qt. Температурное поле T (z) в пластине определяется формулой, получен-
ной ранее [21], поэтому в дальнейшем считается известным. Осесимметричная
поверхностная локальная нагрузка имеет вертикальную и горизонтальную состав-
ляющие, интенсивности которых q(r), p(r). Тангенциальные перемещения в слоях
отсутствуют: uϕ(k) = 0 (k = 1, 2, 3 — номер слоя), а прогиб пластины w(r), от-
носительный сдвиг в заполнителе ψ(r) и радиальное перемещение координатной
поверхности u(r) не зависят от координаты ϕ. В дальнейшем эти три функции
считаем искомыми. На контуре пластины предполагается наличие жесткой диафраг-
мы, препятствующей относительному сдвигу слоев (ψ = 0 при r = r0).

Из гипотезы прямолинейности нормали заполнителя 2ε
(3)
rz = u

(3)
r ,z+w,r = ψ, после

интегрирования следуют выражения для радиальных перемещений в слоях u(k)
r :

u(1)
r = u+ cψ − zw,r, c 6 z 6 c+ h1,

u(3)
r = u+ zψ − zw,r, −c 6 z 6 c,

u(2)
r = u− cψ − zw,r, −c− h2 6 z 6 −c,

(1)

где z — координата рассматриваемого волокна; запятая в нижнем индексе обозначает
операцию дифференцирования по следующей за ней координате.

Используя компоненты тензора напряжений σ(k)
α (α = r, ϕ), σ(3)

rz , введем обобщен-
ные внутренние усилия и моменты:

Tα ≡
3∑

k=1

T (k)
α =

3∑
k=1

∫
hk

σ(k)
α dz, Mα ≡

3∑
k=1

M (k)
α =

3∑
k=1

∫
hk

σ(k)
α z dz,

Hα = M (3)
α + c

(
T (1)
α − T (2)

α

)
, Q =

c∫
−c

σ(3)
rz dz.

(2)

Деформации в слоях пластины следуют из соотношений Коши и перемеще-
ний (1). Для связи напряжений и деформаций используются физические уравнения
состояния теории малых упругопластических деформаций Ильюшина [26]:

s(k)
α = 2Gk(1− ωk(ε (k)

u , T ))e(k)
α , σ(k) = 3Kk(ε

(k) − α0kTk),

s(3)
rz = 2G3(1− ωk(ε (3)

u , T ))e(3)
rz (k = 1, 2, 3; α = r, ϕ),

(3)
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где s
(k)
α , e(k)

α — девиаторные, σ(k), ε(k) — шаровые части тензоров напряжений и
деформаций; Gk(T ), Kk(T ) — температурно-зависимые модули сдвига и объемного
деформирования; α0k — коэффициент линейного температурного расширения;
ωk(ε

(k)
u , T ) — функции пластичности материалов несущих слоев, причем при

ε
(k)
u 6 ε

(k)
s следует положить ωk ≡ 0; ε(k)

y — деформационный предел текучести;
ω3(ε

(3)
u ) — универсальная функция физической нелинейности заполнителя, (ω3 ≡ 0

при ε
(3)
u 6 ε

(3)
s ), ε(3)

s — предел нелинейности; s(3)
rz , e

(3)
rz — касательное напряжение и

сдвиговая деформация в заполнителе; ε(k)
u — интенсивность деформаций.

В компонентах тензора напряжений σ(k)
α , σ(3)

rz , используя соотношения (3), выде-
лим линейную и нелинейную составляющие:

σ(k)
α = σ(k)

αe − σ(k)
αω , σ(3)

rz = σ(3)
rze − σ(3)

rzω,

σ(k)
αe = 2Gke

(k)
α + 3Kk(ε

(k) − αkT ), σ(k)
αω = 2Gkωk(ε

(k)
u , T )e(k)

α ,

σ(3)
rze = 2G3e

(3)
rz , σ(3)

rzω = 2G3ω3(ε(3)
u , T )e(3)

rz (α = r, ϕ).

(4)

Обобщенные внутренние усилия и моменты также представим в виде разности
линейной и нелинейной частей:

Tα = Tαe − Tαω =
3∑

k=1

T (k)
αe −

3∑
k=1

T (k)
αω , Mα = Mαe −Mαω =

3∑
k=1

M (k)
αe −

3∑
k=1

M (k)
αω ,

Hαe = M (3)
αe + c

(
T (1)
αe − T (2)

αe

)
, Hαω = M (3)

αω + c
(
T (1)
αω − T (2)

αω

)
.

(5)

Величины T
(k)
αe , T

(k)
αω , M

(k)
αe , M

(k)
αω , H

(k)
αe , H

(k)
αω , Qe, Qω вычисляются по форму-

лам (2), в которых напряжения σ
(k)
α нужно заменить соответственно линейными

σ
(k)
αe , σ

(3)
rze или нелинейными составляющими σ(k)

αω , σ
(3)
rzω из соотношений (4).

Система уравнений равновесия в усилиях для упругой трехслойной пластины
получена в [24] без использования соотношений связи напряжений и деформаций,
поэтому она остается справедливой и в рассматриваемом случае. Подставив в нее
выражения для внутренних усилий (5), приведем ее к виду

Tr,r +
1

r
(Tr − Tϕ) = −p+ pω,

Hr,r +
1

r
(Hr −Hϕ)−Q = hω,

Mr,rr +
1

r
(2Mr,r −Mϕ,r) = −q + qω.

(6)

Здесь в левой части уравнений собраны линейные составляющие обобщенных
внутренних усилий, причем индекс «e» опущен для удобства. Нелинейные добавки
сосредоточены справа и включены в слагаемые с нижним индексом «ω»:

pω = Trω,r +
1

r
(Trω − Tϕω), hω = Hrω,r +

1

r
(Hrω −Hϕω)−Qω,

qω = Mrω,rr +
1

r
(2Mrω,r −Mϕω,r).

(7)

Выражение обобщенных усилий через искомые функции u(r), ψ(r),w(r) получим,
подставив (4) в (2) и выразив деформации через перемещения. Отправив затем их и
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соотношения (7)) в систему (6), имеем

L2(a1u+ a2ψ − a3w,r ) = −p+ pω,

L2(a2u+ a4ψ − a5w,r)− 2cG3ψ = hω,

L3(a3u+ a5ψ − a6w,r) = −q + qω,

(8)

где ai — коэффициенты, имеющие интегральный вид, так как модули упругости
материалов изменяются по толщине слоев вместе с температурой (m = 0, 1, 2):

a1 =
3∑

k=1

Kk0, a2 = c(K10 −K20), a3 =
3∑

k=1

Kk1, a4 = K32 + c2(K10 +K20),

a5 = K32 + c(K11 +K21), a6 =
3∑

k=1

Kk2,

Kkm =

∫
hk

[
Kk(Tk) +

4

3
Gk(Tk)

]
zm dz (m = 1, 2, 3);

L2, L3 — дифференциальные операторы:

L2(g) ≡
(

1

r
(rg),r

)
,r ≡ g,rr +

g,r
r
− g

r2
, L3(g) ≡ 1

r
(rL2(g)) ,r ≡ g,rrr +

2g,rr
r
− g,r
r2

+
g

r3
.

Полученная система дифференциальных уравнений (8) является нелинейной,
поэтому для ее решения необходимо применять численные или приближенные мето-
ды. В дальнейшем используем метод упругих решений, сходимость которого доказа-
на в широких пределах. В итерационном виде система (8) принимает вид

L2(a1u
(n) + a2ψ

(n) − a3w,
(n)
r ) = −p+ p(n−1)

ω ,

L2(a2u
(n) + a4ψ

(n) − a5w,
(n)
r )− 2cG3ψ

(n) = h(n−1)
ω ,

L3(a3u
(n) + a5ψ

(n) − a6w,
(n)
r ) = −q + q(n−1)

ω .

(9)

Здесь n — номер приближения, величины p
(n−1)
ω , h(n−1)

ω , q(n−1)
ω называют «дополни-

тельными» внешними нагрузками и на первом шаге полагают равными нулю, а в
дальнейшем вычисляют по результатам предыдущего приближения по формулам ти-
па (7), в которых во все слагаемые необходимо добавить индекс «n− 1» вверху:

T (n−1)
αω =

3∑
k=1

T (k, n−1)
αω =

3∑
k=1

∫
hk

σ(k, n−1)
αω dz =

3∑
k=1

∫
hk

2Gkω
n−1
k e(k, n−1)

α dz,

M (n−1)
αω =

3∑
k=1

M (k, n−1)
αω =

3∑
k=1

∫
hk

σ(k, n−1)
αω z dz =

3∑
k=1

∫
hk

2Gkω
n−1
k e(k, n−1)

α z dz,

H(n−1)
αω = M (3, n−1)

αω + c
(
T (1, n−1)
αω − T (2, n−1)

αω

)
(α = r, ϕ),

Q(n−1)
ω =

c∫
−c

2G3ω
n−1
3 e(3, n−1)

rz dz, ωn−1
k ≡ ωk(ε

(k, n−1)
u , Tk).

(10)
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Линейная краевая задача определения функций u(n), ψ(n), w(n) замыкается
присоединением к системе уравнений (9) граничных условий в итерациях. При r = r0

должны выполняться требования:
• при заделке контура пластины

u(n) = ψ(n) = w(n) = w,(n)
r = 0;

• при шарнирном опирании

u(n) = ψ(n) = w(n) = 0, M (n)
r = M,(n−1)

rω . (11)

Процедура нахождения решения линейной системы (9) известна [24]. По ана-
логии получаем следующее рекуррентное решение задачи теории малых упруго-
пластических деформаций для рассматриваемой упругопластической пластины при
нагружении из естественного состояния:

ψ(n) = C
(n)
2 I1(βr) + C3K1(βr) + ψ(n)

r ,

u(n) =
a3

a1a6 − a2
3

[
L−1

3 (q−q(n−1)
ω )− a6

a3
L
−1
2 (p− p(n−1)

ω )+

(
a5 −

a2a6

a3

)
ψ(n) + C

(n)
7 r+

C
(n)
8

r

]
,

w(n) =
1

b3

[
b2

(
C

(n)
2

β
I0(βr)+

∫
ψ(n)
r dr

)
−
∫ (

a3

a1

L−1
2 (p−p(n−1)

ω )−L−1
3 (q−q(n−1)

ω )

)
dr+

+
1

4
C

(n)
1 r2(ln r − 1) +

C
(n)
5 r2

4
+ C

(n)
6 ln r + C

(n)
4 , (12)

где I1(βr) — модифицированная функция Бесселя первого порядка, K1(βr) —
функция Макдональда; C(n)

1 , C(n)
2 , . . . , C(n)

8 — константы интегрирования, опре-
деляемые из граничных условий; ψ(n)

r (r) — частное решение неоднородного модифи-
цированного уравнения Бесселя, выделяемого из системы (9) для сдвига; L

−1
2 , L−1

3 —
интегральные операторы, обратные дифференциальным операторам L2, L3

L
−1
2 (f) ≡ 1

r

∫
r

∫
f(r) dr dr, L−1

3 (f) ≡ 1

r

∫
r

∫
1

r

∫
rf(r) dr dr dr,

β2 =
2cb3G3

b1b3 − b2
2

, b1 =
a1a4 − a2

2

a1

, b2 =
a1a5 − a2a3

a1

, b3 =
a1a6 − a2

3

a1

.

Все интегралы являются определенными с переменным верхним пределом и берутся
от 0 до r.

2. ИЗГИБ ПЛАСТИНЫ ЛОКАЛЬНОЙ НАГРУЗКОЙ

Рассмотрим изгиб исследуемой пластины локальной нагрузкой, равномерно рас-
пределенной по кругу относительного радиуса 0 6 b 6 r0. Используя функцию
Хевисайда H0(r), нагрузку можно записать в виде

q(r) = q0H0(b− r), p(r) ≡ 0. (13)
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Входящее в перемещения (12) частное решение ψ(n)
r (r) при нагрузке (13) будет

ψ(n)
r (r) =

γ1q0

2β2
H0(b− r)

[
b2

r
− r + 2b (K1(βb)I1(βr)− I1(βb)K1(βr))

]
+
C

(n)
1 γ1

β2
r−

−K1(βr)

[
b3

b1b3 − b2
2

[∫
I1(βr)h(n−1)

ω r dr − a2b3 − a3b2

a1b3

∫
I1(βr)p(n−1)

ω r dr

]
−

−γ1

∫
I1(βr)

(∫
q(n−1)
ω r dr

)
dr

]
+

+I1(βr)

[
b3

b1b3 − b2
2

[∫
K1(βr)h(n−1)

ω r dr − a2b3 − a3b2

a1b3

∫
K1(βr)p(n−1)

ω r dr

]
−

−γ1

∫
K1(βr)

(∫
q(n−1)
ω r dr

)
dr

]
. (14)

Здесь использован интегральный оператор от нагрузки∫
L−1

3 (q0H0(b− r)) dr = q0

(
r4 − 5b4

64
+
b2r2

16
−
(
b4

16
+
b2r2

8

)
ln
(r
b

))
H0(b− r).

В случае заделки или шарнирного опирания контура пластины из части гранич-
ных условий (11) (ψ(n) = w(n) = 0 при r = r0) и условий ограниченности решения
в начале координат следуют константы интегрирования C(n)

1 , C(n)
2 , C(n)

3 , C(n)
4 , C(n)

6 ,
C

(n)
8 :

C
(n)
1 = −q0b

2

2
, C

(n)
2 = − 1

I1(β)

(
C

(n)
3 K1(β) +

C
(n)
1 γ1

β2

)
− 1

I1(β)
×

×
(
−K1(β)

[
b3

b1b3 − b2
2

[∫
I1(βr)h(n−1)

ω r dr − a2b3 − a3b2

a1b3

∫
I1(βr)p(n−1)

ω r dr

]
−

−γ1

∫
I1(βr)

(∫
q(n−1)
ω r dr

)
dr

]∣∣∣∣
r=r0

+

+I1(β)

[
b3

b1b3 − b2
2

[∫
K1(βr)h(n−1)

ω r dr − a2b3 − a3b2

a1b3

∫
K1(βr)p(n−1)

ω r dr

]
−

−γ1

∫
K1(βr)

(∫
q(n−1)
ω r dr

)
dr

]∣∣∣∣
r=r0

)
,

C
(n)
3 =

γ1

q0

β2bI1(βb) +

[
b3

b1b3 − b2
2

(∫
I1(βr)h(n−1)

ω r dr −

−a2b3 − a3b2

a1b3

∫
I1(βr)p(n−1)

ω r dr

)
−γ1

∫
I1(βr)

(∫
q(n−1)
ω r dr

)
dr

]∣∣∣∣
r=r0

,

C
(n)
6 =

q0b
4

16b3

, C
(n)
8 = 0,

C
(n)
4 = −C

(n)
1

4b3

− C
(n)
5

4b3

− b2

b3

∫
ψ(n) dr

∣∣∣∣∣
r=r0

− a3

b3a1

∫
L−1

2 (p(n−1)
ω dr

∣∣∣∣
r=r0

+

+
1

b3

∫
L−1

3 (q(n−1)
ω dr

∣∣∣∣
r=r0

.

(15)
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Константы C
(n)
5 , C(n)

7 при шарнирном опирании получим из оставшихся условий
на контуре (u(n) = 0, M = M

(n−1)
r ):

C
(n)
5 = 2

a7b1 + a3

a1(a6 + a7)
L−1

3 (q(n−1)
ω )

∣∣∣∣
r=r0

− 2a3

a1

L−1
2 (p(n−1)

ω

∣∣
r=1

+

+
b3

a6 + a7

2
(
L−1

3 (q(n−1)
ω

)
,r

∣∣∣
r=r0
− 2b3

a6 + a7

3
3∑

k=1

α0k

∫
hk

KkTkzdz +M (n−1)
r

+

+

(
b3 − a7 −

a2
3

a1

)
b3

a6 + a7

(
C

(n)
1

2b3

+ 2C
(n)
6

)
,

C
(n)
7 = −2

a6

b3a1

L−1
2 (p(n−1)

ω

∣∣
r=1

+ 2
a3

b3a1

L−1
3 (q(n−1)

ω

∣∣
r=1
− a3

2b3a1

C
(n)
1 −

−2
a3

a1

C
(n)
6 − a3

a1b3

C
(n)
5 .

(16)

Аналогичные константы при защемленном контуре следуют из условий u(n) =

= w,
(n)
r = 0 при r = 1:

C
(n)
5 = −2b3C

(n)
6 − C

(n)
1

2
, C

(n)
7 = − 2

a1

L−1
2 (p(n−1)

ω

∣∣
r=1

. (17)

Следовательно, полученное рекуррентное решение (12)–(17) описывает деформи-
рование трехслойной упругопластической круговой пластины в температурном поле
при нагружении из естественного состояния непрерывно распределенной по кругу
локальной поверхностной нагрузкой в случае различных граничных условий.

3. ПОВТОРНЫЙ ИЗГИБ ПЛАСТИНЫ В ТЕМПЕРАТУРНОМ ПОЛЕ

Пусть, начиная с момента t = t1, осуществлются мгновенная разгрузка и повтор-
ное нагружение усилиями q′′(r) обратного знака:

q′′(r) = −q0H0(b− r). (18)

При этом будем предполагать, что за время разгрузки и последующего перемен-
ного нагружения температура во всех точках пластины остается неизменной, совпа-
дающей с полем температуры к моменту начала разгрузки, т. е. T1(z) = T (z, t1).

Эти усилия создадут в пластине поле перемещений u′′, ψ′′, w′′, деформа-
ции ε′′(k)

α и напряжения σ′′(k)
α , σ′′(3)

rz (α = r, ϕ). Повторяя методику Москвитина
[25], примененную для трехслойных стержней [18], определим для всех величин
напряженно-деформированного состояния и нагрузки разности (α = r, ϕ):

σ(k)∗
α = σ′

(k)
α − σ′′

(k)
α , σ(3)∗

rz = σ′
(3)
rz − σ′′

(3)
rz , s(k)∗

α = s′
(k)
α − s′′

(k)
α ,

σ(k)∗ = σ′
(k) − σ′′(k)

, ε(k)∗
α = ε′

(k)
α − ε′′

(k)
α , ε(3)∗

rz = ε′
(3)
rz − ε′′

(3)
rz ,

e(k)∗
α = e′

(k)
α − e′′

(k)
α , ε(k)∗ = ε′

(k) − ε′′(k)
, u∗ = u′ − u′′, ψ∗ = ψ′ − ψ′′,

w∗ = w′ − w′′, q∗(r) = q(r)− q′′(r) = 2q0H0(b− r),

(19)

где величины с одним штрихом — напряжения, деформации и перемещения в плас-
тине перед разгрузкой (полученные ранее (12)–(17)), двумя штрихами помечены
аналогичные параметры в процессе второго полуцикла.
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В силу линейной связи деформаций с перемещениями соотношения Коши будут
справедливы и для соответствующих величин со звездочками. Для напряжений и
деформаций (19), отмеченных звездочкой, примем физические уравнения состояния
типа (3):

s(k)∗
α = 2Gk(1− ω∗k)e(k)∗

α , σ(k)∗ = 3Kkε
(k)∗,

s(3)∗
rz = 2G3(1− ω∗k)e(3)∗

rz (k = 1, 2, 3; α = r, ϕ),
(20)

где значения модулей упругости зафиксированы в момент разгрузки Gk(z) =
= Gk(T1(z)), Kk(z) = Kk(T1(z)), а температура в явном виде в эти соотношения
не входит.

Нелинейные характеристики упругого заполнителя не изменяются при цикли-
ческом деформировании. В несущих слоях универсальные функции нелинейнос-
ти ω∗k полагаем подобными функциям пластичности при нагружении из естествен-
ного состояния [25]:

ω∗k ≡ ωk(ε
k∗
u , ε

k∗
y , T1, A

∗
k, α

∗
k) (k = 1, 2), (21)

где A∗k, α
∗
k — экспериментально определяемые параметры материала, входящие в ап-

проксимационную формулу функции нелинейности для величин со звездочками [27].
Используя физические соотношения (20), в компонентах тензора напряже-

ний σ
(k)∗
α , σ(3)∗

rz выделим линейную и нелинейную составляющие. Это позволит по-
добную операцию провести и для величин типа внутренних усилий со звездочками.
В отличие от подобных соотношений (4), (5) температура здесь в явном виде входить
не будет.

Нелинейные уравнения равновесия для величин со звездочками будут иметь вид
типа (8). Соответствующие итерационные уравнения запишутся в виде

L2(a1u
(n)∗ + a2ψ

(n)∗ − a3w,
(n)∗
r ) = −p∗ + p(n−1)∗

ω ,

L2(a2u
(n)∗ + a4ψ

(n)∗ − a5w,
(n)∗
r )− 2cG3ψ

(n)∗ = h(n−1)∗
ω ,

L3(a3u
(n)∗ + a5ψ

(n)∗ − a6w,
(n)∗
r ) = −q∗ + q(n−1)∗

ω .

(22)

Дополнительные «внешние нагрузки» на первом шаге (n = 1) полагаются равны-
ми нулю, а в дальнейшем вычисляются по результатам предыдущего приближения:

p(n−1)∗
ω = T (n−1)∗

rω ,r +
1

r
(T (n−1)∗

rω − T (n−1)∗
ϕω ),

h(n−1)∗
ω = H(n−1)∗

rω ,r +
1

r
(H(n−1)∗

rω −H(n−1)∗
ϕω )−Q(n−1)∗

ω ,

q(n−1)∗
ω = M (n−1)∗

rω ,rr +
1

r
(2M (n−1)∗

rω ,r −M (n−1)∗
ϕω ,r),

(23)

где величины T
(n−1)∗)
αω , M

(n−1)∗)
αω , H

(n−1)∗)
αω , Qω вычисляются по формулам (10), в кото-

рых во всех слагаемых необходимо формально добавить звездочку в верхний индекс.
Задача нахождения функций u(n)∗, ψ(n)∗, w(n)∗ замыкается присоединением к

уравнениям (22) граничных условий, подобных (11). В этом случае краевая задача
для величин со звездочками совпадает с краевой задачей для некоторой фиктив-
ной трехслойной линейно-упругой пластины, которая испытывает изотермическое
нагружение из естественного состояния внешними p∗, q∗ и дополнительными уси-
лиями (23) с функциями нелинейности (21). Фиктивная пластина геометрически
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совпадает с рассматриваемой. Ее упругие свойства характеризуются переменными по
толщине модулями упругости Gk(z), Kk(z) за счет зафиксированной при разгрузке
температуры.

Система дифференциальных уравнений для величин со звездочками (22) с точ-
ностью до обозначений совпадает с (9) и отличается только зафиксированной при
разгрузке температурой T1. Ее аналитическое решение следует из (12), где необ-
ходимо провести соответствующие формальные замены функций нелинейности и
нагрузок на величины со звездочками:

ψ(n)∗ = C
(n)∗
2 I1(βr) + C

(n)∗
3 K1(βr) + ψ(n)∗

r ,

w(n)∗ =
b2

b3

∫
ψ(n)∗ dr +

a3

b3a1

∫
L−1

2 (p(n−1)∗
ω ) dr +

1

b3

∫
L−1

3 (q∗) dr−

− 1

b3

∫
L−1

3 (q(n−1)∗
ω ) dr − C

(n)∗
1

4b3

r2(ln r − 1) +
C

(n)∗
5 r2

4b3

+ C
(n)∗
6 ln r + C

(n)∗
4 ,

u(n)∗ =
a3

a1w(n)∗ ,r −
a2

a1ψ(n)∗ +
1

a1

L−1
2 (p(n−1)∗

ω ) +
C

(n)∗
7 r

2
+
C

(n)∗
8

r
,

(24)

где

ψ(n)∗
r =

γ1q0

β2
H0(b− r)

[
b2

r
− r + 2b (K1(βb)I1(βr)− I1(βb)K1(βr))

]
+
C

(n)∗
1 γ1

β2r
−

−K1(βr)

[
b3

b1b3 − b2
2

[∫
I1(βr)h(n−1)∗

ω r dr − a2b3 − a3b2

a1b3

∫
I1(βr)p(n−1)∗

ω r dr

]
−

−γ1

∫
I1(βr)

(∫
q(n−1∗)
ω r dr

)
dr

]
+

+I1(βr)

[
b3

b1b3 − b2
2

[∫
K1(βr)h(n−1)∗

ω r dr − a2b3 − a3b2

a1b3

∫
K1(βr)p(n−1)∗

ω r dr

]
−

−γ1

∫
K1(βr)

(∫
q(n−1∗)
ω r dr

)
dr

]
,∫

L−1
3 (q∗) dr = 2q0

(
r4 − 5b4

64
+
b2r2

16
−
(
b4

16
+
b2r2

8

)
ln
(r
b

))
H0(b− r).

Константы интегрирования C
(n)∗
1 –C(n)∗

8 формально вычисляются по формулам
(15)–(17), в которых нужно в соответствующие величины ввести в верхний индекс
звездочку и амплитуду нагрузки q0 заменить на 2q0.

Искомые параметры НДС трехслойной упругопластической пластины при
повторном знакопеременном нагружении найдем из соотношений (19) с учетом
решений (14), (24). Например, перемещения будут

u′′ = u′ − u∗, ψ′′ = ψ′ − ψ∗, w′′ = w′ − w∗.

Численные результаты приводятся для трехслойной несимметричной по толщи-
не пластины, слои которой набраны из материалов Д16Т–фторопласт–Д16Т. Все
необходимые функции нелинейности и упругие параметры этих материалов со-
держатся в [27]. Граничные условия соответствуют шарнирному опиранию контура
пластины. Геометрические параметры пластины отнесены к ее радиусу r0, относи-
тельные толщины слоев: h1 = 0.02; h2 = 0.06; h3 = 0.4. Интенсивность распреде-
ленной нагрузки q0 = 8 МПа.
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Рис. 2. Максимальный прогиб пластины
в зависимости от радиуса b пятна

нагрузки
Fig. 2. Maximum plate deflection depen-

ding on the radius b of the load spot

Рисунок 2 иллюстрирует зависимость
максимального прогиба пластины от ра-
диуса b пятна нагрузки при различных тем-
пературах: 1, 2 — упругий и физически не-
линейный при T1 = 293 K; 3, 4 — упругий и
физически нелинейный при T2 = 323 K. С
увеличением радиуса локальной нагрузки
прогиб растет нелинейно, достигая мак-
симума при b = 1. В случае изотерми-
ческого нагружения учет физической не-
линейности материалов слоев увеличивает
расчетный максимальный прогиб на 16%,
при повышенной температуре — на 22%.

На рис. 3 показаны а — прогиб, б —
относительный сдвиг в заполнителе трех-
слойной пластины при повторном знакопеременном изгибе круговой нагрузкой ра-
диуса b = 0.5 (один штрих — прямое нагружение, два штриха — обратное):
1 — упругая пластина, 2 — изотермическая упругопластичность, 3 — термоупруго-
пластичность. Прогиб и сдвиг при повторном нагружении уменьшились на 2–3%, как
при «холодной», так и при «горячей» пластичности, что объясняется циклическим
упрочнением материала Д16Т [26].
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Рис. 3. Прогиб пластины (а ) и относительный сдвиг в заполнителе при повторном

нагружении (б)
Fig. 3. Plate deflection (a) and relative shear in a filled field under repeated loading (b)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная постановка краевой задачи и полученное общее решение урав-
нений равновесия позволяют исследовать напряженно-деформированное состоя-
ние упругопластических трехслойных круговых пластин в температурном поле
при прямых и знакопеременных непрерывных и локальных нагрузках. Численные
расчеты показали существенное влияние температуры и физической нелинейности
материалов слоев на перемещения в пластине.
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