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Аннотация. Рассматривается модель парно-множественной
линейной регрессии, представляющая собой синтез регрессии
Деминга и модели множественной линейной регрессии. Пока-
зано, что с изменением типа минимизируемого расстояния
модель парно-множественной регрессии плавно «трансформи-
руется» из модели парной в модель множественной линейной
регрессии. При этом модели парно-множественной регрессии
сохраняют возможности интерпретации коэффициентов и
прогнозирования значений объясняемой переменной. Пред-
ложен агрегированный критерий качества регрессионных
моделей, основанный на четырех известных показателях:
коэффициенте детерминации, коэффициенте Дарбина –Уот-
сона, согласованности поведения и средней относительной
ошибки аппроксимации. С помощью этого критерия задача
многокритериального построения модели парно-множествен-
ной линейной регрессии формализована в виде задачи не-
линейного программирования. Разработан алгоритм ее при-
ближенного решения. Результаты данной работы могут быть
использованы для улучшения суммарных качественных харак-
теристик моделей множественной линейной регрессии.
Ключевые слова: регрессия Деминга, модель парно-мно-
жественной линейной регрессии, многокритериальный подход,
агрегированный критерий, нелинейное программирование
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of minimized distance, the pair-multiple regression model transforms smoothly from the pair
model into the multiple linear regression model. In this case, pair-multiple regression models
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coefficient of determination, Darbin –Watson, the consistency of behaviour and the average
relative error of approximation is proposed. Using this criterion, the problem of multi-criteria
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ВВЕДЕНИЕ

Регрессионный анализ [1–4] является признанным инструментом исследования
влияния одной или нескольких объясняющих переменных на объясняемую
переменную. В большинстве случаев регрессионные модели оцениваются с по-
мощью метода наименьших квадратов (МНК) в предположении, что объясняющие
переменные не содержат ошибок. Если же в этих переменных содержатся ошибки,
то такие модели в зарубежной литературе принято называть «Errors-In-Variables
models» (EIV-модели) или «measurement error models» [5–7]. Для оценивания EIV-
моделей к настоящему времени разработан весьма мощный математический аппарат
[8–10]. Однако практического применения EIV-модели почти не находят, потому
что они не пригодны для точечного прогнозирования и возникают проблемы с их
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интерпретацией. Исключением является регрессия Деминга [11, 12], которая нашла
широкое применение в клинической химии [13,14] и связанных областях.

В работе [15] автор синтезировал регрессию Деминга и модель множественной
линейной регрессии. Полученный в результате синтез моделей сохраняет способ-
ности интерпретации оценок параметров и прогнозирования значений объясняемой
переменной. В работе [16] для разработанного синтеза исследованы зависимости
некоторых критериев адекватности от соотношения дисперсий ошибок переменных.
При этом экспериментально установлено, что применение предложенного синтеза
позволяет существенно повысить некоторые важные характеристики классической
модели множественной линейной регрессии за счет незначительного снижения ее
аппроксимационного качества. Целью данной работы является формализация много-
критериального подхода к построению разработанного синтеза моделей в виде задач
нелинейного программирования и разработка приближенных методов их решения.

Стоит отметить, что работа выполнена в рамках логико-алгебраического подхо-
да к обработке статистических данных, при котором предполагается, что никаких
априорных сведений об их вероятностной природе нет, поэтому не изучаются тра-
диционные свойства оценок параметров – несмещенность, состоятельность и эффек-
тивность.

1. МОДЕЛЬ ПАРНО-МНОЖЕСТВЕННОЙ ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИИ

Рассмотрим предложенный в работах [15,16] синтез регрессии Деминга и модели
множественной линейной регрессии.

Пусть yi, xi1, i = 1, n — наблюдаемые значения объясняемой и объясняющей
переменной y и x1, а y∗i , x

∗
i1, i = 1, n — их неизвестные «истинные» значения. Пред-

положим, что между переменными y∗ и x∗1 имеет место линейная функциональная
зависимость

y∗i = α + βx∗i1, i = 1, n, (1)

где α, β — неизвестные параметры.
Наблюдаемые и «истинные» значения переменных y и x1 связаны соотношениями

xi1 = x∗i1 + ε
(x1)
i , yi = y∗i + ε

(y)
i , i = 1, n, (2)

где ε(y)
i , ε(x1)

i , i = 1, n — ошибки переменных y и x1, которые могут быть вызваны,
например, неточностями при измерении значений переменных. Никаких априорных
сведений об этих ошибках нет.

Совокупность уравнений (1), (2) представляет собой простейшую EIV-модель —
регрессию Деминга. Для ее оценивания будем использовать метод наименьших пол-
ных квадратов (МНПК), состоящий в минимизации функционала:

F (α, β, x∗11, ..., x
∗
n1) =

n∑
i=1

(yi − α− βx∗i1)2 +
1

λ

n∑
i=1

(xi1 − x∗i1)2 → min, (3)

где λ = σ2
ε(x1)/σ

2
ε(y) — положительное число, задающее тип расстояния от точек (xi1,

yi), i = 1, n до линии регрессии (1) [15]. Так, при λ → 0 будет минимизироваться
сумма квадратов вертикальных расстояний, при λ→ 1 — евклидовых расстояний, а
при λ→∞ — горизонтальных расстояний.

Задача (3) имеет следующее аналитическое решение:

β̃ =
Dy − λ−1Dx1 +

√
(Dy − λ−1Dx1)2 + 4λ−1K2

x1y

2Kx1y

, α̃ = y − β̃x1,
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x̃∗i1 =
−α̃β̃ + β̃yi + λ−1xi1

λ−1 + β̃2
, i = 1, n, (4)

где α̃, β̃, x̃∗i1, i = 1, n — оценки параметров; Dx1, Dy — дисперсии переменных;
Kx1y — ковариация.

Тогда оценки «истинных» значений объясняемой переменной y находятся по
формулам

ỹ∗i = α̃ + β̃x̃∗i1, i = 1, n. (5)

Рассмотрим, как меняются оценки (5) при варьировании параметра λ.
1. В соответствии с (4), lim

λ→0
β̃ = β̃МНК, lim

λ→0
α̃ = α̃МНК, где β̃МНК =

Kx1y

Dx1
,

α̃МНК = y − Kx1y

Dx1
x1 — МНК-оценки модели парной линейной регрессии y от x1, а

lim
λ→0

x̃∗i1 = xi1, i = 1, n. Тогда из (5) следует, что lim
λ→0

ỹ∗i = α̃МНК + β̃МНКxi1, i = 1, n, т.е.

оценки «истинных» значений объясняемой переменной y при λ → 0 стремятся к ее
расчетным по модели парной линейной регрессии y от x1 значениям.

2. Аналогично пределы lim
λ→∞

β̃ = Dy
Kx1y

, lim
λ→∞

α̃ = y − Dy
Kx1y

x1, lim
λ→∞

x̃∗i1 = − α̃
β̃

+ 1
β̃
yi,

i = 1, n. Тогда lim
λ→∞

ỹ∗i = yi, i = 1, n, т.е. оценки «истинных» значений объясняемой

переменной y при λ→∞ стремятся к ее наблюдаемым значениям.
Таким образом, варьирование значений параметра λ от 0 до ∞ приводит к

изменению оценок ỹ∗i от (α̃МНК + β̃МНКxi1) до yi, i = 1, n.
Дополним переменную x1 совокупностью объясняющих переменных x2, x3, ..., xm,

наблюдаемые значения которых xij, i = 1, n, j = 2,m. Для исследования влияния
переменных x1, x2, x3, ..., xm на переменную ỹ∗ введем модель множественной
линейной регрессии:

ỹ∗i = d0 +
m∑
j=1

djxij + εi, i = 1, n, (6)

где d0, d1, ..., dm — неизвестные параметры; εi, i = 1, n — ошибки модели,
присутствие которых в уравнениях (6) означает, что данная связь описывает про-
цесс не точно, а с некоторой погрешностью.

Для оценивания модели (6) с помощью МНК необходимо решить оптимиза-
ционную задачу:

G(d0, ..., dm) =
n∑
i=1

ε2
i =

n∑
i=1

(ỹ∗i − d0 −
m∑
j=1

djxij)
2 → min .

Поскольку lim
λ→0

ỹ∗i = α̃МНК + β̃МНКxi1, i = 1, n, то

lim
λ→0

G(d0, ..., dm) =
n∑
i=1

(α̃МНК + β̃МНКxi1 − d0 −
m∑
j=1

djxij)
2.

Из этого следует, что задача lim
λ→0

G(d0, ..., dm) → min имеет решение: d̃0 = α̃МНК,

d̃1 = β̃МНК, d̃j = 0, j = 2,m. При этом
n∑
i=1

ε2
i = 0.
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Так как lim
λ→∞

ỹ∗i = yi, i = 1, n, то

lim
λ→∞

G(d0, ..., dm) =
n∑
i=1

(
yi − d0 −

m∑
j=1

djxij

)2

.

Отсюда следует, что задача lim
λ→∞

G(d0, ..., dm) → min имеет решение при

d̃j = α̃МНК
j , j = 0,m, где α̃МНК

j , j = 0,m — МНК-оценки модели множественной
линейной регрессии y от x1, x2, ..., xm.

Пусть оцененная с помощью МНК модель (6) имеет вид

˜̃y∗ = d̃0 +
m∑
j=1

d̃jxj, (7)

где ˜̃y∗i , i = 1, n — расчетные значения переменной ỹ∗. Тогда с учетом вышеска-

занного lim
λ→0

˜̃y∗i = α̃МНК + β̃МНКxi1, а lim
λ→∞

˜̃y∗i = α̃МНК
0 +

m∑
j=1

α̃МНК
j xij, i = 1, n, т.е. при

λ→ 0 уравнение (7) принимает вид однофакторной, а при λ→∞ — многофакторной
зависимости.

Используем переменную ˜̃y∗ в качестве инструмента для получения прогнозных
значений объясняемой переменной y. Для этого введем модель парной линейной
регрессии:

yi = a+ b˜̃y∗i + ui, i = 1, n, (8)

где a, b — неизвестные параметры; ui, i = 1, n — ошибки модели.
МНК-оценки модели (8) являются результатом решения оптимизационной за-

дачи:

Q(a, b) =
n∑
i=1

u2
i =

n∑
i=1

(yi − a− b˜̃y∗i )2 → min .

Рассмотрим МНК-оценки модели (8) при λ→ 0 и при λ→∞.
1. Если λ→ 0, то lim

λ→0

˜̃y∗i = α̃МНК + β̃МНКxi1, i = 1, n. Тогда

lim
λ→0

Q(a, b) =
n∑
i=1

(yi − a− b(α̃МНК + β̃МНКxi1))2.

Из этого следует, что задача lim
λ→0

Q(a, b) → min имеет решение при

b(β̃МНК) = β̃МНК, a+ b(α̃МНК) = α̃МНК, откуда b̃ = 1, ã = 0.

2. Если λ→∞, то lim
λ→∞

˜̃y∗i = α̃МНК
0 +

m∑
j=1

α̃МНК
j xij, i = 1, n. Тогда

lim
λ→∞

Q(a, b) =
n∑
i=1

(yi − a− b

(
α̃МНК

0 +
m∑
j=1

α̃МНК
j xij)

)2

.

Следовательно, задача lim
λ→∞

Q(a, b) → min имеет решение при b(α̃МНК
j ) = α̃МНК

j ,

a+ b(α̃МНК
0 ) = α̃МНК

0 , поэтому b̃ = 1, ã = 0.

92 Íàó÷íûé îòäåë



Ì. Ï. Áàçèëåâñêèé. Ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé

Таким образом, с увеличением параметра λ от 0 до ∞ оцениваемая с по-
мощью МНК модель (8) плавно «трансформируется» из парной ỹ = α̃МНК + β̃МНКx1

во множественную ỹ = α̃МНК
0 +

m∑
j=1

α̃МНК
j xj регрессию. Тогда (8) можно справед-

ливо назвать моделью парно-множественной линейной регрессии. Варьируя значения
параметра λ, для парно-множественной регрессии можно получить бесчисленное
множество различных и не изучавшихся ранее оценок.

С учетом (7) модель (8) представляет собой множественную регрессию вида

yi = a + b(d̃0 +
m∑
j=1

d̃jxij) + ui, i = 1, n, т.е. с ограничениями на параметры. Это

означает, что сумма квадратов ее ошибок
n∑
i=1

u2
i для любого значения λ не меньше,

чем сумма квадратов ошибок оцененной с помощью МНК модели множественной
линейной регрессии y от x1, x2, ..., xm.

Заметим, что в рассмотренном случае при построении (8) первым шагом было
оценивание параметров регрессии Деминга зависимости переменной y от x1. Однако
вместо переменной x1 можно использовать любую другую объясняющую переменную
из набора x2, x3, ..., xm. Естественно, что при этом будут получены абсолютно другие
результаты оценивания парно-множественной линейной регрессии (8).

Отметим также, что модели парно-множественной регрессии для любого
значения λ сохраняют возможности интерпретации коэффициентов и прогнозиро-
вания значений переменной y.

2. МНОГОКРИТЕРИАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ

Перейдем к формализации многокритериального подхода к построению моделей
парно-множественной линейной регрессии (8). Для этого можно использовать, на-
пример, следующие известные критерии адекватности [17]:
R2 — коэффициент детерминации, характеризующий аппроксимационное качество
модели и принимающий значения от 0 до 1;
DW — критерий Дарбина –Уотсона, характеризующий степень автокорреляции
ошибок модели, а также уровень коинтеграции во временных рядах и принимающий
значения от 0 до 4;
SP — критерий согласованности поведения (СП-критерий) [17], характеризующий
согласованность поведения фактических и расчетных траекторий изменения
переменной y и принимающий значения от (1− n) до (n− 1);
E — средняя относительная ошибка аппроксимации, так же, как и R2, харак-
теризующая аппроксимационное качество модели и принимающая значения от 0
до ∞.

Идеальными значениями для R2, DW , SP и E являются 1, 2, (n − 1) и 0
соответственно.

Понятно, что для модели (8) эти четыре критерия зависят от параметра λ,
поэтому будем обозначать их R2(λ), DW (λ), SP (λ) и E(λ). Введем их нормиро-
ванные аналоги:

K1(λ) = 1−R2(λ) =

n∑
i=1

u2
i

n∑
i=1

(yi − y)2

, (9)
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K2(λ) = 0.5|2−DW (λ)| = 0.5

∣∣∣∣∣∣∣∣2−
n∑
i=2

(ui − ui−1)2

n∑
i=1

u2
i

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (10)

K3(λ)=0.5

(
1−SP (λ)

n− 1

)
=0.5

1−

n−1∑
i=1

sign (yi+1−yi)sign (yi+1−yi+ui−ui+1)

n− 1

 , (11)

K4(λ) = 0.01E(λ) =
1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣uiyi
∣∣∣∣ , (12)

где ui, i = 1, n — ошибки модели (8) в зависимости от λ.
Очевидно, что область значений каждого из критериев K1(λ), K2(λ), K3(λ) лежит

в интервале от 0 до 1. При этом чем ближе значение K1(λ), K2(λ) или K3(λ) к 0, тем
выше качество модели. Для критерия K4(λ) наилучшим значением также является
0, однако область его возможных значений не ограничена сверху.

Тогда об общем качестве модели парно-множественной линейной регрессии (8) в
зависимости от параметра λ можно судить по значению агрегированного критерия:

S(λ) = w1K1(λ) + w2K2(λ) + w3K3(λ) + w4K4(λ),

где w1, w2, w3, w4 — некоторые положительные весовые коэффициенты, которые
в случае отсутствия приоритетов критериев можно задать равными. Идеальным
значением этого критерия является 0.

Задача 1. Пусть дана объясняемая переменная y и совокупность объясняющих
переменных x1, x2, ..., xm. Требуется выбрать такое значение параметра λ модели
парно-множественной регрессии (8), оцениваемой на основе регрессии Деминга y от
xh, h ∈ {1, 2, ...,m}, для которого

S(λ) = w1K1(λ) + w2K2(λ) + w3K3(λ) + w4K4(λ)→ min . (13)

Формализуем поставленную задачу в виде задачи математического программи-
рования. Первый этап оценивания парно-множественной регрессии предполагает
оценивание регрессии Деминга y от xh, поэтому по аналогии с формулами (4), (5)
введем ограничения:

β̃ =
Dy − λ−1Dxh +

√
(Dy − λ−1Dxh)2 + 4λ−1K2

xhy

2Kxhy

, α̃ = y − β̃xh, (14)

x̃∗i,h =
−α̃β̃ + β̃yi + λ−1xi,h

λ−1 + β̃2
, ỹ∗i = α̃ + β̃x̃∗i,h, i = 1, n. (15)

Так как параметр λ > 0, то введем ограничение

Small 6 λ 6 Large, (16)

где Small, Large — малое и большое положительные числа.
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На втором шаге с помощью МНК по формуле (XTX)−1XT ỹ∗, где X — матри-
ца наблюдаемых значений объясняющих переменных, находятся оценки модели (6).
Тогда справедливы ограничения

m∑
j=0

z1,j+1d̃j =
n∑
i=1

ỹ∗i ,

m∑
j=0

zk,j+1d̃j =
n∑
i=1

xi,k−1ỹ
∗
i , k = 2,m+ 1, (17)

где zij, i = 1,m+ 1, j = 1,m+ 1 — элементы матрицы Z = XTX.
На третьем шаге с помощью МНК находятся оценки модели (8), удовлетворяю-

щие условиям

nα̃ + β̃

n∑
i=1

˜̃y∗i =
n∑
i=1

yi, α̃

n∑
i=1

˜̃y∗i + β̃

n∑
i=1

˜̃y2
i =

n∑
i=1

yi ˜̃y
∗
i . (18)

Ошибки парно-множественной регрессии (8) находятся по формулам

ui = yi − (α̃ + β̃(d̃0 +
m∑
j=1

d̃jxij)), i = 1, n. (19)

Тогда решение задачи нелинейного программирования (13) с ограничения-
ми (7), (9)–(12), (14)–(19) позволяет определить оптимальное по рассмотренным
четырем критериям адекватности значение параметра λ модели парно-множест-
венной линейной регрессии (8). При этом если в функционале (13) w1 = 1,
w2 = w3 = w4 = 0, то решением данной задачи будут оценки модели множественной
линейной регрессии при λ = Large.

Задача 2. Пусть исследователь не знает, какую именно переменную из набора x1,
x2, ..., xm следует включить в спецификацию регрессии Деминга, чтобы обеспечить
наилучшее качество модели парно-множественной регрессии по критерию (13). Тогда
требуется выбрать из этого набора такую переменную для регрессии Деминга и
такое значение параметра λ, чтобы минимизировать критерий (13).

Введем бинарные переменные δj, j = 1,m, по правилу

δj =

{
0, если j-я переменная не входит в регрессию Деминга,
1, в противном случае.

Тогда справедливы следующие ограничения:

δj ∈ {0, 1},
m∑
j=1

δj = 1. (20)

При такой постановке задачи константы Dxh, Kxh,y, xh станут переменными, для
которых

Dxh =
m∑
j=1

δjDxj , Kxh,y =
m∑
j=1

δjKxj ,y, xh =
m∑
j=1

δjxj. (21)

Тогда решение задачи (13) с ограничениями (7), (9)–(12), (14)–(21) дает ответы
сразу на два вопроса: какую переменную из набора x1, x2, ..., xm нужно исполь-
зовать на первом шаге построения парно-множественной регрессии, и каково при
этом значение параметра λ.
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3. АЛГОРИТМ ПРИБЛИЖЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Для точного решения задачи нелинейного программирования (13), (7), (9)–(12),
(14)–(21) с булевыми переменными можно воспользоваться любым современным
оптимизационным программным обеспечением, например программой APMonitor.
Вместе с тем существует возможность получения приближенного решения данной
задачи. Для этого разработан алгоритм, представленный на рисунке.

Начальные параметры:

число разбиений; точность; нижняя границаk R R- e --
2 2
нижн

МНК-оценивание модели множественной линейной регрессии,
вычисление критериев адекватности (в том числе R )

2
множ

j m=1,

Выбор наилучших
оценок

l Dl  =l= / /D D  , kдиаг
j x yj

диаг
j j

r=0, l=0

Нет

Да

l=l+Dlj

R r>- eмнож
2

МНК-оценивание модели множественной линейной регрессии y

x  ,x  ,...,x yот , определение расчетных значений
1 2 m *

*~

~~

МНК-оценивание модели парной линейной регрессии от вычислениеy y ,
критериев адекватности (в том числе коэффициента детерминации )r

*~~

Вычисление коэффициентов парно-множественной регрессии

Да

r R>
2
нижн

Нет

b - l - l l a -b= / +  ( / ) +4 / /2 , = ,D D D D K K y xy xj y xj x yjx yj

22

j
-- ~~~

x y x        y x+ ) , ==-ab/(1/l+b  )+b/(1/l+b  ) (1/l)/(1/l+b a+b ** *
222~~ ~~ ~ ~~~~~~

j

Рис. Алгоритм поиска приближенного решения задачи
Fig. Algorithm for finding an approximate solution to the problem
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Суть алгоритма заключается в том, чтобы разбить интервал λ ∈ [Small, Large]
точками, а затем обычным перебором этих точек и переменных x1, x2, ...,
xm определить наилучшее решение задачи. Главной проблемой при разработке
алгоритма являлось то, что было не понятно, как нужно разбивать интервал
λ ∈ [Small, Large]. Если это делать равномерно, то, поскольку Large — боль-
шое положительное число, в полученных точках оценки парно-множественной
регрессии могут быть не представительными, т.е. существенно не отличаться от
оценок множественной регрессии. Для решения этой проблемы в алгоритме бы-
ла реализована следующая последовательность действий. Сначала для регрессии
Деминга y от xj, j ∈ {1, 2, ...,m}, значение параметра λ находится по форму-

ле λj =
Dxj
Dy

, т.е. как для диагональной регрессии [16]. В этой точке оценки
парно-множественной регрессии существенно отличаются от оценок множественной
регрессии. Затем отрезок λ ∈ [Small, λдиагj ] равномерно разбивается k точками, нахо-

дится шаг разбиения ∆λj =
λдиагj

k
. После чего на отрезке λ ∈ [λдиагj , Large] в цикле

с шагом ∆λj продолжают генерироваться новые точки до тех пор, пока на очеред-
ной итерации разница между коэффициентами детерминации множественной R2

множ
и парно-множественной регрессий r не станет меньше наперед заданной точности ε.

Стоит отметить, что в алгоритме на рисунке предусмотрено задание ограничения
R2
нижн на коэффициент детерминации парно-множественной регрессии, т.е. при

r < R2
нижн модель не будет принимать участия в процедуре выбора наилучших

оценок.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе рассмотрена модель парно-множественной линейной регрессии,
представляющая собой синтез регрессии Деминга и модели множественной
линейной регрессии. Задача многокритериального построения парно-множественной
регрессии формализована в виде задачи нелинейного программирования. Разработан
алгоритм для приближенного решения этой задачи.

Результаты данной работы в дальнейшем будут использованы при реализа-
ции методики многокритериального выбора регрессионных моделей, известной в
отечественной литературе как «конкурс» моделей.
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