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Введение

Английский физик J. W. Strutt, более известный как барон (лорд) Рэлей — один
из основоположников теории колебаний, в книге [1, с. 137] выписал для моде-
лирования звуковых колебаний тростникового кларнета уравнение

ü+ ku̇+ n2u = 0, (1)

которое впоследствии было названо его именем. Это уравнение позволило решить
основные задачи акустики.
Уравнение Рэлея модифицируют, обобщают и представляют в различных формах

записи. Например, его записывают в виде

ÿ − (ε− ẏ2)ẏ + y = 0. (2)

Уравнение 2 путем замены x =
√
3ẏ сводится к другому, весьма известному в

теории колебаний, уравнению лампового генератора — уравнению ван дер Поля (см.
обзор [2, с. 7] и фундаментальную монографию [3, с. 385]):

ẍ− (ε− x2)ẋ+ x = 0. (3)

Отметим, что из уравнения (3) можно получить уравнение (2). Таким образом,
можно сказать, что уравнение Рэлея в определенном смысле равносильно уравнению
ван дер Поля [4, с. 67].
Уравнение Рэлея порой записывают в более универсальном виде [5, с. 99]

x′′(t) + f(x′(t)) + g(t, x(t)) = 0. (4)

Это дает возможность расширить круг явлений, которые моделирует уравнение Рэ-
лея. Например, в работе [6] это уравнение было обобщено на вязкие жидкости.
Основными вопросами, рассматриваемыми в исследованиях, связанных с

уравнением Рэлея, были вопросы существования, единственности и устойчивости
периодических решений [7]. При этом постоянно открываются новые стороны
уравнения Рэлея. Например, в [8] уже рассматриваются разновидности
неавтономных уравнений Рэлея с запаздывающим аргументом, а в работе [9] для
возмущенного уравнения Рэлея выводятся некоторые критерии, гарантирующие
существование, единственность и асимптотическую устойчивость по Ляпунову
периодических решений этого уравнения. В работе [10] изучается уравнение Рэлея
с сингулярностью, которое моделирует виброударные физические системы. Доказа-
тельство основного результата работы [10] опирается на топологические методы для
обыкновенных дифференциальных уравнений.
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В связи с развитием теории дифференциальных уравнений с запаздывающим
аргументом возникло новое направление исследований уравнения Рэлея. Последние
два десятилетия в основном все работы связаны именно с этим направлением (см.
например, по этому поводу работу [11]). Кроме этого, рассматриваются различные
модификации уравнения Рэлея. Например, добавляется ненулевая правая часть —
сила. При этом для исследования привлекаются различные инструменты, например,
такие, как функциональный анализ [12] и компьютерное (численное) моделирование
[13], где приводится сравнение результатов численного исследования периодических
решений уравнения Рэлея с известными решениями для квазилинейной постановки.
Таким образом, исследования, связанные с уравненим Рэлея, не теряют своей

актуальности.

Основные результаты

В данной работе рассматривается уравнение Рэлея в виде

d2x

dt2
− F

(

dx

dt

)

+ x = 0, (5)

где F — функция только одного аргумента dx
dt
. Уравнение (5) возникает при анализе

работы схемы электронного триода с обратной связью.
Автор монографии [14, с. 252] отмечает, что легко построить автоколебатель-

ные системы, имеющие любое число предельных циклов. Однако, по его утверж-
дению, доказательство единственности предельного цикла для какого-либо конкрет-
ного случая является нелегкой задачей.
Один из методов доказательства единственности предельного цикла системы

{

dx
dt

= υ,
dυ
dt

= F (υ)− x,
(6)

эквивалентной уравнению Рэлея (5), основан, согласно утверждению Дж. Стокера,
на идее известных математиков Левинсона и Смита [15]. Она предполагает доказа-
тельство единственности предельного цикла в два этапа.
На первом этапе доказывается утверждение: если изолированный устойчивый

предельный цикл содержит внутри себя другой такой же устойчивый предельный
цикл и при этом в кольце между ними нет состояний равновесия системы (6), то
между этими циклами существует по крайней мере еще один предельный цикл.
На втором этапе доказывается, что все возможные предельные циклы будут изо-

лированными и устойчивыми. В совокупности с доказанным на первом этапе утверж-
дением это означает, что у системы (6) может существовать самое большее один
цикл.
В качестве достаточных условий существования хотя бы одного предельного цик-

ла системы (6), окружающего начало координат, в монографии [14, с. 253] приведены
следующие условия:
1) F (υ) = G(υ)− αυ (α > 0);
2) G′(υ) > 0, G′(0) > α;
3) G(−υ) = −G(υ);
4) |G(υ)| < C.
В этой же работе доказывается, что для существования единственного предель-

ного цикла системы (6) наряду с выполнением указанных четырех условий добав-
ляются еще два условия: F (υ) имеет непрерывную производную второго порядка и
G′′(υ) < 0, υ > 0.
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Авторы монографии [7] и статьи [16] исследовали вопрос о периодических
решениях уравнения Рэлея.
Для системы

{

dx
dt

= y,
dy

dt
= −g(x)− F (y),

(7)

эквивалентной уравнению

d2x

dt2
+ F

(

dx

dt

)

+ g(x) = 0, (8)

доказана теорема [7], согласно которой система (7) имеет, по крайней мере, один
предельный цикл, если выполняются условия:
а) F (y) · y 6 0 для |y| 6 η1 (η1 > 0); F (y) sgn y > ε > 0 для |y| > η2 > η1

max |F (y)| = M > 0; |y| < η4;
б) g(x) sgn x > M + ε для |x| > δ.
Доказательство этой теоремы проводится путем построения кольцевой области,

удовлетворяющей условиям теоремы Пуанкаре –Бендиксона [14].
В [16] доказана теорема о достаточных условиях существования хотя бы одного

предельного цикла системы

{

dx
dt

= y,
dy

dt
= −ω2x− yf(y),

(9)

эквивалентной уравнению (8), где F
(

dx
dt

)

= dx
dt
f
(

dx
dt

)

, g(x) = ω2x.
Эти условия позволяют выделить кольцевую область Пуанкаре –Бендиксона, т. е.

оценить местоположение предельного цикла системы (9) на фазовой плоскости.
В данной работе находятся достаточные условия существования периодичес-

кого решения, а также условия существования и единственности такого решения
системы (9). Доказательство существования хотя бы одного предельного цикла
системы (9) основано на применении кривых топографической системы Пуанка-
ре [17] и некоторых конструкций авторов. Единственность предельного цикла,
окружающего сложный фокус, доказывается с использованием результатов моно-
графии [18].
Посредством преобразования

{

x1 = ωx,

y1 = y,

но с условием сохранения старых обозначений фазовых переменных перейдем от
системы (9) к системе

{

dx
dt

= ωy ≡ P (x, y),
dy

dt
= −ωx− yf(y) ≡ Q(x, y), ω > 0.

(10)

Теорема 1. Пусть функция f удовлетворяет условиям:
1) f — дифференцируема;
2) f(−y) = f(y), т. е. функция f четная;
3) lim

y→∞
f(y) = +∞;
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4) f(y) < 0 для |y| < a, f(y) > 0 для |y| > a, либо f(y) < 0 для 0 < |y| < a,
f(y) > 0 для |y| > a (a > 0).

Тогда система (10) имеет, по крайней мере, один устойчивый предельный
цикл, окружающий неустойчивое антиседло (узел или фокус).

Доказательство. Рассмотрим в качестве топографической системы Пуанкаре
семейство окружностей

G(x, y) ≡ x2 + y2 = C. (11)

Полная производная функции G в силу системы (10) запишется в виде

dG

dt
= −2y2f(y). (12)

Из (12) следует, что контакт траекторий системы (10) с окружностями семейства
(11) на прямой y = 0 «ложный» [17]. Кроме этого, прямые y = ±a являются прямыми
контакта траекторий системы (10) с кривыми семейства (11). В силу условия 4)
выражение (12) неотрицательно внутри круга Ω : x2 + y2 6 a2. Отсюда следует, что
(0; 0) — неустойчивое антиседло и у системы (10) отсутствуют предельные циклы,
окружающие точку (0; 0) и расположенные внутри Ω.
Пусть b > a. Очевидно, A(−

√
b2 − a2; a), B(

√
b2 − a2; a) — точки пересечения

прямой y = a с окружностью l : x2 + y2 = b2. Непосредственными вычислениями
можно убедиться в том, что M(b2/

√
b2 − a2; 0) — точка пересечения с осью Ox

касательной, проведенной к окружности l в точке B.
Покажем, что существует число b > a такое, что выполняется неравенство

b2/
√
b2 − a2 6 ϕ(−b), (13)

где x = − y

ω
f(y) ≡ ϕ(y).

В самом деле, неравенство (13) равносильно неравенству

1/
√

1− a2/b2 6
f(b)

ω
. (14)

W

L

a

b

B

A

y

M

R

L

x

N1

0R

W

-a

-b
x= yj( )

1

1

1N

Рис. Картина движения по траекториям L и L1

Fig. Motion pattern along the trajectories L and L1

Из неравенства (14) и условия
3) следует существование такого
числа b > a, что выполняется
неравенство (13), каковы бы ни бы-
ли фиксированные числа a и ω.
Заметим, что при t → +∞

траектории системы (10) входят
внутрь окружностей семейства (11)
в области S = {(x; y)/|y| > a,
−∞ < x < +∞}.
Обозначим через L траекторию

системы (10), проходящую через
точку W (ϕ(b); b) в момент времени
t = t0, и проследим ее поведение
при t > t0. Для этого обратимся к
рисунку.

Так как
(

Q(x,y)
P (x,y)

)′

x
= − 1

y
, то в по-

луплоскости y > 0 (y < 0) траек-
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тория системы (10) имеет выпуклость вверх (вниз). Следовательно, траектория L при
t > t0 первый раз пересечет ось Ox в точке R, лежащей слева от точки M. В силу
отмеченного характера выпуклости траектории L и неравенства (13) L пересечет
изоклину нуля x = ϕ(y) первый раз при t > t0 в точке N, расположенной между
прямыми y = −b и y = −a. Поскольку векторное поле (10) симметрично относи-
тельно начала координат O(0; 0), траектория L1, проходящая в момент t = t0 через
точку W1, при t > t0 пересечет изоклину нуля x = ϕ(y) первый раз в точке N1,
расположенной между прямыми y = a и y = b. Таким образом, траектории L и
L1 приближаются при t → +∞ к состоянию равновесия O(0; 0) в виде спиралей.
Так как O(0; 0) — неустойчивое антиседло, то существует хотя бы один устойчивый
предельный цикл, окружающий начало координат (нечетное число циклов с учетом
их кратностей). Теорема доказана. �

Замечание. Предельный цикл, существование которого доказывается в теоре-

ме 1, расположен в области Ω =
{

(x; y)/|x| < b20/
√

b20 − a2, |y| < b0

}

, где b0 — корень

уравнения b2/
√
b2 − a2 − ϕ(−b) = 0 и пересекает прямые y = ±a.

Пример 1. Рассмотрим систему

{

dx
dt

= ωy,
dy

dt
= −ωx− y[−ma2 + (m− na2)y2 + (n− δa2)y4 + δy6].

(15)

Здесь

f(y) = −ma2 + (m− na2)y2 + (n− δa2)y4 + δy6 ≡ (y2 − a2)(m+ ny2 + δy4),

ω > 0, δ > 0, m > 0, |n| < 2
√
mδ.

(16)

Система (15) при выполнении условий (16) удовлетворяет всем условиям теоре-

мы 1. В частности, при конкретных численных значениях b = 1/2, a =
√

1
4
− 4

3
√
4761

=

= a0 ≈ 0.111 в области Ω = {(x; y)/|x| < 1.05; |y| < 0.5} расположен хотя бы
один устойчивый предельный цикл, пересекающий прямые y = ±a0 и окружающий
неустойчивое антиседло с координатами (0; 0).

Теорема 2. Пусть функция f удовлетворяет условиям:
1) имеет непрерывные производные до второго порядка включительно;
2) f(−y) = f(y);
3) lim

y→∞
f(y) = +∞;

4) f ′(0) = f(0) = 0;
5) f(y) < 0 для 0 < |y| < a, f(y) > 0 для |y| > a (a > 0);
6) Φ(y) = y2f ′′(y) + yf ′(y)− f(y) > 0.
Тогда система (10) имеет единственный, причем устойчивый, предельный

цикл, окружающий сложный неустойчивый фокус O(0; 0).

Доказательство. Согласно условию 4) y = 0 — нуль функции f, имеющий
кратность не ниже второй, следовательно, Φ(y) ≡ y2Φ0(y), где Φ0(y) > 0.

Рассмотрим пару функций α(x, y) = 0, β(x, y) = −Q′

y

ωy
, удовлетворяющих функ-

циональному уравнению αQ − βP = P ′x + Q′y [18]. Здесь P ′x = 0. Функция

D(x, y) = α′x(x, y) + β′y(x, y) задается формулой D(x, y) =
Q′

y
−yQ′′

y2

ωy2
.
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Учитывая, что Q′y − yQ′′
y2
≡ Φ(y), получим D(x, y) = Φ0(y)

ω
и

lim
x→0

y→0

Φ0(y)

ω
(x2 + y2) = 0. (17)

Из (17) согласно [18, теорема 4.4] следует, что система (10) либо совсем не
имеет предельных циклов, либо имеет только простые циклы. Принимая во внимание
теорему 1, приходим к выводу, что система (10) имеет только простые предельные
циклы. Допустим, что система (10) имеет более одного предельного цикла. Тог-
да ближайший к точке O(0; 0) цикл l̄ будет устойчивым, а следующий цикл l̄1 —
неустойчивым.
Причем изображающая точка обходит циклы l̄ и l̄1 по часовой стрелке.
Вычисления показывают, что

(

Q(x, y)

P (x, y)

)′

|a|
=

2|a|f0(y)
ω

, (18)

где f0(y) > 0.
С учетом направления на циклах l̄ и l̄1 и знака производной (18) приходим к

выводу, что с увеличением |a| векторное поле системы (10) вращается против хода
часовой стрелки. Это в свою очередь означает, что цикл l̄ расширяется, а l̄1 сужается
с увеличением |a|. Поскольку полосу плоскости между прямыми y = a и y = −a
можно расширять неограниченно, то найдется значение |a|, при котором циклы l̄ и l̄1
исчезнут. Это возможно только при условии, что l̄ и l̄1 в какой-то момент сольются в
один, полуустойчивый предельный цикл. Это противоречит теореме 4.4 [18]. Теорема
доказана. �

Пример 2. Рассмотрим систему
{

dx
dt

= ωy,
dy

dt
= −ωx− y3(y2 − a2)(α + βy2).

(19)

Здесь f(y) = y2(y2 − a2)(α + βy2), Φ(y) = 35βy2(y2 − µ)(y2 − ν), α > 0, β > 0,

µ =
15βa2 − 15α +

√

225α2 − 30αβa2 + 225β2a4

70β

и

ν =
15βa2 − 15α−

√

225α2 − 30αβa2 + 225β2a4

70β
.

Нетрудно проверить, что 0 < µ < a2, ν < 0. Следовательно, Φ(y) > 0 для любо-
го y, удовлетворяющего неравенству |y| > a. Система (19) удовлетворяет всем ус-
ловиям теоремы 2 и поэтому имеет единственный устойчивый предельный цикл,
окружающий неустойчивый сложный фокус O(0; 0).
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