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Аннотация. Граф G = (V, α) называется примитивным, ес-

ли существует натуральное k, такое что между любой парой

вершин графа G существует маршрут длины k. В работе

рассматриваются неориентированные графы с экспонентом 2.

Доказывается критерий примитивности графа с экспонентом

2 и необходимое условие. Граф является примитивным с экс-

понентом 2 тогда и только тогда, когда его диаметр равен 1 или

2, а каждое его ребро входит в треугольник. Описывается вы-

числительный эксперимент по построению всех примитивных

однородных графов с числом вершин до 16 и экспонентом

2, анализируются его результаты. Приводятся все однородные

графы порядка 2, 3 и 4, которые являются примитивными с

экспонентом 2, а для однородных графов порядка 5 опреде-

ляется количество примитивных графов с экспонентом 2.

Ключевые слова: примитивные графы, экспонент графа, одно-

родные графы, регулярные графы
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Abstract. A graph G = (V, α) is called primitive if there exists a natural k such that between

any pair of vertices of the graph G there is a route of length k. This paper considers undirected

graphs with exponent 2. A criterion for the primitivity of a graph with the exponent 2 and

a necessary condition are proved. A graph is primitive with the exponent 2 if and only if its
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Матрица A называется неотрицательной, если все ее элементы являются
неотрицательными действительными числами, и положительной, если все ее
элементы — положительные числа. Неотрицательная квадратная матрица A назы-
вается примитивной, если существует натуральное k такое, что Ak положитель-
на [1]. Минимальное такое значение k называется экспонентом матрицы A. Ес-
ли рассматривать квадратную матрицу как матрицу смежности графа, то понятие
примитивности естественным образом переносится на графы. В работе [2] была
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получена универсальная оценка экспонента n-вершинного примитивного орграфа.
Обзор по оценкам экспонентов матриц и графов можно найти в работе [3]. Ряд
работ посвящен исследованию экспонентов однородных примитивных матриц [4,5]. В
работе [6] рассматриваются примитивные матрицы с экспонентом 2. С точки зрения
графов рассматриваемые в этих работах матрицы соответствуют орграфам. В данной
работе мы будем рассматривать простые неориентированные однородные графы с
экспонентом 2. Примитивные графы представляют большой интерес как с приклад-
ной, так и с теоретической точек зрения [7–10].

Вершина v достижима из вершины u за k > 1 шагов, если существует после-
довательность ребер (маршрут) {u, w1}, {w1, w2}, . . . , {wk−1, v}. Если A — матрица
смежности графа G = (V, α), т. е. двоичная булева матрица отношения смежности α,
то достижимость вершины v из вершины u за k шагов означает, что на пересечении
строки и столбца, соответствующих вершинам u и v, в матрице Ak стоит 1.

Граф G = (V, α) называется примитивным, если существует натуральное k такое,
что между любой парой вершин графа G существует маршрут длины k (иначе говоря,
в матрице Ak все элементы равны 1). Минимальное такое значение k называется
экспонентом графа G и обозначается exp(G).

Однородным или регулярным n-вершинным графом порядка p называется
простой неориентированный n-вершинный граф, все вершины которого имеют сте-
пень p. Множество n-вершинных однородных графов порядка p будем обозначать
Rn,p.

Очевидно, что любой примитивный граф является связным. Цикл длины 3 назы-
вают треугольником. Через g(G) будем обозначать обхват графа G, т. е. наимень-
шую из длин циклов графа G. Напомним, что эксцентриситетом вершины назы-
вается расстояние до максимально удаленной от нее вершины, а диаметром графа
G называется максимальный эксцентриситет его вершин и обозначается d(G). Так
как в неориентированных графах нет петель, то примитивных графов с экспонентом,
равным 1, не существует, т. е. exp(G) > 1. Нас будут интересовать однородные графы
с exp(G) = 2. Очевидно, что диаметр таких графов d(G) 6 2, однако это условие
не является достаточным. Например, полный граф K2 имеет диаметр 1, но не яв-
ляется примитивным, а цепь P3 имеет диаметр 2, но также не является примитивным
графом.

Теорема 1. Граф G является примитивным с exp(G) = 2 тогда и только
тогда, когда d(G) 6 2 и каждое ребро графа G входит в треугольник.

Доказательство. Необходимость. Пусть G — примитивный граф с exp(G) = 2.
Рассмотрим две произвольные различные вершины u, v. В силу примитивности меж-
ду ними есть путь длины 2, следовательно, эксцентриситет этих вершин не превосхо-
дит 2. В силу произвольности выбора вершин получаем, что и диаметр графа
d(G) 6 2. Заметим, что d(G) = 1 только для полного графа. Полный n-вершинный
граф Kn является однородным графом порядка n − 1 и при n > 2 примитивным с
экспонентом exp(Kn) = 2.

Рассмотрим две произвольные смежные вершины u, v. Между ними должен быть
путь длины 2, который не может содержать ребро {u, v}. Следовательно, есть от-
личная от u и v вершина w, смежная с u и v. Таким образом, ребро {u, v} входит в
треугольник, образованный вершинами u, v и w.

Достаточность. Пусть в произвольном графе G с диаметром d(G) 6 2 каждое
ребро графа G входит в треугольник. Тогда граф G — связный, и очевидно, что в нем
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есть маршрут длины 2 из любой вершины в саму себя. Покажем, что такой маршрут
есть и между любыми двумя различными вершинами u и v. Так как d(G) 6 2, то
d(u, v) 6 2. Если вершины u и v несмежны, то между ними нет маршрута длины 1,
следовательно, есть маршрут длины 2.

Если вершины u и v смежны, то по условию ребро {u, v} входит в треугольник,
следовательно, есть отличная от u и v вершина w, смежная с u и v, получаем
маршрут длины 2: uwv. �

Рис. 1. 10-вершинный од-
нородный граф порядка 4

с exp(G) = 3

Fig. 1. A 4-regular graph
with 10 vertices and
exp(G) = 3

Заметим, что второе условие теоремы отдельно так-
же не является достаточным.

На рис. 1 представлен 10-вершинный однородный
граф порядка 4. Каждое ребро этого графа входит в
треугольник, граф является примитивным, однако его
экспонент равен 3.

Если рассматривать произвольные графы, то можно
найти пример с меньшим числом вершин. На рис. 2
представлен 7-вершинный граф с exp(G) = 3, каждое
ребро которого входит в треугольник.

Следующий результат можно использовать
как необходимое условие примитивности графа с
exp(G) = 2.

Следствие 1. Пусть G — примитивный граф с
exp(G) = 2. Тогда его обхват g(G) = 3.

Рис. 2. 7-вершинный граф с exp(G) = 3

Fig. 2. A graph with 7 vertices and
exp(G) = 3

Легко заметить, что любой полный граф
Kn при n > 2 является примитивным,
и exp(Kn) = 2. Так как каждое ребро
примитивного графа G с exp(G) = 2 входит
в треугольник, то степень всех вершин гра-
фа G не ниже 2. Оказывается, оценку мини-
мальной степени вершин графов с экспонен-
том, равным 2, можно уточнить. В работе [6]
получен следующий результат: для неориентированных графов с экспонентом 2
минимальное число ребер есть 3n−3

2
для нечетного n и 3n−2

2
для четного n. Из этого

сразу следует

Теорема 2. Среди однородных графов Rn,2 только граф K3 имеет экспонент,
равный 2.

Кубические графы (напомним, что это однородные графы порядка 3) содержат
3n
2

ребер и удовлетворяют условию из работы [6]. Однако и кубический граф с
экспонентом 2 только один.

Теорема 3. Среди кубических графов Rn,3 только граф K4 имеет экспонент,
равный 2.

Доказательство. Пусть G — примитивный кубический n-вершинный граф с
exp(G) = 2, причем n > 4. По следствию 2 обхват графа G равен 3. Рассмотрим
произвольный треугольник в графе G: u1, u2, u3. Так как граф G кубический, то
вершина u1 кроме вершин u2 и u3 смежна еще с одной вершиной w. Рассмотрим
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ребро {u1, w}. По теореме 1 это ребро должно входить в треугольник. Так как кроме
w вершина u1 смежна только с вершинами u2 и u3, то w должна быть смежна с
одной из них. Если вершина w смежна и с u2 и с u3, то получаем граф K4. Не
ограничивая общности, будем считать, что вершина w смежна с u2, но несмежна с
u3. Следовательно, вершина w смежна еще с некоторой вершиной v, отличной от u1,
u2 и u3. Снова по теореме 1 ребро {w, v} должно входить в некоторый треугольник.
Однако вершина w кроме v смежна только с u1 и u2, а вершина v с ними смежной
быть не может, так как вершины u1 и u2 имеют степень 3, причем смежны между
собой и с вершинами w и u3. Получили противоречие. �

Теорема 4. Если p > n/2, то любой n-вершинный однородный граф порядка p
является примитивным с экспонентом, равным 2.

Доказательство. Пусть G = (V, α) — произвольный p-однородный n-вершинный
граф, причем p > n/2.

Выберем две произвольные несмежные вершины u и v. Так как d(u)+d(v) = 2p >
> n, то существует, по крайней мере, одна вершина, смежная с u и v, следователь-
но, расстояние между произвольными несмежными вершинами графа G равно 2. В
частности, это означает, что d(G) 6 2.

Выберем две произвольные смежные вершины u и v. В этом случае есть p − 1
вершина из V \{u, v}, смежная с u. Аналогично, есть p − 1 вершина из V \{u, v},
смежная с v. Так как p − 1 + p − 1 = 2p − 2 > n − 2, то существует, по крайней
мере, одна вершина из V \{u, v}, смежная с u и с v, следовательно, между двумя
произвольными смежными вершинами графа G есть путь длины 2. В частности, это
означает, что произвольное ребро {u, v} входит в треугольник. Таким образом, и
непосредственно по определению, и по теореме 1 получаем, что граф G является
примитивным и имеет exp(G) = 2. �

Результат этой теоремы является неулучшаемым. Например, на рис. 3 приведены
все кубические 6-вершинные графы. Первый граф является примитивными, но имеет
экспонент 3, а второй — не является примитивным. 8-вершинных однородных графов
порядка 4 всего 6 [11], но только 2 являются примитивными с экспонентом 2.

Рис. 3. Два 6-вершинных куби-
ческих графа

Fig. 3. Two cubic graphs with 6
vertices

В работе [4] доказывается, что однородные
ориентированные графы порядка p (степени исхода
и захода каждой вершины равны p) с экспонентом,
равным 2, могут быть при следующих значениях n:

p+ 1 6 n 6 2p− 1.

Если рассматривать каждое ребро неориенти-
рованного графа как пару встречных дуг, то одно-
родный неориентированный граф порядка p можно
рассматривать как однородный ориентированный

граф порядка 2p. Тогда оценка для неориентированных графов принимает вид

p+ 1 6 n 6 4p− 1.

Нижняя оценка достигается для полных графов Kn.
Был произведен вычислительный эксперимент с использованием кластера вы-

сокопроизводительных вычислений ПРЦ НИТ СГУ (http://prcnit.sgu.ru) по под-
счету однородных графов с экспонентом, равным 2, и числом вершин до 16 [12].
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Результаты представлены в таблице. Темным цветом выделены ячейки, которые
соответствуют полным графам: n = p − 1. Выше этих ячеек стоят нули, так как
однородных графов с такими значениями n и p не существует. Серым цветом
в таблице выделены значения, которые подпадают под действие теоремы 4: все
соответствующие однородные графы являются примитивными с экспонентом 2, не-
посредственных вычислений для таких значений n и p можно не производить. Ос-
тальные значения вычислялись в рамках эксперимента. Для генерации однородных
графов использовалась программа GENREG [11].

Таблица / Table

Число однородных графов с экспонентом 2 для различных n и p

The number of p-regular graphs with the exponent 2 for different values n and p

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

6 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

7 2 0 1 0 0 0 0 0 0 0

8 2 3 1 1 0 0 0 0 0 0

9 3 0 4 0 1 0 0 0 0 0

10 0 24 21 5 1 1 0 0 0 0

11 1 0 266 0 6 0 1 0 0 0

12 0 210 5457 1547 94 9 1 1 0 0

13 0 0 135775 0 10786 0 10 0 1 0

14 0 116 2806846 18851867 3459386 88193 540 13 1 1

15 0 0 40242765 0 1470293676 0 805579 0 17 0

16 0 2 337592332 214047388578 733351105935 113314233813 2585136741 8037796 4207 21

n

p

Для выявления примитивности применялось возведение матрицы смежности
графа в степень 2 и проводилась последующая проверка полученной в результате
матрицы на отсутствие нулей. При текущих ограничениях на n 6 16 строки матрицы
можно хранить в виде двоичных масок в любом 32-битном типе данных, например
в типе int. В этом случае легко свести перемножение двух матриц, представленных
в таком виде, к последовательному применению побитовой операции И (&) к парам
чисел, хранящих нужные строки матриц, если вторую матрицу хранить в транс-
понированном виде. Это позволяет выполнять умножение двух матриц за время
порядка O(n2).

Отдельно были обработаны связные однородные 18-вершинные графы порядка
5. Заметим, что всего таких графов 2 807 105 250 897 (https://oeis.org, Sequence
A006821), и их полный перебор чрезвычайно затруднителен, поэтому проводился
целенаправленный поиск графов с обхватом 3, удовлетворяющих теореме 1. Сре-
ди них не оказалось примитивных графов с экспонентом 2. Таким образом, если
оценить количество примитивных однородных графов порядка p с экспонентом 2,
то при p = 2 и p = 3 есть только по одному графу K3 и K4 соответственно. При
p = 4 есть 10 графов с числом вершин n при 5 6 n 6 11: полный граф K5, граф R6,4,
который получается из полного графа K6 удалением трех ребер между тремя парами
различных вершин, и 8 графов, приведенные на рис. 4. Изображение 11-вершинного
4-однородного графа с экспонентом 2 приводится по работе [13]. Наконец, при p = 5
есть только 356 примитивных однородных графов порядка 5 с экспонентом 2 при
5 6 n 6 11.
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Рис. 4. Однородные примитивные графы порядка 4 с exp(G) = 2
Fig. 4. The number of p-regular graphs with the exponent 2 for different values n and p
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