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Аннотация. Пусть C[−1, 1] пространство непрерывных на от-

резке [−1, 1] функций, C[−1, 1]2 — пространство функций,

непрерывных на квадрате [−1, 1]2. Через Pα
n (x) обозначим

ультрасферические полиномы Якоби. Ранее для функции f

из пространства C[−1, 1] были построены предельные ряды

по системе полиномов Pα
n (x) и исследованы аппроксиматив-

ные свойства их частичных сумм. В частности, была полу-

чена оценка сверху для соответствующей функции Лебега.

Кроме того, было показано, что частичные суммы предель-

ного ряда, в отличие от сумм Фурье –Якоби, совпадают с

исходной функцией в точках ±1. В настоящей работе для

функции f(x, y) из пространства C[−1, 1]2 построены двумер-

ные предельные ряды по системе ультрасферических полино-

мов Якоби Pα
n (x)P

β
m(y), ортогональной на квадрате [−1, 1]2

относительно веса типа Якоби. Показано, что частичная сум-

ма двумерного предельного ряда совпадает с f(x, y) на мно-

жестве {(−1,−1), (−1, 1), (1,−1), (1, 1)} и является проекто-

ром на подпространство алгебраических полиномов P (x, y).

Используя эти свойства, исследованы аппроксимативные свой-

ства частичных сумм двумерного предельного ряда. В частно-

сти, исследовано поведение соответствующей двумерной функ-

ции Лебега.
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Abstract. Let C[−1, 1] be the space of functions continuous on the segment [−1, 1], C[−1, 1]2 be

the space of functions continuous on the square [−1, 1]2. We denote by Pα
n (x) the ultraspherical

Jacobi polynomials. Earlier, for function f from the space C[−1, 1] limit series were constructed

by the system of polynomials Pα
n (x) and the approximative properties of their partial sums

were investigated. In particular, an upper bound for the corresponding Lebesgue function was

obtained. Moreover, it was shown that the partial sums of the limit series, in contrast to the

Fourier – Jacobi sums, coincide with the original function at the points ±1. In this paper, for

function f(x, y) from the space C[−1, 1]2, we construct two-dimensional limit series by the

system of ultraspherical Jacobi polynomials Pα
n (x)P

β
m(y) orthogonal on [−1, 1]2 with respect to

the Jacobi-type weight-function. It is shown that the partial sum of the two-dimensional limit

series coincides with f(x, y) on the set {(−1,−1), (−1, 1), (1,−1), (1, 1)} and is a projection

on the subspace of algebraic polynomials P (x, y). Using these properties, the approximative

properties of the partial sums of the two-dimensional limit series are investigated. In particular,

the behavior of the corresponding two-dimensional Lebesgue function is studied.
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Введение

Приближение функций (сигналов) частичными суммами рядов по тем или иным
ортонормированным системам является одним из часто применяемых подходов в
теории приближений (см., например, [1–8]). При этом, если функция задана на до-
статочно длинном промежутке [a, b], то приходится разбивать исходный промежуток
на части [aj, aj+1] и приближать куски функции на каждой из этих частей. Тогда,
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как правило, в местах стыка функций, аппроксимирующих куски исходного сигна-
ла, возникают разрывы. Не являются исключением и ряды Фурье по классическим
полиномам Якоби {Pα,β

n (x)}. В связи с этим в работе [9] для f ∈ C[−1, 1] были
введены предельные ряды по ультрасферическим полиномам Якоби Pα

n (x) = Pα,α
n (x)

при α → −1. Было показано, что предельное положение ряда Фурье –Якоби

f ∼
∞
∑

k=0

f̂α
k p

α
k (x), (1)

в котором

pαk (x) =
1

√

hα
k

Pα
k (x),

f̂α
k =

1
∫

−1

f(t)pαk (t)ρ(t)dt, α > −1, ρ(t) = (1− t2)α

при α → −1 имеет следующий вид [9, (3.29)]:

f ∼ f(−1) + f(1)

2
+

f(1)− f(−1)

2
x+ (1− x2)

∞
∑

k=0

ĝkp
1
k(x). (2)

Здесь

ĝk =

1
∫

−1

g(t)p1k(t) dt, g(t) = f(t)− f(1) + f(−1)

2
− f(1)− f(−1)

2
t.

Если через S−1
n (f) = S−1

n (f, x) мы обозначим частичную сумму ряда (2)

S−1
n (f) =

f(−1) + f(1)

2
+

f(1)− f(−1)

2
x+ (1− x2)

n−2
∑

k=0

ĝkp
1
k(x), (3)

то из (3) следует, что для n > 2 справедливы равенства

S−1
n (f,±1) = f(±1).

Отметим, что частичные суммы Sα
n (f) ряда Фурье (1) этим свойством не обладают.

Далее, в той же работе было показано, что S−1
n (f) является проектором на простран-

ство Hn алгебраических полиномов qn степени 6 n, для которых qn(±1) = f(±1).
На основе этих свойств было показано, что (см. [9, (4.7), (4.8)])

|f(x)− S−1
n (f, x)| 6 (1 + Λn(x))E

±1
n (f),

где

Λn(x) =
1

8
(1− x2)

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

(k + 2)(2k + 3)

k + 1
P 1
k (x)P

1
k (t)

∣

∣

∣

∣

∣

dt =
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= (1− x2)

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

p1k(x)p
1
k(t)

∣

∣

∣

∣

∣

dt, (4)

E±1
n (f) = inf

qn∈Hn

qn(±1)=f(±1)

‖f − qn‖C[−1,1].

А для функции Лебега Λn(x) при −1 6 x 6 1 была получена следующая оценка
(см. [9, лемма 4.1]):

Λn(x) 6 c
(

1 + ln(1 + n
√
1− x2)

)

, (5)

где c — некоторая положительная константа.
В настоящей работе мы введем двумерные предельные ряды вида (2) и изучим

аппроксимативные свойства их частичных сумм. Для этого нам понадобятся некото-
рые сведения об ультрасферических полиномах Якоби P 1

n(x), которые мы приведем
в следующем разделе.

1. Некоторые свойства полиномов Якоби

Полиномы Якоби Pα,β
n (x) с произвольными α, β ∈ R можно определить с помощью

формулы Родрига

Pα,β
n (x) =

(−1)n

2nn!

1

κ(x)

dn

dxn
{κ(x)σn(x)} ,

где κ(x) = (1− x)α(1 + x)β, σ(x) = (1− x)2.
Также их можно определить через формулу для явного вида:

Pα,β
n =

(

n+ α

n

) n
∑

k=0

(−n)k(n+ α + β + 1)k
(α + 1)kk!

(

1− x

2

)k

, (6)

где (a)0 = 1, (a)k = a(a+ 1) . . . (a+ k − 1).
В дальнейшем нам понадобятся следующие свойства полиномов Pα

n (x) = Pα,α
n (x)

[10]:
1) ортогональность при α > −1

1
∫

−1

(1− x2)αPα
n (x)P

α
m(x)dx = hα

nδn,m, (7)

где δn,m — символ Кронекера,

hα
n = hα,α

n =
Γ(n+ α + 1)Γ(n+ α + 1)22α+1

n!Γ(n+ 2α + 1)(2n+ 2α + 1)
; (8)

2) ортонормированные ультрасферические полиномы Якоби

pαn(x) =
1

√

hα
n

Pα
n (x); (9)

3) равенство

P−1
n (x) =

x2 − 1

4
P 1
n−2(x), n > 2. (10)
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2. Аппроксимативные свойства двумерного предельного ряда

Через C[−1, 1]2 обозначим пространство непрерывных на квадрате [−1, 1]2 =
= [−1, 1]× [−1, 1] функций f(x, y) с нормой

‖f‖C[−1,1]2 = max
(x,y)∈[−1,1]2

|f(x, y)|.

Рассмотрим систему полиномов

{pα,βn,m(x, y)}∞n,m=0 = {pαn(x)pβm(y)}∞n,m=0.

Из (7) следует, что при α, β > −1 эта система ортонормирована на [−1, 1]2 относи-
тельно веса

ρ(x, y) = (1− x2)α(1− y2)β.

Далее, для f ∈ C[−1, 1]2 мы можем определить коэффициенты Фурье по системе
{pα,βn,m(x, y)}∞n,m=0

f̂α,β
k,l =

1
∫

−1

1
∫

−1

f(t, s)pαk (t)p
β
l (s)(1− t2)α(1− s2)βdt ds. (11)

Функции f(x, y) сопоставим следующий ряд:

f(x, y) ∼ f̂α,β
0,0 p

α
0 (x)p

β
0 (y) + f̂α,β

1,0 p
α
1 (x)p

β
0 (y) + f̂α,β

0,1 p
α
0 (x)p

β
1 (y) + f̂α,β

1,1 p
α
1 (x)p

β
1 (y)+

+
∞
∑

k=2

pαk (x)
(

f̂α,β
k,0 p

β
0 (y) + f̂α,β

k,1 p
β
1 (y)

)

+
∞
∑

l=2

pβl (y)
(

f̂α,β
0,l p

α
0 (x) + f̂α,β

1,l p
α
1 (x)

)

+

+
∞
∑

k=2

∞
∑

l=2

f̂α,β
k,l p

α
k (x)p

β
l (y). (12)

Ряд, полученный из (12) посредством почленного предельного перехода при
α, β → −1, будем называть двумерным предельным рядом по ультрасферическим
полиномам Якоби.

Замечание. Ряд (12) представляет собой формальную группировку ряда Фурье
по системе {pα,βn,m(x, y)}∞n,m=0:

f(x, y) ∼
∞
∑

k=0

∞
∑

l=0

f̂α,β
k,l p

α
k (x)p

β
l (y). (13)

В дальнейшем нам понадобится следующее соотношение, справедливое для лю-
бой функции f ∈ C[−1, 1]:

lim
α→−1

(α + 1)

1
∫

−1

(1− y2)αf(y)dy =
f(−1) + f(1)

2
. (14)

Перейдем к получению явного вида двумерного предельного ряда. Из (6) и (9) имеем

pα0 (x) =

√

Γ(2α + 2)

22α+1

1

Γ(α + 1)
=

√

Γ(α + 3/2)√
πΓ(α + 1)

,
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pα1 (x) =

√

(2α + 3)Γ(2α + 2)

22α+1

1

Γ(α + 2)
(α + 1)x =

√

2(α + 1)Γ(α + 5/2)√
πΓ(α + 2)

x.

Тогда из (12) с учетом (11) и (14) получаем

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
0,0 p

α
0 (x)p

β
0 (y) =

=
1

π
lim

α→−1
lim

β→−1

Γ(β + 3/2)

Γ(β + 2)

Γ(α + 3/2)

Γ(α + 2)
(α+1)

1
∫

−1

(1− t2)α



(β+1)

1
∫

−1

(1− s2)βf(t, s)ds



dt=

=
1

π
Γ

(

1

2

)

lim
α→−1

Γ(α + 3/2)

Γ(α + 2)
(α + 1)

1
∫

−1

(1− t2)α
f(t,−1) + f(t, 1)

2
dt =

=
1

π
Γ

(

1

2

)

Γ

(

1

2

)

f(−1,−1) + f(−1, 1) + f(1,−1) + f(1, 1)

4
=

=
f(−1,−1) + f(−1, 1) + f(1,−1) + f(1, 1)

4
,

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
1,0 p

α
1 (x)p

β
0 (y) =

=
2

π
x lim
α→−1

lim
β→−1

Γ(α + 5/2)

Γ(α + 2)

Γ(β + 3/2)

Γ(β+2)
(α + 1)

1
∫

−1

t(1− t2)α



(β+1)

1
∫

−1

(1− s2)βf(t, s)ds



dt=

=
2

π
Γ

(

1

2

)

x lim
α→−1

Γ(α + 5/2)

Γ(α + 2)
(α + 1)

1
∫

−1

(1− t2)αt
f(t,−1) + f(t, 1)

2
dt =

=
2

π
Γ

(

3

2

)

Γ

(

1

2

) −f(−1,−1) + f(1,−1)− f(−1, 1) + f(1, 1)

4
x =

=
−f(−1,−1)− f(−1, 1) + f(1,−1) + f(1, 1)

4
x,

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
0,1 p

α
0 (x)p

β
1 (y) =

=
2

π
y lim
α→−1

lim
β→−1

Γ(α + 3/2)

Γ(α + 2)

Γ(β + 5/2)

Γ(β + 2)
(β+1)

1
∫

−1

s(1− s2)β



(α+1)

1
∫

−1

(1− t2)αf(t, s)dt



ds=

=
−f(−1,−1) + f(−1, 1)− f(1,−1) + f(1, 1)

4
y,

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
1,1 p

α
1 (x)p

β
1 (y) =

=
4

π
xy lim

α→−1
lim

β→−1

Γ(α + 5/2)

Γ(α + 2)

Γ(β + 5/2)

Γ(β + 2)
(β+1)

1
∫

−1

s(1−s2)β



(α+1)

1
∫

−1

t(1−t2)αf(t, s)dt



ds=

=
f(−1,−1)− f(−1, 1)− f(1,−1) + f(1, 1)

4
xy.

Пусть теперь k > 2. Из (8) имеем

lim
α→−1

hα
k =

k − 1

2k(2k − 1)
. (15)
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Тогда

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
k,0 p

α
k (x)p

β
0 (y) =

= lim
α→−1





1

hα
k

Pα
k (x)

1
∫

−1

(1− t2)αPα
k (t)



 lim
β→−1

(β + 1)

1
∫

−1

(1− s2)βf(t, s)ds



 dt



 =

=
2k(2k − 1)

k − 1
lim

α→−1



Pα
k (x)

1
∫

−1

(1− t2)αPα
k (t)

f(t,−1) + f(t, 1)

2
dt



 .

Далее положим

g(t,±1) = f(t,±1)− f(1,±1) + f(−1,±1)

2
− f(1,±1)− f(−1,±1)

2
t.

Из (7) следует, что

1
∫

−1

(1− t2)αPα
k (t)f(t,±1)dt =

1
∫

−1

(1− t2)αPα
k (t)g(t,±1)dt.

Кроме того, для f ∈ C[−1, 1] при k > 2 имеет место соотношение (см. [9, (3.24)]):

lim
α→−1

1
∫

−1

f(y)(1− y2)αPα
k (y)dy = −1

4

1
∫

−1

f(y)P 1
k−2(y)dy. (16)

Следовательно, с учетом (16) и (10) мы можем записать

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
k,0 p

α
k (x)p

β
0 (y) =

=
k(2k − 1)

8(k − 1)
(1− x2)P 1

k−2(x)

1
∫

−1

P 1
k−2(t)

g(t, 1) + g(t,−1)

2
dt, k > 2.

Вычислим теперь lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
k,1 p

α
k (x)p

β
1 (y). Имеем

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
k,1 p

α
k (x)p

β
1 (y) =

= lim
α→−1





1

hα
k

Pα
k (x)

1
∫

−1

(1− t2)αPα
k (t)



 lim
β→−1

pβ1 (y)

1
∫

−1

(1− s2)βpβ1 (s)f(t, s)ds



 dt



 =

=
2k(2k−1)

k−1

x2−1

4
P 1
k−2(x)y lim

α→−1

1
∫

−1

(1−t2)αPα
k (t)



 lim
β→−1

(β+1)

1
∫

−1

(1−s2)βsf(t, s)ds



dt=

=
k(2k − 1)

2(k − 1)
(x2 − 1)P 1

k−2(x)y lim
α→−1

1
∫

−1

(1− t2)αPα
k (t)

f(t, 1)− f(t,−1)

2
dt =
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=
k(2k − 1)

8(k − 1)
(1− x2)yP 1

k−2(x)

1
∫

−1

P 1
k−2(t)

g(t, 1)− g(t,−1)

2
dt.

Аналогичные рассуждения показывают, что для l > 2 имеют место соотношения

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
0,l p

α
0 (x)p

β
l (y) =

k(2k − 1)

8(k − 1)
(1− y2)P 1

l−2(y)

1
∫

−1

P 1
l−2(s)

h(1, s) + h(−1, s)

2
ds,

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
1,l p

α
1 (x)p

β
l (y) =

k(2k − 1)

8(k − 1)
x(1− y2)P 1

l−2(y)

1
∫

−1

P 1
l−2(s)

h(1, s)− h(−1, s)

2
ds,

где

h(±1, s) = f(±1, s)− f(±1, 1) + f(±1,−1)

2
− f(±1, 1)− f(±1,−1)

2
s.

Наконец, рассмотрим случай k, l > 2. С учетом равенств (15), (10) и (16) получаем

lim
α→−1

lim
β→−1

f̂α,β
k,l p

α
k (x)p

β
l (y) =

= lim
α→−1

lim
β→−1





1

hα
k

Pα
k (x)

1

hβ
l

P β
l (y)

1
∫

−1

(1− t2)αPα
k (t)

1
∫

−1

(1− s2)βP β
l (s)f(t, s)ds dt



 =

=
k(2k − 1)

8(k − 1)

l(2l − 1)

8(l − 1)
(1− x2)(1− y2)P 1

k−2(x)P
1
l−2(y)

1
∫

−1

1
∫

−1

P 1
k−2(t)P

1
l−2(s)u(t, s)dt ds,

где

u(t, s) = g(t, s)− g(1, s) + g(−1, s)

2
− g(1, s)− g(−1, s)

2
t,

g(t, s) = f(t, s)− f(t, 1) + f(t,−1)

2
− f(t, 1)− f(t,−1)

2
s.

Далее положим

Q(f)(x, y) =
f(−1,−1) + f(−1, 1) + f(1,−1) + f(1, 1)

4
+

+
−f(−1,−1)− f(−1, 1) + f(1,−1) + f(1, 1)

4
x+

+
−f(−1,−1) + f(−1, 1)− f(1,−1) + f(1, 1)

4
y+

+
f(−1,−1)− f(−1, 1)− f(1,−1) + f(1, 1)

4
xy,

ak(f) =

1
∫

−1

P 1
k (t)

g(t, 1) + g(t,−1)

2
dt, bk(f) =

1
∫

−1

P 1
k (t)

g(t, 1)− g(t,−1)

2
dt, (17)

cl(f) =

1
∫

−1

P 1
l (s)

h(1, s) + h(−1, s)

2
ds, dl(f) =

1
∫

−1

P 1
l (s)

h(1, s)− h(−1, s)

2
ds,
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ek,l(f) =

1
∫

−1

1
∫

−1

P 1
k (t)P

1
l (s)u(t, s)dt ds. (18)

Тем самым доказана следующая

Теорема 1. Для f(x, y) ∈ C[−1, 1]2 двумерный предельный ряд имеет следую-
щий вид:

f(x, y) ∼ Q(f)(x, y) + (1− x2)
∞
∑

k=0

(k + 2)(2k + 3)

8(k + 1)
[ak(f) + ybk(f)]P

1
k (x)+

+(1− y2)
∞
∑

l=0

(l + 2)(2l + 3)

8(l + 1)
[cl(f) + xdl(f)]P

1
l (y)+

+(1− x2)(1− y2)
∞
∑

k=0

∞
∑

l=0

(k + 2)(l + 2)(2k + 3)(2l + 3)

64(k + 1)(l + 1)
ek,l(f)P

1
k (x)P

1
l (y).

Так как h1
k = 8(k+1)

(k+2)(2k+3)
, то с учетом (9) последний ряд можно переписать следу-

ющим образом:

f(x, y) ∼ Q(f)(x, y) + (1− x2)
∞
∑

k=0

[

âk(f) + yb̂k(f)
]

p1k(x)+

+(1− y2)
∞
∑

l=0

[

ĉl(f) + xd̂l(f)
]

p1l (y) + (1− x2)(1− y2)
∞
∑

k=0

∞
∑

l=0

êk,l(f)p
1
k(x)p

1
l (y), (19)

где

âk(f) =
ak(f)
√

h1
k

, b̂k(f) =
bk(f)
√

h1
k

, ĉl(f) =
cl(f)
√

h1
l

, d̂l(f) =
dl(f)
√

h1
l

, êk,l(f) =
ek,l(f)
√

h1
kh

1
l

. (20)

Теперь перейдем к исследованию аппроксимативных свойств ряда (19). С этой
целью для n,m > 2 через Sn,m(f)(x, y) обозначим его частичную сумму:

Sn,m(f)(x, y) = Q(f)(x, y) + (1− x2)
n−2
∑

k=0

[

âk(f) + yb̂k(f)
]

p1k(x)+

+(1− y2)
m−2
∑

l=0

[

ĉl(f) + xd̂l(f)
]

p1l (y) + (1− x2)(1− y2)
n−2
∑

k=0

m−2
∑

l=0

êk,l(f)p
1
k(x)p

1
l (y).

Заметим, что для (x, y) ∈ M = {(−1,−1), (−1, 1), (1,−1), (1, 1)} имеет место равен-
ство

Sn,m(f)(x, y) = f(x, y).

Кроме того, сумма Sn,m(f)(x, y) является проектором на подпространство Hn,m по-
линомов вида

R(x, y) =
n

∑

k=0

m
∑

l=0

rk,lx
kyl.
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В самом деле, для частичной суммы

Sα,β
n,m(f)(x, y) =

n
∑

k=0

m
∑

l=0

f̂α,β
k,l (f)p

α
k (x)p

β
l (y)

ряда (12) (или, что то же самое, ряда (13)) из (11) при α, β > −1 следует, что

Sα,β
n,m(R)(x, y) = R(x, y).

Отсюда и из того, что

Sn,m(R)(x, y) = lim
α→−1

lim
β→−1

Sα,β
n,m(R)(x, y),

следует справедливость равенства

Sn,m(R)(x, y) = R(x, y).

Далее, через E∗
n,m(f) обозначим наилучшее приближение функции f ∈ C[−1, 1]2

полиномами R(x, y) ∈ Hn,m, совпадающими с f на множестве M :

E∗

n,m(f) = inf
R∈Hn,m

‖f −R‖C[−1,1]2 .

Пусть R∗(x, y) полином, такой что E∗
n,m(f) = ‖f − R∗‖C[−1,1]2 и R∗(x, y) = f(x, y) на

множестве M . Тогда мы можем записать

|f(x, y)− Sn,m(x, y)| 6 |f(x, y)−R∗(x, y)|+ |Sn,m(R
∗ − f)(x, y)| 6

6 E∗

n,m(f) + |Sn,m(R
∗ − f)(x, y)|,

где

|Sn,m(R
∗ − f)(x, y)| 6 (1− x2)

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

[

âk(R
∗ − f) + yb̂k(R

∗ − f)
]

p1k(x)

∣

∣

∣

∣

∣

+

+(1− y2)

∣

∣

∣

∣

∣

m−2
∑

l=0

[

ĉl(R
∗ − f) + xd̂l(R

∗ − f)
]

p1l (y)

∣

∣

∣

∣

∣

+

+(1− x2)(1− y2)

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

m−2
∑

l=0

êk,l(R
∗ − f)p1k(x)p

1
l (y)

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (1− x2)I1 + (1− y2)I2 + (1− x2)(1− y2)I3. (21)

Оценим I1. Из (17), (20) и (9) имеем:

I1 6

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

1
∫

−1

p1k(x)p
1
k(t)

g(R∗ − f)(t, 1) + g(R∗ − f)(t,−1)

2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

+|y|

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

1
∫

−1

p1k(x)p
1
k(t)

g(R∗ − f)(t, 1)− g(R∗ − f)(t,−1)

2
dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6
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6

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

g(P ∗ − f)(t, 1) + g(R∗ − f)(t,−1)

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

p1k(x)p
1
k(t)

∣

∣

∣

∣

∣

dt+

+|y|
1

∫

−1

∣

∣

∣

∣

g(R∗ − f)(t, 1)− g(R∗ − f)(t,−1)

2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

p1k(x)p
1
k(t)

∣

∣

∣

∣

∣

dt 6

6 E∗

n,m(f)

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

p1k(x)p
1
k(t)

∣

∣

∣

∣

∣

dt+ E∗

n,m(f)|y|
1

∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

p1k(x)p
1
k(t)

∣

∣

∣

∣

∣

dt.

Отсюда и из (4) получаем

(1− x2)|I1| 6 2E∗

n,m(f)Λn(x).

А для величины Λn(x) справедлива оценка (5). Совершенно аналогично можно по-
казать, что

(1− y2)|I2| 6 2E∗

n,m(f)Λm(y).

Теперь оценим I3:

|I3| 6
1

∫

−1

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

(R∗ − f)(t, s)− (R∗ − f)(1, s) + (R∗ − f)(−1, s)

2
−

−(R∗ − f)(1, s)− (R∗ − f)(−1, s)

2
t− (R∗ − f)(t, 1) + (R∗ − f)(t,−1)

2
−

−(R∗ − f)(t, 1)− (R∗ − f)(t,−1)

2
s

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

m−2
∑

l=0

p1k(x)p
1
k(t)p

1
l (y)p

1
l (s)

∣

∣

∣

∣

∣

dt ds 6

6

1
∫

−1

1
∫

−1

[

3E∗

n,m(f) + (|t|+ |s|)E∗

n,m(f)
]

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

p1k(x)p
1
k(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m−2
∑

l=0

p1l (y)p
1
l (s)

∣

∣

∣

∣

∣

dt ds 6

6 5E∗

n,m(f)

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

n−2
∑

k=0

p1k(x)p
1
k(t)

∣

∣

∣

∣

∣

dt

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

m−2
∑

l=0

p1l (y)p
1
l (s)

∣

∣

∣

∣

∣

ds.

Отсюда

(1− x2)(1− y2)|I3| 6 5E∗

n,m(f)Λn(x)Λm(y).

Тем самым доказана следующая

Теорема 2. Пусть f(x, y) ∈ C[−1, 1]2. Тогда имеет место оценка

|f(x, y)− Sn,m(f)(x, y)| 6 cE∗

n,m(f)
[(

1 + ln(1 + n
√
1− x2)

)(

1 + ln(1 +m
√

1− y2)
)

+

+ ln(1 + n
√
1− x2) + ln(1 +m

√

1− y2) + 1
]

.
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