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Аннотация. Рассматривается задача отыскания расстояния между непересекающимися

сильно выпуклым и слабо выпуклым (в определении Ж.-Ф. Виаля) множествами конечно-

мерного пространства. При изложении результатов используются три альтернативные форма-

лизации в виде экстремальных задач. Получены необходимые условия решения задачи, учи-

тывающие константы сильной и слабой выпуклости множеств и их другие характеристики.

Они, кроме условия стационарности, содержат оценки роста целевых функций в альтерна-

тивных формализациях задачи при удалении аргумента от точки решения. Эти оценки роста

далее использованы для получения условий как глобального, так и локального решения.

При этом условия локального решения сопровождаются указанием радиуса его окрестно-

сти. Приводятся примеры, говорящие о существенности условий в доказываемых теоремах,

а также точности формул для радиусов окрестности локального решения.
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Abstract. The problem of finding the distance between non-intersecting strongly convex and

weakly convex (as defined by J.-F. Viall) sets of finite-dimensional space is considered. Three

alternative formalizations in the form of extremal problems are used in presenting the results.

We obtained the necessary conditions for the solution of the problem taking into account the

constants of strong and weak convexity of the sets and their other characteristics. Besides

the condition of stationarity, they contain estimates of the growth of the objective functions in

alternative formalizations of the problem as the argument moves away from the solution point.

These growth estimates are further used to obtain both global and local solution conditions. In

this case, the conditions of the local solution are accompanied by the indication of the radius

of its neighborhood. The examples that show the importance of the conditions in the theorems

being proved are given, as well as the accuracy of the formulas for the radii of the neighborhood

of the local solution.
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1. Постановка задачи

В теоретических и прикладных исследованиях нередко требуется искать рассто-
яние между двумя непересекающимися множествами. Это предполагает решение
следующей экстремальной задачи.

Пусть C и D — некоторые непересекающиеся замкнутые множества из R
p. Рас-

стоянием между ними называется величина min
x∈D,y∈C

‖x − y‖. Таким образом, чтобы

ее найти, требуется решить задачу

f(x, y) ≡ ‖x− y‖ → min
x∈D,y∈C

. (1)

Если C и D — выпуклые множества, то она попадает в класс задач выпуклого про-
граммирования и для нее нетрудно сформулировать необходимое и достаточное усло-
вие решения, а также применять численные методы выпуклого программирования
(см. например, [1,2]).

В данной работе мы будем рассматривать задачу (1) для случая, когда C — сильно
выпуклое, а D — слабо выпуклое замкнутое множество из R

p. Наша цель — получить
необходимые, а также достаточные условия решения, отражающие роль параметров
сильной и слабой выпуклости и других характеристик этих множеств. Для этого
будем использовать средства сильно и слабо выпуклого анализа (см., например, [3–
6]). Нам полезно привести еще две альтернативные математические формализации
данной задачи, а именно

ρ(x, C) ≡ min
y∈C

‖x− y‖ → min
x∈D

, (2)

ρ(y,D) ≡ min
x∈D

‖x− y‖ → min
y∈C

. (3)

Далее используем обозначения:
Ā, intA— соответственно замыкание и внутренность множества A;
‖x‖— евклидова норма элемента x ∈ R

p;

Математика 435



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2021. Т. 21, вып. 4

B(x, r) = {y ∈ R
p : ‖x−y‖ 6 r}— замкнутый шар с центром в точке x и радиусом r;

〈x, y〉— скалярное произведение элементов x и y из R
p;

N(x,A)— нормальный конус множества A в точке x (см. [3–5]);
Argmin

x∈D
f(x) = {y ∈ D : f(y) = min

x∈D
f(x)};

f ′(x)— градиент функции f(·) в точке x.

2. Вспомогательные факты

Сначала напомним (см., например, [3–5]) определения сильно и слабо выпуклых
множеств и функций, которые здесь используются, а также их некоторые свойства.

Пусть r > 0 и точки x1 и x2 из R
p таковы, что ‖x1 − x2‖ 6 2r. Обозначим через

Dr(x1, x2) пересечение всех евклидовых шаров из R
p с радиусом r, содержащих

точки x1 и x2.

Определение 1. Множество A ⊂ R
p называется:

а) сильно выпуклым с константой r (r-сильно выпуклым), если с любой парой
точек x1 и x2, таких что ‖x1 − x2‖ 6 2r, оно содержит и Dr(x1, x2);

б) слабо выпуклым с константой r (r-слабо выпуклым), если для любой пары
точек из A, таких что ‖x1 − x2‖ < 2r и x1 6= x2, пересечение Dr(x1, x2) ∩A содержит
еще хотя бы одну точку, отличную от x1 и x2.

Справедливы следующие критерии для сильно и слабо выпуклых множеств (см.
[3–5], опорный принцип)

Предложение 1. Пусть r > 0. Замкнутое множество A из R
p является r-силь-

но (слабо) выпуклым тогда и только тогда, когда для любых x ∈ A и w ∈ N(x,A)
таких, что ‖w‖ = 1, справедливо включение

A ⊂ B(x− rw, r) (A ⊂ R
p \ intB(x+ rw, r)).

Определение 2. Пусть Ω ⊂ R
p — открытое выпуклое множество и ρ > 0. Функ-

ция f(·) : Ω → R называется сильно (слабо) выпуклой с константой ρ (ρ-сильно
(слабо) выпуклой) на множестве Ω, если функция f(·) − ρ

2
‖ · ‖2 (f(·) + ρ

2
‖ · ‖2) —

выпукла на Ω.

Известно следующее свойство сильно (слабо) выпуклых функций (см. [1,3–5])

Предложение 2. Если функция f(·) : Ω → R является ρ-сильно (слабо) вы-
пуклой на открытом выпуклом множестве Ω ⊂ R

p и дифференцируема в точке
x0 ∈ Ω, то для всех x ∈ Ω справедливо неравенство

f(x)− f(x0) > 〈f ′(x0), x− x0〉
+
(−)

ρ

2
‖x− x0‖

2.

Приведем еще одно свойство сильно и слабо выпуклых множеств

Предложение 3 (см. [6], лемма 4.4). Пусть A является сильно (слабо) выпук-
лым множеством с константой r > 0 и для некоторых v0 6= 0p и δ > 0 в точке
x0 ∈ A выполняется включение B(0p, δ) ⊂ v0 + N(x0, A). Тогда для всех x ∈ A

справедливо неравенство

〈v0, x− x0〉 >

{

δ‖x− x0‖
√

1− ‖x−x0‖2

4r2
+
(−)

‖x−x0‖2

2r

√

‖v0‖2 − δ2, если ‖x− x0‖ < 2r,

−‖v‖‖x− x0‖, если A— слабо выпуклое и ‖x− x0‖ > 2r.
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3. Основные результаты

Везде далее считаем, что rC > 0, rD > 0, C — rC-сильно выпуклое, а D — rD-слабо
выпуклое замкнутое множество и C ∩D = ∅.

3.1. Докажем вспомогательный факт.

Лемма 1. Пусть точки x0 ∈ D и y0 ∈ C таковы, что

x0 − y0 ∈ N(y0, C)
⋂

−N(x0, D). (4)

1. Если при этом существует δD > 0 такое, что

B(y0 − x0, δD) ⊂ N(x0, D), (5)

то для всех x ∈ D выполняется

(ρ(x, C) + rC)
2 − (ρ(x0, C) + rC)

2
>

>



















2δD

(

1 + rC
‖x0−y0‖

)

‖x− x0‖
√

1− ‖x−x0‖2

4r2
D

+

+

(

1− ‖x0−y0‖+rC
rD

√

1−
δ2
D

‖x0−y0‖2

)

‖x− x0‖
2, если ‖x− x0‖ < 2rD,

‖x− x0‖
2 − 2(‖x0 − y0‖+ rC)‖x− x0‖, если ‖x− x0‖ > 2rD.

(6)

2. Если при этом rD > ‖x0 − y0‖ и существует δC > 0 такое, что

B(x0 − y0, δC) ⊂ N(y0, C), (7)

то для всех y ∈ C выполняется

(rD − ρ(y0, D))2 − (rD − ρ(y,D))2 > 2δC

(

rD

‖x0 − y0‖
− 1

)

‖y − y0‖

√

1−
‖y − y0‖2

4r2C
+

+

(

rD − ‖x0 − y0‖

rC

√

1−
δ2C

‖x0 − y0‖2
− 1

)

‖y − y0‖
2. (8)

Доказательство. 1. Поскольку C — rC-сильно выпуклое множество и в силу (4)
x0 − y0 ∈ N(y0, C), то, в соответствии с предложением 1, имеем

C ⊂ C0 ≡ B(z1, rC), z1 = y0 +
rC(y − x0)

‖y0 − x0‖
. (9)

Отсюда для всех x ∈ R
p получаем

ρ(x, C) > ρ(x, C0) > ‖x− z1‖ − rC ,

ρ(x0, C) = ρ(x0, C0) = ‖x0 − y0‖ = ‖x0 − z1‖ − rC .

Таким образом, для всех x ∈ R
p имеем

(ρ(x, C) + rC)
2
> ‖x− z1‖

2, (ρ(x0, C) + rC)
2 = ‖x0 − z1‖

2. (10)

Рассмотрим функцию f1(x) = ‖x− z1‖
2. Она всюду дифференцируема, причем

f ′
1(x0) = 2(x0 − z1) = 2

(

1 +
rC

‖x0 − y0‖

)

(x0 − y0). (11)
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А поскольку она сильно выпукла с константой ρ = 2, то, в соответствии с предло-
жением 2, выполняется

f1(x)− f1(x0) > 〈f ′
1(x0), x− x0〉+ ‖x− x0‖

2, ∀ x ∈ R
p. (12)

Из (5) и (11) следует

B(0p, δ1) ⊂ f ′
1(x0) +N(x0, D), δ1 = 2

(

1 +
rC

‖x0 − y0‖

)

δD.

Поэтому, используя предложение 3, для всех x ∈ D получаем

〈f ′
1(x0), x− x0〉 >

>

{

δ1‖x− x0‖
√

1− ‖x−x0‖2

4r2
D

− ‖x−x0‖2

2rD

√

‖f ′
1(x0)‖2 − δ1, при ‖x− x0‖ < 2rD,

−‖f ′
1(x0)‖‖x− x0‖, при ‖x− x0‖ > 2rD.

(13)

Из (10) для всех x ∈ R
p получаем

(ρ(x, C) + rC)
2 − (ρ(x0, C) + rC)

2
> f1(x)− f1(x0).

Отсюда, используя (12) и (13), получаем для всех x ∈ D неравенство (6).
2. Доказательство п. 2) леммы проводится аналогично. Оно также исполь-

зует предложение 1 для оценки множества D и слабую выпуклость функции
f2(y) = −‖y − z2‖

2, где z2 = x0 + rD
y0−x0

‖y0−x0‖
. �

3.2. Приведем необходимые и достаточные условия решения задачи (1), вытека-
ющие из леммы 1.

Теорема 1. Пусть точки x0 ∈ D и y0 ∈ C таковы, что ‖x0−y0‖ = min
x∈D,y∈C

‖x−y‖.

Тогда выполняется включение (4) и для всех x ∈ D неравенствo

(ρ(x, C) + rC)
2 − (ρ(x0, C) + rC)

2
>

>

{

(

1− ‖x0−y0‖+rC
rD

)

‖x− x0‖
2, при ‖x− x0‖ < rD,

‖x− x0‖
2 − 2 (‖x0 − y0‖+ rC) ‖x− x0‖, при ‖x− x0‖ > rD.

(14)

Если при этом rD > ‖x0 − y0‖, то для всех y ∈ C выполняется

(rD − ρ(y0, D))2 − (rD − ρ(y,D))2 >

(

rD − ‖x0 − y0‖

rC
− 1

)

‖y − y0‖
2. (15)

Доказательство. Из условия теоремы следует

ρ(x0, C) = min
x∈D

ρ(x, C) = ρ(y0, D) = min
y∈C

ρ(y,D) = ‖x0 − y0‖. (16)

Таким образом, шар B(x0, ‖x0 − y0‖) касается множества C в точке y0 ∈ C, а шар
B(y0, ‖x0−y0‖) касается множества D в точке x0 ∈ D. Отсюда и следует выполнение
включения (4). Неравенства (14) и (15) следуют из леммы 1 при δD = δC = 0. �

Замечание 1. Примеры показывают, что правые части неравенств (14) и (15)
могут принимать отрицательные значения, несмотря на условия теоремы.
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Теорема 2. Если точки x0 ∈ D и y0 ∈ C таковы, что rD > ‖x0 − y0‖+ rC и для
некоторых δD > 0, δC > 0 выполняются включения

B(x0 − y0, δC) ⊂ N(y0, C), B(y0 − x0, δD) ⊂ N(x0, D), (17)

то ‖x0 − y0‖ = min
x∈D,y∈C

‖x − y‖ и для всех x ∈ D выполняется неравенство (6), а

для всех y ∈ C выполняется неравенство (8).

Доказательство. Так как D — rD-слабо выпуклое множество, то в силу (17), в
соответствии с предложением 1, имеем

D ⊂ R
p \ intB(z2, rD), z2 = x0 +

rD(y0 − x0)

‖y0 − x0‖
. (18)

Включения (17), в соответствии с предложением 1, дают шаровые оценки (9) и (18)
для множеств C и D, из которых с учетом rD > ‖x0 − y0‖ + rC следует (16). Это и
дает ‖x0 − y0‖ = min

x∈D,y∈C
‖x − y‖, а также, по лемме 1, неравенство (6) для x ∈ D и

(8) для y ∈ C. �

Замечание 2. Неравенство rD > ‖x0 − y0‖+ rC обеспечивает неотрицательность
правых частей неравенств (6) и (8). При δD = 0 и δC = 0 они растут как α‖x−x0‖

2 и
β‖y−y0‖

2 при удалении x от x0 и y от y0 для некоторых α > 0 и β > 0. При δD > 0 и
δC > 0 они локально растут сильнее, чем γ‖x− x0‖ и θ‖y − y0‖ для некоторых γ > 0
и θ > 0.

Теорема 3. Пусть точки x0 ∈ D и y0 ∈ C таковы, что выполняет-
ся включение (4) и для некоторого δC > 0 включение (7). Если при этом

rD > ‖x0 − y0‖+ rC

√

1−
δ2
C

‖x0−y0‖2
, то y0 ∈ Argmin

y∈C
ρ(y,D).

Доказательство. Утверждение теоремы следует из включений (4) и (7), а
также вытекающих из них, в соответствии с предложением 1, включения (18) и
C ⊂

⋂

w∈N(y0,C),
‖w‖=1

B(y0 − rCw, rC).

С другой стороны, поскольку выполненны соответствующие условия леммы 1,
справедливость утверждения можно доказать, исследуя правую часть неравенства
включения (8) на знак. �

3.3. Теперь приведем условия локального решения задач (2) и (3).

Теорема 4. Пусть точки x0 ∈ D и y0 ∈ C таковы, что выполняется включение
(4) и для некоторого δD > 0 включение (5). Если при этом 0 < rD < rC + ‖x0− y0‖,
то Arg min

x∈D∩B(x0,λ(δD))
ρ(x, C) = {x0}, где

λ(δD)=































2rD, если (‖x0 − y0‖+ rC)
√

1−
δ2
D

‖x0−y0‖2
6 rD < ‖x0 − y0‖+ rC ,

2rD(‖x0 − y0‖+ rC)δD
√

(‖x0 − y0‖+ rC)2δ2D +
(

(‖x0 − y0‖+ rC)
√

‖x0 − y0‖2 − δ2D − ‖x0 − y0‖rD

)2
,

если rD < (‖x0 − y0‖+ rC)
√

1−
δ2
D

‖x0−y0‖2
.
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Доказательство. По лемме 1 получаем неравенство (6). Далее остается иссле-
довать знак правой части. �

Также с помощью леммы 1 и исследования на знак правой части неравенства (8)
доказывается

Теорема 5. Пусть точки x0 ∈ D и y0 ∈ C таковы, что выполняется включе-
ние (4) и для некоторого δC > 0 включение (7). Если при этом

‖x0 − y0‖ 6 rD < ‖x0 − y0‖+ rC

√

1−
δ2C

‖x0 − y0‖2
,

то Arg min
y∈C∩B(y0,λ(δC))

ρ(y,D) = {y0}, где

λ(δC) =
2rC(rD − ‖x0 − y0‖)δC

√

(rD − ‖x0 − y0‖)2δ2C +
(

rC‖x0 − y0‖ − (rD − ‖x0 − y0‖)
√

‖x0 − y0‖2 − δ2C

)2
.

3.4. В заключение рассмотрим примеры, говорящие о точности полученных ре-
зультатов.

Пример 1. Пусть размерность пространства p = 2, точки x0 и y0 из R
2 выбираем

произвольно, а также rC > 0, rD > ‖x0 − y0‖ и 0 < δC < ‖x0 − y0‖. В качестве
множеств D и C возьмем

D = R
2 \ intB(z2, rD), C = B(z3, rC)

⋂

B(z4, rC),

где

z2 = x0 + rD
x0 − y0

‖x0 − y0‖
, z3 = y0 + rC

(

√

1−
δ2C

‖x0 − y0‖2
y0 − x0

‖x0 − y0‖
+

δC

‖x0 − y0‖

a

‖a‖

)

,

z4 = z3 − 2rC
δC

‖x0 − y0‖

a

‖a‖
,

a вектор a перпендикулярен к вектору x0 − y0.
Очевидно, C — rC-сильно, D — rD-слабо выпуклые множества, при этом

N(x0, C) =

{

w ∈ R
2 : 〈w, x− x0〉 > ‖w‖‖x0 − y0‖

√

1−
δ2C

‖x0 − y0‖2

}

,

B(x0 − y0, δC) ⊂ N(x0, C).

На этом примере нетрудно убедиться в существенности требования

rD > ‖x0 − y0‖+ rC

√

1−
δ2C

‖x0 − y0‖2

теоремы 3, а также точности радиуса локального решения задачи (3), указанного в
теореме 5.
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Пример 2. Пусть p = 2, точки x0 и y0 из R
2 выбираются произвольно, а также

rC > 0, rD > 0 и 0 < δD < ‖x0 − y0‖. Определим конус

K =

{

w ∈ R
2 : 〈w, x0 − y0〉 > ‖w‖‖x0 − y0‖

√

1−
δ2D

‖x0 − y0‖2

}

и множества

C = B(z1, rC), D = R
2 \

⋃

w∈K
‖w‖=1

intB(x0 + rDw, rD), z1 = y0 + rC
x0 − y0

‖x0 − y0‖
.

Нетрудно видеть, что C — rC-сильно, а D — rD-слабо выпуклые множества и при
этом N(x0, D) = K, B(y0−x0, δD) ⊂ N(x0, D). На этом примере мы можем убедиться
в точности радиуса локального решения задачи (2), указанного в теореме 4.
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