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Аннотация. В 1978 г. Мак-Элис построил первую кодовую криптосистему с открытым
ключом, которая основана на применении помехоустойчивых кодов. Данная криптосистема
именно на основе кодов Гоппы считается перспективной и криптостойкой с учетом квантовых
вычислений. При этом эффективные атаки на секретные ключи этой криптосистемы до сих
пор не найдены. В работе исследуются алгоритмы декодирования кодов Гоппы на случай
ошибок и стираний. Приводятся четыре алгоритма декодирования на основе алгоритмов для
кодов Рида–Соломона, предложенных Гао, Берлекэмпом и Месси, Сугиямой и др. Первые
два алгоритма строятся на основе алгоритма Гао и относятся к алгоритмам бессиндромного
декодирования, остальные — к алгоритмам синдромного декодирования. При этом любой из
этих алгоритмов применим и для случая канала связи только с ошибками. Также приводятся
примеры декодирования сепарабельных кодов Гоппы с использованием данных алгоритмов.
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Abstract. In 1978, McEliece built the first public key cryptosystem based on error-correcting
codes. This cryptosystem based on Goppa codes is considered promising and cryptographically
stable, taking into account quantum computing. At the same time, effective attacks on the
secret keys of this cryptosystem have not yet been found. In the paper, algorithms for decoding
Goppa codes in the case of errors and erasures are investigated. Four decoding algorithms
based on the algorithms for Reed–Solomon codes proposed by Gao, Berlekamp and Massey,
Sugiyama, and others are given. The first two algorithms are based on Gao algorithm and related
to syndrome-free decoding algorithms, the rest are related to syndrome decoding algorithms.
Moreover, any of these algorithms is also applicable for the case of a communication channel with
errors only. Examples of decoding separable Goppa codes using these algorithms are also given.
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Введение

Важность исследования кодов Гоппы обусловлена, в частности, тем, что на их
основе строятся перспективные постквантовые криптосистемы [1]. Хорошо известно,
что некоторые классические коды Гоппы лежат на границе Варшамова–Гильберта.

Определение кода Гоппы [2] опирается на два объекта: многочлен 𝐺(𝑥) с коэффи-
циентами из поля 𝐺𝐹 (𝑞𝑚), который называется многочленом Гоппы; подмножество
𝐿 = {𝛼0, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛−1} элементов поля 𝐺𝐹 (𝑞𝑚) таких, что 𝐺(𝛼𝑖) ̸= 0 для всех 𝛼𝑖 ∈ 𝐿.
Код Гоппы Γ(𝐿,𝐺) состоит из всех векторов 𝑢 = (𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1) с компонентами из
𝐺𝐹 (𝑞), для которых

𝑅𝑢 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑢𝑖
𝑥− 𝛼𝑖

≡ 0 (mod 𝐺(𝑥)).

Если 𝐺(𝑥) неприводим, то код Γ(𝐿,𝐺) называется неприводимым кодом Гоппы.
Множество 𝐿 называется множеством нумераторов позиций кодового слова. Имеют
место следующие оценки параметров для кодов Гоппы (см., например, [2,3]).

Теорема 1. Параметры [𝑛, 𝑘, 𝑑]-кода Γ(𝐿,𝐺) над полем 𝐺𝐹 (𝑞), где 𝐿 ⊆ 𝐺𝐹 (𝑞𝑚),
связаны соотношением

𝑛 = |𝐿|, 𝑘 > 𝑛−𝑚𝑟, 𝑟 = deg𝐺(𝑥), 𝑑 > 𝑟 + 1.

Пусть 𝛼 = (𝛼0, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛−1), где 𝛼𝑖 — различные элементы поля 𝐺𝐹 (𝑞𝑚), 𝑦 =
= (𝑦0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1) — ненулевые (не обязательно различные) элементы из 𝐺𝐹 (𝑞𝑚).
Тогда обобщенный код Рида–Соломона, обозначаемый 𝐺𝑅𝑆𝑘(𝛼, 𝑦), состоит из всех
кодовых векторов вида

𝑢 = (𝑦0𝑏(𝛼0), 𝑦1𝑏(𝛼1), . . . , 𝑦𝑛−1𝑏(𝛼𝑛−1)), (1)

где 𝑏(𝑥) — информационные многочлены над полем 𝐺𝐹 (𝑞𝑚) степени не выше 𝑘 − 1.
Нам понадобится следующее утверждение (см., например, [4]).

Теорема 2. Код Γ(𝐿,𝐺) представляет собой ограничение кода 𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦) на
подполе 𝐹=𝐺𝐹 (𝑞) : Γ(𝐿,𝐺)=𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦)∩𝐹 𝑛, где 𝑟=deg𝐺(𝑥), 𝑦 = (𝑦0, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛−1),

𝑦𝑖 = 𝐺(𝛼𝑖)
∏︁
𝑗 ̸=𝑖

1

𝛼𝑖 − 𝛼𝑗

, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1. (2)
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Следствие 1. Проверочная матрица кода 𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦), который задает код
Γ(𝐿,𝐺), имеет вид⎛⎜⎜⎝

1 1 . . . 1
𝛼0 𝛼1 . . . 𝛼𝑛−1

. . . . . . . . . . . .
𝛼𝑟−1
0 𝛼𝑟−1

1 . . . 𝛼𝑟−1
𝑛−1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝐺(𝛼0)
−1 0 . . . 0

0 𝐺(𝛼1)
−1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝐺(𝛼𝑛−1)

−1

⎞⎟⎟⎠,
т. е. совпадает с проверочной матрицей кода Γ(𝐿,𝐺).

Таким образом, код Γ(𝐿,𝐺) можно задать с помощью обобщенного кода Рида–
Соломона (ОРС). Для декодирования кодов Рида–Соломона на случай ошибок хорошо
известны следующие алгоритмы [4–6]: алгоритм Гао, алгоритм Сугиямы, алгоритм
Берлекэмпа–Месси, алгоритм Питерсона–Горенстейна–Цирлера. Для кодов Гоппы
подобные алгоритмы рассматривались в работе [7].

Пусть код Γ(𝐿,𝐺) является двоичным. Если 𝐺(𝑥) не имеет кратных корней, то
код Γ(𝐿,𝐺) называется сепарабельным кодом Гоппы. Пусть 𝐺(𝑥) — полный квадрат
некоторого многочлена над 𝐺𝐹 (2𝑚) наименьшей степени, делящийся на 𝐺(𝑥). В слу-
чае сепарабельного кода 𝐺(𝑥) = 𝐺2(𝑥). Для минимального расстояния сепарабельного
кода Γ(𝐿,𝐺) верна оценка 𝑑 > 2𝑟 + 1 и выполнено равенство Γ(𝐿,𝐺) = Γ(𝐿,𝐺) (см.,
например, [3]). Эти факты позволяют строить сепарабельный код Γ(𝐿,𝐺) = Γ(𝐿,𝐺),
а некоторые алгоритмы декодирования кодов Гоппы применять относительно кода
𝐺𝑅𝑆𝑛−2𝑟(𝛼, 𝑦), 𝑟 = deg𝐺(𝑥).

Пусть до конца данной работы [𝑛, 𝑘, 𝑑]-код Γ(𝐿,𝐺) задается на основе ОРС кода:
Γ(𝐿,𝐺) = 𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦)∩𝐹 𝑛, 𝐹 = 𝐺𝐹 (𝑞), 𝑟 = deg𝐺(𝑥), ̃︀𝑘 = 𝑛− 𝑟 — размерность кода
𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦) длины 𝑛, 𝐻 — проверочная матрица кода 𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦). Пусть 𝑑, ̃︀𝑑 —
кодовые расстояния соответственно кодов Γ(𝐿,𝐺) и 𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦). Так как 𝑑 > 𝑟 + 1,̃︀𝑑 = 𝑛− ̃︀𝑘 + 1 = 𝑟 + 1, то если в кодовом векторе 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) произошло 𝑡 ошибок и
𝑠 стираний, причем 𝑟 > 2𝑡+ 𝑠, для его декодирования можно применять алгоритмы
декодирования для ОРС кодов.

Если же код Γ(𝐿,𝐺) двоичный и сепарабельный, то Γ(𝐿,𝐺) = 𝐺𝑅𝑆𝑛−2𝑟(𝐿, 𝑦)∩𝐹 𝑛,
𝐹 = 𝐺𝐹 (2), ̃︀𝑘 = 𝑛− 2𝑟 — размерность кода 𝐺𝑅𝑆𝑛−2𝑟(𝐿, 𝑦), 𝐻 — проверочная матрица
кода 𝐺𝑅𝑆𝑛−2𝑟(𝐿, 𝑦). Также 𝑑 > 2𝑟 + 1, Γ(𝐿,𝐺2) ⊆ 𝐺𝑅𝑆𝑛−2𝑟(𝐿, 𝑦), ̃︀𝑑 = 2𝑟 + 1, поэтому
в этом случае алгоритмы декодирования для ОРС кодов можно применять для
декодирования вектора 𝑢, в котором 𝑡 ошибок и 𝑠 стираний, причем 2𝑟 > 2𝑡+ 𝑠.

1. Декодирование кодов Гоппы на основе алгоритма Гао
(первый вариант)

Предположим, что в канале связи действуют ошибки и стирания. Пусть кодовый
вектор 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) получен на основе информационного вектора 𝑏 с помощью
правила (1), а после передачи вектора 𝑢 на приемной стороне получен вектор 𝑣,
в котором 𝑡 ошибок и 𝑠 стираний.

При описании следующего алгоритма будем учитывать работы [5,8]. Пусть 𝑆 —
позиции стертых символов в векторе 𝑣. На основе векторов 𝑣, 𝐿, 𝑦 составим соответ-
ствующие векторы ̃︀𝑣, 𝛽, 𝑧 путем удаления всех компонент с номерами из множества 𝑆.
Рассмотрим код 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝛽, 𝑧) длины ̃︀𝑛 = 𝑛 − 𝑠 и размерности ̃︀𝑘, который получает-
ся из кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦) путем выкалывания компонент с номерами из множества 𝑆.
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Для кодового расстояния кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝛽, 𝑧) выполнено равенство ̂︀𝑑 = ̃︀𝑛 − ̃︀𝑘 + 1 =

= 𝑛 − 𝑠 − ̃︀𝑘 + 1. Предположим, что для ̂︀𝑑 выполнено неравенство ̂︀𝑑 > 2𝑡 + 1. Тогда
вектор ̃︀𝑣, в котором только ошибки, можно декодировать.

На основе компонент вектора 𝛽 определим многочлен

𝑚(𝑥) = (𝑥− 𝛽0)(𝑥− 𝛽1) . . . (𝑥− 𝛽̃︀𝑛−1).

Пусть 𝑋1 = 𝛽𝑖1 , . . . , 𝑋𝑡 = 𝛽𝑖𝑡 — локаторы ошибок. В данном алгоритме многочлен
локаторов ошибок запишем в виде

𝜎(𝑥) = (𝑥−𝑋1) . . . (𝑥−𝑋𝑡).

Если ошибок не было, то будем полагать, что 𝜎(𝑥) = 1. Пусть ̃︀𝑢 — вектор, полученный
из 𝑢 путем выкалывания компонент с номерами из 𝑆. Понятно, что ̃︀𝑢 ∈ 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝛽, 𝑧).
Так как 𝑛− ̃︀𝑘 + 1 = 𝑑 > 2𝑡+ 𝑠+ 1, то 𝑛− 𝑠 > 2𝑡+ ̃︀𝑘 > ̃︀𝑘, поэтому вектор ̃︀𝑢 получен с
помощью кодирования информационного многочлена 𝑏(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥+ . . .+ 𝑏𝑘−1𝑥

𝑘−1

(на основе которого получен вектор 𝑢) с помощью правила

̃︀𝑢 = (𝑧0𝑏(𝛽0), 𝑧1𝑏(𝛽1), . . . , 𝑧̃︀𝑛−1𝑏(𝛽̃︀𝑛−1)) .

Если ̃︀𝑣𝑖 = ̃︀𝑢𝑖, то ̃︀𝑣𝑖 = 𝑧𝑖𝑏(𝛽𝑖). Если ̃︀𝑣𝑖 ̸= ̃︀𝑢𝑖, то на позиции 𝑖 произошла ошибка,
поэтому 𝜎(𝛽𝑖) = 0. Из этого следует, что

𝜎(𝛽𝑖)𝑧
−1
𝑖 ̃︀𝑣𝑖 = 𝜎(𝛽𝑖)𝑏(𝛽𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , ̃︀𝑛− 1.

Обозначим 𝑝(𝑥) = 𝜎(𝑥)𝑏(𝑥). Тогда

𝜎(𝛽𝑖)𝑧
−1
𝑖 ̃︀𝑣𝑖 = 𝑝(𝛽𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , ̃︀𝑛− 1.

Построим интерполяционный многочлен Лагранжа 𝑓(𝑥) степени не выше ̃︀𝑛 − 1,
проходящий через точки (𝛽0, 𝑧

−1
0 ̃︀𝑣0) (𝛽1, 𝑧−1

1 ̃︀𝑣1),. . . , (𝛽̃︀𝑛−1, 𝑧
−1̃︀𝑛−1̃︀𝑣̃︀𝑛−1):

𝑓(𝛽𝑖) = 𝑧−1
𝑖 ̃︀𝑣𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , ̃︀𝑛− 1, deg 𝑓(𝑥) 6 ̃︀𝑛− 1.

Тогда из равенств
𝜎(𝛽𝑖)𝑓(𝛽𝑖) = 𝑝(𝛽𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , ̃︀𝑛− 1,

получаем сравнение
𝜎(𝑥)𝑓(𝑥) ≡ 𝑝(𝑥) (mod 𝑚(𝑥)). (3)

Алгоритм 1 (декодирование кода Гоппы на основе алгоритма Гао на случай
ошибок и стираний).

Вход: принятый вектор 𝑣.
Выход: исходный кодовый вектор 𝑢, в котором произошло 𝑠 стираний и не более

𝑡 ошибок, если 𝑟 > 2𝑡+ 𝑠, 𝑟 = deg𝐺(𝑥), 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) ⊆ 𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦) (для двоичного
сепарабельного кода 2𝑟 > 2𝑡+ 𝑠, 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) ⊆ 𝐺𝑅𝑆𝑛−2𝑟(𝐿, 𝑦)).
1. Пусть 𝑆 — позиции стертых символов в векторе 𝑣. На основе векторов 𝑣, 𝐿, 𝑦

составляются соответствующие векторы ̃︀𝑣, 𝛽, 𝑧 путем удаления всех компонент с
номерами из множества 𝑆. После этого вектор ̃︀𝑣 рассматривается как вектор, в
котором только ошибки и который соответствует некоторому кодовому вектору
кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝛽, 𝑧) длины ̃︀𝑛 = 𝑛− 𝑠. Определяется многочлен

𝑚(𝑥) =
̃︀𝑛−1∏︁
𝑖=0

(𝑥− 𝛽𝑖).
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2. Интерполяция. Строится интерполяционный многочлен 𝑓(𝑥), для которого

𝑓(𝛽𝑖) = 𝑧−1
𝑖 ̃︀𝑣𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , ̃︀𝑛− 1.

3. Незаконченный обобщенный алгоритм Евклида. Пусть 𝑟−1(𝑥) = 𝑚(𝑥), 𝑟0(𝑥) = 𝑓(𝑥),
𝑣−1(𝑥) = 0, 𝑣0(𝑥) = 1. Производится последовательность действий обобщенного
алгоритма Евклида:

𝑟𝑖−2(𝑥) = 𝑟𝑖−1(𝑥)𝑞𝑖−1(𝑥) + 𝑟𝑖(𝑥),

𝑣𝑖(𝑥) = 𝑣𝑖−2(𝑥)− 𝑣𝑖−1(𝑥)𝑞𝑖−1(𝑥), 𝑖 > 1,

до тех пор, пока не достигается такого 𝑟𝑗(𝑥), для которого

deg 𝑟𝑗−1(𝑥) >
̃︀𝑛+ ̃︀𝑘
2

, deg 𝑟𝑗(𝑥) <
̃︀𝑛+ ̃︀𝑘
2

.

4. Деление. Информационный многочлен кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝛽, 𝑧), соответствующий кодово-

му вектору 𝑢, равен 𝑏(𝑥) =
𝑟𝑗(𝑥)

𝑣𝑗(𝑥)
.

5. Вычисление кодового вектора 𝑢 с помощью кодирования информационного много-
члена 𝑏(𝑥) с помощью формулы (1) для кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦):

𝑢 = (𝑦0𝑏(𝛼0), 𝑦1𝑏(𝛼1), . . . , 𝑦𝑛−1𝑏(𝛼𝑛−1)).

Теорема 3. Если в кодовом векторе произошло 𝑡 ошибок и 𝑠 стираний, причем
𝑟 > 2𝑡 + 𝑠 (2𝑟 > 2𝑡 + 𝑠 для двоичного сепарабельного кода), 𝑟 = deg𝐺(𝑥), то
алгоритм декодирования 1 всегда приводит к единственному решению, а именно
к исходному кодовому вектору 𝑢 кода Γ(𝐿,𝐺).

Доказательство. Пусть код Γ(𝐿,𝐺) имеет кодовое расстояние 𝑑 > 𝑟+1 (𝑑 > 2𝑟+1
для двоичного сепарабельного кода), 𝑟 = deg𝐺(𝑥). Пусть 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺). Так как по
теореме 1 код Γ(𝐿,𝐺) является ограничением кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦) на подполе 𝐺𝐹 (𝑞), то
𝑢 можно получить с помощью кодирования некоторого информационного многочлена
𝑏(𝑥) кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦) с помощью формулы (1). При этом кодовое расстояние кода
𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦) равно ̃︀𝑑 = 𝑛−̃︀𝑘+1 = 𝑟+1 (̃︀𝑑 = 2𝑟+1 в случае двоичного сепарабельного
кода Гоппы). Предположим, что при передаче вектора 𝑢 произошло 𝑡 ошибок и 𝑠
стираний, 𝑟 > 2𝑡 + 𝑠 (2𝑟 > 2𝑡 + 𝑠), а на приемной стороне получен вектор 𝑣. Как и
ранее, выколем из векторов 𝑢, 𝑣, 𝛼, 𝑦 компоненты с номерами стертых компонент
вектора 𝑣, получив при этом ̃︀𝑢, ̃︀𝑣, 𝛽 и 𝑧. Теперь ̃︀𝑢 принадлежит коду 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝛽, 𝑧)
длины ̃︀𝑛 = 𝑛− 𝑠 и с кодовым расстоянием ̂︀𝑑 = ̃︀𝑛− ̃︀𝑘 + 1 = 𝑛− 𝑠+ ̃︀𝑘 + 1. Так как

2𝑡+ 1 6 ̃︀𝑑− 𝑠 = 𝑛− 𝑠− ̃︀𝑘 + 1 = ̂︀𝑑, (4)

то код 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝛽, 𝑧) может исправить 𝑡 ошибок в векторе ̃︀𝑣.
Заметим, что для 𝜎(𝑥) и 𝑝(𝑥) (истинные значения), которые получены на основе

исходных данных, сравнение (3) выполнено, причем 𝑏(𝑥) = 𝑝(𝑥)/𝜎(𝑥).
Пусть с помощью алгоритма 1 получены значения 𝑟𝑗(𝑥) и 𝑣𝑗(𝑥), причем

deg 𝑟𝑗−1(𝑥) >
̃︀𝑛+ ̃︀𝑘
2

, deg 𝑟𝑗(𝑥) <
̃︀𝑛+ ̃︀𝑘
2

.
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Покажем, что 𝑣𝑗(𝑥) делится на 𝑟𝑗(𝑥), причем 𝑟𝑗(𝑥)/𝑣𝑗(𝑥) = 𝑏(𝑥). Домножив первое из
приведенных ниже сравнений:

𝜎(𝑥)𝑓(𝑥) ≡ 𝑝(𝑥) (mod𝑚(𝑥)), 𝑣𝑗(𝑥)𝑓(𝑥) ≡ 𝑟𝑗(𝑥) (mod𝑚(𝑥)),

на 𝑣𝑗(𝑥), а второе — на 𝜎(𝑥), получим

𝑣𝑗(𝑥)𝑝(𝑥) ≡ 𝜎(𝑥)𝑟𝑗(𝑥) (mod𝑚(𝑥)). (5)

Учитывая, что для любого 𝑖-го шага обобщенного алгоритма Евклида выполнено

deg 𝑣𝑖(𝑥) = deg𝑚(𝑥)− deg 𝑟𝑖−1(𝑥),

степени многочленов в обеих частях сравнения (5) строго меньше ̃︀𝑛 = deg𝑚(𝑥).
Следовательно, получаем равенство

𝑣𝑗(𝑥)𝑝(𝑥) = 𝜎(𝑥)𝑟𝑗(𝑥).

Так как 𝑝(𝑥) = 𝜎(𝑥)𝑏(𝑥), то 𝑟𝑗(𝑥) = 𝑣𝑗(𝑥)𝑏(𝑥).
Поскольку кодовый вектор ̃︀𝑢 кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝛽, 𝑧) получен с помощью многочлена

𝑏(𝑥), то, учитывая неравенство 𝑛− 𝑠 > ̃︀𝑘 из (4), вектор 𝑢 кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦) получен
с помощью этого же многочлена. Поэтому исходный кодовый вектор 𝑢 кода Γ(𝐿,𝐺)
можно найти на основе кодирования многочлена 𝑏(𝑥) кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦) с помощью
формулы (1). �

Задача нахождения интерполяционного многочлена тесно связана с задачей обра-
щения матрицы Вандермонда. В работах [9,10] приводятся алгоритмы нахождения
обратной матрицы со сложностью 𝑂(𝑛2). В работе [11] приводятся точные формулы
обратной матрицы Вандермонда через элементарные симметрические многочлены.
Приведем эти формулы. Пусть 𝑉 = 𝑉 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) — матрица Вандермонда:

𝑉 = 𝑉 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =

⎛⎜⎜⎝
1 1 . . . 1
𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑛
. . . . . . . . . . . .
𝑎𝑛−1
1 𝑎𝑛−1

2 . . . 𝑎𝑛−1
𝑛

⎞⎟⎟⎠ ,

где 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 — элементы произвольного поля 𝐹 . Пусть

𝜎𝑘 = 𝜎𝑘(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) =
∑︁

16𝑖1<...<𝑖𝑘6𝑛

𝑎𝑖1 . . . 𝑎𝑖𝑘

— элементарный симметрический многочлен от 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. При этом

𝜎0 = 𝜎0(𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 1.

Также определим

𝜎𝑘,𝑗 = 𝜎𝑘(𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑗, . . . , 𝑎𝑛), 𝑘 = 1, . . . , 𝑛− 1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,

где ̂︀ означает, что элемент пропущен. Тогда (𝑖, 𝑗)-й элемент матрицы 𝑉 −1 равен

(𝑉 −1)𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗 𝜎𝑛−𝑗,𝑖∏︀𝑖−1
𝑘=1(𝑎𝑖 − 𝑎𝑘)

∏︀𝑛
𝑘=𝑖+1(𝑎𝑘 − 𝑎𝑖)

. (6)
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Пример 1. Рассмотрим расширение поля 𝐺𝐹 (2) ⊂ 𝐺𝐹 (24). Пусть поле 𝐺𝐹 (24)
строится на основе примитивного многочлена 𝑝(𝑥) = 𝑥4 + 𝑥+ 1, 𝛼 — примитивный
элемент поля 𝐺𝐹 (24):

𝛼0 = 1 = 1000, 𝛼1 = 𝛼 = 0100,
𝛼2 = 𝛼2 = 0010, 𝛼3 = 𝛼3 = 0001,
𝛼4 = 1 +𝛼 = 1100, 𝛼5 = 𝛼 +𝛼2 = 0110,
𝛼6 = 𝛼2 +𝛼3 = 0011, 𝛼7 = 1 +𝛼 +𝛼3 = 1101,
𝛼8 = 1 +𝛼2 = 1010, 𝛼9 = 𝛼 +𝛼3 = 0101,
𝛼10 = 1 +𝛼 +𝛼2 = 1110, 𝛼11 = 𝛼 +𝛼2 +𝛼3 = 0111,
𝛼12 = 1 +𝛼 +𝛼2 +𝛼3 = 1111, 𝛼13 = 1 +𝛼2 +𝛼3 = 1011,
𝛼14 = 1 +𝛼3 = 1001, 𝛼15 = 1 = 1000.

Пусть 𝐿 = 𝐺𝐹 (24) = {0, 1, 𝛼, 𝛼2, . . . , 𝛼14}. Рассмотрим квадратный многочлен
𝑥2 + 𝑥 + 𝛼3. Так как след элемента 𝛼3 в 𝐺𝐹 (24) не равен нулю, то этот многочлен
в поле 𝐺𝐹 (24) не имеет корней. Поэтому определим 𝐺(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥+ 𝛼3. Поскольку
многочлен 𝐺(𝑥) сепарабельный, то Γ(𝐿,𝐺) = Γ(𝐿,𝐺), где 𝐺(𝑥) = 𝑥4 + 𝑥2 + 𝛼6.
Проверочная матрица 𝐻 кода Γ(𝐿,𝐺) примет такой вид:

𝐻 =

(︂
𝛼12 𝛼12 𝛼4 𝛼3 𝛼9 𝛼4 𝛼 𝛼8 𝛼6 𝛼3 𝛼6 𝛼 𝛼2 𝛼2 𝛼8 𝛼9

0 𝛼12 𝛼5 𝛼5 𝛼12 𝛼8 𝛼6 𝛼14 𝛼13 𝛼11 1 𝛼11 𝛼13 𝛼14 𝛼6 𝛼8

)︂
.

После замены каждого элемента матрицы 𝐻 столбцовым двоичным вектором
длины 4, представляющим этот элемент, получим матрицу 𝐻2 размера 8 × 16. Так
как все строки полученной двоичной матрицы 𝐻2 линейно независимы, то 𝑛− 𝑘 = 8,
𝑘 = 8. Выписав построчно фундаментальную систему решений однородной системы
линейных уравнений 𝐻2𝑋 = 𝑂, находим порождающую матрицу кода Γ(𝐿,𝐺):

𝐺 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Для данного [16, 8]-кода кодовое расстояние 𝑑 = 5, поэтому код может исправлять
до двух ошибок, либо одну ошибку и до двух стираний, либо до четырех стираний.
Рассмотрим случай одной ошибки и двух стираний.

Учитывая теорему 1, код Γ(𝐿,𝐺) является ограничением кода 𝐺𝑅𝑆12(𝐿, 𝑦) на
подполе 𝐺𝐹 (2), где

𝑦𝑖 = 𝐺(𝛼𝑖)
∏︁
𝑗 ̸=𝑖

1

𝛼𝑖 − 𝛼𝑗

= 𝐺(𝛼𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , 15,

𝑦 = (𝛼6, 𝛼6, 𝛼7, 𝛼9, 𝛼12, 𝛼7, 𝛼13, 𝛼14, 𝛼3, 𝛼9, 𝛼3, 𝛼13, 𝛼11, 𝛼11, 𝛼14, 𝛼12),

причем равенство
∏︀

𝑗 ̸=𝑖(𝛼𝑖 − 𝛼𝑗) = 1 выполнено в силу того, что корнями многочлена
𝑥𝑛−1 − 1 являются все ненулевые элементы поля 𝐺𝐹 (2𝑚).

34 Научный отдел



С. М. Рацеев, О. И. Череватенко. Об алгоритмах декодирования кодов Гоппы

Пусть после кодирования информационного вектора 𝑖 = (1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1) получен
кодовый вектор кода Γ(𝐿,𝐺)

𝑢 = 𝑖𝐺 = (0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1),

а на приемном конце получен вектор

𝑣 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, *, 1, *, 1, 0, 1),

т. е. произошла одна ошибка на 3-й позиции (нумеруя позиции с нуля) и два стирания
на 10-й и 12-й позициях. При этом на приемной стороне известны только позиции
стираний. Для декодирования вектора 𝑣 применим алгоритм 1.

1. Удалив в векторе 𝑣 стертые символы, получим новый вектор

̃︀𝑣 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 1),

в котором только одна ошибка. Для декодирования данного вектора будем рас-
сматривать код 𝐺𝑅𝑆12(𝛽, 𝑧) длины ̃︀𝑛 = 14, 𝛽 и 𝑦 — векторы длины 14, которые
получаются соответственно из векторов 𝐿 и 𝑦 путем удаления 10-й и 12-й компо-
нент:

𝛽 = (0, 1, 𝛼, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5, 𝛼6, 𝛼7, 𝛼8, 𝛼10, 𝛼12, 𝛼13, 𝛼14),

𝑧 = (𝛼6, 𝛼6, 𝛼7, 𝛼9, 𝛼12, 𝛼7, 𝛼13, 𝛼14, 𝛼3, 𝛼9, 𝛼13, 𝛼11, 𝛼14, 𝛼12).

Множество 𝑆 позиций стертых символов равно 𝑆 = {10, 12}. Составляем много-
член 𝑚(𝑥):

𝑚(𝑥) =
𝑥16 − 𝑥

(𝑥− 𝛼9)(𝑥− 𝛼11)
= 𝛼10𝑥+ 𝛼7𝑥2 + 𝛼8𝑥3 + 𝛼𝑥4 + 𝛼8𝑥5+

+𝛼3𝑥6 + 𝛼14𝑥7 + 𝛼4𝑥8 + 𝛼3𝑥9 + 𝛼3𝑥10 + 𝛼6𝑥11 + 𝛼8𝑥12 + 𝛼2𝑥13 + 𝑥14.

Пусть 𝑉 = 𝑉 (𝛽) — матрица Вандермонда, построенная на основе вектора 𝛽,
𝑉 −1 — обратная к ней матрица (построенная, например, с помощью формулы (6)),
𝑍 — диагональная матрица на основе вектора 𝑧:

𝑍 = Diag(𝛼6, 𝛼6, 𝛼7, 𝛼9, 𝛼12, 𝛼7, 𝛼13, 𝛼14, 𝛼3, 𝛼9, 𝛼13, 𝛼11, 𝛼14, 𝛼12).

2. Интерполяция. Вычисляем коэффициенты многочлена 𝑓(𝑥) = 𝑓0+𝑓1𝑥+ . . .+𝑓13𝑥
13:

(𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓13) = ̃︀𝑣𝑍−1𝑉 −1 = (0, 𝛼9, 𝛼8, 𝛼10, 0, 𝛼3, 𝛼13, 𝛼4, 𝛼7, 𝛼2, 𝛼5, 𝛼4, 0, 𝛼11),

𝑓(𝑥) = 𝛼9𝑥+𝛼8𝑥2+𝛼10𝑥3+𝛼3𝑥5+𝛼13𝑥6+𝛼4𝑥7+𝛼7𝑥8+𝛼2𝑥9+𝛼5𝑥10+𝛼4𝑥11+𝛼11𝑥13.

3. Применение неполного обобщенного алгоритма Евклида. Определяем 𝑟−1(𝑥) = 𝑚(𝑥),
𝑟0(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑣−1(𝑥) = 0, 𝑣0(𝑥) = 1 и применяем алгоритм Евклида:

𝑟−1(𝑥) = 𝑟0(𝑥)(𝛼
6 + 𝛼4𝑥) + 𝑟1(𝑥),

𝑟1(𝑥) = 𝛼5𝑥+ 𝛼12𝑥2 + 𝛼3𝑥3 + 𝛼7𝑥4 + 𝛼12𝑥5 + 𝛼9𝑥7 + 𝛼7𝑥8 + 𝛼4𝑥9 + 𝛼9𝑥10 + 𝑥11,

𝑣1(𝑥) = −(𝛼6 + 𝛼4𝑥) = 𝛼6 + 𝛼4𝑥.

Так как (̃︀𝑛 + ̃︀𝑘)/2 = 13, deg 𝑟0(𝑥) = 13, deg 𝑟1(𝑥) = 11, то после первого шага
алгоритма Евклида останавливаемся.
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4. Деление:

𝑏(𝑥) =
𝑟1(𝑥)

𝑣1(𝑥)
= 𝛼14𝑥+ 𝛼4𝑥2 + 𝛼7𝑥3 + 𝛼2𝑥4+

+𝛼13𝑥5 + 𝛼11𝑥6 + 𝛼𝑥7 + 𝛼7𝑥8 + 𝛼7𝑥9 + 𝛼11𝑥10.

5. Вычисление исходного кодового вектора 𝑢 с помощью кодирования информацион-
ного многочлена 𝑏(𝑥) в кодовый вектор кода 𝐺𝑅𝑆14(𝐿, 𝑦):

𝑢 = (𝑦0𝑏(0), 𝑦1𝑏(1), 𝑦2𝑏(𝛼), . . . , 𝑦15𝑏(𝛼
14)) = (0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1).

С учетом того, что столбцы матрицы 𝐺 с номерами 7, 9–15 (нумеруя с нуля)
образуют единичную матрицу, из этих позиций вектора 𝑢 извлекаем информационный
вектор 𝑖 = (1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1).

2. Декодирование кодов Гоппы на основе алгоритма Гао
(второй вариант)

Пусть кодовый вектор 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) получен на основе информационного вектора 𝑏
с помощью правила (1), а после передачи вектора 𝑢 на приемной стороне получен
вектор 𝑣, в котором 𝑡 ошибок и 𝑠 стираний.

Заменим в векторе 𝑣 стертые символы, например, нулями. Получим при этом
вектор ̃︀𝑣. Пусть ошибки произошли на позициях 𝑖1, . . . , 𝑖𝑡, а стирания — на пози-
циях 𝑖𝑡+1, . . . , 𝑖𝑡+𝑠. Пусть 𝑋1 = 𝛼𝑖1 , . . . 𝑋𝑡 = 𝛼𝑖𝑡 — неизвестные локаторы ошибок,
𝑋𝑡+1 = 𝛼𝑖𝑡+1 , . . . , 𝑋𝑡+𝑠 = 𝛼𝑖𝑡+𝑠 — известные локаторы стираний.

Определим многочлен:

𝑚(𝑥) = (𝑥− 𝛼0)(𝑥− 𝛼1) . . . (𝑥− 𝛼𝑛−1).

Также определим многочлен локаторов ошибок 𝜎(𝑥) и многочлен локаторов стираний
𝜈(𝑥) следующим образом:

𝜎(𝑥) = (𝑥−𝑋1) . . . (𝑥−𝑋𝑡), 𝜈(𝑥) = (𝑥−𝑋𝑡+1) . . . (𝑥−𝑋𝑡+𝑠).

Обозначим ̃︀𝜎(𝑥) = 𝜎(𝑥)𝜈(𝑥). Если ошибок и стираний не было, то будем полагать,
что ̃︀𝜎(𝑥) = 1.

Если ̃︀𝑣𝑖 = 𝑢𝑖, то ̃︀𝑣𝑖 = 𝑦𝑖𝑏(𝛼𝑖). Если ̃︀𝑣𝑖 ̸= 𝑢𝑖, то на позиции 𝑖 произошла ошибка или
стирание, поэтому ̃︀𝜎(𝛼𝑖) = 0. Из этого следует, что

̃︀𝜎(𝛼𝑖)𝑦
−1
𝑖 ̃︀𝑣𝑖 = ̃︀𝜎(𝛼𝑖)𝑏(𝛼𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

Обозначим ̃︀𝑝(𝑥) = ̃︀𝜎(𝑥)𝑏(𝑥). Тогда

̃︀𝜎(𝛼𝑖)𝑦
−1
𝑖 ̃︀𝑣𝑖 = ̃︀𝑝(𝛼𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

Построим интерполяционный многочлен Лагранжа 𝑓(𝑥) степени не выше 𝑛 − 1,
проходящий через точки (𝛼0, 𝑦

−1
0 ̃︀𝑣0), (𝛼1, 𝑦

−1
1 ̃︀𝑣1),. . . , (𝛼𝑛−1, 𝑦

−1
𝑛−1̃︀𝑣𝑛−1):

𝑓(𝛼𝑖) = 𝑦−1
𝑖 ̃︀𝑣𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1, deg 𝑓(𝑥) 6 𝑛− 1.
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Тогда из равенств ̃︀𝜎(𝛼𝑖)𝑓(𝛼𝑖) = ̃︀𝑝(𝛼𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1,

получаем сравнение ̃︀𝜎(𝑥)𝑓(𝑥) ≡ ̃︀𝑝(𝑥) (mod𝑚(𝑥)).

После обозначения ̃︀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝜈(𝑥) данное сравнение приобретает вид

𝜎(𝑥) ̃︀𝑓(𝑥) ≡ ̃︀𝑝(𝑥) (mod𝑚(𝑥)). (7)

Заметим, что

deg 𝜎(𝑥) 6
𝑛− ̃︀𝑘 − 𝑠

2
, deg ̃︀𝑝(𝑥) < 𝑛+ ̃︀𝑘 + 𝑠

2
, (8)

так как

deg 𝜎(𝑥) 6 𝑡 6
𝑑− 𝑠− 1

2
=
𝑛− ̃︀𝑘 − 𝑠

2
,

deg ̃︀𝑝(𝑥) = deg 𝜎(𝑥) + deg 𝜈(𝑥) + deg 𝑏(𝑥) 6
𝑛− ̃︀𝑘 − 𝑠

2
+ 𝑠+ ̃︀𝑘 − 1 <

𝑛+ ̃︀𝑘 + 𝑠

2
.

Алгоритм 2 (декодирование кода Гоппы на основе алгоритма Гао на случай
ошибок и стираний).

Вход: принятый вектор 𝑣.
Выход: исходный кодовый вектор 𝑢, в котором произошло 𝑠 стираний и не более

𝑡 ошибок, если 𝑟 > 2𝑡+ 𝑠, 𝑟 = deg𝐺(𝑥), 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) ⊆ 𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦) (для двоичного
сепарабельного кода 2𝑟 > 2𝑡+ 𝑠, 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) ⊆ 𝐺𝑅𝑆𝑛−2𝑟(𝐿, 𝑦)).
1. Определяется 𝑡 = [(𝑑 − 𝑠 − 1)/2]. В векторе 𝑣 все стирания заменяются нуля-

ми, получая тем самым вектор ̃︀𝑣. Вычисляются значения локаторов стираний
𝑋𝑡+1 = 𝛼𝑖𝑡+1 , . . . , 𝑋𝑡+𝑠 = 𝛼𝑖𝑡+𝑠 на основе известных позиций стираний 𝑖𝑡+1, . . . , 𝑖𝑡+𝑠.
Также вычисляется многочлен локаторов стираний 𝜈(𝑥) = (𝑥−𝑋𝑡+1) . . . (𝑥−𝑋𝑡+𝑠).

2. Интерполяция. Строится интерполяционный многочлен 𝑓(𝑥), для которого

𝑓(𝛼𝑖) = 𝑦−1
𝑖 ̃︀𝑣𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.

Вычисляется многочлен ̃︀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝜈(𝑥).
3. Незаконченный обобщенный алгоритм Евклида. Пусть 𝑟−1(𝑥) = 𝑚(𝑥), 𝑟0(𝑥) = ̃︀𝑓(𝑥),

𝑣−1(𝑥) = 0, 𝑣0(𝑥) = 1. Производится последовательность действий обобщенного
алгоритма Евклида:

𝑟𝑖−2(𝑥) = 𝑟𝑖−1(𝑥)𝑞𝑖−1(𝑥) + 𝑟𝑖(𝑥),

𝑣𝑖(𝑥) = 𝑣𝑖−2(𝑥)− 𝑣𝑖−1(𝑥)𝑞𝑖−1(𝑥), 𝑖 > 1,

до тех пор, пока не достигается такого 𝑟𝑗(𝑥), для которого

deg 𝑟𝑗−1(𝑥) >
𝑛+ ̃︀𝑘 + 𝑠

2
, deg 𝑟𝑗(𝑥) <

𝑛+ ̃︀𝑘 + 𝑠

2
.

4. Деление. Информационный многочлен равен 𝑏(𝑥) =
𝑟𝑗(𝑥)

𝑣𝑗(𝑥)𝜈(𝑥)
.

5. Вычисление кодового вектора 𝑢 с помощью кодирования информационного много-
члена 𝑏(𝑥) с помощью формулы (1) для кода 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦):

𝑢 = (𝑦0𝑏(𝛼0), 𝑦1𝑏(𝛼1), . . . , 𝑦𝑛−1𝑏(𝛼𝑛−1)).
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Теорема 4. Если в кодовом векторе произошло 𝑡 ошибок и 𝑠 стираний, причем
𝑟 > 2𝑡 + 𝑠 (2𝑟 > 2𝑡 + 𝑠 для двоичного сепарабельного кода), 𝑟 = deg𝐺(𝑥), то
алгоритм декодирования 2 всегда приводит к единственному решению, а именно
к исходному кодовому вектору 𝑢 кода Γ(𝐿,𝐺).

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.

Пример 2. Продолжим рассмотрение примера 1. Пусть после кодирования инфор-
мационного вектора 𝑖 = (1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1) получен кодовый вектор кода Γ(𝐿,𝐺)

𝑢 = 𝑖𝐺 = (0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1),

а на приемном конце получен вектор

𝑣 = (0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, *, 1, *, 0, 1, 1),
т. е. произошла одна ошибка на 3-й позиции (нумеруя позиции с нуля) и два стирания
на 10-й и 12-й позициях. При этом на приемной стороне известны только позиции
стираний. Для декодирования вектора 𝑣 применим алгоритм 2.

1. Полагаем 𝑠 = 2, 𝑡 = [(𝑑− 𝑠− 1)/2] = 1. Заменив в векторе 𝑣 стертые символы нуля-
ми, получаем ̃︀𝑣 = (0, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1). Также вычисляем многочлен
локаторов стираний 𝜈(𝑥) = (𝑥− 𝛼10)(𝑥− 𝛼12) = (𝑥− 𝛼9)(𝑥− 𝛼11) = 𝛼5 + 𝛼2𝑥+ 𝑥2.
Пусть 𝑉 = 𝑉 (𝐿) — матрица Вандермонда, построенная на основе вектора 𝐿, 𝑉 −1 —
обратная к ней матрица, 𝑌 — диагональная матрица на основе вектора 𝑦.

2. Интерполяция. Вычисляем коэффициенты многочлена 𝑓(𝑥)=𝑓0+𝑓1𝑥+...+𝑓15𝑥15:

(𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓15) = ̃︀𝑣𝑌 −1𝑉 −1 =

= (0, 𝛼5, 𝛼9, 𝛼, 𝛼3, 𝛼2, 𝛼9, 𝛼5, 𝛼4, 0, 𝛼12, 1, 𝛼8, 𝛼5, 𝛼14, 𝛼4),

𝑓(𝑥) = 𝛼5𝑥+ 𝛼9𝑥2 + 𝛼𝑥3 + 𝛼3𝑥4 + 𝛼2𝑥5 + 𝛼9𝑥6 + 𝛼5𝑥7 + 𝛼4𝑥8+

+𝛼12𝑥10 + 𝑥11 + 𝛼8𝑥12 + 𝛼5𝑥13 + 𝛼14𝑥14 + 𝛼4𝑥15.

Вычисляем ̃︀𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝜈(𝑥):̃︀𝑓(𝑥) = 𝛼10𝑥+ 𝛼𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼10𝑥4 + 𝛼12𝑥5 + 𝛼𝑥6 + 𝛼13𝑥7 + 𝛼7𝑥8 + 𝛼9𝑥9+

+𝛼10𝑥10 + 𝛼12𝑥11 + 𝛼5𝑥12 + 𝑥13 + 𝛼13𝑥14 + 𝛼11𝑥15 + 𝛼8𝑥16 + 𝛼4𝑥17.

3. Применение неполного обобщенного алгоритма Евклида. Определяем 𝑟−1(𝑥) =

= 𝑚(𝑥)=𝑥16−𝑥, 𝑟0(𝑥)= ̃︀𝑓(𝑥), 𝑣−1(𝑥) = 0, 𝑣0(𝑥) = 1 и применяем алгоритм Евклида:

𝑟−1(𝑥) = 𝑟0(𝑥)𝑞0(𝑥) + 𝑟1(𝑥),
𝑞0(𝑥) = 0,
𝑟1(𝑥) = 𝑥+ 𝑥16,

𝑣1(𝑥) = 𝑣−1(𝑥)− 𝑣0(𝑥)𝑞0(𝑥) = 0,
𝑟0(𝑥) = 𝑟1(𝑥)𝑞1(𝑥) + 𝑟2(𝑥),

𝑞1(𝑥) = 𝛼8 + 𝛼4𝑥,
𝑟2(𝑥) = 𝛼𝑥+ 𝑥2 + 𝛼2𝑥3 + 𝛼10𝑥4 + 𝛼12𝑥5 + 𝛼𝑥6 + 𝛼13𝑥7 + 𝛼7𝑥8 + 𝛼9𝑥9+
+𝛼10𝑥10 + 𝛼12𝑥11 + 𝛼5𝑥12 + 𝑥13 + 𝛼13𝑥14 + 𝛼11𝑥15,

𝑣2(𝑥) = 𝑣0(𝑥)− 𝑣1(𝑥)𝑞1(𝑥) = 1,
𝑟1(𝑥) = 𝑟2(𝑥)𝑞2(𝑥) + 𝑟3(𝑥),

𝑞2(𝑥) = 𝛼6 + 𝛼4𝑥,
𝑟3(𝑥) = 𝛼9𝑥+ 𝛼9𝑥2 + 𝛼5𝑥3 + 𝛼11𝑥4 + 𝑥5 + 𝛼14𝑥6 + 𝛼8𝑥7 + 𝛼14𝑥8 + 𝛼12𝑥9+
+𝛼12𝑥10 + 𝑥11 + 𝛼6𝑥12 + 𝛼5𝑥13,

𝑣3(𝑥) = 𝑣1(𝑥)− 𝑣2(𝑥)𝑞2(𝑥) = 𝛼6 + 𝛼4𝑥.
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Так как (𝑛+ ̃︀𝑘 + 𝑠)/2 = 15, deg 𝑟2(𝑥) = 15, deg 𝑟3(𝑥) = 13, то после третьего шага
алгоритма Евклида останавливаемся.

4. Деление:

𝑏(𝑥) =
𝑟3(𝑥)

𝑣3(𝑥)𝜈(𝑥)
= 𝛼13𝑥+𝛼2𝑥2+𝛼𝑥3+𝛼14𝑥4+𝛼8𝑥5+𝛼3𝑥6+𝛼10𝑥7+𝛼2𝑥8+𝛼2𝑥9+𝛼𝑥10.

5. Вычисление исходного кодового вектора 𝑢 с помощью кодирования информацион-
ного многочлена 𝑏(𝑥) в кодовый вектор кода 𝐺𝑅𝑆12(𝐿, 𝑦):

𝑢 = (𝑦0𝑏(0), 𝑦1𝑏(1), 𝑦2𝑏(𝛼), . . . , 𝑦15𝑏(𝛼
14)) = (0, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1).

С учетом того, что столбцы матрицы 𝐺 с номерами 7, 9–15 (нумеруя с нуля)
образуют единичную матрицу, из этих позиций вектора 𝑢 извлекаем информационный
вектор 𝑖 = (1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1).

3. Декодирование кодов Гоппы на основе алгоритма Сугиямы

Пусть 𝑣 — полученный на приемной стороне вектор, в котором могут быть ошибки
и стирания. Пусть ̃︀𝑑 > 2𝑡+ 𝑠+ 1. Так как позиции стертых символов известны, то за-
меним эти символы в векторе 𝑣, например, на нули и будем обращаться с полученным
вектором ̃︀𝑣 как с вектором, содержащим только ошибки. Пусть ошибки произошли
на позициях 𝑖1, . . . , 𝑖𝑡, а стирания — на позициях 𝑖𝑡+1, . . . , 𝑖𝑡+𝑠. При этом известны
только позиции 𝑖𝑡+1, . . . , 𝑖𝑡+𝑠. После того как на данные позиции поместили нули,
с какими-то позициями могли угадать (если в кодовом векторе там действительно
стояли нули). Поэтому ̃︀𝑣 = 𝑢+ 𝑒, где 𝑒 — вектор ошибок веса не более 𝑡+ 𝑠.

Вычисляя синдромный вектор, получаем

𝑆 = ̃︀𝑣 𝐻 𝑇
= 𝑒𝐻

𝑇
=
(︀
. . . , 𝑒𝑖1 , . . . , 𝑒𝑖𝑡+𝑠 , . . .

)︀
×

×

⎛⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎝

1 1 . . . 1
𝛼0 𝛼1 . . . 𝛼𝑛−1

. . . . . . . . . . . .
𝛼𝑛−𝑘−1
0 𝛼𝑛−𝑘−1

1 . . . 𝛼𝑛−𝑘−1
𝑛−1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝐺(𝛼0)
−1 0 . . . 0

0 𝐺(𝛼1)
−1 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 𝐺(𝛼𝑛−1)

−1

⎞⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎠

𝑇

=

=

⎛⎜⎜⎝
𝑒𝑖1𝐺(𝛼𝑖1)

−1 + . . .+ 𝑒𝑖𝑡+𝑠𝐺(𝛼𝑖𝑡+𝑠)
−1

𝑒𝑖1𝐺(𝛼𝑖1)
−1𝛼𝑖1 + . . .+ 𝑒𝑖𝑡+𝑠𝐺(𝛼𝑖𝑡+𝑠)

−1𝛼𝑖𝑡+𝑠

. . .
𝑒𝑖1𝐺(𝛼𝑖1)

−1𝛼𝑛−𝑘−1
𝑖1

+ . . .+ 𝑒𝑖𝑡+𝑠𝐺(𝛼𝑖𝑡+𝑠)
−1𝛼𝑛−𝑘−1

𝑖𝑡+𝑠

⎞⎟⎟⎠
𝑇

.

Пусть 𝑋1 = 𝛼𝑖1 , . . . 𝑋𝑡 = 𝛼𝑖𝑡 — неизвестные локаторы ошибок, 𝑋𝑡+1 = 𝛼𝑖𝑡+1 , . . . ,
𝑋𝑡+𝑠 = 𝛼𝑖𝑡+𝑠 — известные локаторы стираний, 𝑌1 = 𝑒𝑖1 , . . . , 𝑌𝑡+𝑠 = 𝑒𝑖𝑡+𝑠 — значения
ошибок, причем локаторы принадлежат полю 𝐺𝐹 (𝑞𝑚), а значения ошибок — полю
𝐺𝐹 (𝑞). Обозначим 𝑍𝑗 = 𝑌𝑗𝐺(𝛼𝑖𝑗)

−1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑡+ 𝑠. Тогда

𝑆0 = 𝑍1 + . . .+ 𝑍𝑡 + 𝑍𝑡+1 . . .+ 𝑍𝑡+𝑠,

𝑆1 = 𝑍1𝑋1 + . . .+ 𝑍𝑡𝑋𝑡 + 𝑍𝑡+1𝑋𝑡+1 + . . .+ 𝑍𝑡+𝑠𝑍𝑡+𝑠,
. . .
𝑆2𝑡+𝑠−1 = 𝑍1𝑋

2𝑡+𝑠−1
1 + . . .+ 𝑍𝑡𝑋

2𝑡+𝑠−1
𝑡 + 𝑍𝑡+1𝑋

2𝑡+𝑠−1
𝑡+1 + . . .+ 𝑍𝑡+𝑠𝑋

2𝑡+𝑠−1
𝑡+𝑠 .

(9)
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Запишем синдромный многочлен в виде

𝑆(𝑥) =
2𝑡+𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝑆𝑖𝑥
𝑖 =

2𝑡+𝑠−1∑︁
𝑖=0

(︃
𝑡+𝑠∑︁
𝑗=1

𝑍𝑗𝑋
𝑖
𝑗

)︃
𝑥𝑖 =

𝑡+𝑠∑︁
𝑗=1

𝑍𝑗

(︃
2𝑡+𝑠−1∑︁
𝑖=0

(𝑋𝑗𝑥)
𝑖

)︃
=

=
𝑡+𝑠∑︁
𝑗=1

𝑍𝑗
1− (𝑋𝑗𝑥)

2𝑡+𝑠

1−𝑋𝑗𝑥
=

𝑡+𝑠∑︁
𝑗=1

𝑍𝑗

1−𝑋𝑗𝑥
− 𝑥2𝑡+𝑠

𝑡+𝑠∑︁
𝑗=1

𝑍𝑗𝑋
2𝑡+𝑠
𝑗

1−𝑋𝑗𝑥
.

Полагая

̃︀𝜎(𝑥) = 𝑡+𝑠∏︁
𝑖=1

(1−𝑋𝑖𝑥) =
𝑡+𝑠∑︁
𝑖=0

̃︀𝜎𝑖𝑥𝑖, ̃︀𝜎0 = 1,

̃︀𝜔(𝑥) = 𝑡+𝑠∑︁
𝑖=1

𝑍𝑖

∏︁
16𝑗6𝑡+𝑠,

𝑗 ̸=𝑖

(1−𝑋𝑗𝑥), ̃︀Φ(𝑥) = 𝑡+𝑠∑︁
𝑖=1

𝑍𝑖𝑋
2𝑡+𝑠
𝑖

∏︁
16𝑗6𝑡+𝑠,

𝑗 ̸=𝑖

(1−𝑋𝑗𝑥),

после приведения всех дробей к общему знаменателю получим:

𝑆(𝑥) =
̃︀𝜔(𝑥)̃︀𝜎(𝑥) − 𝑥2𝑡+𝑠

̃︀Φ(𝑥)̃︀𝜎(𝑥) .
Тогда

𝑆(𝑥)̃︀𝜎(𝑥) = ̃︀𝜔(𝑥)− 𝑥2𝑡+𝑠̃︀Φ(𝑥).
Данное выражение называют ключевым уравнением, которому можно придать иной
вид: ̃︀𝜎(𝑥)𝑆(𝑥) ≡ ̃︀𝜔(𝑥) (mod 𝑥2𝑡+𝑠). (10)

Заметим, что ̃︀𝜎(𝑥) = 𝜎(𝑥)𝜈(𝑥), где 𝜎(𝑥) — это многочлен неизвестных локаторов
ошибок, 𝜈(𝑥) — многочлен известных локаторов стираний:

̃︀𝜎(𝑥) = 𝑡∏︁
𝑖=1

(1−𝑋𝑖𝑥)
𝑠∏︁

𝑖=1

(1−𝑋𝑡+𝑖𝑥) = 𝜎(𝑥)𝜈(𝑥).

Введем в рассмотрение многочлен ̃︀𝑆(𝑥) = 𝑆(𝑥)𝜈(𝑥) — модифицированный син-
дромный многочлен. Тогда ключевое уравнение (10) примет вид

𝜎(𝑥)̃︀𝑆(𝑥) ≡ ̃︀𝜔(𝑥) (mod 𝑥2𝑡+𝑠), (11)

где
deg 𝜎(𝑥) 6 𝑡, deg ̃︀𝜔(𝑥) 6 𝑡+ 𝑠− 1, 𝜎(0) = 1. (12)

Алгоритм 3 (декодирование кода Гоппы на основе алгоритма Сугиямы на случай
ошибок и стираний).

Вход: принятый вектор 𝑣.
Выход: исходный кодовый вектор 𝑢, в котором произошло 𝑠 стираний и не более

𝑡 ошибок, если 𝑟 > 2𝑡+ 𝑠, 𝑟 = deg𝐺(𝑥), 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) ⊆ 𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦) (для двоичного
сепарабельного кода 2𝑟 > 2𝑡+ 𝑠, 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) ⊆ 𝐺𝑅𝑆𝑛−2𝑟(𝐿, 𝑦)).
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1. Определяется 𝑡 = [(𝑟 − 𝑠)/2] (𝑡 = [(2𝑟 − 𝑠)/2] в случае двоичного сепарабельного
кода Гоппы). В векторе 𝑣 все стирания заменяются нулями, получая тем самым
вектор ̃︀𝑣. Находятся компоненты 𝑆0, 𝑆1, . . . , 𝑆2𝑡+𝑠−1 синдромного вектора ̃︀𝑣𝐻𝑇

.
Если они все равны нулю, то возвращается вектор ̃︀𝑣 и процедура окончена.
Вычисляются значения локаторов стираний 𝑋𝑡+1 = 𝛼𝑖𝑡+1 , . . . , 𝑋𝑡+𝑠 = 𝛼𝑖𝑡+𝑠 на
основе известных позиций стираний 𝑖𝑡+1, . . . , 𝑖𝑡+𝑠. Вычисляются коэффициенты
модифицированного синдромного многочлена ̃︀𝑆(𝑥).

2. Пусть 𝑟−1(𝑥) = 𝑥2𝑡+𝑠, 𝑟0(𝑥) = ̃︀𝑆(𝑥), 𝑣−1(𝑥) = 0, 𝑣0(𝑥) = 1. С помощью обобщенного
алгоритма Евклида производится последовательность вычислений (𝑖 > 1):

𝑟𝑖−2(𝑥) = 𝑟𝑖−1(𝑥)𝑞𝑖−1(𝑥) + 𝑟𝑖(𝑥),

𝑣𝑖(𝑥) = 𝑣𝑖−2(𝑥)− 𝑣𝑖−1(𝑥)𝑞𝑖−1(𝑥).

Процесс прекращается, как только для некоторого 𝑟𝑗(𝑥) будет выполнено

deg 𝑟𝑗−1(𝑥) > 𝑡+ 𝑠, deg 𝑟𝑗(𝑥) 6 𝑡+ 𝑠− 1.

Тогда
𝜎(𝑥) = 𝜆𝑣𝑗(𝑥), ̃︀𝜔(𝑥) = 𝜆𝑟𝑗(𝑥),

где константа 𝜆 ∈ 𝐺𝐹 (𝑞𝑚) задается так, чтобы удовлетворялось условие 𝜎(0) = 1.
Пусть 𝑙 = deg 𝜎(𝑥).

3. Отыскиваются 𝑙 корней многочлена 𝜎(𝑥) последовательной подстановкой в него
ненулевых элементов поля 𝐺𝐹 (𝑞𝑚). При этом локаторы ошибок — это величины,
обратные корням многочлена 𝜎(𝑥).

4. При вычислении значений ошибок выполняется один из следующих пунктов.
4.1. Если среди локаторов стираний 𝑋𝑡+1, . . . , 𝑋𝑡+𝑠 имеется нулевое значение
(в противном случае переходим в пункт 4.2), скажем, 𝑋𝑝 = 0, то пусть

𝑀 = {1, . . . , 𝑙} ∪ {𝑡+ 1, . . . , 𝑡+ 𝑠}∖{𝑝}

— множество индексов локаторов ошибок и стираний без учета индекса 𝑝. Находят-
ся 𝑍𝑗, 𝑗∈𝑀 , например, с помощью алгоритма Форни для обобщенных кодов РС:

𝑍𝑗 =
̃︀𝜔(𝑋−1

𝑗 )∏︀
𝑖∈𝑀∖{𝑗}(1−𝑋𝑖𝑋

−1
𝑗 )

, 𝑗 ∈𝑀. (13)

После этого находятся значения ошибок 𝑌𝑗 = 𝑍𝑗𝐺(𝑋𝑗), 𝑗 ∈𝑀 . У вектора ̃︀𝑣 из 𝑖𝑗-го
символа, 𝑋𝑗 = 𝛼𝑖𝑗 , вычитается значение 𝑌𝑗, 𝑗 ∈𝑀 . При этом получается вектор̃︀𝑢. Пусть для некоторого 𝑖 выполнено 𝛼𝑖 = 0 (в противном случае все локаторы
стираний были бы ненулевые). Вычисляется значение 𝑍𝑝, равное скалярному
произведению вектора ̃︀𝑢 на первую строку матрицы 𝐻. Вычисляется значение
ошибки 𝑌𝑝 = 𝑍𝑝𝐺(𝛼𝑖). Осталось в векторе ̃︀𝑢 из 𝑖-го символа вычесть 𝑌𝑝.
4.2. Если условие 4.1 не выполнено, то пусть 𝑀 = {1, . . . , 𝑙} ∪ {𝑡 + 1, . . . , 𝑡 + 𝑠}.
По формуле (13) находятся значения 𝑍𝑗, затем значения ошибок 𝑌𝑗 = 𝑍𝑗𝐺(𝑋𝑗),
𝑗 ∈ 𝑀 . У вектора ̃︀𝑣 из 𝑖𝑗-го символа, 𝑋𝑗 = 𝛼𝑖𝑗 , вычитается значение 𝑌𝑗, 𝑗 ∈ 𝑀 .
При этом получается вектор ̃︀𝑢.
Если 𝛼𝑖 = 0 для некоторого 𝑖, то вычисляется значение 𝑍0, равное скалярному

произведению вектора ̃︀𝑢 на первую строку матрицы 𝐻. Если 𝑍0 ̸= 0, то вычисляется
значение ошибки 𝑌0 = 𝑍0𝐺(𝛼𝑖). Осталось в векторе ̃︀𝑢 из 𝑖-го символа вычесть 𝑌0.
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Теорема 5. Если в кодовом векторе 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) произошло 𝑡 ошибок и 𝑠
стираний, причем 𝑟 > 2𝑡 + 𝑠 (2𝑟 > 2𝑡 + 𝑠 в случае двоичного сепарабельного
кода Гоппы), 𝑟 = deg𝐺(𝑥), то алгоритм декодирования 3 всегда приводит к
единственному решению, а именно к исходному кодовому вектору 𝑢 кода Γ(𝐿,𝐺).

Доказательство. Пусть Γ(𝐿,𝐺) = 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦) ∩ 𝐹 𝑛. Из неравенства 𝑟 > 2𝑡 + 𝑠

(2𝑟 > 2𝑡 + 𝑠) следует, что ̃︀𝑑 > 2𝑡 + 𝑠 + 1. Поэтому для декодирования вектора
𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) можно применить любой алгоритм декодирования для ОРС кодов, так как
𝑢 ∈ 𝐺𝑅𝑆̃︀𝑘(𝐿, 𝑦). В этом случае остается применить теорему 4 из работы [12]. �

Пример 3. Продолжим рассмотрение примеров 1 и 2. В данном случае Γ(𝐿,𝐺) ⊆
⊆ 𝐺𝑅𝑆12(𝐿, 𝑦), при этом проверочная матрица 𝐻 кода 𝐺𝑅𝑆12(𝐿, 𝑦), учитывая след-
ствие 1, имеет вид

𝐻 =

⎛⎜⎜⎝
𝛼9 𝛼9 𝛼8 𝛼6 𝛼3 𝛼8 𝛼2 𝛼 𝛼12 𝛼6 𝛼12 𝛼2 𝛼4 𝛼4 𝛼 𝛼3

0 𝛼9 𝛼9 𝛼8 𝛼6 𝛼12 𝛼7 𝛼7 𝛼4 𝛼14 𝛼6 𝛼12 1 𝛼 𝛼14 𝛼2

0 𝛼9 𝛼10 𝛼10 𝛼9 𝛼 𝛼12 𝛼13 𝛼11 𝛼7 1 𝛼7 𝛼11 𝛼13 𝛼12 𝛼
0 𝛼9 𝛼11 𝛼12 𝛼12 𝛼5 𝛼2 𝛼4 𝛼3 1 𝛼9 𝛼2 𝛼7 𝛼10 𝛼10 1

⎞⎟⎟⎠.
Пусть, как и ранее, на приемном конце получен вектор

𝑣 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, *, 1, *, 1, 0, 1),
в котором одна ошибка и два стирания. Применим к этому вектору алгоритм декоди-
рования 3.

1. Пусть 𝑠 = 2, 𝑡 = [(2𝑟−𝑠)/2] = 1. Заменив стертые символы на 0, получим вектор ̃︀𝑣:̃︀𝑣 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1).

Найдем компоненты синдромного вектора ̃︀𝑣𝐻𝑇
:

(𝑆0, 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3) = (𝛼12, 𝛼2, 𝛼14, 𝛼2).

Вычисляем известные локаторы стираний:

𝑋2 = 𝛼10 = 𝛼9, 𝑋3 = 𝛼12 = 𝛼11.

Поэтому̃︀𝑆(𝑥) = 𝑆(𝑥)𝜈(𝑥) = (𝛼12 + 𝛼2𝑥+ 𝛼14𝑥2 + 𝛼2𝑥3)(1− 𝛼9𝑥)(1− 𝛼11𝑥) =

= 𝛼12 + 𝛼13𝑥+ 𝛼11𝑥2 + 𝛼13𝑥3 + 𝛼7𝑥5.

2. Определяем 𝑟−1(𝑥) = 𝑥4, 𝑟0(𝑥) = ̃︀𝑆(𝑥), 𝑣−1(𝑥) = 0, 𝑣0(𝑥) = 1. Выполняем неполный
алгоритм Евклида:

𝑟−1(𝑥) = 𝑟0(𝑥)𝑞0(𝑥) + 𝑟1(𝑥),
𝑞0(𝑥) = 0,
𝑟1(𝑥) = 𝑥4,

𝑣1(𝑥) = 𝑣−1(𝑥)− 𝑞0(𝑥)𝑣0(𝑥) = 0,
𝑟0(𝑥) = 𝑟1(𝑥)𝑞1(𝑥) + 𝑟2(𝑥),

𝑞1(𝑥) = 𝛼7𝑥,
𝑟2(𝑥) = 𝛼12 + 𝛼13𝑥+ 𝛼11𝑥2 + 𝛼13𝑥2,

𝑣2(𝑥) = 𝑣0(𝑥)− 𝑞1(𝑥)𝑣1(𝑥) = 1,
𝑟1(𝑥) = 𝑟2(𝑥)𝑞2(𝑥) + 𝑟3(𝑥),

𝑞2(𝑥) = 1 + 𝛼2𝑥,
𝑟3(𝑥) = 𝛼12 + 𝛼2𝑥+ 𝛼12𝑥2,

𝑣3(𝑥) = 𝑣1(𝑥)− 𝑞2(𝑥)𝑣2(𝑥) = 1 + 𝛼2𝑥.
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Так как 𝑡+ 𝑠 = 3, deg 𝑟2(𝑥) = 3, deg 𝑟3(𝑥) < 3, то после третьего шага останавли-
ваемся. Тогда

𝜎(𝑥) = 𝜆𝑣3(𝑥), ̃︀𝜔(𝑥) = 𝜆𝑟3(𝑥).

При 𝜆 = 1 получаем 𝜎(0) = 1, поэтому

𝜎(𝑥) = 1 + 𝛼2𝑥, ̃︀𝜔(𝑥) = 𝛼12 + 𝛼2𝑥+ 𝛼12𝑥2.

3. Корнем многочлена 𝜎(𝑥) является 𝑥1 = 𝛼13, поэтому 𝑋1 = 𝑥−1
1 = 𝛼2 = 𝛼3. Это

значит, что ошибка произошла на 3-й позиции. Итак, на 3-й позиции вектора ̃︀𝑣
точно имеется ошибка, а на позициях 10 и 12, возможно, есть ошибки (после
замены стертых символов нулями мы могли поставить некоторые символы верно).

4. Так как среди локаторов стираний нет нулевых значений, то переходим к пунк-
ту 4.2 алгоритма 3 декодирования. Поскольку код Γ(𝐿,𝐺) двоичный, то 𝑌1 = 1.
Найдем 𝑌2 и 𝑌3. Используем алгоритм Форни:

𝑍2 =
̃︀𝜔(𝑋−1

2 )

(1−𝑋1𝑋
−1
2 )(1−𝑋3𝑋

−1
2 )

= 0, 𝑌2 = 𝑍2𝐺(𝛼10) = 0,

𝑍3 =
̃︀𝜔(𝑋−1

3 )

(1−𝑋1𝑋
−1
3 )(1−𝑋2𝑋

−1
3 )

= 𝛼4, 𝑌3 = 𝑍3𝐺(𝛼12) = 1.

Таким образом, в векторе ̃︀𝑣 две ошибки — на 3-й и 12-й позициях. Поэтому

̃︀𝑢 = (0, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 1).

Так как 𝛼0 = 0, то проверяем, была ли ошибка на 0-й позиции. Скалярное произведе-
ние вектора ̃︀𝑢 на первую строку матрицы 𝐻 дает ноль, поэтому исходный кодовый
вектор равен 𝑢 = ̃︀𝑢.
4. Декодирование кодов Гоппы на основе алгоритма

Берлекэмпа–Месси
Продолжим рассмотрение сравнения (11). Пусть 𝑣 — полученный на приемной

стороне вектор, в котором могут быть ошибки и стирания. Пусть 𝑡 — максималь-
ное число возможных ошибок при фиксированном числе стираний 𝑠 в векторе 𝑣,̃︀𝑑 > 2𝑡+ 𝑠+ 1, 𝑡 = [(̃︀𝑑− 𝑠− 1)/2], 𝑚 — реальное число ошибок, 𝑚 6 𝑡. В этом случае
deg𝜔(𝑥) 6 𝑚+ 𝑠− 1, и необходимым условием выполнения данного сравнения являет-
ся то, что коэффициент многочлена 𝜎(𝑥)̃︀𝑆(𝑥) при 𝑥𝑖, 𝑖 = 𝑚+𝑠,𝑚+𝑠+1, . . . , 2𝑡+𝑠−1,
равен нулю. Учитывая, что 𝜎0 = 0, получаем систему уравнений:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜎0 ̃︀𝑆𝑠+𝑚 + 𝜎1 ̃︀𝑆𝑠+𝑚−1 + . . .+ 𝜎𝑚 ̃︀𝑆𝑠 = 0,

𝜎0 ̃︀𝑆𝑠+𝑚+1 + 𝜎1 ̃︀𝑆𝑠+𝑚 + . . .+ 𝜎𝑚 ̃︀𝑆𝑠+1 = 0,
. . .

𝜎0 ̃︀𝑆𝑠+2𝑡−1 + 𝜎1 ̃︀𝑆𝑠+2𝑡−2 + . . .+ 𝜎𝑚 ̃︀𝑆𝑠+2𝑡−𝑚−1 = 0.

Запишем данную систему в матричном виде:⎛⎜⎜⎝
̃︀𝑆𝑠+𝑚−1

̃︀𝑆𝑠+𝑚−2 . . . ̃︀𝑆𝑠̃︀𝑆𝑠+𝑚
̃︀𝑆𝑠+𝑚−1 . . . ̃︀𝑆𝑠+1

. . . . . . . . . . . .̃︀𝑆𝑠+2𝑡−2
̃︀𝑆𝑠+2𝑡−3 . . . ̃︀𝑆𝑠+2𝑡−𝑚−1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝜎1
𝜎2
. . .
𝜎𝑚

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
−̃︀𝑆𝑠+𝑚

−̃︀𝑆𝑠+𝑚+1

. . .

−̃︀𝑆𝑠+2𝑡−1

⎞⎟⎟⎠ . (14)
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Удалив в системе (14) 2𝑡 − 2𝑚 последних уравнений, получим новую систему с
квадратной матрицей системы порядка 𝑚. Матрицу данной системы обозначим через
𝑀(𝑚, 𝑠).

Теорема 6. Пусть произошло 𝑠 стираний. Матрица 𝑀(𝑚, 𝑠) невырождена
тогда и только тогда, когда произошло 𝑚 ошибок.

Доказательство следует из теоремы 5 работы [12].

Для нахождения решения системы (14) применим следующий алгоритм.

Алгоритм 4 (алгоритм Берлекэмпа–Месси)
Вход: последовательность 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 над некоторым полем.
Выход: LFSR (𝐿, 𝑓(𝑥)) минимальной длины 𝐿, для которого

−𝑎𝑗 =
𝐿∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑎𝑗−𝑖, 𝑗 = 𝐿+ 1, 𝐿+ 2, . . . , 𝑛.

1. Определить 𝑟 := 0, 𝑓(𝑥) := 1, 𝑏(𝑥) := 1, 𝐿 := 0.
2. Цикл 𝑟 := 1, . . . , 𝑛

2.1. Определить Δ := 𝑎𝑟 +
𝐿∑︀
𝑖=1

𝑓𝑖𝑎𝑟−𝑖.

2.2. Если Δ = 0, то 𝑏(𝑥) := 𝑥 · 𝑏(𝑥).
2.3. Если Δ ̸= 0 :

2.3.1. Если 2𝐿 < 𝑟:
𝑏𝑢𝑓(𝑥) := 𝑓(𝑥)−Δ · 𝑥 · 𝑏(𝑥),
𝑏(𝑥) := Δ−1 · 𝑓(𝑥),
𝑓(𝑥) := 𝑏𝑢𝑓(𝑥),
𝐿 := 𝑟 − 𝐿.

2.3.2. Иначе (т. е. выполнено 2𝐿 > 𝑟):
𝑓(𝑥) := 𝑓(𝑥)−Δ · 𝑥 · 𝑏(𝑥),
𝑏(𝑥) := 𝑥 · 𝑏(𝑥).

Теорема 7. Пусть ̃︀𝑑 > 2𝑡+ 𝑠+ 1. Если на вход алгоритма 4 подать последова-
тельность ̃︀𝑆𝑠, ̃︀𝑆𝑠+1,. . . , ̃︀𝑆𝑠+2𝑡−1, то на выходе алгоритма будет верное значение
многочлена локаторов ошибок 𝜎(𝑥).

Доказательство. Пусть ̃︀𝜎(𝑥) — многочлен, полученный после применения ал-
горитма 4. Так как коэффициенты многочлена локаторов ошибок 𝜎(𝑥) являются
решением системы (14), то по свойству алгоритма Берлекэмпа–Месси будет вы-
полнено неравенство 𝐿 6 𝑚 (в данном случае 𝐿 — длина регистра). Удалив в
системе (14) 2𝑡 − 2𝑚 последних уравнений, получим новую систему с квадрат-
ной матрицей системы порядка 𝑚. Из теоремы 6 следует, что данная матрица
невырождена, поэтому полученная новая система имеет единственное решение.
Это значит, что ̃︀𝜎(𝑥) = 𝜎(𝑥). �

Алгоритм 5 (декодирование кода Гоппы на основе алгоритма Берлекэмпа–Месси
на случай ошибок и стираний).

Вход: принятый вектор 𝑣.
Выход: исходный кодовый вектор 𝑢, в котором произошло 𝑠 стираний и не более

𝑡 ошибок, если 𝑟 > 2𝑡+ 𝑠, 𝑟 = deg𝐺(𝑥), 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) ⊆ 𝐺𝑅𝑆𝑛−𝑟(𝐿, 𝑦) (для двоичного
сепарабельного кода 2𝑟 > 2𝑡+ 𝑠, 𝑢 ∈ Γ(𝐿,𝐺) ⊆ 𝐺𝑅𝑆𝑛−2𝑟(𝐿, 𝑦)).
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1. Определяется 𝑡 = [(𝑟 − 𝑠)/2] (𝑡 = [(2𝑟 − 𝑠)/2] в случае двоичного сепарабельного
кода Гоппы). В векторе 𝑣 все стирания заменяются нулями, получая тем самым
вектор ̃︀𝑣. Находятся компоненты 𝑆0, 𝑆1, . . . , 𝑆2𝑡+𝑠−1 синдромного вектора ̃︀𝑣𝐻𝑇

.
Если они все равны нулю, то возвращается вектор ̃︀𝑣 и процедура окончена.
Вычисляются значения локаторов стираний 𝑋𝑡+1 = 𝛼𝑖𝑡+1 , . . . , 𝑋𝑡+𝑠 = 𝛼𝑖𝑡+𝑠 на
основе известных позиций стираний 𝑖𝑡+1, . . . , 𝑖𝑡+𝑠. Вычисляются коэффициенты
модифицированного синдромного многочлена ̃︀𝑆(𝑥).

2. На вход алгоритма 4 подается последовательность ̃︀𝑆𝑠, ̃︀𝑆𝑠+1,. . . , ̃︀𝑆𝑠+2𝑡−1. На выходе
данного алгоритма получается многочлен 𝜎(𝑥). Пусть 𝑙 = deg 𝜎(𝑥).

3. Отыскиваются 𝑙 корней многочлена 𝜎(𝑥) последовательной подстановкой в него
ненулевых элементов поля 𝐺𝐹 (𝑞𝑚). При этом локаторы ошибок — это величины,
обратные корням многочлена 𝜎(𝑥).

4. При вычислении значений ошибок выполняется один из следующих пунктов.
4.1. Если среди локаторов стираний 𝑋𝑡+1, . . . , 𝑋𝑡+𝑠 имеется нулевое значение
(в противном случае переходим в пункт 4.2), скажем, 𝑋𝑝 = 0, то пусть

𝑀 = {1, . . . , 𝑙} ∪ {𝑡+ 1, . . . , 𝑡+ 𝑠}∖{𝑝}

— множество индексов локаторов ошибок и стираний без учета индекса 𝑝. Находят-
ся 𝑍𝑗, 𝑗 ∈𝑀 , например, с помощью алгоритма Форни (13) для обобщенных кодов
РС. После этого находятся значения ошибок 𝑌𝑗 = 𝑍𝑗𝐺(𝑋𝑗), 𝑗 ∈ 𝑀 . У вектора ̃︀𝑣
из 𝑖𝑗-го символа, 𝑋𝑗 = 𝛼𝑖𝑗 , вычитается значение 𝑌𝑗, 𝑗 ∈𝑀 . При этом получается
вектор ̃︀𝑢. Пусть для некоторого 𝑖 выполнено 𝛼𝑖 = 0 (в противном случае все лока-
торы стираний были бы ненулевые). Вычисляется значение 𝑍𝑝, равное скалярному
произведению вектора ̃︀𝑢 на первую строку матрицы 𝐻. Вычисляется значение
ошибки 𝑌𝑝 = 𝑍𝑝𝐺(𝛼𝑖). Осталось в векторе ̃︀𝑢 из 𝑖-го символа вычесть 𝑌𝑝.
4.2. Если условие 4.1 не выполнено, то пусть 𝑀 = {1, . . . , 𝑙} ∪ {𝑡 + 1, . . . , 𝑡 + 𝑠}.
По формуле (13) находятся значения 𝑍𝑗, затем значения ошибок 𝑌𝑗 = 𝑍𝑗𝐺(𝑋𝑗),
𝑗 ∈ 𝑀 . У вектора ̃︀𝑣 из 𝑖𝑗-го символа, 𝑋𝑗 = 𝛼𝑖𝑗 , вычитается значение 𝑌𝑗, 𝑗 ∈ 𝑀 .
При этом получается вектор ̃︀𝑢.
Если 𝛼𝑖 = 0 для некоторого 𝑖 и deg 𝜎(𝑥) строго меньше длины LFSR (полученного

на выходе алгоритма 4), то вычисляется значение 𝑍0, равное скалярному произведению
вектора ̃︀𝑢 на первую строку матрицы 𝐻, а затем вычисляется значение ошибки
𝑌0 = 𝑍0𝐺(𝛼𝑖). Осталось в векторе ̃︀𝑢 из 𝑖-го символа вычесть 𝑌0.

Пример 4. Продолжим рассматривать примеры 1, 2 и 3. Пусть на приемной сто-
роне получен все тот же вектор 𝑣 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, *, 1, *, 1, 0, 1). После замены
стертых символов нулями получаем вектор ̃︀𝑣 = (0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1).
Компоненты синдромного вектора ̃︀𝑆 вычислены в предыдущем примере: ̃︀𝑆0 = 𝛼12,̃︀𝑆1 = 𝛼13, ̃︀𝑆2 = 𝛼11, ̃︀𝑆3 = 𝛼13, ̃︀𝑆4 = 𝛼7. Определяем 𝑠 = 2, 𝑡 = [(2𝑟 − 𝑠)/2] = 1. На вход
алгоритма 4 подаем последовательность ̃︀𝑆2 = 𝛼11, ̃︀𝑆3 = 𝛼13. Получаем 𝜎(𝑥) = 1 + 𝛼2𝑥,
𝐿 = 2. Многочлен ̃︀𝜔(𝑥) можно найти из сравнения ̃︀𝜔(𝑥) ≡ 𝜎(𝑥)̃︀𝑆(𝑥) (mod 𝑥4). После
этого осталось повторить шаги 3 и 4 предыдущего примера.
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