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Аннотация. Использован криволинейный конечный элемент
срединной линии осесимметрично нагруженной оболочки вра-
щения с матрицей жесткости размером 8×8 при выборе узловых
неизвестных в виде перемещений и их первых производных.
Определяющие уравнения на шаге нагружения реализованы в
двух вариантах. В первом варианте использованы соотношения
деформационной теории пластичности, состоящие из выра-
жений упругих и пластических частей. Соотношения между
приращениями деформаций и приращениями напряжений
определялись дифференцированием используемых уравне-
ний. Во втором варианте гипотеза о разделении деформации
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на упругую и пластическую части не использовалась. Разработанные авторами определяющие
уравнения получены на основе предложенной гипотезы о пропорциональности компонент
девиаторов приращений напряжений и компонент девиаторов приращений деформаций с
коэффициентом пропорциональности в виде функции хордового модуля диаграммы дефор-
мирования. Представлен пример расчета, показывающий эффективность разработанного
алгоритма.
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Abstract. A curvilinear finite element of the median line of an axisymmetrically loaded shell of
revolution with a stiffness matrix of 8×8 size is used when choosing nodal unknowns in the form
of displacements and their first derivatives is used. The constitutive equations at the loading step
are implemented in two versions. In the first version, the relations of the deformation theory of
plasticity are used, which consist of expressions for the elastic and plastic parts. The relationships
between strain increments and stress increments were determined by differentiating the equations
used. In the second version, the hypothesis of separation of the deformation into elastic and
plastic parts was not used. The constitutive equations developed by the authors are obtained
on the basis of the hypothesis of the proportionality of the components of the deviators of the
stress increments and the components of the deviators of the increments of deformations with
the coefficient of proportionality as a function of the chord modulus of the deformation diagram.
An example of calculation showing the effectiveness of the developed algorithm is presented.
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Введение

В настоящее время расчеты тонкостенных конструкций опираются на достаточно
развитую теорию оболочек [1–7]. В современных технологических реалиях значитель-
но возрастает необходимость наиболее полного использования прочностных свойств
материалов, которые должны обеспечивать устойчивую работу оболочечной конструк-
ции даже при достижении предельных нагрузок. Действие этих нагрузок носит ярко
выраженный местный характер, что в свою очередь может привести к возникновению
пластических деформаций. Учет физической нелинейности применяемого материа-
ла, несомненно, приводит к более экономичным решениями, позволяя эффективно
оценить работу конструкции [8–13]. В расчетах за пределами упругости широко
используется деформационная теория пластичности с разделением деформации на
упругую и пластическую части. Соотношения между приращениями деформаций и
приращениями напряжений на шаге нагружения определяются дифференцированием
определяющих уравнений деформационной теории пластичности с принятием неиз-
менности объема при пластическом деформировании. При выводе определяющих
уравнений в настоящей работе предложена гипотеза о пропорциональности компонент
девиаторов приращений деформаций компонентам девиаторов приращений напряже-
ний, на основе которой коэффициент пропорциональности получен в виде функции
хордового модуля диаграммы деформирования. В разработанном варианте получения
определяющих уравнений на шаге нагружения исключена операция разделения де-
формации на упругую и пластическую части, что позволило значительно упростить
алгоритм формирования определяющих уравнений.

1. Материалы и методы

1.1. Основные соотношения

В процессе деформирования рассматриваются три положения точки срединной
линии продольного сечения оболочки вращения: исходное (точка 𝐻0), после 𝑗 шагов
нагружения (точка 𝐻, вектор перемещения v) и после (𝑗 + 1) шага (точка 𝐻*, вектор
перемещения Δv). Соответствующие точки, отстоящие на расстоянии 𝜁 от срединной
поверхности, обозначаются символами 𝐻0𝜁 , 𝐻𝜁 и 𝐻*𝜁 .

Положение точки 𝐻0 оболочки вращения описывается радиус-вектором

R0 = 𝑥i+ 𝑟k, (1)
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где 𝑥 — осевая координата, 𝑟 — радиус вращения, являющийся функцией от 𝑥, i, k —
орты декартовой системы координат.

Вектор локального базиса, касательный к срединной линии продольного сечения
оболочки, можно получить дифференцированием (1) по криволинейной координате 𝑠:

e01 = R0
,𝑠 = (i+ 𝑟,𝑥k)𝑥,𝑠. (2)

Орт нормали к срединной поверхности определяется векторным произведением

e0 = e01 × j = −𝑟,𝑥𝑥𝑠i+ 𝑥𝑠k. (3)

Соотношения (2) и (3) можно представить в матричном виде

{e0}
2×1

= [𝑚0]
2×2

{i}
2×1

, {i}
2×1

= [𝑚0]
2×2

−1{e0}
2×1

, (4)

где {e0}𝑇 = {e01e0}; {i}𝑇 = {ik}.
Дифференцированием (2) и (3) с учетом (4) можно сформировать матричное

соотношение
{e0,𝑠}
2×1

= [𝑚0
,𝑠]

2×2

[𝑚0]
2×2

−1{e0}
2×1

= [𝑛]
2×2

{e0}
2×1

. (5)

Рассматриваемые положения произвольной точки оболочки вращения при учете
гипотезы прямой нормали можно описать следующими радиус-векторами (рис. 1):

R0𝜁 = R0 + 𝜁e0, R = R0 + v, R* = R+Δv,

R𝜁 = R0𝜁 + v + 𝜁(e− e0), R*𝜁 = R𝜁 +Δv + 𝜁(e* − e),
(6)

где e и e* — орты нормалей к срединной поверхности оболочки в точках 𝐻 и 𝐻*

соответственно.

Рис. 1. Положение рассматриваемых точек при де-
формировании оболочки

Fig. 1. The position of the points under consideration
when the shell is being deformed
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Векторы перемещения v и Δv, входящие в (6), можно определить выражениями

v = 𝑣1e01 + 𝑣e0, Δv = Δ𝑣1e01 +Δ𝑣e0. (7)

Для определения базисных векторов в точках 𝐻0𝜁 , 𝐻𝜁 и 𝐻*𝜁 выполняется диффе-
ренцирование (6) по глобальной криволинейной координате 𝑠:

e0𝜁1 = R0𝜁
,𝑠 , e𝜁1 = R𝜁

,𝑠 = e0𝜁1 + v,𝑠 + 𝜁(e,𝑠 − e0,𝑠),

e*𝜁1 = R*𝜁
,𝑠 = e𝜁1 +Δv,𝑠 + 𝜁(e*,𝑠 − e,𝑠).

(8)

Входящие в (8) производные векторов перемещений v и Δv определяются с
учетом (5) соотношениями

v,𝑠 = 𝑝11e
0
1 + 𝑝1e

0, v,𝑠𝑠 = 𝑝111e
0
1 + 𝑝11e

0,

Δv,𝑠 = 𝑙11e
0
1 + 𝑙1e

0, Δv,𝑠𝑠 = 𝑙111e
0
1 + 𝑙11e

0.
(9)

Величины 𝑝11 . . . 𝑙11 в соотношениях (9) являются функциями компонент векторов
перемещений v и Δv, а также их производных.

Орты нормалей к срединной поверхности оболочки в точках 𝐻 и 𝐻* определяются
векторными произведениями

e = e1 × j = (R0 + v),𝑠 × j = (e01 + 𝑣,𝑠)× j,

e* = e*1 × j = (R+Δv),𝑠 × j = (e1 +Δv,𝑠)× j.
(10)

Для нахождения деформаций и их приращений в отстоящем на расстоянии 𝜁 от
срединной линии слое оболочки вращения при осесимметричном деформировании
используются соотношения механики сплошной среды [14]

𝜀𝜁11 =
(𝑒𝜁11 − 𝑒0𝜁11)

2
, Δ𝜀𝜁11 =

(𝑒*𝜁11 − 𝑒𝜁11)

2
,

𝜀𝜁22 =
R𝜁k−R0𝜁k

R0𝜁k
, Δ𝜀𝜁22 =

R*𝜁k−R𝜁k

R𝜁k
,

(11)

где ковариантные компоненты метрических тензоров для исходного и деформирован-
ного состояний определяются произведениями соответствующих базисных векторов

𝑒𝜁11 = e𝜁1 · e
𝜁
1, 𝑒0𝜁11 = e0𝜁1 · e0𝜁1 , 𝑒*𝜁11 = e*𝜁1 · e*𝜁1 . (12)

Выражения (11) с учетом (8)–(10) и (12) можно переписать в виде

𝜀𝜁11 = 𝑣1,𝑠 − 𝑘𝑣 + 𝜁(−𝑘𝑣1,𝑠 − 𝑘,𝑠𝑣
1 − 𝑣,𝑠𝑠), 𝜀𝜁22 = 𝑣𝑘2 + 𝑘1𝑣

1 + 𝜁(−𝑘1𝑣,𝑠 − 𝑘𝑘1𝑣
1),

Δ𝜀𝜁11 = Δ𝑣1,𝑠 − 𝑘Δ𝑣 + 𝜁(−𝑘Δ𝑣1,𝑠 − 𝑘,𝑠Δ𝑣
1 −Δ𝑣,𝑠𝑠),

Δ𝜀𝜁22 = Δ𝑣𝑘2 + 𝑘1Δ𝑣
1 + 𝜁(−𝑘1Δ𝑣,𝑠 − 𝑘𝑘1Δ𝑣

1),

(13)

где 𝑘 = 𝑟,𝑥𝑥𝑥
3
,𝑠, 𝑘1 = 𝑟,𝑥𝑥,𝑠/𝑟, 𝑘2 = 𝑥,𝑠/𝑟.

Деформации (13) представляются в более компактной форме следующим образом:

𝜀𝜁𝛼𝛽 = 𝜀+ 𝜁𝜒𝛼𝛽, Δ𝜀𝜁𝛼𝛽 = Δ𝜀𝛼𝛽 + 𝜁Δ𝜒𝛼𝛽, (14)
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где 𝜀𝛼𝛽 и 𝜒𝛼𝛽 — деформации и искривления срединной поверхности в точке 𝐻, Δ𝜀𝛼𝛽 и
Δ𝜒𝛼𝛽 — приращения деформаций и искривлений срединной поверхности в точке 𝐻*.

Соотношения (14) можно представить в матричном виде

{𝜀𝜁}
2×1

= [𝐺]
2×4

{𝜀}
4×1

= [𝐺]
2×4

[𝐿]
4×2

{𝑣}
2×1

, {Δ𝜀𝜁}
2×1

= [𝐺]
2×4

{Δ𝜀}
4×1

= [𝐺]
2×4

[𝐿]
4×2

{Δ𝑣}
2×1

, (15)

где {𝜀}𝑇 = {𝜀11𝜀22𝜒11𝜒22}, {Δ𝜀}𝑇 = {Δ𝜀11Δ𝜀22Δ𝜒11Δ𝜒22}, {𝑣}𝑇 = {𝑢𝑤}, {Δ𝑣}𝑇 =
= {Δ𝑢Δ𝑤}, [𝐿] — матрица дифференциальных и алгебраических операторов.

1.2. Зависимости между приращениями деформаций и приращениями
напряжений на шаге нагружения

В первом варианте соотношения между компонентами деформаций и напряжений
на шаге нагружения устанавливались на основе положений деформационной теории
пластичности [15]:

𝜀𝜁𝛼𝛽 = 𝜀𝜁𝑒𝛼𝛽 + 𝜀𝜁𝑝𝛼𝛽, (16)

где 𝜀𝜁𝑒𝛼𝛽, 𝜀
𝜁𝑝
𝛼𝛽 — упругие и пластические деформации соответственно.

Согласно [15] компоненты девиаторов упругих и пластических деформаций про-
порциональны компонентам девиатора напряжений:

𝜀𝜁𝑒𝛼𝛼 − 𝜀𝑒𝑠 =
3

2

𝜀𝑒𝑖
𝜎𝑖
(𝜎𝛼𝛼 − 𝜎𝑠), 𝜀𝜁𝑝𝛼𝛼 − 𝜀𝑝𝑠 =

3

2

𝜀𝑝𝑖
𝜎𝑖
(𝜎𝛼𝛼 − 𝜎𝑠), 𝛼 = 1, 2, (17)

где 𝜀𝑒𝑠 и 𝜀𝑝𝑠 — средняя упругая и пластическая деформации, 𝜀𝑒𝑖 и 𝜀𝑝𝑖 — интенсивности
упругих и пластических деформаций соответственно, 𝜎𝑠 — среднее напряжение.

В соотношениях (17) полагается, что при пластическом деформировании изменения
объема не происходит (𝜀𝑝𝑠 =

𝜀11+𝜀22+𝜀33
3

= 0).
Таким образом, суммарные деформации на шаге нагружения можно представить

соотношениями
𝜀𝜁𝛼𝛼 − 𝜀𝑠 =

3

2

𝜀𝑖
𝜎𝑖
(𝜎𝛼𝛼 − 𝜎𝑠), (18)

где 𝜀𝑠 = 𝜀𝑒𝑠 + 𝜀𝑝𝑠 = 𝜀𝑒𝑠, 𝜀𝑖 = 𝜀𝑒𝑖 + 𝜀𝑝𝑖 .
Связь между средней деформацией и средним напряжением, входящими в (18),

такая же, как и в пределах упругости [15]:

𝜀𝑠 =

(︂
1− 2𝑣

𝐸

)︂
𝜎𝑠 = 𝐾1𝜎𝑠, (19)

где 𝑣 — коэффициент поперечной деформации, 𝐸 — модуль упругости материала
оболочки.

Приращения деформаций на шаге нагружения определялись дифференцированием
(18) и представлялись в общем виде следующим образом:

Δ𝜀𝜁𝛼𝛼 =
𝜕𝜀𝜁𝛼𝛼
𝜕𝜎11

Δ𝜎11 +
𝜕𝜀𝜁𝛼𝛼
𝜕𝜎22

Δ𝜎22. (20)

На основе (20) формируется матричное соотношение

{Δ𝜀𝜁}
2×1

= [𝐷1]
2×2

{Δ𝜎}
2×1

, (21)
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где {Δ𝜀𝜁}𝑇 = {Δ𝜀𝜁11Δ𝜀
𝜁
22}, {Δ𝜎}𝑇 = {Δ𝜎11Δ𝜎22}, [𝐷1] — матрица упругопластическо-

го деформирования на шаге нагружения.
Во втором варианте определяющие уравнения записаны на основе предложен-

ной гипотезы о пропорциональности компонент девиаторов приращений деформаций
компонентам девиаторов приращений напряжений:

Δ𝑒𝑖𝑗 = 𝜙Δ𝑠𝑖𝑗, (22)

где Δ𝑒𝑖𝑗 = Δ𝜀𝑖𝑗 −Δ𝜀𝑠, Δ𝑠𝑖𝑗 = Δ𝜎𝑖𝑗 −Δ𝜎𝑠; Δ𝜀𝑠, Δ𝜎𝑠 — первые инварианты тензоров
приращений деформаций и приращений напряжений.

Для определения коэффициента 𝜙, входящего в (22), используются соотноше-
ния [16]

𝜀Δ𝑖 =

√︂
2

3
Δ𝑒𝑖𝑗Δ𝑒𝑖𝑗, 𝜎Δ

𝑖 =

√︂
3

2
Δ𝑠𝑖𝑗Δ𝑠𝑖𝑗, (23)

где 𝜀Δ𝑖 — интенсивность приращений деформаций, 𝜎Δ
𝑖 — интенсивность приращений

напряжений.
Подставляя (22) в (23), можно получить выражения коэффициента 𝜙 в виде

𝜙 =
3

2

𝜀Δ𝑖
𝜎Δ
𝑖

. (24)

На шаге нагружения принимается равенство

𝜀Δ𝑖
𝜎Δ
𝑖

=
Δ𝜀𝑖
Δ𝜎𝑖

, (25)

где Δ𝜀𝑖 — приращение интенсивности деформации, Δ𝜎𝑖 — приращение интенсивности
напряжений.

Отношение приращений интенсивностей напряжений и деформаций обозначается
хордовым модулем диаграммы деформирования (𝐸ℎ), а так как на шаге нагружения
он неизвестен, то хордовый модуль заменяется касательным модулем диаграммы
деформирования (𝐸𝑘).

При учете (24), (25) коэффициент 𝜙 определяется выражением

𝜙 =
3

2

Δ𝜀𝑖
Δ𝜎𝑖

=
3

2

1

𝐸ℎ

=
3

2

1

𝐸𝑘

. (26)

На основании эксперимента при растяжении стержня между средними значениями
устанавливается зависимость

𝜀 =
3

2
𝜎𝑠

(︂
1− 2𝑣

1 + 𝑣

)︂
1

𝐸𝑠

= 𝐾2𝜎𝑠, (27)

где 𝐸𝑠 — секущий модуль диаграммы деформирования.
На основе (26) и (27) из (22) определяются соотношения между приращениями де-

формаций и приращениями напряжений. Для осесимметрично нагруженной оболочки
они запишутся выражениями

Δ𝜀𝜁𝛼𝛼 =
3

2𝐸𝑘

Δ𝜎𝛼𝛼 −Δ𝜎𝑠

(︂
3

2

1

𝐸𝑘

−𝐾2

)︂
,

или в матричном виде
{Δ𝜀𝜁}

2×1

= [𝐷2]
2×2

{Δ𝜎}
2×1

. (28)
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1.3. Конечный элемент и матрица жесткости на шаге нагружения

Для случая осесимметричного нагружения наиболее целесообразным является
использование одномерного конечного элемента с узлами 𝑖 и 𝑗 [17].

Компоненты вектора перемещения внутренней точки конечного элемента в ис-
ходном и деформированном состояниях определяются через узловые неизвестные
следующим образом:

{𝑣}
2×1

= [𝐴]
2×8

{𝑈 𝑙
𝑦}

8×1

, {Δ𝑣}
2×1

= [𝐴]
2×8

{Δ𝑈 𝑙
𝑦}

8×1

{𝑈 𝑙
𝑦}

8×1

= [𝑇 ]
8×8

{𝑈 𝑔
𝑦 }

8×1

, (29)

где матрица [𝐴] содержит полиномы Эрмита третьей степени, {𝑈 𝑙
𝑦}

8×1

𝑇 , {𝑈 𝑔
𝑦 }

8×1

𝑇 — строки

узловых неизвестных конечного элемента в локальной и глобальной системах коор-
динат, [𝑇 ]

8×8

— матрица преобразования узловых неизвестных из локальной системы

координат в глобальную.
Матрица-столбец приращений деформаций на шаге нагружения при учете (15) и

(29) может быть представлена в виде

{Δ𝜀𝜁𝛼𝛽}
2×1

= [𝐺]
2×4

[𝐿]
4×2

[𝐴]
2×8

{Δ𝑈 𝑙
𝑦}

8×1

= [𝐺]
2×4

[𝐵]
4×8

{Δ𝑈 𝑙
𝑦}

8×1

. (30)

Для формирования матрицы жесткости конечного элемента используется функ-
ционал, определяющий равенство возможных работ внешних и внутренних сил на
шаге нагружения:

Φ =

∫︁
𝑉

{Δ𝜀𝜁}
2×1

𝑇
(︂
{𝜎}
2×1

+ {Δ𝜎}
2×1

)︂
𝑑𝑉 −

∫︁
𝐹

{Δ𝑣}
2×1

𝑇

(︂
{𝑃}
2×1

+ {Δ𝑃}
2×1

)︂
𝑑𝐹, (31)

где 𝑉 — объем элемента, 𝐹 — площадь приложения нагрузки, {𝑃}𝑇 = {𝑃11𝑃22},
{Δ𝑃}𝑇 = {Δ𝑃11Δ𝑃22} — внешние нагрузки после 𝑗 шагов нагружения и ее прираще-
ния на (𝑗 + 1)-м шаге нагружения.

Подставляя в функционал (31) выражения (21), (28)–(30) и выполняя его миними-
зацию по глобальным узловым неизвестным [17], можно получить матрицу жесткости
конечного элемента [𝐾] и вектор его узловых усилий [𝑓 ], связанных соотношением

[𝐾]
8×8

{𝑈 𝑔
𝑦 }

8×1

= {𝑓}
8×1

− {𝑅}
8×1

, (32)

где
[𝐾]
8×8

= [𝑇 ]
8×8

𝑇

∫︁
𝑉

[𝐵]
8×4

𝑇 [𝐺]
4×2

𝑇 [𝐷𝑛]
2×2

[𝐺]
2×4

[𝐵]
4×8

𝑑𝑉 [𝑇 ]
8×8

, {𝑓}
8×1

= [𝑇 ]
8×8

𝑇

∫︁
𝐹

[𝐴]
8×2

𝑇{Δ𝑃}
2×1

𝑑𝐹,

{𝑅}
8×1

= [𝑇 ]
8×8

𝑇 ∫︀
𝐹

[𝐴]
8×2

𝑇{𝑃}
2×1

𝑑𝐹 − [𝑇 ]
8×8

𝑇 ∫︀
𝑉

[𝐵]
8×4

𝑇 [𝐺]
4×2

{Δ𝜎}
2×1

𝑑𝑉 — невязка Ньютона –Рафсона на

рассматриваемом шаге нагружения.
Интегралы, входящие в (32), определялись численно на основе формул Гаусса.

2. Результаты
В качестве примера была решена тестовая задача по определению напряженного

состояния оболочки вращения в форме усеченного эллипсоида, изображенного на
рис. 2.

Оболочка, нижний край которой жестко защемлен (𝑤 = 0, 𝑤𝑠 = 0), загружена
внутренним давлением интенсивности 𝑞. Были приняты следующие исходные данные:
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Рис. 2. Усеченная оболочка вращения
Fig. 2. Truncated shell of revolution

внутреннее давление 𝑞 = 5МПа; коэффи-
циент Пуассона 𝑣 = 0.32; модуль упру-
гости 𝐸 = 7 · 105 МПа; толщина обо-
лочки 𝑡 = 0.02м; параметры эллипса:
𝑎 = 1.3м, 𝑏 = 0.9м; высота усеченной обо-
лочки ℎ = 1.2м; интенсивность напряже-
ния, соответствующая пределу текучести,
𝜎𝑖𝑇 = 200МПа, интенсивность деформа-
ции, соответствующая пределу текучести,
𝜀𝑖𝑇 = 0.0023. По условию сходимости вы-
числительного процесса на первом шаге
нагружения при различных вариантах дис-
кретизации оболочки было принято доста-
точным разбиение рассматриваемой кон-
струкции на 32 элемента.

Было реализовано два варианта расчета. В первом варианте получены конечно-
элементные решения на основании определяющих уравнений деформационной теории
пластичности (21). Во втором варианте найдены конечно-элементные решения при
использовании определяющих уравнений (28), полученных на основе предложенной
гипотезы о пропорциональности компонент девиаторов приращений деформаций и
девиаторов приращений напряжений.

Для представления диаграммы деформирования на участке упрочнения использо-
валась параболическая функция вида

𝜎𝑖 = 𝐴𝜀2𝑖 +𝐵𝜀𝑖 + 𝐶, (33)

где 𝐴 = −23461.55 МПа, 𝐵 = 181201.17 МПа, 𝐶 = 1574.3 МПа.
Результаты конечно-элементных решений в зависимости от числа шагов нагруже-

ния представлены в табл. 1, 2. В них приведены значения меридиональных напряже-

Таблица 1 / Table 1
Меридиональные напряжения при использовании
предположения о неизменности объема в результате

пластических деформаций
Meridional stresses using the assumption of volume

invariance as a result of plastic deformations
Координаты Напряжение, МПа
Coordinates Stress, MPa

Число шагов нагружения, 𝑛
𝑥, см / cm 𝜁, см / cm Number of loading steps, 𝑛

30 50 70
−1.0 274.21 274.50 277.50
−0.5 235.20 229.50 238.20

0.0 0.0 119.00 121.40 119.50
0.5 −28.30 −28.30 −29.10
1.0 −177.50 −176.80 −178.30

−1.0 4.80 5.17 5.13
−0.5 3.70 2.65 2.68

120.0 0.0 0.15 0.19 0.17
0.5 −2.40 −2.36 −2.30
1.0 −4.80 −4.78 −4.79
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Таблица 2 / Table 2

Меридиональные напряжения при использовании
второго варианта определяющих уравнений

Meridional stresses when using the second version
of the constitutive equations

Координаты Напряжение, МПа
Coordinates Stress, MPa

Число шагов нагружения, 𝑛
𝑥, см / cm 𝜁, см / cm Number of loading steps, 𝑛

30 50 70
−1.0 273.05 275.50 276.10
−0.5 226.30 227.60 230.50

0.0 0.0 119.60 120.40 122.60
0.5 −25.20 −26.30 −29.50

1.0 −176.60 −177.80 −178.40

−1.0 4.90 5.12 5.12
−0.5 3.62 2.72 2.65

120.0 0.0 0.15 0.17 0.18
0.5 −2.30 −2.32 −2.30

1.0 −4.74 −4.75 −4.89

ний в зависимости от координаты 𝜁 в характерных точках конструкции: в опорном
сечении и верхней границе.

Как видно из данных табл. 1, 2, картина напряженного состояния оболочки при
нелинейном упрочнении диаграммы деформирования в обоих вариантах определяю-
щих уравнений изменяется несущественно (отклонения в пределах 1%).

Для наглядности и удобства анализа полученных результатов при числе шагов
𝑛 = 70 в опорном сечении оболочки были построены эпюры напряжений (рис. 3),
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Рис. 3. Эпюры меридиональных напряжений в опорном сечении: а — классический вариант
определяющих уравнений, б — предложенный вариант определяющих уравнений

Fig. 3. Diagrams of meridional stresses in the reference section: a — the classical version of
constitutive equations, b — the proposed version of the constitutive equations
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а также зависимости напряжений вдоль координаты 𝑠 на внутренней стороне оболочки
(рис. 4).
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Рис. 4. Графики изменения меридиональных (а ) и кольцевых (б) напряжений на внутренней
стороне оболочки в зависимости от координаты 𝑠

Fig. 4. Graphs of changes in the meridional (a) and hoop (b) stresses on the inner side of the
shell depending on the coordinate 𝑠

3. Обсуждения

Для верификации полученных результатов производился анализ сходимости вы-
числительного процесса. При различных числах шагов нагружения сравнивались
полученные значения конечно-элементных решений в рассматриваемых точках кон-
струкции.

Как видно из данных табл. 1, 2, сходимость численных значений меридиональных
напряжений в опорном сечении в зависимости от числа шагов нагружения выполняет-
ся. Значения контролируемых параметров напряженного состояния несущественно
отличаются друг от друга (в пределах 1%).

Для рассматриваемой конструкции проверялось выполнение уравнения статики:
сумма проекций всех сил на ось 𝑂𝑥 равна нулю

𝑃𝑧 − 𝑃𝑣 = 0, (34)

где 𝑃𝑧 — проекция равнодействующей всех заданных сил на ось 𝑂𝑥, 𝑃𝑣 — проекция
равнодействующей всех внутренних усилий на ось 𝑂𝑥.

Численное значение 𝑃𝑧 определялось по формуле

𝑃𝑧 = 𝑞(𝜋𝑅2
2 − 𝜋𝑅2

1) = 50(3.14(89)2 − 3.14(33.61)2) = 10667.13 кН. (35)

Чтобы определить внутреннее усилие в опорном сечении, необходимо разбить эпю-
ру напряжений на элементарные геометрические фигуры и найти их площади, затем
умножить полученные усилия на соответствующие данному слою длины окружностей.
Суммированием полученных растягивающих и сжимающих усилий определяется
значение силы в рассматриваемом сечении.
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Cуммарные внутренние усилия получились равными 𝑃𝑣 = 10843.9 кН и 𝑃𝑣 =
= 10756.9 кН соответственно при использовании определяющих соотношений, полу-
ченных на основании (21) и на основании (28). Погрешности вычислений составили
𝛿 = 1.64% и 𝛿 = 0.84% соответственно.

Третьим критерием верификации вычислительного процесса был контроль зна-
чения меридионального напряжения на срединной линии поперечного сечения в
верхнем крае оболочечной конструкции. В соответствии с физическим смыслом за-
дачи значение напряжения должно стремиться к нулю, так как данный край не
загружен.

Анализируя результаты из табл. 1, 2, можно с уверенностью сказать, что данный
критерий выполняется.

Заключение

Исходя из вышеизложенного материала, можно заключить, что алгоритм получе-
ния определяющих уравнений осесимметрично нагруженных оболочек вращения при
учете физической нелинейности применяемого материала на основе предложенной
гипотезы о пропорциональности компонент девиатора приращений деформаций и
компонент девиатора приращений напряжений является корректным и позволяет
получать конечно-элементные решения достаточной степени точности. Использова-
ние предположения о неизменности объема в результате пластических деформаций
является, по мнению авторов, не совсем корректным. Как показал сравнительный
анализ, выполненный для различных вариантов формирования матрицы пластично-
сти на шаге нагружения, связь между средним линейным напряжением и средней
линейной деформацией можно осуществлять в виде (27). Это, по мнению авторов,
более соответствует физическому смыслу процесса деформирования и значительно
упрощает процесс формирования матрицы пластичности на шаге нагружения.
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