
А. Н. Малютина. О непрерывности некоторых классов и подклассов отображений

Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика. Инфор-
матика. 2022. Т. 22, вып. 3. С. 287–292
Izvestiya of Saratov University. Mathematics. Mechanics. Informatics, 2022, vol. 22, iss. 3,
pp. 287–292
mmi.sgu.ru https://doi.org/10.18500/1816-9791-2022-22-3-287-292, EDN: JWHHEK

Научная статья
УДК 517.98

О непрерывности некоторых классов и подклассов отображений
c 𝑠-усредненной характеристикой

А. Н. Малютина

Национальный исследовательский Томский государственный университет, Россия, 634050, г. Томск,
пр. Ленина, д. 36
Малютина Александра Николаевна, кандидат физико-математических наук, преподаватель кафедры
математического анализа и теории функций, nmd@math.tsu.ru, https://orcid.org/0000-0003-4017-8543,
AuthorID: 8175

Аннотация. По известной теореме вложения С. Л. Соболева, если 𝐺— ограниченная область
евклидова пространства R𝑛 и функция 𝑓 — функция, имеющая первые обобщенные производ-
ные, суммируемые со степенью 𝑝, то она непрерывна в 𝐺. Если 1 < 𝑝 6 𝑛, этого свойства,
вообще говоря, может и не быть. В настоящей работе мы находим необходимые условия,
при которых некоторые классы и подклассы отображений с 𝑠-усредненной характеристикой
1 < 𝑠 6 𝑛 будут непрерывными. Примеры подклассов таких отображений с указанными выше
свойствами приведены в наших работах.
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Abstract. According to the well-known theorem of S. L. Sobolev, if 𝐺 is a bounded domain of
Euclidean space and a function is a function having the first generalized derivatives summable
with degree 𝑝, then it is continuous in 𝐺. If 1 < 𝑝 6 𝑛 this property, generally speaking, may
not be. In this paper, we find the necessary conditions under which some classes and subclasses
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По известной теореме С. Л. Соболева [1, с. 64], если 𝐺— ограниченная область
евклидова пространства R𝑛 и функция 𝑓 : 𝐺→ R1, 𝑓 ∈ 𝑊 1

𝑝,𝑙𝑜𝑐(𝐺), 𝑝 > 𝑛 [1, с. 64], то
она непрерывна в 𝐺. Если 1 < 𝑝 6 𝑛, этого свойства, вообще говоря, может и не
быть. В настоящей работе мы обобщаем результаты, полученные в [2], и находим
необходимые условия, при которых некоторые классы и подклассы отображений с
𝑠-усредненной характеристикой 1 < 𝑠 6 𝑛 будут непрерывными. Примеры подклассов
таких отображений с указанными выше свойствами приведены в [3,4].

Пусть область 𝐺 ⊂ R𝑛, 𝑓 : 𝐺 → R𝑛, 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝑛(𝐺), 1 < 𝑠 6 𝑛, пусть для любого

𝑦 ∈ 𝐺 выполняются неравенства∫︁
𝐺

(𝜆(𝑥, 𝑓))𝑠 𝑘 (|𝑥− 𝑦|) 𝑑𝜎𝑥 < 𝑀, (1)

∫︁
𝐺

(𝜆*(𝑥, 𝑓))𝑠
*
𝑘 (|𝑥− 𝑦|) 𝑑𝜎𝑥 < 𝑀*, (2)

где функция 𝑘(𝑡) определена при 𝑡 > 0, положительна, не возрастает и lim
𝑡→0+

𝑘(𝑡) = +∞.

В случае (1) будем говорить, что отображение с (𝑠, 𝑘)-усредненной характеристикой,
а в случае (2) — отображение с (𝑠*, 𝑘)-усредненной характеристикой, где функция
𝑓 ∈ 𝑊 1

𝑛(𝐺, 𝑘,𝑀), 1 < 𝑠 < 𝑛.

Теорема. Пусть 𝑓 — отображение с (𝑠*, 𝑘)-усредненной характеристикой и
выполнено неравенство

𝑎∫︁
0

𝑘
1
𝑠* (𝑡)𝑡

𝑛
𝑠* 𝑑𝑡 < +∞, 𝑎 > 𝑛− 𝑝. (3)

Если 𝑓 ∈ 𝑊 1
𝑛,𝑙𝑜𝑐(𝐺), 𝑓−1 ∈ 𝑊 1

𝑛,𝑙𝑜𝑐(𝐺) и для 1 < 𝑠 6 𝑛, и для любой точки 𝑦 ∈ 𝐺

𝐼

⎛⎝∫︁
𝐺

(︂
|∆𝑓 |𝑛

𝐽(𝑥, 𝑓)

)︂𝑠

||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠ < 𝑀, (4)

если 𝛼 > 𝑛− 𝑠, то на любом компакте 𝐴 из области 𝐺 функция 𝑓 эквивалентна
некоторой непрерывной функции.

Доказательство. Доказательство теоремы следует из теоремы Арцела. Для
этого построим равностепенно непрерывную и равномерно ограниченную на 𝐾 по-
следовательность функций, сходящуюся к функции 𝑓 почти везде в 𝐺. Рассмотрим
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последовательность 𝜀-усреднений функции 𝑓 по С.Л. Соболеву при достаточно малых
𝜀. Здесь 𝜀-усреднением функции 𝑓 по С. Л. Соболеву [1, с. 34] является функция

𝑓𝜀 = 𝜀−𝑛

∫︁
R𝑛

𝜙

(︂
𝑥− 𝑢

𝜀

)︂
𝑓(𝑢) 𝑑𝑢 = 𝜀−𝑛

∫︁
𝐵(0,𝜀)

𝜙
(︁𝑢
𝜀

)︁
𝑓(𝑥− 𝑢) 𝑑𝑢.

Из [1, с. 79] следует, что вне области 𝐺 функция 𝑓𝜀 = 0. Известно [1, с. 34], что
функция 𝑓𝜀 бесконечно дифференцируема в R𝑛 и ||𝑓𝜀 − 𝑓 ||𝑝,R𝑛 → 0 при 𝜀→ 0 и что
𝜕𝑓𝜀
𝜕𝑥𝑖

=
(︁

𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖

)︁
𝜀
. Существуют открытые множества 𝐺1 и 𝐺2 такие, что компакт

𝐾 ⊂ 𝐺1 ⊂ 𝐺2, 𝐺1 ⊂ 𝐺2, 𝐺2 ⊂ 𝐺,

где 𝐺𝑖 — замыкание множества 𝐺𝑖, 𝑖 = 1, 2. Покажем, что для достаточно малых 𝜀

𝐼

⎛⎝∫︁
𝐺

|∆𝑓 |𝑛

𝐽(𝑥, 𝑓)
||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠ < 𝑀, 𝑦 ∈ 𝐺2.

Используя обобщенное неравенство Минковского [5] и условие (1), получим

𝐼

⎛⎝∫︁
𝐺2

|∆𝑓 |𝑛

𝐽(𝑥, 𝑓)
||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠ =

=

⎡⎢⎣∫︁
𝐺2

𝜀−𝑛

∫︁
𝐵(0,𝜀)

𝜙
(︁𝑢
𝜀

)︁ |∆𝑓(𝑥− 𝑢)|𝑛

𝐽(𝑥, 𝑓)
𝑑𝑢||𝑥− 𝑦||𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎤⎥⎦
1
𝑠

6

6 𝜀−𝑛

∫︁
𝐵(0,𝜀)

⎡⎣∫︁
𝐺2

𝜙
(︁𝑢
𝜀

)︁(︂ |∆𝑓(𝑥− 𝑢)|𝑛

𝐽(𝑥, 𝑓)

)︂𝑠

||𝑥− 𝑦||𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎤⎦ 1
𝑠

𝑑𝑢 6

6 𝜀−𝑛𝑀

∫︁
𝐵(0,𝜀)

𝜙
(︁𝑢
𝜀

)︁
= 𝑀, (5)

если (𝑦 − 𝑢) ∈ 𝐺, т. е. при 𝜀 < 𝜀0, где 𝜀0 меньше расстояния от границы множества
𝐺2 до границы 𝐺. Из неравенства (5) следует, что ∀𝑦 ∈ 𝐺2 выполнено неравенство:⎛⎝∫︁

𝐺

|∆𝑓 |𝑛

𝐽(𝑥, 𝑓)
||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠𝑠

< 𝑛
𝑛
2𝑀, если 𝐵(𝑦, 𝑟) ⊂ 𝐺2.

Из (3) следует, что непрерывные функции 𝑓𝜀 при 𝜀 < 𝜀0 удовлетворяют условию
леммы Ч. Морри [6, с. 11], поэтому для любых точек 𝑥, 𝑦, таких, что шар

𝐵

(︂
𝑥+ 𝑦

2
,
3

2
|𝑥− 𝑦|

)︂
⊂ 𝐺2, |𝑓𝜀(𝑥) − 𝑓𝜀(𝑦)| < 𝑁 |𝑥− 𝑦|𝛽,

где 𝛽 = 𝛼−𝑛+𝑠
𝑠

и 𝑁 зависит от 𝑀 , 𝑛, 𝑠, 𝛼.
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Таким образом, семейство функций 𝑓𝜀 при 𝜀 < 𝜀0 на 𝐾 равностепенно непрерывно.
Покажем, что функции 𝑓𝜀 при 𝜀 < 𝜀0 на 𝐾 ограничены одним числом. Существует
функция 𝜂 ∈ 𝐷 такая, что ее носитель лежит в 𝐺2 и 𝜂(𝑥) = 1 для 𝑥 ∈ 𝐺1 [7, с. 16].

Функция 𝑓𝜂 ∈ 𝑊 1
𝑝 (R𝑛). Доопределим 𝑓 ≡ 0 вне области 𝐺. Для 𝜙 ∈ 𝐷, то

имеем [8]∫︁
R𝑛

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑥𝑖
𝑓 + 𝜂

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝜙𝑑𝑥 =

∫︁
𝐺

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝑥𝑖
𝑓 + 𝜂

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝜙𝑑𝑥 =

∫︁
𝐺

⎛⎝ 𝜕𝜂

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝜙 𝑑𝑥+

∫︁
𝐺

𝜂𝜙
𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥

⎞⎠=

=

∫︁
𝐺

⎛⎝ 𝜕𝜂

𝜕𝑥𝑖
𝑓𝜙 𝑑𝑥−

∫︁
𝐺

𝑓𝜂𝜙
𝜕(𝜂𝜙)

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥

⎞⎠ = −
∫︁
𝐺

𝑓𝜂𝜙
𝜕𝜙

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥. (6)

Из (6) следует, что обобщенная производная

𝜕(𝜂, 𝑓)

𝜕𝑥𝑖
=

𝜕𝜂

𝜕𝑥𝑖
𝑓 + 𝜂

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
. (7)

Покажем, что для функции 𝜂𝑓

𝐼

⎛⎝∫︁
𝐺

⃒⃒⃒⃒
|∆𝜂𝑓 |𝑛

𝐽(𝑥, 𝑓)

⃒⃒⃒⃒𝑠
||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠ < 𝑀, ∀ 𝑦 ∈ 𝐾.

Из (7) следует, что

𝐼

⎛⎝∫︁
𝐺

⃒⃒⃒⃒
|∆𝜂𝑓 |𝑛

𝐽(𝑥, 𝜂𝑓)

⃒⃒⃒⃒𝑠
||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠ 6
6 𝐼

⎛⎝∫︁
𝐺

⃒⃒⃒⃒
|∆𝜂|𝑛

𝐽(𝑥, 𝜂𝑓)
𝑓

⃒⃒⃒⃒𝑠
||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠+ 𝐼

⎛⎝∫︁
𝐺

⃒⃒⃒⃒
𝜂

|∆𝑓 |𝑛

𝐽(𝑥, 𝜂𝑓)

⃒⃒⃒⃒𝑠
||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠ 6
6 𝐼

⎛⎝∫︁
𝐺

⃒⃒⃒⃒
|∆𝜂|𝑛

𝐽(𝑥, 𝜂𝑓)
𝑓

⃒⃒⃒⃒𝑠
||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠
𝑦∈𝐺2

+ 𝐼

⎛⎝∫︁
𝐺

⃒⃒⃒⃒
𝜂
|∆𝑓 |𝑛

𝐽(𝑥, 𝑓)

⃒⃒⃒⃒𝑠
||𝑥− 𝑦||−𝛼 𝑑𝜎𝑥

⎞⎠
𝑦∈𝐺2

6

6 𝐴𝑑
−𝛼
𝑠 𝐵 + 𝐶𝑀 = 𝑀1, (8)

где 𝐴 = max 𝜕𝜂
𝜕𝑥𝑖

, 𝑥 ∈ 𝐺2; 𝐶 = max 𝜂(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺2; 𝐵 = ||𝑓 ||𝑝,𝐺; 𝑑— расстояние между
границами множеств 𝐺1 и 𝐺2. Известно [8], что функция 𝜙 ∈ 𝐷 удовлетворяет
условиям теоремы и, применяя условие Гёльдера и оценки (8), получаем

|𝜂(𝑥)𝑓𝜀(𝑥)| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 1

𝜔𝑛−1

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
R𝑛

𝜕(𝜂𝑓𝜀)

𝜕𝑥𝑖
(𝑥− 𝑦)

𝑦𝑖
|𝑦|𝑛

𝑑𝑦𝜎𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6
1

𝜔𝑛−1

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
𝐺2

𝜕(𝜂𝑓𝜀)

𝜕𝑦𝑖
(𝑦)

𝑑𝜎𝑦
|𝑦 − 𝑥|𝑛−1

6

6
1

𝜔𝑛−1

𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎝∫︁
R𝑛

⃒⃒⃒⃒
𝜕(𝜂𝑓𝜀)

𝜕𝑦𝑖
(𝑦)

⃒⃒⃒⃒𝑝
|𝑦 − 𝑥|−𝛼 𝑑𝜎𝑦

⎞⎠ 1
𝑝

×

⎛⎝∫︁
𝐺2

|𝑦 − 𝑥|𝑚 𝑑𝜎𝑦

⎞⎠
𝑝−1
𝑝

6𝑀2,

где 𝑚 = 𝑛𝑝−𝑝−𝑎
𝑝−1

, 𝑚+ 𝑛 > 0, 𝑀2 зависит от 𝑀1, 𝑛 и диаметра области 𝐺2.
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Для 𝑥 ∈ 𝐾, 𝜂(𝑥)∇𝑓𝜀(𝑥) = 𝑓𝜀(𝑥) и |𝑓𝜀| 6𝑀2, следовательно, равномерно ограничена.
Таким образом, на 𝐾 семейство функций 𝑓𝜀, 𝜀 < 𝜀0 равностепенно непрерывно,
равномерно ограничено, поэтому, по теореме Арцеля, из семейства можно выделить
подпоследовательность функций |𝑓𝑛(𝑥)|, равномерно сходящуюся на 𝐾 почти везде
в 𝐺 [5] к некоторой непрерывной функции Ψ. Таким образом, получившиеся функции
𝑓 и Ψ эквивалентны. �

Замечание. Построенные примеры показывают, что в рассматриваемых подмно-
жествах функций класса 𝑊 1

𝑝 (𝐺) с 𝑝 = 𝑛 существуют функции, не принадлежащие ни
одному из классов 𝑊 1

𝑙 (𝐺) при 𝑙 > 𝑛.
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