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Аннотация. Гиперграфическими автоматами называются автоматы, у которых множества
состояний и выходных сигналов наделены структурами гиперграфов, сохраняющимися функци-
ями переходов и выходными функциями. Универсальные притягивающие объекты в категории
таких автоматов называются универсальными гиперграфическими автоматами. Для таких
автоматов полугруппы входных сигналов являются производными алгебрами отображений,
свойства которых взаимосвязаны со свойствами алгебраической структуры исходного автомата.
Это позволяет изучать универсальные гиперграфические автоматы с помощью исследова-
ния их полугрупп входных сигналов. Ранее авторами было доказано, что такие автоматы
над гиперграфами из довольно широкого класса полностью (с точностью до изоморфизма)
определяются своими полугруппами входных сигналов. В настоящей работе доказывается
элементарная определимость класса таких автоматов в классе полугрупп. Основной резуль-
тат статьи дает решение этой задачи для универсальных гиперграфических автоматов над
𝑝-гиперграфами. Это достаточно широкий и весьма важный класс автоматов, так как он
содержит, в частности, автоматы, у которых гиперграфы состояний и выходных сигналов
являются плоскостями (например, проективными или аффинными). Полученные результаты
показывают, что универсальный гиперграфический автомат над 𝑝-гиперграфами с точностью
до изоморфизма представляется как алгебраическая система, построенная в полугруппе вход-
ных сигналов этого автомата с помощью канонических отношений этого автомата, которые
определяются формулами элементарной теории полугрупп. С помощью такого представления
автоматов определяется эффективная синтаксическая трансформация формул элементарной
теории гиперграфических автоматов в формулы элементарной теории полугрупп, что позволяет
всесторонне исследовать взаимосвязь элементарных свойств универсальных гиперграфических
автоматов над 𝑝-гиперграфами и их полугрупп входных сигналов.
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Abstract. Hypergraphic automata are automata, state sets and output symbol sets of which
are hypergraphs, being invariant under actions of transition and output functions. Universally
attracting objects in the category of hypergraphic automata are called universal hypergraphic
automata. The semigroups of input symbols of such automata are derivative algebras of
mappings for such automata. So their properties are interconnected with the properties of
the algebraic structures of the automata. Thus, we can study universal hypergraphic automata by
investigating their semigroups of input symbols. Earlier, the authors proved that such automata
over hypergraphs from a fairly wide class are completely (up to isomorphism) determined by
their semigroups of input symbols. In this paper, we prove the elementary definability of the class
of such automata in the class of semigroups. The main result of the paper is the solving of this
problem for universal hypergraphic automata over 𝑝-hypergraphs. It is a wide and very important
class of automata because such algebraic systems contain automata whose state hypergraphs
and hypergraphs of output symbols are projective or affine planes. The results show that the
universal hypergraphic automaton over 𝑝-hypergraphs is represented as an algebraic system,
constructed in the semigroup of input symbols of the automaton using the canonical relations
of the automaton. These relations are determined by the formulas of the elementary theory of
semigroups. Using such a representation of automata, an effective syntactic transformation of
formulas of the elementary theory of hypergraphic automata into formulas of the elementary
theory of semigroups is determined. It allows a comprehensive study of the relationship between
the elementary properties of universal hypergraphic automata over 𝑝-hypergraphs and their
semigroups of input symbols.
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Введение
Согласно алгебраической теории автоматов [1], универсальным гиперграфическим

автоматом над гипергрфами 𝐻1, 𝐻2 является многосортная алгебраическая система
Atm(𝐻1, 𝐻2) = (𝐻1, 𝑆,𝐻2, 𝛿, 𝜆), состоящая из гиперграфа состояний 𝐻1, гиперграфа
выходных сигналов 𝐻2, полугруппы входных сигналов 𝑆 = End𝐻1 × Hom(𝐻1, 𝐻2),
функции переходов 𝛿(𝑥, 𝑠) = 𝜙(𝑥) и выходной функции 𝜆(𝑥, 𝑠) = 𝜓(𝑥) (здесь 𝑥— вер-
шина гиперграфа 𝐻1 и 𝑠 = (𝜙, 𝜓) ∈ 𝑆). Для такого автомата Atm(𝐻1, 𝐻2) полугруппа
входных сигналов 𝑆 = End𝐻1 × Hom(𝐻1, 𝐻2) является производной алгеброй отобра-
жений, свойства которой взаимосвязаны со свойствами алгебраической структуры
исходного автомата. Это позволяет изучать универсальные гиперграфические автома-
ты с помощью исследования их полугрупп входных сигналов. В работе [2] доказано,
что универсальные гиперграфические автоматы над так называемыми 𝑝-гиперграфами
полностью (с точностью до изоморфизма) определяются своими полугруппами вход-
ных сигналов. Позже в работах [3, 4] получены конкретная характеризация таких
автоматов и абстрактная характеризация полугрупп их входных сигналов, найдено
представление таких автоматов с помощью их входных сигналов.

Результаты настоящей работы относятся к исследованию важной проблемы элемен-
тарной классификации исходных математических объектов с помощью теорий первого
порядка производных алгебраических систем, рассматриваемой Ю. М. Важениным
и А. Г. Пинусом в обзорной статье [5]. Ранее в этом направлении были получены
важные результаты А. Г. Пинусом [6–8] для разнообразных производных структур
свободных алгебр, унаров и групп, Ю. М. Важениным [9,10] для полугрупп преобра-
зований графов, Е. И. Буниной и А. В. Михалевым [11] для колец эндоморфизмов
групп. Как известно [12], эффективным инструментом решения такого рода проблем
является метод элементарной определимости одного класса моделей K в другом
классе моделей K1, суть которого заключается в построении изоморфной копии
исходной модели 𝐴 ∈ K в ее производной модели 𝑆(𝐴) ∈ K1 с помощью средств
узкого исчисления предикатов (УИП) сигнатуры класса K1.

В настоящей работе доказывается элементарная определимость класса универсаль-
ных гиперграфических автоматов над так называемыми 𝑝-гиперграфами в классе всех
полугрупп: в теореме 1 получены формулы языка УИП теории полугрупп, с помощью
которых для любого универсального гиперграфического автомата Atm(𝐻1, 𝐻2) над
𝑝-гиперграфами 𝐻1, 𝐻2 строится изоморфная копия такого автомата в его полугруппе
входных сигналов. С помощью этого результата в теореме 2 определяется эффективная
синтаксическая трансформация формул языка элементарной теории гиперграфических
автоматов в формулы элементарной теории полугрупп, которая прозволяет всесторонне
исследовать взаимосвязь элементарных свойств универсальных гиперграфических
автоматов над 𝑝-гиперграфами и их полугрупп входных сигналов.

1. Основные понятия
В работе используются общепринятая терминология и основные понятия теории

автоматов [1], теории моделей [13], теории полугрупп [14], алгебры отношений [15]
и теории гиперграфов [16].

Определение 1. Гиперграфом называется система вида 𝐻 = (𝑋,𝐿), где 𝑋 —
непустое множество вершин гиперграфа и 𝐿— семейство некоторых подмножеств
множества 𝑋, называемых ребрами гиперграфа. Множество вершин гиперграфа
называется ограниченным, если оно содержится в некотором его ребре.
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Определение 2. Для фиксированного натурального числа 𝑝 гиперграф 𝐻 называ-
ется 𝑝-гиперграфом, если выполняются следующие аксиомы:

(𝐴1) любые 𝑝 вершин содержатся в одном и только одном ребре;
(𝐴2) каждое ребро содержит по крайней мере 𝑝+ 1 вершину;
(𝐴3) в множестве 𝑋 есть (𝑝+ 1)-элементное множество, не принадлежащее ни

одному ребру.

Например, если рассматривать плоскости [17] как гиперграфы, вершинами кото-
рых являются точки, а ребрами — прямые этих плоскостей, то любая проективная
плоскость и любая аффинная плоскость с числом точек более четырех являются
2-гиперграфами.

Помимо этих известных примеров, существует множество других нетривиаль-
ных 𝑝-гиперграфов. В частности, 3-гиперграфом является гиперграф 𝐻 = (𝑋,𝐿) с
множеством вершин 𝑋 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} и множеством ребер 𝐿 = {𝑙1, 𝑙2, ..., 𝑙14},
где 𝑙1 = {1, 2, 3, 4}, 𝑙2 = {1, 2, 5, 6}, 𝑙3 = {1, 2, 7, 8}, 𝑙4 = {1, 3, 5, 7}, 𝑙5 = {1, 3, 6, 8},
𝑙6 = {1, 4, 5, 8}, 𝑙7 = {1, 4, 6, 7}, 𝑙8 = {2, 3, 5, 8}, 𝑙9 = {2, 3, 6, 7}, 𝑙10 = {2, 4, 5, 7},
𝑙11 = {2, 4, 6, 8}, 𝑙12 = {3, 4, 5, 6}, 𝑙13 = {3, 4, 7, 8}, 𝑙14 = {5, 6, 7, 8}.

Для гиперграфов 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿1), 𝐻2 = (𝑋2, 𝐿2) отображение 𝜙 : 𝑋1 → 𝑋2 называет-
ся гомоморфизмом гиперграфа 𝐻1 в гиперграф 𝐻2, если оно ограниченные множества
вершин гиперграфа 𝐻1 отображает в ограниченные множества вершин гиперграфа
𝐻2, т. е. выполняется свойство

(∀ 𝑙 ∈ 𝐿1)(∃ 𝑙′ ∈ 𝐿2)(𝜙(𝑙) ⊂ 𝑙′).

В частности, из аксиомы (𝐴1) следует, что для любой вершины 𝑥 ∈ 𝑋2 постоянное
отображение 𝑐𝑥 : 𝑋1 → {𝑥} является гомоморфизмом гиперграфа 𝐻1 в гиперграф 𝐻2.
Множество всех гомоморфизмов 𝐻1 в 𝐻2 обозначается Hom(𝐻1, 𝐻2). Гомоморфизм
гиперграфа 𝐻1 в себя называется эндоморфизмом этого гиперграфа. Множество
всех эндоморфизмов гиперграфа 𝐻1 с операцией композиции образует полугруппу
End(𝐻1). Как известно [1], множество 𝑆(𝐻1, 𝐻2) = End(𝐻1) × Hom(𝐻1, 𝐻2) образует
полугруппу с ассоциативной бинарной операцией «·», определяющейся по правилу
(𝜙, 𝜓) · (𝜙1, 𝜓1) = (𝜙𝜙1, 𝜙𝜓1) для пар (𝜙, 𝜓), (𝜙1, 𝜓1) ∈ End𝐻1 × Hom(𝐻1, 𝐻2).

Для описания свойств гиперграфа 𝐻 = (𝑋,𝐿) на языке УИП будем рассматривать
𝐻 в виде двухсортной алгебраической системы 𝐻 = (𝑋,𝐿, 𝜌) с двумя базисными
множествами 𝑋,𝐿 и бинарным отношением 𝜌 ⊂ 𝑋 × 𝐿, которое определяется по
формуле (𝑥, 𝑙) ∈ 𝜌⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝑙.

Изоморфизмом таких алгебраических систем 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿1, 𝜌1), 𝐻2 = (𝑋2, 𝐿2, 𝜌2)
называется упорядоченная пара (𝜙, 𝜓) биекций 𝜙 : 𝑋1 −→ 𝑋2, 𝜓 : 𝐿1 −→ 𝐿2, сохраня-
ющая бинарные отношения этих систем, т.е. для любых 𝑥 ∈ 𝑋1, 𝑙 ∈ 𝐿1 выполняется
условие (𝑥, 𝑙) ∈ 𝜌1 ⇐⇒ (𝜙(𝑥), 𝜓(𝑙)) ∈ 𝜌2.

Определение 3. Следуя [1], под автоматом будем понимать алгебраическую си-
стему A = (𝑋1, 𝑆,𝑋2, 𝛿, 𝜆), состоящую из множества состояний 𝑋1, множества выход-
ных сигналов 𝑋2, полугруппы входных сигналов 𝑆, функции переходов 𝛿 : 𝑋1×𝑆 → 𝑋1

и выходной функции 𝜆 : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋2, таких что для любых 𝑥 ∈ 𝑋1 и 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑆
выполняются равенства

(𝑎𝑏)𝑐 = 𝑎(𝑏𝑐), 𝛿(𝑥, 𝑎𝑏) = 𝛿(𝛿(𝑥, 𝑎), 𝑏), 𝜆(𝑥, 𝑎𝑏) = 𝜆(𝛿(𝑥, 𝑎), 𝑏). (1)

Для каждого 𝑠 ∈ 𝑆 определим отображения 𝛿𝑠 : 𝑋1 → 𝑋1 и 𝜆𝑠 : 𝑋1 → 𝑋2 по формулам:
𝛿𝑠(𝑥) = 𝛿(𝑥, 𝑠), 𝜆𝑠(𝑥) = 𝜆(𝑥, 𝑠), где 𝑥 ∈ 𝑋1.
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По определению [1], гиперграфический автомат является многосортной алгеброй
A = (𝑋1, 𝑆,𝑋2, 𝛿, 𝜆) с множеством состояний 𝑋1 и множеством выходных сигналов
𝑋2, наделенными структурами гиперграфов 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿1) и 𝐻2 = (𝑋2, 𝐿2), полугруп-
пой входных сигналов 𝑆, функцией переходов 𝛿 : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋1 и выходной функцией
𝜆 : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋2, для которых при каждом фиксированном 𝑠 ∈ 𝑆 отображение
𝛿𝑠 является эндоморфизмом гиперграфа 𝐻1 и отображение 𝜆𝑠 является гомомор-
физмом гиперграфа 𝐻1 в гиперграф 𝐻2. Такие автоматы обозначаются символом
A = (𝐻1, 𝑆,𝐻2, 𝛿, 𝜆).

Гомоморфизмом гиперграфического автомата A = (𝐻1, 𝑆,𝐻2, 𝛿, 𝜆) в гиперграфи-
ческий автомат A′ = (𝐻 ′

1, 𝑆
′, 𝐻 ′

2, 𝛿
′, 𝜆′) называется упорядоченная тройка 𝛾 = (𝑓, 𝜋, 𝑔)

гомоморфизмов 𝑓 : 𝐻1 −→ 𝐻 ′
1, 𝜋 : 𝑆 −→ 𝑆 ′ и 𝑔 : 𝐻2 −→ 𝐻 ′

2, сохраняющих алгеб-
раические операции таких автоматов, т. е. для любой вершины 𝑥 гиперграфа 𝐻1

и любого входного сигнала 𝑠 ∈ 𝑆 выполняются условия 𝑓(𝛿(𝑥, 𝑠)) = 𝛿′(𝑓(𝑥), 𝜋(𝑠)),
𝑔(𝜆(𝑥, 𝑠)) = 𝜆′(𝑓(𝑥), 𝜋(𝑠)). Гомоморфизм 𝛾 = (𝑓, 𝜋, 𝑔) называется изоморфизмом ав-
томата A на автомат A′, если все гомоморфизмы 𝑓, 𝜋, 𝑔 являются изоморфизмами
соответствующих алгебраических систем.

Важный пример гиперграфического автомата дает алгебраическая система

Atm(𝐻1, 𝐻2) = (𝐻1, 𝑆(𝐻1, 𝐻2), 𝐻2, 𝛿
′, 𝜆′),

где 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿1), 𝐻2 = (𝑋2, 𝐿2) — некоторые гиперграфы, и для любых 𝑥 ∈ 𝑋1,
(𝜙, 𝜓) ∈ 𝑆(𝐻1, 𝐻2) определены значения 𝛿′(𝑥, (𝜙, 𝜓)) = 𝜙(𝑥), 𝜆′(𝑥, (𝜙, 𝜓)) = 𝜓(𝑥). Легко
проверить, что автомат Atm(𝐻1, 𝐻2) удовлетворяет следующему универсальному
свойству: для любого гиперграфического автомата 𝐴 = (𝐻1, 𝑆,𝐻2, 𝛿, 𝜆) существует
такой гомоморфизм 𝜋 : 𝑆 −→ 𝑆(𝐻1, 𝐻2), что упорядоченная тройка 𝛾 = (∆𝑋1 , 𝜋,∆𝑋2)
является гомоморфизмом 𝐴 в Atm(𝐻1, 𝐻2). По этой причине такой гиперграфический
автомат Atm(𝐻1, 𝐻2) называется [1] универсальным гиперграфическим автоматом
над гиперграфами 𝐻1, 𝐻2.

2. Основные результаты

Полученные в работах [2–4] результаты позволяют доказать, что класс всех
универсальных гиперграфических автоматов элементарно определим [12] в классе
всех полугрупп.

Теорема 1. Существуют такие формулы 𝑍(𝑥), 𝐷𝑖(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝), 𝐸𝑖(𝑥, 𝑦),
Eq𝑖(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝, 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑝), Ins𝑖(𝑥, 𝑥1, ...., 𝑥𝑝), 𝑖 = 1, 2, сигнатуры языка элемен-
тарной теории полугрупп, что любой универсальный гиперграфический автомат
A = Atm(𝐻1, 𝐻2) над 𝑝-гиперграфами 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿𝑋1), 𝐻2 = (𝑋2, 𝐿𝑋2) и его полу-
группа входных сигналов 𝑆 = Inp(A) удовлетворяют следующим условиям:

1) множества ̃︀𝑍 = {𝑥 ∈ 𝑆 : 𝑆 |= 𝑍(𝑥)} и ̃︁𝐷𝑖 = {{𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝} ∈ 𝑆𝑝 : 𝑆 |= 𝐷𝑖(𝑥1,
𝑥2, ..., 𝑥𝑝)} (𝑖 = 1, 2) не пусты;

2) для каждого 𝑖 = 1, 2 формула E𝑖(𝑥, 𝑦) задает отношение эквивалентности̃︀E𝑖 на множестве ̃︀𝑍;
3) для каждого 𝑖 = 1, 2 формула Eq𝑖(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝, 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑝) задает отношение

эквивалентности ̃︂Eq𝑖 на множестве ̃︁𝐷𝑖;
4) для каждого 𝑖 = 1, 2 формула Ins𝑖(𝑥, 𝑥1, ...., 𝑥𝑝) задает бинарное отношение̃︂Ins𝑖 между элементами множества ̃︀𝑍 и элементами множества ̃︁𝐷𝑖, которое
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согласовано с эквивалентностями ̃︁𝐸𝑖, ̃︂Eq𝑖 по следующей формуле:

(𝑥, 𝑥1, ...., 𝑥𝑝) ∈ ̃︂Ins𝑖 ∧ 𝑥 ≡ 𝑦(̃︁𝐸𝑖) ∧ (𝑥1, ...., 𝑥𝑝) ≡ (𝑦1, ...., 𝑦𝑝)(̃︂Eq𝑖) =⇒
=⇒ (𝑦, 𝑦1, ...., 𝑦𝑝) ∈ ̃︂Ins𝑖;

5) автомат A = Atm(𝐻1, 𝐻2) изоморфен фактор-системе ̃︀A/̃︀𝜃 пятисортной
алгебраической Ω-системы ̃︀A =

(︁(︁
𝑋 ′

1,̃︁𝐷1,̃︂Ins1

)︁
, (𝑆, ·) ,

(︁
𝑋 ′

2,̃︁𝐷2,̃︂Ins2

)︁
, 𝑓1, 𝑓2

)︁
по конгруэнции ̃︀𝜃 = (̃︁𝐸1,̃︂Eq1,∆𝑆,̃︁𝐸2,̃︂Eq2), где 𝑋 ′

1 = 𝑋 ′
2 = ̃︀𝑍, «·» — операция

умножения полугруппы 𝑆 и операции 𝑓𝑖 : 𝑋 ′
1 × 𝑆 → 𝑋 ′

𝑖 определяются по
формулам 𝑓𝑖(𝑥, 𝑠) = 𝑥 · 𝑠 ∈ 𝑋 ′

𝑖 (𝑖 = 1, 2).

Доказательство. Пусть A = Atm(𝐻1, 𝐻2) — универсальный гиперграфический
автомат над 𝑝-гиперграфами 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿1) и 𝐻2 = (𝑋2, 𝐿2) с полугруппой входных
сигналов 𝑆 = Inp(A).

Согласно результатам работы [4], для такого автомата A определяются следующие
канонические отношения на его полугруппе входных сигналов 𝑆.

Множество 𝐶 всех автономных входных сигналов автомата A состоит из входных
сигналов 𝑎 ∈ 𝑆, под действием которых все состояния автомата переводятся в одно и
то же состояние 𝑎1 ∈ 𝑋1 и отображаются в один и тот же выходной сигнал 𝑎2 ∈ 𝑋2.
В работе [2] показано, что 𝐶 является множеством правых нулей полугруппы 𝑆,
которое определяется в полугруппе 𝑆 формулой 𝑍(𝑥) = (∀𝑦)(𝑦𝑥 = 𝑥).

Далее, на множестве 𝐶 определяется бинарное отношение 𝜀1, которое состоит
из таких упорядоченных пар (𝑎, 𝑏) автономных входных сигналов 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶, дей-
ствия которых одинаково преобразуют состояния автомата A, т.е. по определению
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝜀1 ⇐⇒ 𝑎1 = 𝑏1. В работе [2] показано, что 𝜀1 — эквивалентность на множестве
𝐶, которая определяется в полугруппе 𝑆 формулой

𝐸1(𝑥, 𝑦) = 𝑍(𝑥) ∧ 𝑍(𝑦) ∧ (∀𝑧)(𝐿𝐼(𝑧) ⇒ 𝑥𝑧 = 𝑦𝑧),

где 𝐿𝐼(𝑧) = (∀𝑢)(𝑧𝑢 = 𝑢).
На множестве 𝐶 определяется также бинарное отношение 𝜀2, которое состоит из

таких упорядоченных пар (𝑎, 𝑏) автономных входных сигналов 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐶, при действии
которых автоматом A выдаются одинаковые выходные сигналы, т.е. по определению
(𝑎, 𝑏) ∈ 𝜀2 ⇐⇒ 𝑎2 = 𝑏2. В работе [3] показано, что 𝜀2 — эквивалентность на множестве
𝐶, которая определяется в полугруппе 𝑆 формулой

𝐸2(𝑥, 𝑦) = 𝑍(𝑥) ∧ 𝑍(𝑦) ∧ (∀ 𝑧1, ..., 𝑧𝑝−1)(

𝑝−1⋀︁
𝑖=1

𝐿𝐼(𝑧𝑖) ⇒ Eql(𝑥, 𝑦, 𝑥𝑧1, ..., 𝑥𝑧𝑝−1)),

где

Eql(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝+1) =

𝑝+1⋀︁
𝑖=1

𝑍(𝑥𝑖)∧

∧(∀ 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑝+1)

(︃
𝑝+1⋀︁
𝑖=1

𝑍(𝑦𝑖) ∧
𝑝+1⋀︁

𝑖,𝑗=1,𝑖 ̸=𝑗

¬𝐸1(𝑦𝑖, 𝑦𝑗) ⇒ (∃ 𝑧)(

𝑝+1⋀︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝑧 = 𝑥𝑖)

)︃
.

Наконец, на множестве 𝐶𝑝 определяется бинарное отношение 𝜂, которое состоит
из таких упорядоченных пар (𝛼, 𝛽) элементов 𝛼 = (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑝) и 𝛽 = (𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑝) с
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автономными входными сигналами 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑝, 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑝 ∈ 𝐶, при действии которых
для каждого 𝑖 = 1, 2 состояния автомата A отображаются в ограниченное множество
{𝑎1𝑖 , 𝑎2𝑖 , ..., 𝑎

𝑝
𝑖 , 𝑏

1
𝑖 , 𝑏

2
𝑖 , ..., 𝑏

𝑝
𝑖 } гиперграфа 𝐻𝑖, т. е. по определению (𝛼, 𝛽) ∈ 𝜂 ⇔ {𝑎1𝑖 , 𝑎2𝑖 , ...,

𝑎𝑝𝑖 , 𝑏
1
𝑖 , 𝑏

2
𝑖 , ..., 𝑏

𝑝
𝑖 }— ограниченное множество в гиперграфе 𝐻𝑖(𝑖 = 1, 2).

В работе [3] показано, что 𝜂 определяется в полугруппе 𝑆 формулой

𝑁(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥2𝑝) =

2𝑝⋀︁
𝑖=1

𝑍(𝑥𝑖) ∧
2𝑝⋀︁

𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑝+1=1

𝐸𝑞𝑙(𝑥𝑖1 , 𝑥𝑖2 , ..., 𝑥𝑖𝑝+1).

Для значений 𝑖 = 1, 2 рассмотрим формулы теории полугрупп

𝐷𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑝) =

𝑝⋀︁
𝑗=1

𝑍(𝑥𝑗) ∧
𝑝⋀︁

𝑗,𝑘=1,𝑗 ̸=𝑘

¬𝐸𝑖(𝑥𝑗, 𝑥𝑘).

Очевидно, что формула 𝐷𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑝) определяет на полугруппе 𝑆 непустое множество̃︁𝐷𝑖 ⊂ 𝐶𝑝, упорядоченных кортежей (𝑎1, ..., 𝑎𝑝), состоящих из 𝑝 автономных сигналов
𝑎1, ..., 𝑎𝑝, у которых 𝑎𝑗𝑖 ̸= 𝑎𝑘𝑖 для всех 1 6 𝑗 < 𝑘 6 𝑝. В работе [3] показано,
что для каждого 𝑖 = 1, 2 ограничение 𝜂𝑖 отношения 𝜂 на множестве ̃︁𝐷𝑖 является
эквивалентностью, которая определяется в полугруппе 𝑆 формулой

Eqi(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝, 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑝) = 𝐷𝑖(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝) ∧𝐷𝑖(𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑝)∧
∧𝑁(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝, 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑝).

При этом класс эквивалентности 𝜂𝑖, определяемый упорядоченным кортежем
(𝑎1, ..., 𝑎𝑝) ∈ ̃︁𝐷𝑖, состоит из таких упорядоченных кортежей (𝑏1, ..., 𝑏𝑝) ∈ ̃︁𝐷𝑖, у ко-
торых все элементы 𝑏𝑗𝑖 (𝑗 = 1, 𝑝) принадлежат единственному ребру 𝑝-гиперграфа 𝐻𝑖,
которое определяется 𝑝 различными вершинами 𝑎1𝑖 , ..., 𝑎

𝑝
𝑖 .

Из вышеизложенного следует справедливость первых трех утверждений теоремы.
С целью доказательства четвертого утверждения рассмотрим для значений 𝑖 = 1, 2

формулы теории полугрупп

Insi(𝑥, 𝑥1, ...., 𝑥𝑝) = 𝑍(𝑥) ∧𝐷𝑖(𝑥1, ..., 𝑥𝑝) ∧ Edgei(𝑥, 𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝),

где

Edgei(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝+1) =

𝑝+1⋀︁
𝑗=1

𝑍(𝑥𝑗)∧

∧(∀ 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑝+1)

(︃
𝑝+1⋀︁
𝑗=1

𝑍(𝑦𝑗) ∧
𝑝+1⋀︁

𝑗,𝑙=1,𝑗 ̸=𝑙

¬𝐸1(𝑦𝑗, 𝑦𝑙) ⇒ (∃𝑧)(

𝑝+1⋀︁
𝑗=1

𝐸𝑖(𝑦𝑗𝑧, 𝑥𝑗))

)︃
.

Очевидно, что формула Ins𝑖(𝑥, 𝑥1, ...., 𝑥𝑝) определяет бинарное отношение ̃︁Ins𝑖 меж-
ду элементами множества ̃︀𝑍 и элементами множества ̃︁𝐷𝑖, которое согласовано с
эквивалентностями ̃︁𝐸𝑖, ̃︂Eq𝑖 по следующей формуле:

(𝑥, 𝑥1, ...., 𝑥𝑝) ∈ ̃︂Ins𝑖 ∧ 𝑥 ≡ 𝑦(̃︁𝐸𝑖) ∧ (𝑥1, ...., 𝑥𝑝) ≡ (𝑦1, ...., 𝑦𝑝)(̃︂Eq𝑖) =⇒
=⇒ (𝑦, 𝑦1, ...., 𝑦𝑝) ∈ ̃︂Ins𝑖.
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Это доказывает справедливость четвертого утверждения теоремы.
Для доказательства пятого утверждения рассмотрим специальную конструкцию

гиперграфического автомата из работы [4]. Из [4, лемма 1] следует, что канони-
ческие отношения универсального гиперграфического автомата A = Atm(𝐻1, 𝐻2)
удовлетворяют следующим условиям:

1) для любого состояния (соответственно, выходного сигнала) 𝑥 автомата A най-
дется такой автономный входной сигнал этого автомата, обозначаемый 𝑥̂, при
действии которого все состояния автомата переходят в состояние 𝑥 (соответ-
ственно, отображаются в выходной сигнал 𝑥), т. е. выполняется равенство 𝑥̂1 = 𝑥
(соответственно, 𝑥̂2 = 𝑥);

2) для каждого 𝑖 = 1, 2 отображение 𝜙𝑖 : 𝑋𝑖 → 𝐶/𝜀𝑖, определяемое для элементов
𝑥 ∈ 𝑋𝑖 по формуле 𝜙𝑖(𝑥) = 𝜀𝑖(𝑥̂), является биекцией 𝑋𝑖 на фактор-множество
𝐶/𝜀𝑖;

3) для каждого 𝑖 = 1, 2 отображение 𝜓𝑖 : 𝐿𝑖 → ̃︁𝐷𝑖/𝜂𝑖, определяемое для элементов
𝑙 ∈ 𝐿𝑖 по формуле 𝜓𝑖(𝑙) = 𝜂𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) для произвольных различных вершин
𝑥1, . . . , 𝑥𝑝 ∈ 𝑙, является биекцией 𝐿𝑖 на фактор-множество ̃︁𝐷𝑖/𝜂𝑖.

На основании этих свойств для автомата A введем следующие понятия:
1) для каждого 𝑖 = 1, 2 определим двухсортную алгебраическую систему 𝐻 𝑖 =

=
(︀
𝑋 𝑖, 𝐿𝑖, 𝜌𝑖

)︀
с базисными множествами 𝑋 𝑖 = 𝐶/𝜀𝑖, 𝐿𝑖 = ̃︁𝐷𝑖/𝜂𝑖 и бинарным

отношением 𝜌𝑖 ⊂ 𝑋 𝑖 × 𝐿𝑖, которое для элементов 𝑎, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑝 ∈ 𝐶, удовле-
творяющих условию 𝑎𝑗𝑖 ̸= 𝑎𝑘𝑖 для всех 1 6 𝑗 < 𝑘 6 𝑝, задается по формуле:
(𝜀𝑖(𝑎), 𝜂𝑖(𝑎

1, . . . , 𝑎𝑝)) ∈ 𝜌𝑖 ⇐⇒ множество {𝑎𝑖, 𝑎1𝑖 , . . . , 𝑎
𝑝
𝑖 } ограничено в 𝐻𝑖;

2) определим два отображения 𝛿 : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋1, 𝜆 : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋2, которые для
элементов 𝑎 ∈ 𝐶, 𝑠 ∈ 𝑆 задаются по формулам

𝛿 (𝜀1(𝑎), 𝑠) = 𝜀1(𝑎 · 𝑠), 𝜆 (𝜀1(𝑎), 𝑠) = 𝜀2(𝑎 · 𝑠).

В теореме 2 [4] для универсального гиперграфического автомата A = Atm(𝐻1, 𝐻2)
над 𝑝-гиперграфами 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿1) и 𝐻2 = (𝑋2, 𝐿2) доказана справедливость следую-
щих утверждений:

1) для каждого 𝑖 = 1, 2 гиперграф 𝐻𝑖 изоморфен алгебраической системе
𝐻 𝑖 =

(︀
𝑋 𝑖, 𝐿𝑖, 𝜌𝑖

)︀
;

2) автомат A = Atm(𝐻1, 𝐻2) изоморфен гиперграфическому автомату A = (𝐻1, 𝑆,
𝐻2, 𝛿, 𝜆) с гиперграфом состояний 𝐻1, полугруппой входных сигналов 𝑆=Inp(A),
гиперграфом выходных сигналов 𝐻2, функцией переходов 𝛿 : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋1 и
выходной функцией 𝜆 : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋2.

Покажем, что гиперграфический автомат A изоморфен фактор-системе ̃︀A/̃︀𝜃 пяти-
сортной алгебраической системы

̃︀A =
(︁(︁
𝑋 ′

1,
̃︁𝐷1,̃︂Ins1

)︁
, (𝑆, ·) ,

(︁
𝑋 ′

2,
̃︁𝐷2,̃︂Ins2

)︁
, 𝑓1, 𝑓2

)︁
по конгруэнции ̃︀𝜃 = (̃︁𝐸1,̃︂Eq1,∆𝑆,̃︁𝐸2,̃︂Eq2), где 𝑋 ′

1 = 𝑋 ′
2 = ̃︀𝑍, «·» — операция умно-

жения полугруппы 𝑆 и операции 𝑓𝑖 : 𝑋 ′
1 × 𝑆 → 𝑋 ′

𝑖 определяются по формулам
𝑓𝑖(𝑥, 𝑠) = 𝑥 · 𝑠 ∈ 𝑋 ′

𝑖 (𝑖 = 1, 2).
Из вышеизложенного следует, что для универсального гиперграфического автомата

A выполняются равенства:̃︀𝑍 = 𝐶, ̃︁𝐸𝑖 = 𝜀𝑖, 𝑋 𝑖 = ̃︀𝑍/̃︁𝐸𝑖, ̃︂Eq𝑖 = 𝜂𝑖, 𝐿𝑖 = ̃︁𝐷𝑖/̃︂Eq𝑖, 𝜌𝑖 = ̃︂Ins𝑖/̃︀𝜃,
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где ̃︂Ins𝑖/̃︀𝜃 = {
(︁̃︁𝐸𝑖(𝑥),̃︂Eq𝑖(𝑥

1, . . . , 𝑥𝑝)
)︁
∈ 𝑋 𝑖 × 𝐿𝑖 : (𝑥, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑝) ∈ ̃︂Ins𝑖} и 𝑖 = 1, 2.

Следовательно, справедливы следующие равенства:

A =
(︀
𝐻1, (𝑆, ·), 𝐻2, 𝛿, 𝜆

)︀
=
(︀(︀
𝑋1, 𝐿1, 𝜌1

)︀
, (𝑆, ·),

(︀
𝑋2, 𝐿2, 𝜌2

)︀
, 𝛿, 𝜆

)︀
=

=
(︁(︁
𝐶/𝜀1,̃︁𝐷1/𝜂1,̃︂Ins1/̃︀𝜃)︁ , (𝑆, ·),(︁𝐶/𝜀2,̃︁𝐷2/𝜂2,̃︂Ins2/̃︀𝜃)︁ , 𝛿, 𝜆)︁ =

=
(︁(︁ ̃︀𝑍/̃︁𝐸1,̃︁𝐷1/̃︂𝐸𝑞1,̃︂Ins1/̃︀𝜃)︁ , (𝑆, ·),(︁ ̃︀𝑍/̃︁𝐸2,̃︁𝐷2/̃︂𝐸𝑞2,̃︂Ins2/̃︀𝜃)︁ , 𝑓1/̃︀𝜃, 𝑓2/̃︀𝜃)︁ = ̃︀A/̃︀𝜃,

где 𝑓1/̃︀𝜃 (︁̃︁𝐸1(𝑥), 𝑠
)︁

= ̃︁𝐸1(𝑥 · 𝑠), 𝑓2/̃︀𝜃 (︁̃︁𝐸1(𝑥), 𝑠
)︁

= ̃︁𝐸2(𝑥 · 𝑠) для элементов 𝑥 ∈ 𝐶, 𝑠 ∈ 𝑆.

Значит, с учетом теоремы 2 [4] получаем, что A ∼= ̃︀A/̃︀𝜃 и выполняется последнее
условие теоремы. Теорема доказана. �

Для описания свойств гиперграфического автомата A = (𝐻1, 𝑆,𝐻2, 𝛿, 𝜆) над гипер-
графами 𝐻1 = (𝑋1, 𝐿1), 𝐻2 = (𝑋2, 𝐿2) с помощью языка УИП будем рассматривать A
в виде пятисортной алгебраической системы A = ((𝑋1, 𝐿1,∈1), (𝑆, ·), (𝑋2, 𝐿2,∈2), 𝛿, 𝜆)
с пятью базисными множествами 𝑋1, 𝐿1, 𝑆,𝑋2, 𝐿2, двумя бинарными отношениями
∈𝑖⊂ 𝑋𝑖 × 𝐿𝑖, (𝑖 = 1, 2) принадлежности вершин гиперграфов 𝐻𝑖 их ребрам и тремя
бинарными операциями · : 𝑆 × 𝑆 → 𝑆, 𝛿 : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋1, 𝜆 : 𝑋1 × 𝑆 → 𝑋2. Элемен-
тарные свойства таких систем описываются с помощью языка УИП LA сигнатуры
Ω = {∈1,∈2, ·, 𝛿, 𝜆}, которая состоит из двух символов бинарных отношений ∈1, ∈2

принадлежности вершин гиперграфов 𝐻1, 𝐻2 их ребрам, символа «·» бинарной опера-
ции полугруппы 𝑆 и символов 𝛿, 𝜆 бинарных операций функции переходов и выходной
функции автомата A.

Алфавит такого языка состоит из:
1) счетного множества индивидуальных переменных первого сорта 𝑥(1), 𝑦(1), ... для

обозначения вершин гиперграфа состояний автомата;
2) счетного множества индивидуальных переменных второго сорта 𝑥(2), 𝑦(2), ... для

обозначения ребер гиперграфа состояний автомата;
3) счетного множества индивидуальных переменных третьего сорта 𝑥(3), 𝑦(3), ...

для обозначения входных сигналов автомата;
4) счетного множества индивидуальных переменных четвертого сорта 𝑥(4), 𝑦(4), ...

для обозначения вершин гиперграфа выходных сигналов автомата;
5) счетного множества индивидуальных переменных пятого сорта 𝑥(5), 𝑦(5), ... для

обозначения ребер гиперграфа выходных сигналов автомата;
6) двухместного предикатного символа ∈1(соответственно, ∈2) для обозначения от-

ношения принадлежности вершин гиперграфа состояний (соответственно, гиперграфа
выходных сигналов) автомата его ребрам;

7) двухместного функционального символа «·» для обозначения операции умноже-
ния полугруппы входных сигналов автомата;

8) двухместных функциональных символов 𝛿 и 𝜆 для обозначения функции
переходов и выходной функции автомата;

9) конечного множества логических и технических символов, таких как ¬, ∧, ∨,
⇒, ⇔, ∀, ∃, =, (, ).

Для языка LA термы трех сортов получаются обычным комбинированием символа
«·» с двумя термами третьего сорта и символов 𝛿, 𝜆 с термами первого и третьего
сорта, т. е. это выражения вида 𝑥(1), 𝑥(3), 𝑥(4), 𝑡(3) · 𝑡(3)1 , 𝛿(𝑡(1), 𝑡(3)), 𝜆(𝑡(1), 𝑡(3)), где 𝑥(1) и
𝑡(1) — переменная и терм первого сорта, 𝑥(3), 𝑡(3), 𝑡(3)1 — переменная и термы тертьего
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сорта, 𝑥(4) — переменная четвертого сорта. При этом получаются термы 𝛿(𝑡(1), 𝑡(3)),
𝑡(3) · 𝑡(3)1 𝜆(𝑡(1), 𝑡(3)) первого, третьего и четвертого сорта соответственно. Термами
второго и пятого сортов являются индивидуальные переменные второго и пятого
сортов, обозначающие ребра соответственно гиперграфа состояний и гиперграфа
выходных сигналов автомата.

Атомарными формулами языка LA являются выражения вида 𝑡 = 𝑡′, где 𝑡, 𝑡′ —
термы одного и того же сорта, и выражения вида 𝑡1 ∈1 𝑡

2, 𝑡4 ∈2 𝑡
5, где 𝑡1, 𝑡2,𝑡4, 𝑡5 —

термы первого, второго, четвертого и пятого сорта соответственно. Формулы языка
LA определяются по индукции обычным образом [12].

Множество всех предложений языка LA, истинных на гиперграфическом автомате
A, обозначается символом Th(A) и называется элементарной теорией автомата A.
Автоматы A,A′ называются элементарно эквивалентными, если их элементарные
теории Th(A),Th(A′) совпадают, т.е. Th(A) = Th(A′). Это означает, что такие
автоматы A,A′ не могут быть различимы с помощью свойств, выраженных формулами
языка УИП LA.

С помощью теоремы 1 можно определить эффективную синтаксическую трансфор-
мацию формул языка элементарной теории гиперграфических автоматов в формулы
элементарной теории полугрупп, которая прозволяет всесторонне исследовать вза-
имосвязь элементарных свойств универсальных гиперграфических автоматов над
𝑝-гиперграфами и их полугрупп входных сигналов.

Теорема 2. Существует эффективная процедура построения для любого
предложения Ψ сигнатуры языка УИП теории гиперграфических автоматов
LA такого предложения Ψ сигнатуры языка УИП теории полугрупп LS, что
для любого универсального гиперграфического автомата A = Atm(𝐻1, 𝐻2) над
𝑝-гиперграфами 𝐻1, 𝐻2 предложение Ψ в том и только том случае истинно на
автомате A, если предложение Ψ истинно на полугруппе входных сигналов Inp(A)
этого автомата A.

Доказательство. Доказательство теоремы основывается на следующей эффек-
тивной синтаксической трансформации формул языка УИП теории гиперграфических
автоматов LA.

Для любого терма 𝑡 сигнатуры языка LA эффективно строится терм 𝑡 сигнатуры
языка теории полугрупп LS по следующему правилу:

– если 𝑡 = 𝑥— индивидуальная переменная первого сорта (обозначающая вершину
гиперграфа состояний автомата), индивидуальная переменная третьего сорта (обо-
значающая входной символ автомата) или индивидуальная переменная четвертого
сорта (обозначающая вершину гиперграфа выходных сигналов автомата), то 𝑡 есть тот
же самый терм 𝑥, который рассматривается как индивидуальная переменная языка
теории полугрупп;

– если 𝑡 = 𝑥— индивидуальная переменная второго сорта (обозначающая реб-
ро гиперграфа состояний автомата) или индивидуальная переменная пятого сорта
(обозначающая ребро гиперграфа выходных сигналов автомата), то 𝑡 есть терм
𝑥̄ = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝), который рассматривается как 𝑝-элементный набор индивидуальных
переменных языка LS;

– если 𝑡 = 𝑡1 · 𝑡2 для термов 𝑡1, 𝑡2 третьего сорта (обозначающих входные символы
автомата), то 𝑡 есть терм 𝑡1 · 𝑡2;

302 Научный отдел



В. А. Молчанов, Е. В. Хворостухина. Об элементарной определимости класса автоматов

– если 𝑡 = 𝛿(𝑡1, 𝑡2) для терма 𝑡1 первого сорта (обозначающего вершину гиперграфа
состояний автомата) и терма 𝑡2 третьего сорта (обозначающего входной символ
автомата), то 𝑡 есть терм 𝑡1 · 𝑡2;

– если 𝑡 = 𝜆(𝑡1, 𝑡2) для терма 𝑡1 первого сорта (обозначающего вершину гиперграфа
состояний автомата) и терма 𝑡2 третьего сорта (обозначающего входной символ
автомата), то 𝑡 есть терм 𝑡1 · 𝑡2.

Пусть теперь Ψ — формула языка LA с бинарными предикатными символами ∈1,
∈2 и тремя бинарными функциональными символами ·, 𝛿, 𝜆. Для такой формулы Ψ
эффективно построим формулу Ψ языка LS по следующему правилу:

– если Ψ есть атомарная формула 𝑡1 = 𝑡2 для двух термов 𝑡1, 𝑡2 первого сорта
(соответственно, четвертого сорта), то Ψ есть формула E1(𝑡1, 𝑡2) (соответственно,
E2(𝑡1, 𝑡2));

– если Ψ есть атомарная формула 𝑡1 = 𝑡2 для двух термов 𝑡1, 𝑡2 второго сор-
та (соответственно, пятого сорта), то Ψ есть формула Eq1(𝑡1, 𝑡2) (соответственно,
Eq2(𝑡1, 𝑡2));

– если Ψ есть атомарная формула 𝑡1 = 𝑡2 для двух термов 𝑡1, 𝑡2 третьего сорта, то
Ψ есть формула 𝑡1 = 𝑡1;

– если Ψ есть атомарная формула 𝑡1 ∈1 𝑡2 (соответственно, 𝑡1 ∈2 𝑡2) для терма 𝑡1
первого сорта и терма 𝑡2 второго сорта (соответственно, для терма 𝑡1 четвертого сорта
и терма 𝑡2 пятого сорта), то Ψ есть формула Ins1(𝑡1, 𝑡2) (соответственно, Ins2(𝑡1, 𝑡2)) ;

– если Ψ есть формула Ψ1 ⋆Ψ2 (где ⋆— один из символов ∧, ∨, =⇒, ⇐⇒), то Ψ
есть формула Ψ1 ⋆Ψ2;

– если Ψ есть формула ¬Φ, то Ψ есть формула ¬Φ;
– если Ψ есть формула (∃𝑥)Φ(𝑥) (соответственно, (∀ 𝑥)Φ(𝑥)) для индивидуальной

переменной 𝑥 первого или четвертого сорта, то Ψ есть формула

(∃𝑥)(𝑍(𝑥) ∧ Φ(𝑥))
(︀
соответственно, (∀ 𝑥)(𝑍(𝑥) =⇒ Φ(𝑥))

)︀
;

– если Ψ есть формула (∃𝑥)Φ(𝑥) (соответственно, (∀𝑥)Φ(𝑥)) для индивидуальной
переменной 𝑥 второго или пятого сорта, то Ψ есть формула

(∃𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝)(𝑍(𝑥1) ∧ 𝑍(𝑥2) ∧ ... ∧ 𝑍(𝑥𝑝) ∧ Φ(𝑥̄))

(соответственно, (∀𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑝)
(︀
𝑍(𝑥1) ∧ 𝑍(𝑥2) ∧ ... ∧ 𝑍(𝑥𝑝) =⇒ Φ(𝑥̄)

)︀
);

– если Ψ есть формула (∃𝑥)Φ(𝑥) (соответственно, (∀𝑥)Φ(𝑥)) для индивидуальной
переменной 𝑥 третьего сорта, то Ψ есть формула

(∃𝑥)Φ(𝑥) (соответственно, (∀𝑥)Φ(𝑥) ).

Рассмотрим фактор-систему ̃︀A/̃︀𝜃, определенную с помощью формул сигнатуры
языка элементарной теории полугрупп в теореме 1. Для рассматриваемого автома-
та A = Atm(𝐻1, 𝐻2) и его полугруппы входных символов 𝑆 = Inp(A) индукцией
относительно порядка формулы Ψ обосновывается следующее свойство:̃︀A/̃︀𝜃 |= Ψ ⇐⇒ 𝑆 |= Ψ.

С другой стороны, из теоремы 1 следует, что автомат A = Atm(𝐻1, 𝐻2) изоморфен
фактор-системе ̃︀A/̃︀𝜃. Следовательно, изоморфные алгебраические системы A и ̃︀A/̃︀𝜃
элементарно эквивалентны, т.е. для любой формулы Ψ языка LA выполняется условие

A |= Ψ ⇐⇒ ̃︀A/̃︀𝜃 |= Ψ.
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В результате для любой формулы Ψ языка LA получаем следующее условие:

A |= Ψ ⇐⇒ Inp(A) |= Ψ.

Теорема доказана. �

Заключение

Таким образом, универсальный гиперграфический автомат над 𝑝-гиперграфами с
точностью до изоморфизма представляется как алгебраическая система, построен-
ная в полугруппе входных сигналов автомата с помощью канонических отношений
автомата. При этом канонические отношения рассматриваемых автоматов определя-
ются формулами элементарной теории полугрупп. С помощью такого представления
универсальных гиперграфических автоматов определяется эффективная синтакси-
ческая трансформация формул элементарной теории гиперграфических автоматов в
формулы элементарной теории полугрупп, которая позволяет всесторонне исследовать
взаимосвязь элементарных свойств универсальных гиперграфических автоматов над
𝑝-гиперграфами и их полугрупп входных сигналов. С помощью полученных резуль-
татов можно проанализировать взаимосвязь важных свойств элементарных теорий
классов универсальных гиперграфических автоматов над 𝑝-гиперграфами и элемен-
тарных теорий классов полугрупп таких, как проблема элементарной эквивалентности
таких автоматов, проблема алгоритмической разрешимости элементарных теорий
классов универсальных гиперграфических автоматов над 𝑝-гиперграфами и пр.
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