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Abstract. This paper considers a Carleman type boundary value problem for quasiharmonic
functions. The boundary value problem is an informal model of a Carleman type differential
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Постановка задачи

Пусть 𝑇+ — произвольная односвязная область на конечной плоскости C комплекс-
ного переменного 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, ограниченная простым гладким замкнутым контуром
Ляпунова 𝐿, а 𝑇− = C∖(𝑇+ ∪ 𝐿), где C = C ∪ {∞}.

Напомним [1,2], что квазигармоническими функциями рода 𝑛(𝑛 ∈ N) в области
𝑇+ называются функции комплексного переменного, задаваемые формулой

𝑊 (𝑧) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝐴𝑛
𝑘

(︂
𝑧

1 + 𝑧𝑧

)︂𝑛−𝑘
𝑑𝑘𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧𝑘
, (1)

где 𝐴𝑛
𝑘 = (−1)𝑛−𝑘 (2𝑛−𝑘)!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
, а 𝜙+(𝑧) — аналитическая в области 𝑇+ функция, называемая

аналитической компонентой квазигармонической функции 𝑊 (𝑧).
Известно (см., например, [3,4]), что функции вида (1) являются регулярными в

области 𝑇+ решениями дифференциального уравнения

𝜕2𝑊

𝜕𝑧𝜕𝑧
+
𝑛(𝑛+ 1)

(1 + 𝑧𝑧)2
𝑊 = 0, (2)

где 𝜕
𝜕𝑧

= 1
2

(︁
𝜕
𝜕𝑥

− 𝑖 𝜕
𝜕𝑦

)︁
, 𝜕

𝜕𝑧
= 1

2

(︁
𝜕
𝜕𝑥

+ 𝑖 𝜕
𝜕𝑦

)︁
, 𝑛— некоторое фиксированное неотрицатель-

ное целое число.
Следуя [1,2], будем говорить, что квазигармоническая функция 𝑊 (𝑧) рода 𝑛(𝑛 > 1)

принадлежит классу Q𝑛(𝑇+) ∩ 𝐻(𝑚)(𝐿), если в представлении (1) аналитическая
компонента 𝜙+(𝑧) ∈ 𝐴(𝑇+) ∩𝐻(𝑚)(𝐿), т. е. аналитическая функция 𝜙+(𝑧) непрерывно
(в смысле Гёльдера) продолжается на контур 𝐿 вместе со своими производными
до порядка 𝑚 включительно (здесь 𝑚— некоторое фиксированное неотрицательное
целое число).

Рассматривается следующая краевая задача.
Задача GK𝑛. Требуется найти все квазигармонические рода 𝑛 функции 𝑊 (𝑧),

принадлежащие классу Q𝑛(𝑇+)∩𝐻(𝑛)(𝐿) и удовлетворяющие на контуре 𝐿 условию

𝑊+[𝛼(𝑡)] = 𝐺(𝑡)𝑊+(𝑡) + 𝑔(𝑡), (3)

где 𝑊+(𝑡) = lim
𝑧→𝑡∈𝐿

𝑊 (𝑧), 𝛼(𝑡) — прямой сдвиг контура, для которого выполняется

условие Карлемана
𝛼[𝛼(𝑡)] = 𝑡, (4)
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a 𝐺(𝑡) и 𝑔(𝑡) — заданные на контуре 𝐿 функции, удовлетворяющие условию
Гёльдера вместе со своими производными до порядка 𝑛 включительно (т. е. 𝐺(𝑡),
𝑔(𝑡) ∈ 𝐻(𝑛)(𝐿)), причем 𝐺(𝑡) ̸= 0, 𝛼′(𝑡) ̸= 0 и 𝛼′(𝑡) ∈ 𝐻(𝐿).

Кроме того, всюду в дальнейшем будем считать, что функции 𝐺(𝑡), 𝑔(𝑡), 𝛼(𝑡)
удовлетворяют на контуре 𝐿 следующим тождествам:

𝐺[𝛼(𝑡)]𝐺(𝑡) = 1, 𝐺[𝛼(𝑡)]𝑔(𝑡) + 𝑔[𝛼(𝑡)] = 0. (5)

Cформулированную задачу GK𝑛 будем называть невырожденной задачей типа
задачи Карлемана для квазигармонических функций рода 𝑛 в области 𝑇+, при
этом соответствующую ей однородную задачу (𝑔(𝑡) ≡ 0) назовем задачей GK0

𝑛.

Сразу отметим, что в силу представления (1) краевое условие (3) можно перепи-
сать в виде

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐴𝑛
𝑘

(︃
𝛼(𝑡)

1 + 𝛼(𝑡)𝛼(𝑡)

)︃𝑛−𝑘
𝑑𝑘𝜙+[𝛼(𝑡)]

𝑑𝑡𝑘
= 𝐺(𝑡)

𝑛∑︁
𝑘=0

𝐴𝑛
𝑘

(︂
𝑡

1 + 𝑡𝑡

)︂𝑛−𝑘
𝑑𝑘𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡𝑘
+ 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿.

(6)
Но равенство (6) представляет собой краевое условие хорошо известной дифферен-
циальной краевой задачи типа Карлемана относительно аналитической в области
𝑇+ функции 𝜙+(𝑧) (см., например, [5, с. 332]). Следовательно, по сути, задача GK𝑛

является неформальной моделью дифференциальной задачи типа Карлемана для
аналитических функций комплексного переменного.

До сих пор в общем случае дифференциальные краевые задачи вида (6) в основ-
ном решаются методом интегральных уравнений (см., например, [5–7]). Однако
метод интегральных уравнений не позволяет установить точные картины разреши-
мости и исследовать вопросы об устойчивости решений дифференциальных краевых
задач.

В связи со сказанным выше в настоящее время актуальной проблемой в теории
краевых задач комплексного анализа является отыскание новых подходов к решению
дифференциальных краевых задач вида (6), которые были бы более «чувствительны-
ми», чем метод интегральных уравнений.

В последнее время математиками различных стран для исследования диффе-
ренциальных краевых задач широко используются так называемые комплексно-
аналитические подходы (см., например, [4,8]), основанные на глубоких качественных
аналитических свойствах рассматриваемых классов функций комплексного перемен-
ного и аналитической теории дифференциальных уравнений.

Основной целью настоящей статьи является построение конструктивного алго-
ритма комплексно-аналитического метода решения краевой задачи GK𝑛 в круговых
областях, а также установление существенной зависимости картины разрешимо-
сти задачи GK𝑛 в круговых областях от величины радиуса рассматриваемой обла-
сти. Ради краткости изложения далее ограничиваемся исследованием задачи GK𝑛

в случае, когда 𝑛 = 2 и областью 𝑇+ служит произвольная круговая область вида
𝑇+
𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟}, 𝑟 > 0.
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1. Комплексно-аналитический метод решения задачи GK2

в круговых областях
Пусть 𝑇+

𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟} и 𝐿𝑟 = {𝑡 : |𝑡| = 𝑟}— граница круга 𝑇+
𝑟 . В случае 𝑛 = 2

представление (1) принимает вид

𝑊 (𝑧) =
𝑑2𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧2
− 6𝑧

1 + 𝑧𝑧

𝑑𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧
+ 12

(︂
𝑧

1 + 𝑧𝑧

)︂2

𝜙+(𝑧), 𝑧 ∈ 𝑇+
𝑟 , (7)

где 𝜙+(𝑧) — голоморфная (аналитическая) в круге 𝑇+
𝑟 функция, принадлежащая

классу 𝐴(𝑇+
𝑟 ) ∩𝐻(2)(𝐿𝑟). Поэтому решения задачи GK2 будем искать в виде (7).

В силу (7) и с учетом того, что на окружности 𝐿𝑟 = {𝑡 : |𝑡| = 𝑟} выполняется соот-
ношение 𝑡 = 𝑟2

𝑡
, в рассматриваемом случае граничное условие (3) можно представить

так:

[𝛼(𝑡)]2
𝑑2𝜙+ [𝛼(𝑡)]

𝑑𝑡2
− 6𝑟2𝛼(𝑡)

1 + 𝑟2
𝑑𝜙+ [𝛼(𝑡)]

𝑑𝑡
+

12𝑟4

(1 + 𝑟2)2
𝜙+ [𝛼(𝑡)] =

=
𝑡2 [𝛼(𝑡)]2𝐺(𝑡)

𝑟4

{︃(︂
𝑡2
𝑑2𝜙+(𝑡)

𝑑𝑡2
− 6𝑟2𝑡

1 + 𝑟2
𝑑𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧
+

12𝑟4

(1 + 𝑟2)2
𝜙+(𝑡)

)︂}︃
+

+ [𝛼(𝑡)]2 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿𝑟. (8)

Далее, вводя в рассмотрение вспомогательную аналитическую в круге 𝑇+
𝑟 = {𝑧 :

|𝑧| < 𝑟} функцию

Φ+(𝑧) = 𝑧2
𝑑2𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧2
− 6𝑟2𝑧

1 + 𝑟2
𝑑𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧
+

12𝑟4

(1 + 𝑟2)2
𝜙+(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐿𝑟, (9)

граничное условие (8) представим в виде

Φ+ [𝛼(𝑡)] = 𝐺1(𝑡)Φ+(𝑡) + 𝑔1(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿𝑟, (10)

где 𝐺1(𝑡) = 𝑡2[𝛼(𝑡)]2𝐺(𝑡)
𝑟4

, 𝑔1(𝑡) = [𝛼(𝑡)]2 𝑔(𝑡).
Заметим, что равенство (10) является граничным условием классической задачи

типа Карлемана относительно аналитической функции Φ+(𝑧) класса 𝐴(𝑇+
𝑟 ) ∩𝐻(𝐿𝑟)

(см., например, [7, с. 172]).
Предположим, что задача типа Карлемана (10) разрешима и уже найдено ее

общее решение Φ+(𝑧). При таком предположении (с учетом (9) и (7)) для полного
решения искомой краевой задачи GK2 остается найти аналитическую компоненту
𝜙+(𝑧) искомой квазигармонической функции 𝑊 (𝑧), решив в классе 𝐴(𝑇+

𝑟 ) ∩𝐻(2)(𝐿𝑟)
следующее линейное дифференциальное уравнение Эйлера (см., например, [9, с. 136]):

𝑧2
𝑑2𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧2
− 6𝑟2𝑧

1 + 𝑟2
𝑑𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧
+

12𝑟4

(1 + 𝑟2)2
𝜙+(𝑧) = Φ+(𝑧), 𝑧 ∈ 𝑇+

𝑟 , (11)

где Φ+(𝑧) — общее решение задачи типа Карлемана (10).
Из проведенных выше рассуждений вытекает справедливость следующего основ-

ного результата.

Теорема 1. Для разрешимости краевой задачи GK2 в классе квазигармони-
ческих функций 2-го рода в круге 𝑇+

𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟} необходимо и достаточно,
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чтобы одновременно были разрешимы задача типа Карлемана (10) (в классе
функций 𝐴(𝑇+

𝑟 ) ∩ 𝐻(𝐿𝑟)) и дифференциальное уравнение Эйлера (11) (в классе
функций 𝐴(𝑇+

𝑟 )∩𝐻(2)(𝐿𝑟)). При выполнении этих условий решение краевой задачи
GK2 в круге 𝑇+

𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟} сводится к последовательному решению задачи
типа Карлемана (10) и линейного неоднородного дифференциального уравнения
Эйлера (11), причем общее решение задачи GK2 можно задавать формулой

𝑊 (𝑧) =
𝑑2𝜙о.н.(𝑧)

𝑑𝑧2
− 6𝑧

1 + 𝑧𝑧

𝑑𝜙о.н.(𝑧)

𝑑𝑧
+ 12

(︂
𝑧

1 + 𝑧𝑧

)︂2

𝜙о.н.(𝑧), 𝑧 ∈ 𝑇+
𝑟 , (12)

где 𝜙о.н.(𝑧) — общее решение неоднородного уравнения Эйлера (11).

2. О картине разрешимости задачи GK2 в круговых областях
Остановимся теперь на исследовании картины разрешимости рассматриваемой

задачи GK2. Из теоремы 1 следует, что условия разрешимости задачи GK2 складыва-
ются из условий разрешимости задачи типа Карлемана (10) и линейного дифферен-
циального уравнения Эйлера (11). Но, как известно (см., например, [7, с. 188]), в
свою очередь, картина разрешимости краевой задачи типа Карлемана (10) зависит от
величины индекса 𝜒1 = Ind𝐺1(𝑡) = 1

2𝜋
{Arg𝐺1(𝑡)}𝐿𝑟

= 𝜒+ 4, где 𝜒 = Ind𝐺(𝑡).
А именно, если индекс 𝜒1 > 0, то задача типа Карлемана (10) безусловно разре-

шима, и ее общее решение задается формулой

Φ+(𝑧) = 𝑧
𝜒1
2 𝑋+

0 (𝑧)

[︃
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿𝑟

Ψ [𝛼(𝜏)]

𝜏 − 𝑧
𝑑𝜏 +

𝜒1∑︁
𝑗=0

𝛽𝑗𝑊𝑗(𝑧)

]︃
, 𝑧 ∈ 𝑇+

𝑟 , (13)

где Ψ(𝑡) — решение интегрального уравнения Фредгольма вида

Ψ(𝑡) +
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿𝑟

[︂
𝛼′(𝜏)

𝛼(𝜏) − 𝛼(𝑡)
− (𝜏 ′(𝜎))2

𝜏 − 𝑡

]︂
Ψ(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑔1(𝑡)

[𝛼(𝑡)]
𝜒1
2 𝑋+

0 [𝛼(𝑡)]
; (14)

здесь 𝑋+
0 (𝑧) — так называемая фундаментальная функция задачи типа Карлемана

(10) (см., например, [7, с. 182]), а
𝜒1∑︀
𝑗=0

𝛽𝑗𝑊𝑗(𝑧) — общее решение соответствующей

(10) однородной задачи типа Карлемана.
Если же индекс 𝜒1 < 0, то задача типа Карлемана (10) разрешима тогда и только

тогда, когда выполняются −𝜒1 − 1 условий разрешимости вида

Im

(︂
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿𝑟

Ψ [𝛼(𝜏)]

𝜏
𝑑𝜏

)︂
= 0, Re

(︂
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿𝑟

Ψ [𝛼(𝜏)]

𝜏 𝑗
𝑑𝜏

)︂
= 0,

Im

(︂
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿𝑟

Ψ [𝛼(𝜏)]

𝜏 𝑗
𝑑𝜏

)︂
= 0, 𝑗 = 1, 2, ...,−𝜒1

2
− 1, (15)

причем при выполнении условий (15) краевая задача (10) будет иметь единственное

решение, которое также задается формулой вида (13), где вместо
𝜒1∑︀
𝑗=0

𝛽𝑗𝑊𝑗(𝑧) нужно

положить вполне определенную действительную постоянную.
Всюду в дальнейшем ради удобства индекс 𝜒1 задачи типа Карлемана (10) также

будем называть индексом исходной краевой задачи GK2.
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Таким образом, в случае когда индекс задачи GK2 𝜒1 > 0, то выражение функции
Φ+(𝑧) в правой части дифференциального уравнения Эйлера (11) будет содержать
ровно 𝜒1 + 1 произвольных действительных постоянных 𝛽0, 𝛽1, ..., 𝛽𝜒1 . Значит, общее
решение 𝜙о.н.(𝑧) линейного дифференциального уравнения второго порядка (11)
может содержать не более 𝜒1 + 5 произвольных действительных постоянных. А,
следовательно, общее решение исходной краевой задачи GK2, задаваемое формулой
(12), в рассматриваемом случае также будет содержать не более 𝜒1 + 5 произвольных
действительных постоянных. Но поскольку при 𝜒1 < 0 функция Φ+(𝑧) в правой части
дифференциального уравнения Эйлера (11) не содержит произвольных постоянных,
то в этом случае общее решение исходной краевой задачи GK2, задаваемое формулой
(12), будет содержать не более четырех произвольных действительных постоянных.

Из приведенных выше рассуждений следует, что число 𝑚𝜒1 линейно независимых
(над полем R) решений однородной задачи GK0

2 при любом значении индекса 𝜒1 не
превосходит 𝜒1 + 5, т. е.

𝑚𝜒1 6

{︃
𝜒1 + 5, если 𝜒1 > 0

4, если 𝜒1 < 0.
(16)

3. О неустойчивости решений задачи GK0
2 в круговых областях

по отношению к малым изменениям
носителя краевых условий

Заметим, что общее решение 𝜙о.н.(𝑧) неоднородного линейного дифференциального
уравнения (11) имеет следующую структуру:

𝜙о.н.(𝑧) = 𝜙0(𝑧) + 𝜙1(𝑧), (17)

где 𝜙0(𝑧) — общее решение соответствующего однородного линейного дифференциаль-
ного уравнения вида

𝑧2
𝑑2𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧2
− 6𝑟2𝑧

1 + 𝑟2
𝑑𝜙+(𝑧)

𝑑𝑧
+

12𝑟4

(1 + 𝑟2)2
𝜙+(𝑧) = 0, 𝑧 ∈ 𝑇+

𝑟 , (18)

а 𝜙1(𝑧) — какое-нибудь частное решение линейного неоднородного дифференциаль-
ного уравнения (11).

Далее покажем, что при различных значениях величины радиуса 𝑟 рассматрива-
емого круга 𝑇+

𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟} однородное линейное дифференциальное уравнение
Эйлера (18) будет иметь различное число линейно независимых (над полем R) реше-
ний, принадлежащих классу 𝐴(𝑇+

𝑟 ) ∩𝐻(2)(𝐿𝑟). Для этого заметим, что однородное
дифференциальное уравнение (18) будет иметь ненулевые решения, принадлежащие
классу 𝐴(𝑇+

𝑟 ) ∩ 𝐻(2)(𝐿𝑟), лишь при следующих трех значениях радиуса 𝑟: 𝑟 = 1,
𝑟 =

√︀
2 −

√
3 и 𝑟 =

√︀
2 +

√
3.

В самом деле, нетрудно проверить (см. также [9, с. 136]), что общее решение
однородного дифференциального уравнения Эйлера (18) задается в виде

𝜙0(𝑧) = 𝐶1𝑧
1+7𝑟2−

√
1+14𝑟2+𝑟4

2(1+𝑟2) + 𝐶2𝑧
1+7𝑟2+

√
1+14𝑟2+𝑟4

2(1+𝑟2) , (19)

где 𝐶1 = 𝑎1 + 𝑖𝑏1, 𝐶2 = 𝑎2 + 𝑖𝑏2 — произвольные комплексные постоянные.
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Так как функция 𝜔1(𝑟) = 1+7𝑟2−
√
1+14𝑟2+𝑟4

2(1+𝑟2)
принимает целые неотрицательные

значения лишь при 𝑟 =
√︀

2 +
√

3 и 𝑟 = 1 (причем 𝜔1(
√︀

2 +
√

3) = 2 и 𝜔1(1) = 1), то
при 𝐶1 ̸= 0(𝐶2 = 0) функция вида (19) может принадлежать классу 𝐴(𝑇+

𝑟 ) ∩𝐻(2)(𝐿𝑟)

только при 𝑟 = 1 или 𝑟 =
√︀

2 +
√

3.
Аналогично функция 𝜔2(𝑟) = 1+7𝑟2+

√
1+14𝑟2+𝑟4

2(1+𝑟2)
принимает целые неотрицательные

значения лишь при 𝑟 =
√︀

2 −
√

3 и 𝑟 = 1 (причем 𝜔2(
√︀

2 −
√

3) = 2;𝜔2(1) = 3),
а значит, при 𝐶2 ̸= 0(𝐶1 = 0) функция вида (19) может принадлежать классу
𝐴(𝑇+

𝑟 ) ∩𝐻(2)(𝐿𝑟) лишь при 𝑟 = 1 или 𝑟 =
√︀

2 −
√

3.
Таким образом, если 𝑟 = 1, то общее решение однородного дифференциального

уравнения (18), принадлежащее классу 𝐴(𝑇+
𝑟 )∩𝐻(2)(𝐿𝑟), задается в следующем виде:

𝜙0(𝑧) = 𝐶1𝑧 + 𝐶2𝑧
3, (20)

где 𝐶1 = 𝑎1 + 𝑖𝑏1, 𝐶2 = 𝑎2 + 𝑖𝑏2 — произвольные комплексные постоянные.
Если же 𝑟 =

√︀
2 −

√
3 или 𝑟 =

√︀
2 +

√
3, то общее решение дифференциального

уравнения (18), принадлежащее классу 𝐴(𝑇+
𝑟 ) ∩𝐻(2)(𝐿𝑟), можно задавать в виде

𝜙0(𝑧) = 𝐶𝑧2, (21)

где 𝐶 = 𝑎+ 𝑖𝑏— произвольная комплексная постоянная.
Поскольку при 𝜒1 > 0 правая часть линейного дифференциального уравнения (11)

линейно зависит от 𝜒1 + 1 произвольных действительных постоянных, то некоторые
из этих постоянных могут входить и в выражение функции 𝜙1(𝑧), которая являет-
ся частным решением этого дифференциального уравнения. Следовательно, в силу
формул (12) и (17) можно сделать следующий важный вывод: при фиксированном
значении индекса 𝜒1 = Ind𝐺1(𝑡) число 𝑚𝜒1 произвольных действительных посто-
янных, линейно входящих в общее решение краевой задачи GK2, существенным
образом зависит от величины радиуса 𝑟 рассматриваемой круговой области
𝑇+
𝑟 = {𝑧 : |𝑧| < 𝑟}, а именно справедлива следующая формула:

𝑚𝜒1 6

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜒1 + 1, если 𝑟 ̸= 1, 𝑟 ̸=

√︀
2 ±

√
3,

𝜒1 + 5, если 𝑟 = 1,

𝜒1 + 3, если 𝑟 =
√︀

2 +
√

3 или 𝑟 =
√︀

2 −
√

3.

(22)

Как видно из формулы (22), при фиксированном значении индекса 𝜒1 = Ind𝐺1(𝑡)
конкретная однородная краевая задача GK0

2 будет иметь наибольшее число линейно
независимых (над полем R) решений в случае 𝑟 = 1, т. е. в случае, когда рассматрива-
емая область является единичным кругом 𝑇+

1 = {𝑧 : |𝑧| < 1}. Кроме того, из формулы
(22) следует, что решения краевой задачи GK2, вообще говоря, неустойчивы по
отношению к малым изменениям носителя краевых условий 𝐿𝑟 = {𝑡 : |𝑡| = 𝑟}.
Здесь в случае 𝑟 = 1, 𝑟 =

√︀
2 −

√
3 и 𝑟 =

√︀
2 +

√
3 возникает явление «резонанса»,

т. е. резкое изменение значения числа 𝑚𝜒1.
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