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Аннотация. Рассмотрен изгиб упругой круговой несимметричной по толщине трехслойной
пластины локальными равномерно распределенными по кругу нагрузками в нейтронном
потоке. Для описания кинематики пакета используются гипотезы ломаной линии. В тонких
несущих слоях справедливы гипотезы Кирхгофа. В несжимаемом по толщине относительно
толстом заполнителе выполняется гипотеза Тимошенко о прямолинейности и несжимаемости
деформированной нормали. Учитывается работа касательных напряжений заполнителя. При-
нято, что при малых деформациях в линейном приближении можно считать дополнительное
изменение объема материалов в слоях прямо пропорциональным интегральному нейтрон-
ному потоку. Затухание интенсивности нейтронного потока при прохождении через слои
пластины предполагается по экспоненциальному закону. Влияние нейтронного облучения на
параметры упругости материалов не учитывается. Приведена постановка соответствующей
краевой задачи. Система дифференциальных уравнений равновесия в усилиях получена
вариационным методом Лагранжа. На контуре пластины приняты граничные условия шар-
нирного опирания. В этом случае в требование равенства нулю изгибающего момента на
контуре пластины входит интегральный нейтронный поток. Решение краевой задачи сведено к
нахождению трех искомых функций — прогиба, сдвига и радиального перемещения срединной
плоскости заполнителя. Для этих функций выписана неоднородная система обыкновенных
линейных дифференциальных уравнений. Решение краевой задачи получено в конечном виде.
Проведен численный параметрический анализ полученных решений. Исследована зависи-
мость напряженно-деформированного состояния трехслойной металлополимерной пластины
от величины и вида нагрузки, толщины слоев, интенсивности нейтронного потока.
Ключевые слова: трехслойная круговая пластина, упругость, локальная нагрузка, нейтрон-
ный поток, численный анализ НДС
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Abstract. The bending of an elastic circular three-layer plate asymmetric in thickness by local
loads uniformly distributed in a circle in a neutron current is considered. Polyline hypotheses
are used to describe the kinematics of the package. Kirchhoff’s hypotheses are valid in thin
load-bearing layers. In a relatively thick incompressible filler, Timoshenko’s hypothesis about the
straightness and incompressibility of the deformed normal is fulfilled. The work of the tangential
stresses of the filler is taken into account. Deformations are small. It is assumed that, in a linear
approximation, an additional change in the volume of materials in the layers can be considered
directly proportional to the integral neutron flux. Attenuation of the intensity of the neutron
flux when passing through the layers of the plate is assumed according to the exponential law.
The effect of neutron irradiation on the elasticity parameters of materials is not taken into
account. The formulation of the corresponding boundary value problem is given. The system of
differential equations of equilibrium in forces is obtained by the Lagrange variational method. In
the contour of the plate, the boundary conditions of the hinge support are assumed. In this case,
the requirement of zero bending moment on the contour of the plate includes an integral neutron
flux. The solution to the boundary value problem is reduced to finding three desired functions —
deflection, shear, and radial displacement of the median plane of the filler. An inhomogeneous
system of ordinary linear differential equations is written out for these functions. The solution to
the boundary value problem is obtained in the final form. Numerical parametric analysis of the
obtained solutions is carried out. The dependence of the stress-strain state of a three-layer metal
polymer plate on the magnitude and type of load, layer thickness, and neutron flux intensity is
investigated.
Keywords: three-layer circular plate, elasticity, local load, neutron flux, numerical analysis SSS
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Введение
Потребность оценки напряженно-деформированного состояния композитных, в

том числе слоистых, элементов конструкций, работающих в условиях комплексных
внешних воздействий, вызвана их широким применением в технике, строительстве
и транспортировке энергоресурсов. Это обусловливает необходимость создания рас-
четных механико-математических моделей для описания их деформирования при
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различных нагрузках, включая радиационно-силовые. Указанной проблеме посвящен
ряд работ.

Общие подходы к построению математических моделей многослойных конструк-
ций при квазистатических и динамических нагрузках изложены в монографии [1].
Свободные, вынужденные и нестационарные колебания неоднородных сферических
и цилиндрических оболочек рассмотрены в статьях [2–6]. Воздействие импульсных
нагрузок на слоистые и нерегулярные пластины исследовано в работах [7–11]. Осе-
симметричные колебания трехслойных пластин, связанных с упругим основанием,
анализируются в публикациях [12–17]. Кинематические предположения принима-
лись соответствующими гипотезе прямой линии. Реакция основания описывалась
моделями Винклера и Пастернака. Исследовано взаимодействие трехслойной пла-
стины с вибрирующим жестким штампом через тонкий слой вязкой несжимаемой
жидкости. Решение получено в перемещениях в виде разложения в ряды по системам
собственных функций. Численно исследованы частоты и амплитуды колебаний.

Работы [18–20] посвящены развитию математических моделей переменного ква-
зистатического нагружения упругопластических трехслойных стержней, пластин и
оболочек. Физические уравнения состояния принимались соответствующими тео-
рии малых упругопластических деформаций. За основу принята теория переменного
нагружения однородных тел В. В. Москвитина [21].

В публикациях [22–26] проводится анализ квазистатического нагружения слои-
стых элементов конструкций при конечных деформациях, учитывается ползучесть
материалов слоев. В статьях [27–29] рассмотрено деформирование упругих и упруго-
пластических трехслойных балок, деформируемых в температурном поле локальными
нагрузками. Статьи [30–35] посвящены исследованию деформирования трехслой-
ных пластин распределенной нагрузкой, в том числе со сжимаемым заполнителем,
связанных с упругим основанием Пастернака, с нелинейно-упругим заполнителем,
деформируемых в своей плоскости.

Влиянию нейтронного облучения на механические свойства материалов и по-
строению соответствующих математических моделей деформирования твердых тел
посвящены монографии [36–38]. В статье [19] исследовано влияние нейтронного
облучения на деформирование трехслойного стержня со сжимаемым заполнителем.

В данной работе приведена постановка и получено аналитическое решение краевой
задачи о локальном нагружении трехслойной упругой круговой пластины в условиях
нейтронного облучения. Исследовано прохождение нейтронного потока через пластину
и влияние на ее деформирование.

1. Постановка краевой задачи

Для несимметричной по толщине трехслойной круговой пластины принимаются
кинематические гипотезы ломаной линии. Внешние несущие слои предполагаются
тонкими, толщиной ℎ1 ̸= ℎ2, для них справедливы гипотезы Кирхгофа о несжи-
маемости, прямолинейности и перпендикулярности деформированных нормалей к
срединной поверхности слоев. В жестком достаточно толстом заполнителе (ℎ3 = 2𝑐)
учитывается работа в тангенциальном направлении, для него справедлива гипотеза о
прямолинейности и несжимаемости деформированной нормали, которая поворачива-
ется относительно срединной поверхности на некоторый дополнительный угол 𝜓(𝑟).
Постановка задачи и ее решение проводятся в цилиндрической системе координат 𝑟,
𝜙, 𝑧, которая связывается со срединной плоскостью заполнителя (рис. 1).
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Рис. 1. Расчетная схема трехслойной пластины (цвет онлайн)
Fig. 1. Calculation scheme of a three-layer plate (color online)

Предполагается, что в начальный момент времени перпендикулярно внешней
поверхности верхнего слоя 𝑧 = 𝑐+ ℎ1 пластины воздействует осесимметричная рас-
пределенная по кругу силовая нагрузка 𝑞(𝑟) и падает нейтронный поток плотностью
𝜙0 = const в направлении, противоположном внешней нормали (см. рис. 1). В силу
осесимметричности нагрузки тангенциальные перемещения в слоях отсутствуют:
𝑢
(𝑘)
𝜙 = 0 (𝑘 = 1, 2, 3 — номер слоя), а прогиб пластины 𝑤(𝑟, 𝑡), относительный сдвиг

в заполнителе 𝜓(𝑟, 𝑡) и радиальное перемещение координатной поверхности 𝑢(𝑟, 𝑡)
(которые в дальнейшем считаются искомыми) не зависят от координаты 𝜙. Их зави-
симость от времени 𝑡 определяется интегральным нейтронным потоком 𝐼𝑘(𝑧, 𝑡). На
контуре жесткая диафрагма, препятствующая относительному сдвигу слоев (𝜓 = 0
при 𝑟 = 𝑟0).

Как указано в работе [36], согласно экспериментальным данным, при малых де-
формациях в линейном приближении можно считать, что изменение объема материала
в слоях 𝜃𝐼𝑘 прямо пропорционально интегральному нейтронному потоку

𝜃𝐼𝑘 = 𝐵𝑘𝐼𝑘(𝑧, 𝑡), 𝐼𝑘(𝑧, 𝑡) = 𝜙𝑘(𝑧)𝑡, (1)

где 𝜙𝑘 — интенсивность потока, нейтрон/(м2с), дошедшего за время 𝑡 к поверхности с
координатой 𝑧 в 𝑘-м слое; 𝐵𝑘 — константа материала, получаемая из опыта.

Пусть на верхнюю поверхность пластины 𝑧 = 𝑐 + ℎ1 параллельно оси 𝑧 падают
нейтроны с интенсивностью 𝜙0. Тогда интенсивность потока нейтронов, доходящих
до плоскости, параллельной границе 𝑧 = const, будет убывать по экспоненте [36]. В
рассматриваемом случае к моменту 𝑡 через сечение с координатой 𝑧 в верхнем слое
пройдет интегральный поток

𝐼1(𝑧, 𝑡) = 𝜙0𝑡 exp (−𝜇1(𝑐+ ℎ1 − 𝑧)) , (2)

где 𝜇1 — величина макроскопического эффективного сечения (1/см).
В заполнителе интегральный поток к этому моменту будет

𝐼3(𝑧, 𝑡) = 𝜙13𝑡 exp (−𝜇3(𝑐− 𝑧)) , (3)

где 𝜙13 = 𝜙0 exp(−𝜇1ℎ1).
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В нижнем слое интегральный поток

𝐼2(𝑧, 𝑡) = 𝜙32𝑡 exp(−𝜇2(−𝑐− 𝑧)), (4)

где 𝜙32 = 𝜙13 exp(−2𝜇3𝑐).
В зависимости от энергии нейтронов и облучаемого материала величина пара-

метра 𝐵𝑘 в формуле (1) может быть порядка 10−28 − 10−23 м2/нейтрон. При этом
значение 𝜇𝑘 обратно величине свободного пробега нейтронов, который в алюминии —
𝜆1 = 14.1 − 15.9 см, в полиэтилене — 𝜆3 = 5, 5 − 13, 9 см.

Приведенные формулы (2)–(4) позволяют рассчитать интегральный нейтронный
поток, прошедший за время 𝑡 через плоскость с координатой 𝑧 в трехслойной пластине.

В соответствии с принятыми кинематическими гипотезами радиальные перемеще-
ния в слоях 𝑢(𝑘)𝑟 = 0 выражаются через искомые функции

𝑢(1)𝑟 = 𝑢+ 𝑐𝜓 − 𝑧𝑤,𝑟, 𝑐 6 𝑧 6 𝑐+ ℎ1,

𝑢(3)𝑟 = 𝑢+ 𝑧𝜓 − 𝑧𝑤,𝑟, −𝑐 6 𝑧 6 𝑐,

𝑢(2)𝑟 = 𝑢− 𝑐𝜓 − 𝑧𝑤,𝑟, −𝑐− ℎ2 6 𝑧 6 −𝑐,
(5)

где запятая в нижнем индексе обозначает производную по следующей за ней коорди-
нате.

Для описания связи напряжений с деформациями в слоях пластины используются
физические уравнения состояния, учитывающие радиационное изменение объема (1),

𝑠(𝑘)𝛼 = 2𝐺𝑘𝑒
(𝑘)
𝛼 , 𝜎(𝑘) = 3𝐾𝑘(𝜀(𝑘) −𝐵𝑘𝐼𝑘), 𝑠(3)𝑟𝑧 = 2𝐺3𝑒

(3)
𝑟𝑧 (𝑘 = 1, 2, 3; 𝛼 = 𝑟, 𝜙), (6)

где 𝑠(𝑘)𝛼 , 𝑒(𝑘)𝛼 — девиаторные, 𝜎(𝑘), 𝜀(𝑘) — шаровые части тензоров напряжений и дефор-
маций; 𝐺𝑘, 𝐾𝑘 — модули сдвига и объемного деформирования, влияние нейтронного
облучения на которые незначительно и в дальнейшем не учитывается [37,38]; 𝑠(3)𝑟𝑧 ,
𝑒
(3)
𝑟𝑧 — касательное напряжение и сдвиговая деформация в заполнителе.

Обобщенные внутренние усилия и моменты вводятся соотношениями

𝑇𝛼 ≡
3∑︁

𝑘=1

𝑇 (𝑘)
𝛼 =

3∑︁
𝑘=1

∫︁
ℎ𝑘

𝜎(𝑘)
𝛼 𝑑𝑧, 𝑀𝛼 ≡

3∑︁
𝑘=1

𝑀 (𝑘)
𝛼 =

3∑︁
𝑘=1

∫︁
ℎ𝑘

𝜎(𝑘)
𝛼 𝑧 𝑑𝑧,

𝐻𝛼 = 𝑀 (3)
𝛼 + 𝑐

(︀
𝑇 (1)
𝛼 − 𝑇 (2)

𝛼

)︀
, 𝑄 =

𝑐∫︁
−𝑐

𝜎(3)
𝑟𝑧 𝑑𝑧 (𝛼 = 𝑟, 𝜙), (7)

где 𝜎(𝑘)
𝛼 , 𝜎(𝑘)

𝑟𝑧 — компоненты тензора напряжений.
Подставив в (7) выражения напряжений через деформации из (6), а затем с помо-

щью соотношений Коши выразив деформации через перемещения (5), получим для
обобщенных внутренних усилий формулы, связывающие их с искомыми функциями,

𝑇𝑟 =
3∑︁

𝑘=1

⎡⎣ℎ𝑘(𝐾+
𝑘 𝑢,𝑟 +

𝑢

𝑟
𝐾−

𝑘 ) −𝐾𝑘𝐵𝑘

∫︁
ℎ𝑘

𝐼𝑘 𝑑𝑧

⎤⎦+ 𝑐(𝐾+
1 ℎ1 −𝐾+

2 ℎ2)𝜓,𝑟+

+𝑐(𝐾−
1 ℎ1 −𝐾−

2 ℎ2)
𝜓

𝑟
−
[︂
𝐾+

1 ℎ1

(︂
𝑐+

ℎ1
2

)︂
−𝐾+

2 ℎ2

(︂
𝑐+

ℎ2
2

)︂]︂
𝑤,𝑟𝑟−

−
[︂
𝐾−

1 ℎ1

(︂
𝑐+

ℎ1
2

)︂
−𝐾−

2 ℎ2

(︂
𝑐+

ℎ2
2

)︂]︂
𝑤,𝑟
𝑟
,
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𝑀𝑟 =

[︂
𝐾+

1 ℎ1

(︂
𝑐+

ℎ1
2

)︂
−𝐾+

2 ℎ2

(︂
𝑐+

ℎ2
2

)︂]︂
𝑢,𝑟+

+

[︂
𝐾−

1 ℎ1

(︂
𝑐+

ℎ1
2

)︂
−𝐾−

2 ℎ2

(︂
𝑐+

ℎ2
2

)︂]︂
𝑢

𝑟
+

+

[︂
𝑐𝐾+

1 ℎ1

(︂
𝑐+

ℎ1
2

)︂
+ 𝑐𝐾+

2 ℎ2

(︂
𝑐+

ℎ2
2

)︂
+

2

3
𝑐3𝐾+

3

]︂
𝜓,𝑟+

+

[︂
𝑐𝐾−

1 ℎ1

(︂
𝑐+

ℎ1
2

)︂
+ 𝑐𝐾−

2 ℎ2

(︂
𝑐+

ℎ2
2

)︂
+

2

3
𝑐3𝐾−

3

]︂
𝜓

𝑟
−

−
[︂
𝐾+

1 ℎ1

(︂
𝑐2 + 𝑐ℎ1 +

ℎ21
3

)︂
+𝐾+

2 ℎ2

(︂
𝑐2 + 𝑐ℎ2 +

ℎ22
3

)︂
+

2

3
𝑐3𝐾+

3

]︂
𝑤,𝑟𝑟−

−
[︂
𝐾−

1 ℎ1

(︂
𝑐2 + 𝑐ℎ1 +

ℎ21
3

)︂
+𝐾−

2 ℎ2

(︂
𝑐2 + 𝑐ℎ2 +

ℎ22
3

)︂
+

2

3
𝑐3𝐾−

3

]︂
− 𝑤,𝑟

𝑟

3∑︁
𝑘=1

𝐾𝑘𝐵𝑘

∫︁
ℎ𝑘

𝐼𝑘𝑧 𝑑𝑧,

𝐻𝑟 = 𝑐(𝐾+
1 ℎ1 −𝐾+

2 ℎ2)𝑢,𝑟 + 𝑐(𝐾−
1 ℎ1 −𝐾−

2 ℎ2)
𝑢

𝑟
+

+

[︂
𝑐2(𝐾+

1 ℎ1 +𝐾+
2 ℎ2) +

2

3
𝑐3𝐾+

3

]︂
𝜓,𝑟 +

[︂
𝑐2(𝐾−

1 ℎ1 +𝐾−
2 ℎ2) +

2

3
𝑐3𝐾−

3

]︂
𝜓

𝑟
−

−
[︂
𝑐

(︂
𝐾+

1 ℎ1(𝑐+
ℎ1
2

) +𝐾+
2 ℎ2(𝑐+

ℎ2
2

)

)︂
+

2

3
𝑐3𝐾+

3

]︂
𝑤,𝑟𝑟−

−
[︂
𝑐

(︂
𝐾−

1 ℎ1(𝑐+
ℎ1
2

) +𝐾−
2 ℎ2(𝑐+

ℎ2
2

)

)︂
+

2

3
𝑐3𝐾−

3

]︂
𝑤,𝑟
𝑟

−

−𝐾3𝐵3

∫︁
ℎ3

𝐼3𝑧 𝑑𝑧 − 𝑐

⎛⎝𝐾1𝐵1

∫︁
ℎ1

𝐼1 𝑑𝑧 −𝐾2𝐵2

∫︁
ℎ2

𝐼2 𝑑𝑧

⎞⎠ ,

𝑄 = 2𝑐𝐺3𝜓, 𝐾𝑘 +
4

3
𝐺𝑘 ≡ 𝐾+

𝑘 , 𝐾𝑘 −
2

3
𝐺𝑘 ≡ 𝐾−

𝑘 . (8)

Выражения для обобщенных внутренних усилий 𝑀𝜙, 𝐻𝜙 и 𝑇𝜙 следуют из (8),
если в одноименных величинах поменять местами параметры 𝐾+

𝑘 и 𝐾−
𝑘 .

Пусть на рассматриваемую трехслойную пластину действует локальная поверх-
ностная нагрузка 𝑞(𝑟), равномерно распределенная внутри круга относительного
радиуса 𝑏 6 𝑟0 :

𝑞(𝑟) = 𝑞0𝐻0(𝑏− 𝑟) (𝑞0 = const), (9)

где 𝐻0(𝑟) — функция Хевисайда.
Система уравнений равновесия упругой трехслойной пластины в обобщенных

усилиях приведена в [20]. Она получена с помощью вариационного принципа Лагран-
жа и справедлива в рассматриваемом случае. Подставив в нее обобщенные усилия
(8), получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений равновесия для
определения искомых функций в задаче о деформировании трехслойной круговой
пластины в нейтронном потоке:

L2(𝑎1𝑢+ 𝑎2𝜓 − 𝑎3𝑤,𝑟 ) = 0,

L2(𝑎2𝑢+ 𝑎4𝜓 − 𝑎5𝑤,𝑟) − 2𝑐𝐺3𝜓 = 0,

L3(𝑎3𝑢+ 𝑎5𝜓 − 𝑎6𝑤,𝑟) = 𝑞0𝐻0(𝑏− 𝑟), (10)
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где дифференциальные операторы L2 (оператор Бесселя), L3 и коэффициенты 𝑎𝑖
определяются соотношениями

L2(𝑔) ≡
(︂

1

𝑟
(𝑟𝑔),𝑟

)︂
,𝑟 ≡ 𝑔,𝑟𝑟 +

𝑔,𝑟
𝑟

− 𝑔

𝑟2
,

L3(𝑔) ≡ 1

𝑟
(𝑟L2(𝑔)) ,𝑟 ≡ 𝑔,𝑟𝑟𝑟 +

2𝑔,𝑟𝑟
𝑟

− 𝑔,𝑟
𝑟2

+
𝑔

𝑟3
,

𝑎1 =
3∑︁

𝑘=1

ℎ𝑘𝐾
+
𝑘 , 𝑎2 = 𝑐(ℎ1𝐾

+
1 − ℎ2𝐾

+
2 ), 𝑎3 = ℎ1

(︂
𝑐+

1

2
ℎ1

)︂
𝐾+

1 − ℎ2

(︂
𝑐+

1

2
ℎ2

)︂
𝐾+

2 ,

𝑎4 = 𝑐2
(︂
ℎ1𝐾

+
1 + ℎ2𝐾

+
2 +

2

3
𝑐𝐾+

3

)︂
,

𝑎5 = 𝑐

[︂
ℎ1

(︂
𝑐+

1

2
ℎ1

)︂
𝐾+

1 + ℎ2

(︂
𝑐+

1

2
ℎ2

)︂
𝐾+

2 +
2

3
𝑐2𝐾+

3

]︂
,

𝑎6 = ℎ1

(︂
𝑐2 + 𝑐ℎ1 +

1

3
ℎ21

)︂
𝐾+

1 + ℎ2

(︂
𝑐2 + 𝑐ℎ2 +

1

3
ℎ22

)︂
𝐾+

2 +
2

3
𝑐3𝐾+

3 .

Следует отметить, что интегральный нейтронный поток в систему (10) явным
образом не входит, как ранее и температура в подобной задаче [20].

2. Общее решение краевой задачи
Общее аналитическое решение системы уравнений (10) будет следующим:

𝜓 = 𝐶2𝐼1(𝛽𝑟) + 𝐶3𝐾1(𝛽𝑟) + 𝜓𝑟,

𝑤 =
𝑏2
𝑏3

∫︁
𝜓 𝑑𝑟 +

𝑞0
𝑏3

∫︁
L−1
3 (𝐻0(𝑏− 𝑟)) 𝑑𝑟 − 1

4𝑏3
𝐶1𝑟

2(ln 𝑟 − 1) +
𝐶5𝑟

2

4𝑏3
+ 𝐶6 ln 𝑟 + 𝐶4,

𝑢 =
𝑎3
𝑎1
𝑤,𝑟 −

𝑎2
𝑎1
𝜓 +

𝐶7𝑟

2
+
𝐶8

𝑟
, (11)

где 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶8 — константы интегрирования, определяемые из граничных условий;
𝐼1(𝛽𝑟), 𝐾1(𝛽𝑟) — функции Бесселя; интегралы берутся в пределах от 0 до 𝑟; L−1

2 ,
L−1
3 — интегральные операторы, обратные дифференциальным операторам L2, L3:

L−1
2 (𝑓) ≡ 1

𝑟

∫︁
𝑟

∫︁
𝑓(𝑟) 𝑑𝑟 𝑑𝑟, L−1

3 (𝑓) ≡ 1

𝑟

∫︁
𝑟

∫︁
1

𝑟

∫︁
𝑟𝑓(𝑟) 𝑑𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝑟;

𝜓𝑟 — частное решение, которое можно записать в виде

𝜓𝑟 = −𝐾1(𝛽𝑟)

∫︁
𝐼1(𝛽𝑟)𝑓(𝑟)𝑟 𝑑𝑟 + 𝐼1(𝛽𝑟)

∫︁
𝐾1(𝛽𝑟)𝑓(𝑟) 𝑟 𝑑𝑟, 𝑓(𝑟) =

𝛾1
𝑞0
𝑟

∫︁
𝐻0(𝑏− 𝑟)𝑟 𝑑𝑟,

𝛽2 =
2𝑐𝑏3𝐺3

𝑏1𝑏3 − 𝑏22
, 𝑏1 =

𝑎1𝑎4 − 𝑎22
𝑎1

, 𝑏2 =
𝑎1𝑎5 − 𝑎2𝑎3

𝑎1
, 𝑏3 =

𝑎1𝑎6 − 𝑎23
𝑎1

, 𝛾1 =
𝑏2

𝑏1𝑏3 − 𝑏22
.

Из граничных условий интерес представляет шарнирное опирание контура пла-
стины, так как при этом ограничения накладываются на обобщенный радиальный
момент 𝑀𝑟, что позволяет учесть влияние нейтронного облучения в явном виде. В
этом случае на контуре должны выполняться условия при 𝑟 = 𝑟0

𝑢 = 𝜓 = 𝑤 = 𝑀𝑟 = 0. (12)
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В решении (11) необходимо вычислить операторы и интегралы, содержащие
функцию Хевисайда. Оператор L−1

3 от нагрузки (9) и интеграл от него будут

L−1
3 (𝐻0(𝑏− 𝑟)) =

(︂
𝑟3

16
− 𝑏4

16𝑟
− 𝑏2𝑟

4
ln
(︁𝑟
𝑏

)︁)︂
𝐻0 (𝑏− 𝑟) ,∫︁

L−1
3 (𝐻0(𝑏− 𝑟) 𝑑𝑟 =

(︂
𝑟4 − 5𝑏4

64
+
𝑏2𝑟2

16
−
(︂
𝑏4

16
+
𝑏2𝑟2

8

)︂
ln
(︁𝑟
𝑏

)︁)︂
𝐻0(𝑏− 𝑟). (13)

Функция 𝑓(𝑟) в решении (11) после взятия интеграла принимает вид

𝑓(𝑟) =
𝛾1
𝑞0

(︀
𝑟2 − 𝑏2

)︀
2𝑟𝐻0(𝑏− 𝑟).

Внося ее в интегралы с бесселевыми функциями, входящими в частное решение 𝜓𝑟,
получим∫︁

𝐼1(𝛽𝑟)𝑓(𝑟)𝑟 𝑑𝑟 =
𝛾1
𝑞0

2𝛽𝐻0(𝑏− 𝑟)

[︂(︀
𝑟2 − 𝑏2

)︀
𝐼0(𝛽𝑟) +

2

𝛽
(𝑏𝐼1(𝛽𝑏) − 𝑟𝐼1(𝛽𝑟))

]︂
−

−𝐶1𝛾1
𝛽

𝐼0(𝛽𝑟),∫︁
𝐾1(𝛽𝑟)𝑓(𝑟)𝑟 𝑑𝑟 =

𝛾1𝑞0
2𝛽

𝐻0(𝑏− 𝑟)×

×
[︂(︀
𝑏2 − 𝑟2

)︀
𝐾0(𝛽𝑟) +

2

𝛽
(𝑏𝐾1(𝛽𝑏) − 𝑟𝐾1(𝛽𝑟))

]︂
+
𝐶1𝛾1
𝛽

𝐾0(𝛽𝑟). (14)

Частное решение 𝜓𝑟(𝑟) и интеграл от него с учетом (14) будут

𝜓𝑟(𝑟) =
𝛾1𝑞0
2𝛽2

𝐻0(𝑏− 𝑟)

[︂
𝑏2

𝑟
− 𝑟 + 2𝑏 (𝐾1(𝛽𝑏)𝐼1(𝛽𝑟) − 𝐼1(𝛽𝑏)𝐾1(𝛽𝑟))

]︂
+
𝐶1𝛾1
𝛽2𝑟

,∫︁
𝜓𝑟 𝑑𝑟 =

𝐶2𝐼0(𝛽𝑟)

𝛽
− 𝐶3𝐾0(𝛽𝑟)

𝛽
+
𝐶1𝛾1
𝛽2

ln 𝑟 +
𝛾1𝑞0
2𝛽2

𝐻0(𝑏− 𝑟)×

×
[︂
𝑏2 − 𝑟2

2
+ 𝑏2 ln

(︁𝑟
𝑏

)︁
+

2𝑏

𝛽
(𝐾1(𝛽𝑏)𝐼0(𝛽𝑟) + 𝐼1(𝛽𝑏)𝐾0(𝛽𝑟)) −

2

𝛽2

]︂
. (15)

В результате из решения (11), используя выражения (13)–(15), получим следую-
щие формулы для перемещений в упругой трехслойной круговой пластине, находя-
щейся в нейтронном потоке под действием круговой локальной нагрузки (9):

𝜓 = 𝐶2𝐼1(𝛽𝑟) + 𝐶3𝐾1(𝛽𝑟)+

+
𝛾1
𝑞0

2𝛽2𝐻0(𝑏− 𝑟)

[︂
𝑏2

𝑟
− 𝑟 + 2𝑏 (𝐾1(𝛽𝑏)𝐼1(𝛽𝑟) − 𝐼1(𝛽𝑏)𝐾1(𝛽𝑟))

]︂
+
𝐶1𝛾1
𝛽2

𝑟,

𝑤 =
𝑏2
𝑏3

[︂
𝐶2𝐼0(𝛽𝑟)

𝛽
− 𝐶3𝐾0(𝛽𝑟)

𝛽
+
𝐶1𝛾1
𝛽2

ln 𝑟 +
𝛾1𝑞0
2𝛽2

𝐻0(𝑏− 𝑟)×

×
[︂
𝑏2 − 𝑟2

2
+ 𝑏2 ln

(︁𝑟
𝑏

)︁
+

2𝑏

𝛽
(𝐾1(𝛽𝑏)𝐼0(𝛽𝑟) + 𝐼1(𝛽𝑏)𝐾0(𝛽𝑟)) −

2

𝛽2

]︂]︂
+

+
𝑞0
𝑏3

(︂
𝑟4 − 5𝑏4

64
+
𝑏2𝑟2

16
−
(︂
𝑏4

16
+
𝑏2𝑟2

8

)︂
ln
(︁𝑟
𝑏

)︁)︂
𝐻0(𝑏− 𝑟)−
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− 1

4𝑏3
𝐶1𝑟

2(ln 𝑟 − 1) +
𝐶5𝑟

2

4𝑏3
+ 𝐶6 ln 𝑟 + 𝐶4,

𝑢 =
𝑎3
𝑎1
𝑤,𝑟 −

𝑎2
𝑎1
𝜓 +

𝐶7𝑟

2
+
𝐶8

𝑟
. (16)

Константы интегрирования следуют из граничных условий на контуре (12) и
требований ограниченности решения (16) в центре пластины. Из ограниченности
решения имеем

𝐶1 = −𝑞0𝑏
2

2
, 𝐶3 =

𝑞0𝛾1𝑏𝐼1(𝛽𝑏)

𝛽2
, 𝐶6 =

𝑞0𝑏
4

16𝑏3
, 𝐶8 = 0. (17)

В случае шарнирного опирания контура из условий (12) получим

𝐶2 =
𝛾1
𝑞0
𝛽2𝐼1(𝛽𝑟0)

(︂
𝑏2

2
− 𝑏𝐾1(𝛽𝑟0)𝐼1(𝛽𝑏)

)︂
, 𝐶4 = −𝐶5

4𝑏3
−𝑏2
𝑏3

∫︁
𝜓 𝑑𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝑟=𝑟0

,

𝐶5 =

(︂
𝐶1

2
+ 2𝑏3𝐶6

)︂
𝑎1𝑏3 − 𝑎7𝑎1 − 𝑎23
𝑎1(𝑎6 + 𝑎7)

−

− 2𝑏3𝑡

𝑎6 + 𝑎7
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𝜙0𝐾1𝐵1

𝜇1

(︂
ℎ1 + 𝑐− 1

𝜇1

−
(︂
𝑐− 1

𝜇1

)︂
exp(−𝜇1ℎ1)

)︂
+

+
𝜙32𝐾2𝐵2

𝜇2

(︂
𝑐

(︂
𝑐+ ℎ2 +

1

𝜇2

)︂
exp(−𝜇2ℎ2) − 𝑐− 1

𝜇2

)︂
+

+
𝜙13𝐾3𝐵3

𝜇3

(︂
𝑐− 1

𝜇3

+

(︂
𝑐+

1

𝜇3

)︂
exp(−2𝜇3𝑐)

)︂]︂
, 𝐶7 = −2𝑎3

𝑎1

(︂
𝐶6

𝑟20
+
𝐶5

2𝑏3

)︂
. (18)

Таким образом, искомые перемещения в пластине при локальной круговой нагрузке
(9) определяются формулами (16) с константами интегрирования (17), (18).

3. Численное исследование
Численные результаты получены для пластины единичного радиуса, материалы сло-

ев которой Д16Т–фторопласт–Д16Т. Принимались: 𝐵1 = 𝐵2 = 𝐵3 = 10−23 м2/нейтрон,
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Рис. 2. Зависимость прогиба от толщины
верхнего слоя пластины: 1 — ℎ1 = 0.01;
2 — ℎ1=0.02; 3 — ℎ1=0.04; 4 — ℎ1=0.06

Fig. 2. Dependence of the deflection on
the thickness of the upper layer of the
plate: 1 is ℎ1 = 0.01; 2 is ℎ1 = 0.02;

3 is ℎ1 = 0.04; 4 is ℎ1 = 0.06

что обеспечивает объемную деформацию в
слоях порядка 3.0–3.5%; для дюралюминия —
𝜇1 = 1.26 см; для фторопласта — 𝜇3 = 3.21 см;
интенсивности распределенной круговой на-
грузки 𝑞0 = −1 МПа, толщины слоев ℎ2 = 0.04,
ℎ3 = 0.4. Константы упругости материалов за-
имствованы из работ [39,40].

Зависимость прогиба от толщины верх-
него слоя при отсутствии силовой нагрузки
𝑞0 = 0 показана на рис. 2: 1 — ℎ1 = 0.01; 2 —
ℎ1 = 0.02; 3 — ℎ1 = 0.04; 4 — ℎ1 = 0.06.

С ростом толщины верхнего слоя прогиб
увеличивается по модулю, при этом меняет
знак. Значение ℎ1 = ℎ*1, при котором прогиб
равен нулю, следует из условия 𝑤(ℎ*1) = 0.
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Это возможно, если выполняется уравнение, следующее из условия 𝐶5 = 0:

−𝑡
[︂
𝜙0𝐾1𝐵1

𝜇1

(︂
ℎ1 + 𝑐− 1

𝜇1

−
(︂
𝑐− 1

𝜇1

)︂
exp(−𝜇1ℎ1)

)︂
+

+
𝜙32𝐾2𝐵2

𝜇2

(︂(︂
𝑐+ ℎ2 +

1

𝜇2

)︂
exp(−𝜇2ℎ2) − 𝑐− 1

𝜇2

)︂
+

+
𝜙13𝐾3𝐵3

𝜇3

(︂
𝑐− 1

𝜇3

+

(︂
𝑐+

1

𝜇3

)︂
exp(−2𝜇3𝑐)

)︂]︂}︂
= 0. (19)

Численное исследование уравнения (19) показало, что при выбранных параметрах
пластины и величины нейтронного потока 𝜙1 = 1018 нейтрон/(м2с) критическая
толщина верхнего слоя ℎ*1 ≈ 0.012. Если ℎ1 < ℎ*1, то прогиб направлен вниз, в случае
ℎ1 = ℎ*1 – прогиб отсутствует, при ℎ1 > ℎ*1 пластина выпукла вверх.

Графики, показывающие изменение максимального прогиба 𝑤 при различных
толщинах верхнего слоя, приведены на рис. 3, а (ℎ1 = 0.01) и рис. 3, б (ℎ1 = 0.02 м):
1 — 𝜙1 = 0, 2 — 𝜙2 = 1017, 3 — 𝜙3 = 1018 (нейтрон/(м2с)). Если толщина верхнего слоя
меньше критической ℎ1 < ℎ*1 ≈ 0.012 (см. рис. 3, а), то увеличение интенсивности
нейтронного потока приводит к росту прогиба по модулю в направлении действия
локальной нагрузки. В случае ℎ1 > ℎ*1 (см. 3, б) кривая прогиба с ростом интенсивно-
сти нейтронного потока смещается вверх. Следовательно, для выбранной пластины
прогиб от нейтронного воздействия превалирует над прогибом от силовой нагрузки. С
увеличением радиуса пятна нагрузки прогиб растет нелинейно, достигая максимума
при нагрузке, действующей по всей внешней поверхности слоя. Нейтронное облучение
не оказывает влияния на сдвиги в заполнителе.
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Рис. 3. Зависимость максимального прогиба от радиуса 𝑏 пятна нагрузки при ℎ1 = 0.01 (а ),

при ℎ1 = 0.02 (б): 1 — 𝜙1 = 0; 2 — 𝜙2 = 1017; 3 — 𝜙3 = 1018 (нейтрон/(м2с))
Fig. 3. Dependence of the maximum deflection on the radius 𝑏 of the load spot at ℎ1 = 0.01 (a),

at ℎ1 = 0.02 (b): 1 is 𝜙1 = 0; 2 is 𝜙2 = 1017; 3 is 𝜙3 = 1018 (neutron/(m2c))

Графики изменения радиальных деформаций (а ) и напряжений (б) на контуре
по толщине пластины показаны на рис. 4 (𝜙1 = 1018 нейтрон/(м2с)): 1 — 𝑏 = 0.5, 2 —
𝑏 = 1 (оба ℎ1 = 0.01); 3 — 𝑏 = 0.5, 4 — 𝑏 = 1 (оба ℎ1 = 0.02). Здесь на знак деформации
основное влияние оказывает толщина верхнего несущего слоя. Если ℎ1 < ℎ*1 (кривые
1, 2), то в верхнем слое деформации отрицательные, в нижнем — положительные,
частично меняя знак при увеличении радиуса пятна нагрузки. В случае ℎ1 > ℎ*1
в верхнем слое они положительные, в нижнем — отрицательные. Напряжения при
указанных условиях знак в слоях не изменяют, оставаясь отрицательными.
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Рис. 4. Радиальные деформации (а ) и напряжения (б) в поперечном сечении на контуре
пластины: 1 — 𝑏 = 0.5; 2 — 𝑏 = 1 (оба ℎ1 = 0.01); 3 — 𝑏 = 0.5; 4 — 𝑏 = 1 (оба ℎ1 = 0.02)

Fig. 4. Radial deformations (a) and stresses (b) in the cross section on the contour of the plate:
1 is 𝑏 = 0.5; 2 is 𝑏 = 1 (both ℎ1 = 0.01); 3 is 𝑏 = 0.5; 4 is 𝑏 = 1 (both ℎ1 = 0.02)

Заключение
Предложенная постановка краевой задачи и полученное общее решение уравнений

равновесия позволяют исследовать напряженно-деформированное состояние упругих
трехслойных круговых пластин под действием локальных нагрузок и с учетом ней-
тронного облучения. Численные результаты показали возможность возникновения
напряженно-деформированного состояния в пластине только за счет нейтронного воз-
действия и его существенную зависимость от геометрических и упругих параметров
материалов слоев.
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