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Аннотация. Исследованы решения начально-краевых задач о возбуждении колебаний огра-
ниченного отрезка точечным мгновенно действующим источником. Решения этих задач,
называемые функциями Грина уравнения колебаний на отрезке, известны в виде бесконечных
рядов Фурье или рядов по функциям Хевисайда. Метод Крылова ускорения сходимости
рядов Фурье для некоторых вариантов граничных условий не просто ускоряет сходимость, а
позволяет составить выражения для функций Грина в конечном виде. В настоящей работе
даны конечные выражения функций Грина в виде элементарных функций вещественной
переменной. Рассмотрено четыре различных постановки граничных условий, в том числе
условия периодичности.
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Abstract. Solutions of initial-boundary value problems on the excitation of oscillations of a finite
segment by an instantaneous point sourse are investigated. Solutions to these problems, called
Green’s functions of the equation of oscillations on a segment, are known in the form of infinite
Fourier series or series in terms of Heaviside functions. A. N. Krylov’s method of accelerating
the convergence of Fourier series for several types of boundary conditions not only accelerates
the convergence, but allows one to compose expressions for Green’s functions in finite terms. In
this paper, finite expressions of Green’s functions are given in the form of elementary functions
of a real variable. Four different formulations of boundary conditions are considered, including
the periodicity conditions.
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Введение
Решения начально-краевых задач математической физики традиционно выража-

ются бесконечными рядами по собственным функциям [1–3]. Например, колебания
струны описываются начально-краевой задачей для однородного волнового уравнения

1

𝑐2
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(1)

на отрезке конечной длины, здесь и далее 𝑐— скорость распространения возмущений.
Решение этой задачи представляется в виде тригонометрического ряда по методу
Фурье [3]. Однако в [4] представлено обобщение формулы Даламбера на случай
отрезка конечной длины и дано решение начально-краевой задачи для однородного
волнового уравнения (1) в конечном виде для случая кусочно-гладких начальных
условий. При этом в [4,5] рассмотрено несколько вариантов однородных граничных
условий.

Метод Даламбера как способ решения начальной задачи на бесконечной прямой
появился почти одновременно с методом Фурье [6]. Более того, в XVIII–XIX вв.
метод Даламбера иногда применялся и к конечному отрезку. Такой путь решения
ведёт к функциям, которые часто нельзя представить в виде единого выражения на
всей области изменения аргументов [7]. В те времена кусочно заданные функции
не принимались за функции, допустимые в анализе [8, c. 26–28], а решения в виде
выражений, заданных кусочно, казались менее достойными внимания, чем единые
выражения в виде бесконечных рядов.

Вопрос о том, являются ли элементарными конечные выражения, доставляемые
формулами Даламбера [5], выходит далеко за рамки того раздела компьютерной
алгебры, который исследует разрешимость в элементарных функциях. Дело в том,
что фундаментом для разработки алгоритмов интегрирования в элементарных функ-
циях [9,10] стала теория, созданная в 1830-х гг. Лиувиллем [11]. Здесь элементар-
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ные функции трактовались как аналитические функции комплексной переменной.
При этом, например, функции |𝑥|, sgn𝑥 не считались элементарными, а функция
arcsin(sin𝑥) считалась равной 𝑥. Однако в современной литературе [12, с. 142–
143] прочно утвердилось более широкое представление об элементарных функциях.
Здесь элементарные функции рассматриваются над полем вещественных чисел и
понимаются как функции, допускающие выражение при помощи конечного числа
арифметических действий и основных элементарных операций (вычисления лога-
рифма, экспоненты и т. п.). Современные системы компьютерной алгебры (далее
CAS) умеют работать с такого рода элементарными выражениями, например, график
функции arcsin(sin𝑥) не совпадает с графиком 𝑥. Поэтому отыскание элементарных в
современном смысле выражений для решения начально-краевой задачи для волнового
уравнения (1) имеет очевидное практическое значение.

Замечание 1. При вычислении интегралов можно заметить некоторое разночтение
трактовок понятия элементарной функции. Например, система Sage (v. 9.3)1 рисует
график функции arcsin(sin𝑥) верно, но при этом полагает, что

𝜋∫︁
0

arcsin(sin𝑥)𝑑𝑥 =
𝜋2

2
,

хотя площадь под кривой равна 1
2
𝜋 · 𝜋

2
.

В рамках метода Фурье вопрос об элементарном представлении вновь возникает
при попытке ускорить сходимость рядов Фурье. В первой половине прошлого века
А. Н. Крылов разработал приём усиления сходимости рядов Фурье [13, 14]. Ниже
используется версия метода Крылова, изложенная в монографии Л. В. Канторовича и
В. И. Крылова [15, c. 98–100, ср. 14]. Пусть имеется ряд Фурье вида

𝐹 =
∞∑︁
𝑛=1

𝐴

(︂
1

𝑛

)︂
sin𝑛𝑧.

Пусть функция 𝐴 равна нулю при нулевом значении аргумента и является достаточно
гладкой. Тогда её можно представить в виде Тейлоровского разложения с остаточным
членом в форме Пеано:

𝐴

(︂
1

𝑛

)︂
=
𝑐1
𝑛

+
𝑐2
𝑛2

+ · · · +𝑂

(︂
1

𝑛𝑘

)︂
.

Подставив это разложение в ряд Фурье 𝐹 , получим сумму конечного числа рядов
Фурье со скоростью сходимости ниже, чем 𝑛−𝑘, и ряда Фурье 𝑓𝑘, сходимость которого
не медленнее, чем 𝑛−𝑘:

𝐹 = 𝑐1

∞∑︁
𝑛=1

sin𝑛𝑧

𝑛
+ 𝑐2

∞∑︁
𝑛=1

sin𝑛𝑧

𝑛2
+ ...+ 𝑓𝑘.

Аддитивно выделенные ряды Фурье вида
∞∑︁
𝑛=1

sin𝑛𝑧

𝑛2𝑚+1

1Sage. The Sage Developers, SageMath, the Sage Mathematics Software System (Version 7.4), 2016.
URL: https://www.sagemath.org (дата обращения: 10.05.2022).
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могут быть просуммированы в конечном виде кусочно-полиномиальных функций
для 𝑚 = 0 и для каждого 𝑚 ∈ N [16, c. 578, 5.4.5, формула 5]. Как отметил сам
А. Н. Крылов в предисловии к монографии [13], этот способ «часто приводит к
представлению суммы предложенного ряда в замкнутой форме под видом разрывной
функции». Согласно [13, с. 227], указанная техника может применяться и в случаях,
когда корни из собственных значений не являются натуральными числами, в настоя-
щей работе встречается простейший такой случай, когда вместо 𝑛 имеется 𝑛+ 1

2
, см.

п. 3.2.
Мы применили метод Крылова к рядам Фурье, описывающим функции Грина

начально-краевых задач для волнового уравнения с четырьмя вариантами гранич-
ных условий, и обнаружили, что всякий раз вместо бесконечного ряда получается
элементарное выражение. Это и составляет основной результат настоящей статьи.

Напомним, что решение неоднородной начально-краевой задачи для волнового
уравнения может быть представлено в интегральной форме [17, с. 260], ядром
которого служит функция Грина [3, с. 66, 314]. В некоторых случаях для функции
Грина были получены выражения в виде бесконечной суммы функций Хевисайда [18,
с. 208]. Выражение в виде ряда функций Хевисайда получается методом отражения
начального условия и последующим применением формулы Даламбера (см. п. 3.2.).
Без отсылки к теории функций Грина ядро такого представления было описано в виде
кусочно-линейных периодических функций для случая задачи Дирихле в [19] и [20].
Квадратурные выражения из работы [19], связанные с кусочно-гладкими начальными
условиями, могут быть выражены аналитически по формуле Даламбера для отрезка
из [4,5]. Вопрос о суммировании ряда Фурье для функции Грина в случае условий
Дирихле рассматривался в [21].

1. Функция Грина
По определению функция Грина [3,22] является формальным решением начально-

краевой задачи о возбуждении колебаний струны конечной длины 𝑙 точечным мгно-
венно действующим источником [17]:⎧⎪⎨⎪⎩

1
𝑐2

𝜕2𝑔
𝜕𝑡2

= 𝜕2𝑔
𝜕𝑥2 , 0 < 𝑥 < 𝑙, 𝑡 > 𝜏, 0 6 𝜏 < +∞,

𝑔|𝑡=𝜏 = 0, 𝜕𝑔
𝜕𝑡

⃒⃒
𝑡=𝜏

= 𝛿(𝑥− 𝑠),

𝑃 [𝑔]|𝑥=0 = 0, 𝑄[𝑔]|𝑥=𝑙 = 0, 𝜏 6 𝑡 < +∞.

(2)

Здесь 𝑃 , 𝑄— операторы граничных условий, 𝛿— дельта-функция Дирака [23], опи-
сывающая точечный источник, который расположен в точке 𝑠 ∈ (0, 𝑙) и действует в
момент времени 𝜏 > 0. Значения 𝑠 и 𝜏 являются параметрами.

Ниже будут рассмотрены случаи, когда операторы 𝑃 и 𝑄 задают условия Ди-
рихле (закреплённые концы, 𝑔|𝑥=0 = 𝑔|𝑥=𝑙 = 0) или Неймана (свободные концы,
𝑔′|𝑥=0 = 𝑔′|𝑥=𝑙 = 0). Аналогичное построение выполнено для случаев, когда один
конец закреплён, а другой — свободен, и также для постановки периодических гранич-
ных условий 𝑔(0) = 𝑔(𝑙), 𝑔′(0) = 𝑔′(𝑙) [3,24]. Краевые условия упругого закрепления
концов изучаться не будут.

Чтобы выписать ряд Фурье для функции Грина, определим функции 𝑣𝑛(𝑥) и числа
𝜆𝑛 — ортонормированные в 𝐿2[0, 𝑙] собственные функции и собственные значения
задачи Штурма–Лиувилля:{︃

𝑑2𝑣𝑛
𝑑𝑥2 + 𝜆𝑛𝑣𝑛 = 0, 0 < 𝑥 < 𝑙,

𝑃 [𝑣𝑛]|𝑥=0 = 0, 𝑄[𝑣𝑛]|𝑥=𝑙 = 0.
(3)
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Если операторы 𝑃 и 𝑄 задают одновременно условия Дирихле, или же один из
них соответствует условию Дирихле, а второй — условию Неймана, то формальное
решение задачи (2) имеет вид ряда Фурье по собственным функциям задачи (3) [22]:

𝑔(𝑥, 𝑡; 𝑠, 𝜏) =
∞∑︁
𝑛=1

sin(
√
𝜆𝑛𝑐(𝑡− 𝜏))√
𝜆𝑛𝑐

𝑣𝑛(𝑠)𝑣𝑛(𝑥). (4)

Если операторы 𝑃 и 𝑄 одновременно задают граничные условия второго рода или
же отвечают условиям периодичности 𝑢(0) = 𝑢(𝑙), 𝑢′(0) = 𝑢′(𝑙), то задача (3) имеет
нулевое собственное значение, которому соответствует собственная функция, равная
константе. При этом формальное выражение в виде ряда (4) сохраняет силу, но
начинается с линейного по времени слагаемого.

Замечание 2. Если предположить, что решение задачи (2) существует, то оно с
необходимостью имеет своим рядом Фурье выражение (4). Вопрос существования
решения задачи (2) в каком-либо подходящем обобщённом смысле выходит за рамки
настоящей статьи.

2. Базовые тригонометрические ряды
Прежде чем обратиться к суммированию рядов Фурье для функций Грина, рас-

смотрим ряды, которые будут играть роль базовых конструкций в дальнейшем:

∞∑︁
𝑛=1

sin𝑛𝑧

𝑛
, 𝑧 ∈ R, (5)

∞∑︁
𝑛=0

sin(2𝑛+ 1)𝑧

2𝑛+ 1
, 𝑧 ∈ R. (6)

Лемма 1. Ряд (5) сходится равномерно на каждом замкнутом подмножестве
множества R, не содержащем точек вида 𝑧 = 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z.

Доказательство. Равномерная сходимость ряда (5) на указанном классе мно-
жеств доказывается по признаку Абеля, например в [25, с. 19]. �

Лемма 2. Ряд (6) сходится равномерно на каждом замкнутом подмножестве
множества R, не содержащем точек вида 𝑧 = 𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z.

Доказательство. Исследование ряда (6) полностью аналогично рассмотрению
ряда (5). �

Замечание 3. Сходимость не является абсолютной, за исключением точек, крат-
ных 𝜋 [26, с. 16], поэтому результаты суммирования зависят от порядка следования
слагаемых [27]. Далее всюду предполагается стандартное упорядочивание слагаемых.

Лемма 3. Имеет место равенство

∞∑︁
𝑛=1

sin𝑛𝑧

𝑛
= arctg

(︁
ctg

𝑧

2

)︁
, 𝑧 ∈ R, 𝑧 ̸= 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ Z. (7)

Доказательство. Формула (7), отнесённая к одному периоду 𝑧 ∈ (0, 2𝜋), доказана
в [15, с. 106]. На всю прямую R равенство (7) распространяется с помощью формул
приведения. �
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Замечание 4. Функция arctan(ctg 𝑧
2
) является кусочно-линейной 2𝜋-периодической

функцией, её выражение на промежутке (0, 2𝜋)

arctg
(︁

ctg
𝑧

2

)︁
=
𝜋 − 𝑧

2
. (8)

Если доопределить её в точках разрыва средним арифметическим предельных зна-
чений слева и справа (ср. с теоремой Дирихле [28, с. 438]), то формула (7) будет
справедлива при всех вещественных 𝑧.

Будем далее использовать лемму 2, учитывая это замечание.

Лемма 4. Имеет место равенство

∞∑︁
𝑛=0

sin(2𝑛+ 1)𝑧

2𝑛+ 1
=
𝜋

4
sgn sin 𝑧, 𝑧 ∈ R, (9)

где sgn (𝑡) =
√
𝑡2

𝑡
— функция, принимающая значения 1 или −1 всюду, кроме 𝑡 = 0,

где она равна 0.

Доказательство. Формула (9), отнесённая к одному периоду 𝑧 ∈ [0, 2𝜋], доказана
в [15, с. 97] как следствие (7). На всю прямую R выражение (9) распространяется с
помощью формул приведения. �

Выражения соответствующих функций, рассматриваемых на периоде, приведены
в собрании рядов [29], в справочнике [30] и многих других источниках. Самый
распространённый метод получения формулы (7) — суммирование комплексной гео-
метрической прогрессии [15, 31, 32]. В учебнике [28, с. 447] дано суммирование
этих рядов без применения комплексных чисел путём почленного интегрирования
конечной суммы

1

2
+

𝑁∑︁
𝑛=1

cos𝑛𝑧 =
sin(𝑁 + 1

2
)𝑧

2 sin 𝑧
2

.

Выражения (7) и (9) нетрудно «угадать», выполняя построение графиков частичных
сумм рядов в системах компьютерной алгебры [33]. Разложив угаданные выражения
для сумм в ряды Фурье, можно получить ещё одно обоснование формул (7), (9). Этот
метод описан в [34].

Замечание 5. Ряд, аналогичный (5), являлся контрпримером Абеля к «теореме»
о непрерывности предела последовательности непрерывных функций [35]. Эти ряды
рассматривались в трудах Н. И. Лобачевского, который одним из первых занялся
вопросом обоснования их сходимости («исчезания», как тогда говорили) [36, с. 31–81].
В работе [37] дан обзор исследований ряда (5), в том числе его частичных сумм,
проведённых в XX в., и их приложений к общим тригонометрическим рядам. Из
недавних работ укажем [38].

3. Суммирование рядов для функций Грина
Рассмотрим примеры суммирования рядов для функций Грина уравнения колеба-

ний, приняв следующую договорённость об обозначениях. Для сокращения объёма
формул во всех нижеследующих примерах функций Грина, кроме случая граничных
условий периодичности, будем полагать длину отрезка 𝑙 = 𝜋. Для случая условий
периодичности удобно брать 𝑙 = 2𝜋. Введём обозначение 𝑇 = 𝑐(𝑡− 𝜏). Будем далее
всюду полагать 𝑐 = 1.
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3.1. Граничные условия Дирихле

В качестве первого примера возьмём граничные условия первого рода на обоих
концах отрезка («условия закреплённых концов»):

𝑔11(0) = 𝑔11(𝜋) = 0, 𝜏 6 𝑡 < +∞.

Функция Грина волнового уравнения на отрезке c данными граничными условиями
представляется в виде ряда

𝑔11(𝑥, 𝑡; 𝑠, 𝜏) =
2

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛
sin𝑛𝑇 sin𝑛𝑠 sin𝑛𝑥, (10)

выписанного, например, в [3].

Теорема 1. Ряд Фурье для функции Грина волнового уравнения с граничными
условиями Дирихле выражается элементарной функцией

𝑔11 =
1

2𝜋

(︂
arctg

(︂
ctg

𝑇 − 𝑥+ 𝑠

2

)︂
+ arctg

(︂
ctg

𝑇 + 𝑥− 𝑠

2

)︂
− arctg

(︂
ctg

𝑇 − 𝑥− 𝑠

2

)︂
−

− arctg

(︂
ctg

𝑥+ 𝑠+ 𝑇

2

)︂)︂
, 0 6 𝑥 6 𝜋, 0 < 𝑠 < 𝜋, 𝑇 ∈ [0,+∞). (11)

Доказательство. Если преобразовать произведение трёх синусов в сумму четырёх
синусов, то получается сумма четырёх рядов из леммы 3. Применение этой леммы
немедленно даёт доказываемую формулу. �

Замечание 6. Вне точек разрыва функции Грина при помощи функций целой и
дробной части числа вместо (11) можно записать:

𝑔11 =
1

2

(︂[︂
𝑥− 𝑠+ 𝑇

2𝜋

]︂
+

[︂
−𝑥+ 𝑠+ 𝑇

2𝜋

]︂
−
[︂
−𝑥− 𝑠+ 𝑇

2𝜋

]︂
−
[︂
𝑥+ 𝑠+ 𝑇

2𝜋

]︂)︂
=

= −1

2

(︂{︂
𝑥− 𝑠+ 𝑇

2𝜋

}︂
+

{︂
−𝑥+ 𝑠+ 𝑇

2𝜋

}︂
−
{︂
−𝑥− 𝑠+ 𝑇

2𝜋

}︂
−
{︂
𝑥+ 𝑠+ 𝑇

2𝜋

}︂)︂
.

Здесь [𝑧] — целая часть числа 𝑧 («антье» или floor), {𝑧}— дробная часть числа 𝑧 [39,
с. 87–91].

3.2. Cмешанная постановка граничных условий

Рассмотрим случай, когда граничные условия в (2) имеют вид

𝑔12|𝑥=0 =
𝜕𝑔12
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝜋

= 0, 𝜏 6 𝑡 < +∞. (12)

Формальный ряд Фурье (4) для функции Грина по соответствующим собственным
функциям отрезка:

𝑔12 =
4

𝜋

∞∑︁
𝑘=0

1

2𝑘 + 1
sin

(︂
𝑘 +

1

2

)︂
𝑥 sin

(︂
𝑘 +

1

2

)︂
𝑠 sin

(︂
𝑘 +

1

2

)︂
𝑇. (13)
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Теорема 2. Ряд Фурье для функции Грина волнового уравнения с граничными
условиями первого и второго родов представляется в виде элементарной функции
следующего вида:

𝑔12 =
1

4
sgn sin

𝑥− 𝑠+ 𝑇

2
+

1

4
sgn sin

−𝑥+ 𝑠+ 𝑇

2
+

+
1

4
sgn sin

𝑥+ 𝑠− 𝑇

2
+

1

4
sgn sin

−𝑥− 𝑠− 𝑇

2
(14)

при 0 6 𝑥 6 𝜋, 0 < 𝑠 < 𝜋, 𝑇 ∈ [0,+∞).

Доказательство. Доказательство этого утверждения сводится к тригонометриче-
ским преобразованиям и ссылке на лемму 4. �

Замечание 7. Вне точек разрыва функции Грина с помощью функции «целая
часть вещественного числа» вместо (14) можем записать

𝑔12 =
1

2

(︂[︂
𝑇 − 𝑥+ 𝑠

4𝜋

]︂
+

[︂
𝑇 + 𝑥− 𝑠

4𝜋

]︂
−
[︂
𝑇 − 𝑥− 𝑠

4𝜋

]︂
−

−
[︂
𝑇 + 𝑥+ 𝑠

4𝜋

]︂
−
[︂
𝑇 − 𝑥+ 𝑠− 2𝜋

4𝜋

]︂
−
[︂
𝑇 + 𝑥− 𝑠− 2𝜋

4𝜋

]︂
+

+

[︂
𝑇 − 𝑥− 𝑠− 2𝜋

4𝜋

]︂
+

[︂
𝑇 + 𝑥+ 𝑠− 2𝜋

4𝜋

]︂)︂
. (15)

Замечание 8. Начально-краевая задача (2) с граничными условиями (12) рас-
сматривается в [18, с. 208] как пример применения метода Даламбера для получения
выражения для функции Грина. Получается бесконечный ряд следующего вида:

𝑔12 =
1

2

∞∑︁
𝑛=−∞

(−1)𝑛(𝜎(𝑥+ 𝑇 − 𝑠+ 2𝑛𝜋) − 𝜎(𝑥+ 𝑇 + 𝑠+ 2𝑛𝜋)−

−𝜎(𝑥− 𝑇 − 𝑠+ 2𝑛𝜋) + 𝜎(𝑥− 𝑇 + 𝑠+ 2𝑛𝜋)). (16)

Здесь 𝜎(𝑧) — функция Хевисайда, равная 1 при 𝑧 > 0 и 0 при 𝑧 < 0. Эта формула
имеет вид бесконечного ряда. Нетрудно заметить, что для всякого набора значений 𝑥,
𝑠, 𝑇 не более четырёх слагаемых ряда (16) дают ненулевой вклад в выражение для
функции Грина. Количество и номера этих членов зависят от 𝑥, 𝑠 и 𝑇 .

3.3. Граничные условия Неймана

Рассмотрим случай, когда оба оператора граничных условий задают условия
Неймана (или «условия 2-го рода», или «условия свободных концов»):

𝜕𝑔22
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=0

=
𝜕𝑔22
𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝜋

= 0, 𝜏 6 𝑡 < +∞.

Эта постановка задачи может описывать колебания газа в открытой трубе, продольные
колебания жёсткого стержня со свободными концами [22]. Данную постановку
краевых условий можно встретить при знакомстве с теорией нерелятивистских
струн [24, гл. 4]. В доступной нам литературе исследование суммы ряда Фурье для
соответствующей функции Грина не проводилось.
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В данном случае возникает нулевое собственное значение в задаче Штурма–
Лиувилля, которому отвечает собственная функция, равная константе. Формальный
ряд Фурье для функции Грина начинается с линейного по времени слагаемого:

𝑔22(𝑥, 𝑡; 𝑠, 𝜏) =
𝑡− 𝜏

𝜋
+

2

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛
sin𝑛𝑇 cos𝑛𝑥 cos𝑛𝑠. (17)

Теорема 3. Ряд Фурье для функции Грина волнового уравнения с граничными
условиями Неймана представляется в виде элементарной функции следующего
вида:

𝑔22 =
𝑡− 𝜏

𝜋
+

1

2𝜋

(︂
arctg

(︂
ctg

𝑇 − 𝑥+ 𝑠

2

)︂
+ arctg

(︂
ctg

𝑇 + 𝑥− 𝑠

2

)︂
+

+ arctg

(︂
ctg

𝑇 − 𝑥− 𝑠

2

)︂
+ arctg

(︂
ctg

𝑇 + 𝑥+ 𝑠

2

)︂)︂
, (18)

0 6 𝑥 6 𝜋, 0 < 𝑠 < 𝜋, 𝑇 ∈ [0,+∞).

Доказательство. Обоснование этого факта тождественно предыдущим случаям.
�

Замечание 9. Вне точек разрыва функции Грина можно преобразовать выражение
(18) к виду

𝑔22 =
𝑡− 𝜏

𝜋
− 1

2

(︂{︂
𝑇 − 𝑥+ 𝑠

2𝜋

}︂
+

{︂
𝑇 + 𝑥− 𝑠

2𝜋

}︂
−
{︂
−𝑇 + 𝑥+ 𝑠

2𝜋

}︂
−
{︂
−𝑇 − 𝑥− 𝑠

2𝜋

}︂)︂
=

=
1

2

(︂[︂
𝑇 − 𝑥+ 𝑠

2𝜋

]︂
+

[︂
𝑇 + 𝑥− 𝑠

2𝜋

]︂
−
[︂
−𝑇 + 𝑥+ 𝑠

2𝜋

]︂
−
[︂
−𝑇 − 𝑥− 𝑠

2𝜋

]︂)︂
. (19)

3.4. Условия периодичности

Условия периодичности или циклические граничные условия — дополнительные
условия к волновым уравнениям, часто встречающиеся в теоретической и математи-
ческой физике (см., например, [24, гл. 4, 7, 13; 40]).

Задача Штурма–Лиувилля имеет вид [3, с. 76–77]:{︃
𝑑2𝑣𝑛
𝑑𝑥2 + 𝜆𝑛𝑣𝑛 = 0, 0 < 𝑥 < 2𝜋;

𝑣𝑛|𝑥=0 = 𝑣𝑛|𝑥=2𝜋, 𝑣
′
𝑛|𝑥=0 = 𝑣′𝑛|𝑥=2𝜋.

(20)

Данная задача имеет нулевое собственное значение, которому отвечает нормированная
собственная функция, равная константе

√
2𝜋. Остальные собственные значения суть

квадраты натуральных чисел, 𝜆𝑛 = 𝑛2, и каждому из них отвечают две линейно
независимые нормированные собственные функции:

𝑣1𝑛 =
sin𝑛𝑥√

𝜋
, 𝑣2𝑛 =

cos𝑛𝑥√
𝜋

, 𝑛 = 1, 2, 3, . . .

Разложение дельта-функции в начальном условии в ряд Фурье имеет вид [22, с. 289;
40, с. 11; 41, с. 519–520]:

𝛿(𝑥− 𝑠) =
1

2𝜋
+

1

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(sin𝑛𝑠 sin𝑛𝑥+ cos𝑛𝑠 cos𝑛𝑥) =
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=
1

2𝜋
+

1

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

cos𝑛(𝑥− 𝑠). (21)

Поэтому ряд Фурье для функции Грина волнового оператора на отрезке начинается с
линейного по времени слагаемого и записывается в виде

𝑔P(𝑥, 𝑡; 𝑠, 𝜏) =
𝑡− 𝜏

2𝜋
+

1

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

cos 𝑘(𝑥− 𝑠) sin 𝑘(𝑡− 𝜏)

𝑘
. (22)

Теорема 4. Ряд Фурье для функции Грина волнового уравнения на отрезке
с граничными условиями периодичности приводится к элементарной функции
следующего вида:

𝑔P =
𝑡− 𝜏

2𝜋
+

1

2𝜋

(︂
arctg

(︂
ctg

𝑥− 𝑠+ 𝑡− 𝜏

2

)︂
− arctg

(︂
ctg

𝑥− 𝑠− 𝑡+ 𝜏

2

)︂)︂
=

=
1

2

(︂[︂
𝑡− 𝜏 + 𝑥− 𝑠

2𝜋

]︂
−
[︂
−𝑡+ 𝜏 + 𝑥− 𝑠

2𝜋

]︂)︂
=

=
𝑡− 𝜏

2𝜋
− 1

2

(︂{︂
𝑡− 𝜏 + 𝑥− 𝑠

2𝜋

}︂
−
{︂
−𝑡+ 𝜏 + 𝑥− 𝑠

2𝜋

}︂)︂
, (23)

0 6 𝑥 6 2𝜋, 0 < 𝑠 < 2𝜋, 𝑡 > 𝜏, 0 6 𝜏 < +∞.

Последние два выражения справедливы вне точек разрыва функции Грина, первое —
всюду.

Доказательство. Доказательство аналогично приведённым выше рассуждениям
о других функциях Грина. �

Замечание 10. Формула для суммы бесконечного ряда из (22), рассматриваемого
на ограниченном множестве {𝑥, 𝑠, 𝑇 : 0 < 𝑥 − 𝑠 < 𝜋, 0 < 𝑇 < 𝜋}, в виде кусочно-
линейной функции есть в [16, п. 5.4.15, с. 588, № 3].

4. Визуализация функций Грина
Замкнутые выражения позволяют легко визуализировать функции Грина. При

этом удаётся описать единообразно все многократные отражения и переотражения им-
пульса от концов отрезка для рассмотренных вариантов граничных условий, особенно
эффектно это наблюдать при помощи функций анимации, встроенных в современные
CAS [33].

Как видно из найденных формул, функции Грина для всех четырёх рассмотренных
краевых задач — кусочно-постоянные функции 𝑥 для каждого фиксированного момен-
та 𝑡. Отмеченное явление было указано в книге [22, с. 105] для условий Дирихле
при достаточно малых значений 𝑡. Для значений 𝑡, при которых существенно влияние
концов, поведение функции Грина зависит от граничных условий.

В случае условий Дирихле мгновенный профиль функции Грина как функции 𝑥
представляет собой столбик, высота которого может скачком менять знак, а ширина
меняется непрерывно. Модуль высоты равен 1

2𝑐
при единичной амплитуде начальной

дельта-функции. Отражение от концов отрезка происходит без изменения знака функ-
ции Грина 𝑔11. Скачок знака возникает в моменты, когда отклик струны возвращается
в точку, где располагался точечный источник в начальный момент времени, и при
проходе точки, которая симметрична начальному положению источника относительно
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середины отрезка. За наименьший период, равный 2𝑙
𝑐
, происходит две смены знака

высоты столбика.
В случае, когда один из концов закреплён, а второй свободен (условие Неймана),

для достаточно малых значений 𝑡 функция Грина 𝑔12 снова имеет вид прямоугольного
столбика. Отражение от свободного конца сопровождается скачкообразным увеличе-
нием высоты графика в два раза. При этом график приобретает форму двух смежных
столбиков переменной ширины.

На рис. 1 приведён пример сравнения графиков суммы первых 200 слагаемых ряда
Фурье и замкнутого выражения для функции Грина. Выбран момент времени сразу
после отражения импульса от «свободного» конца. При этом «удвоенный» сигнал

x

Рис. 1. Графики суммы 200 слагаемых ряда
Фурье (13) и символьного выражения (14).
Правый конец свободен, левый закреплён.
Функция Грина 𝑔12(𝑥, 𝑠, 𝑡, 𝜏) при 𝑠 = 5𝜋

6 ,
𝑡 = 𝜋

6 + 4
10 , 𝜏 = 0

Fig. 1. Graphs of the sum of 200 terms
of the Fourier series (13) and the symbolic
expression (14). The right end is free, the left
one is fixed. Green’s function 𝑔12(𝑥, 𝑠, 𝑡, 𝜏) for

𝑠 = 5𝜋
6 , 𝑡 = 𝜋

6 + 4
10 , 𝜏 = 0

при проходе точки, симметричной началь-
ному положению источника относитель-
но середины отрезка, отражается без из-
менения знака и движется до свободно-
го конца, отражение от которого имеет
вид скачкообразного обнуления функции
Грина. После этого график приобретает
форму одиночного прямоугольника посто-
янной ширины, движущегося к закреп-
лённому концу, от которого отражает-
ся с последующим линейным сокраще-
нием ширины. Ширина прямоугольника
обращается в нуль при проходе точки
начального положения источника, после
чего скачком изменяется знак высоты
столбика. Дальнейшая эволюция проис-
ходит аналогично описанному с измене-
нием знака функции Грина. Интересно
отметить, что существуют промежутки
времени, на которых функции Грина 𝑔11
и 𝑔12 точно совпадают, и их эволюция
определяется только начальным положе-
нием точечного источника.

В случае краевых условий Неймана
отражение импульса от концов отрезка

сопровождается скачкообразным увеличением высоты столбика на 1
2𝑐

. Функция Грина
𝑔22 на каждом периоде изменения бесконечной суммы Фурье кусочно-постоянна,
вне точек разрыва принимает не более чем три значения. Сама функция Грина не
является периодической: каждый период два из трёх возможных значений, прини-
маемых этой функцией, увеличиваются на 1

2𝑐
. Функция Грина условий Неймана со

временем превосходит по величине любое наперёд заданное число, в отличие от
функций Грина 𝑔11 и 𝑔12, что связано с наличием нулевого собственного значения
соответствующей задачи Штурма–Лиувилля. Сравнение эволюции функций Грина,
связанных условиями Дирихле и Неймана, представлено на рис. 2. Отметим, что на
начальном этапе распространения импульса вдоль отрезка эволюция функции Грина
𝑔22 тождественна эволюции функции 𝑔12, как видно из сравнения рис. 1 и 2, а, но в
целом поведение этих функций существенно различно.
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x

x

а / a б / b

Рис. 2. Функции Грина 𝑔11(𝑥, 𝑠, 𝑡, 𝜏) (штрих-пунктирная ломаная), (11), и 𝑔22(𝑥, 𝑠, 𝑡, 𝜏) (сплош-
ная ломаная), (18). Параметры: a ) 𝑠 = 5𝜋

6 , 𝜏 = 0, 𝑡 = 𝜋
6 + 4

10 ; б) 𝑠 = 5𝜋
6 , 𝜏 = 0, 𝑡 = 5𝜋

6 + 5.6𝜋
6

Fig. 2.Green’s functions 𝑔11(𝑥, 𝑠, 𝑡, 𝜏) (dashed polyline), (11), and 𝑔22(𝑥, 𝑠, 𝑡, 𝜏) (solid polyline),
(18). Parameters: a) 𝑠 = 5𝜋

6 , 𝜏 = 0, 𝑡 = 𝜋
6 + 4

10 ; b) 𝑠 = 5𝜋
6 , 𝜏 = 0, 𝑡 = 5𝜋

6 + 5.6𝜋
6

Условия периодичности также приводят к нулевому собственному значению, и
функция Грина волнового оператора может превосходить любое наперёд заданное
положительное число. Скачок величины данной функции наступает при прохождении
импульсом начального положения источника 𝑠 и при прохождении «диаметрально-
противоположной» точки (𝑠+ 𝜋 или 𝑠− 𝜋), где происходит взаимодействие импульса

x

Рис. 3. Функция Грина 𝑔𝑃 (𝑥, 𝑠, 𝑡, 𝜏), (23).
Параметры: 𝑠 = 11𝜋

6 , 𝜏 = 0, 𝑡 = 4𝜋
6 (нижняя

кривая), 𝑡 = 4𝜋
6 + 3𝜋 (верхняя кривая)

Fig. 3. Green’s function 𝑔𝑃 (𝑥, 𝑠, 𝑡, 𝜏), (23).
Parameters: 𝑠 = 11𝜋

6 , 𝜏 = 0, 𝑡 = 4𝜋
6 (lower

curve), 𝑡 = 4𝜋
6 + 3𝜋 (upper curve)

с самим собой. Прохождение импульсом
концов отрезка не сопровождается отра-
жением, но импульс с изменённым на-
правлением движения выходит из про-
тивоположного конца отрезка. При этом
график функции Грина имеет вид двух
столбиков с постоянной высотой и изме-
няющейся шириной (рис. 3). В случае
условий периодичности график функции
Грина скачкообразно смещается с тече-
нием времени вдоль оси ординат, хотя
в каждый момент времени функция Гри-
на на отрезке [0, 𝑙] принимает не более
чем два значения (см. рис. 3) вне точек
разрыва.

Функции Грина разрывны и представ-
ляются медленно сходящимися рядами
Фурье. Поэтому в данных примерах ярко
выражено явление Гиббса, если для по-
строения графиков используются не най-
денные выше замкнутые выражения, а
частичные суммы рядов Фурье. Явление
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Гиббса в данном случае наблюдается как для пространственных, так и для временных
параметров функции Грина 𝑔(𝑥, 𝑠, 𝑡 − 𝜏). Полученные выражения в конечном виде
свободны от этого эффекта, хотя и представляют разрывные функции.

На представленных рисунках хорошо видно, что функция Грина является кусочно-
постоянной функцией, следовательно, её следует рассматривать как обобщенное
решение уравнения колебаний по аналогии с тем, как это делается для бесконечной
прямой [23, с. 222, 226].

Заключение

Поводя итог, можно утверждать, что применение метода А. Н. Крылова ускорения
сходимости рядов Фурье для функций Грина начально-краевой задачи для уравнения
колебаний позволило получить для этих функций выражения в конечном виде. Эти
выражения являются элементарными кусочно-постоянными функциями. Рассмотрено
четыре разных постановки краевых условий, каждая из которых приводит к индиви-
дуальным особенностям поведения решения. Для каждой функции Грина выписаны
представления в конечном виде: при помощи тригонометрических и обратных три-
гонометрических функций, при помощи операции взятия целой части, при помощи
операции взятия дробной части. Все формулы верифицированы путём сравнения с
графиками частичных сумм рядов Фурье.

Найденные выражения весьма удобны для дальнейшего исследования и приме-
нения в системах компьютерной алгебры. Однако они не являются аналитическими
функциями и лежат вне теории разрешимости в элементарных функциях, восходящей
к Лиувиллю. Это позволяет смотреть на метод Крылова как на часть некоторой общей
теории решения в конечном виде краевых задач математической физики, которую
ещё предстоит создать.

Построение графиков выполнялось в CAS Maple2.
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