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Аннотация. Хорошо известна проблема оценивания модулей гладкости функций из 𝐿𝑞 в
терминах модулей гладкости из 𝐿𝑝. Начальным этапом оценивания модулей гладкости стало
изучение свойств функций из классов Липшица и получение соответствующих вложений
в работах Титчмарша, Харди, Литтлвуда, Никольского. П. Л. Ульянов для модулей непре-
рывности функций одной переменной доказал неравенство, позже названное его именем —
«неравенство Ульянова». Из этого неравенства, как следствие, получается классическое вло-
жение Харди–Литтлвуда для пространств Липшица. Неравенство Ульянова точно в шкале
классов 𝐻𝜔

𝑝 . В. И. Коляда показал, что это неравенство может быть усилено. Его усилением
является неравенство Коляды. Оно находит применение при исследовании некоторых мак-
симальных функций, измеряющих локальную гладкость. Неравенство Коляды точно в том
смысле, что существует функция с любым заданным порядком модуля непрерывности в 𝐿𝑞,
для которой эту оценку ни при одном значении 𝛿 улучшить нельзя. Неравенство Коляды было
распространено на модули гладкости высших (натуральных) порядков Ю. В. Нетрусовым и
М. Л. Гольдманом. У. Требельз распространил неравенство Коляды на модули гладкости
положительного порядка. В настоящей статье изучаются частные модули гладкости функций
двух переменных. Получены неравенства, распространяющие неравенство Коляды на частные
модули гладкости в смешанной норме для функций с лакунарными коэффициентами Фу-
рье. Построены функции, для которых неравенство Коляды для частных модулей гладкости
функций с лакунарными коэффициентами Фурье имеют разные порядки, как функции 𝛿. Тем
самым показано, что полученные оценки точны в определенном смысле. В статье также дока-
заны некоторые специфические свойства частных модулей гладкости функций с лакунарными
коэффициентами Фурье в пространствах Лебега со смешанной нормой.
Ключевые слова: частный модуль гладкости, лакунарные коэффициенты Фурье, смешанная
норма, неравенство Ульянова, неравенство Коляды
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Abstract. The problem of estimating the moduli of smoothness of functions from 𝐿𝑞 in terms
of moduli of smoothness from 𝐿𝑝 is well known. The initial stage in estimating the moduli
of smoothness was the study of properties of functions from Lipschitz classes and obtaining
the corresponding embeddings in the works of Titchmarsh, Hardy, Littlewood, and Nikolsky.
P. L. Ulyanov for the moduli of continuity of functions of one variable proved an inequality later
named after him — “Ulyanov’s inequality". From this inequality, as a corollary, we obtain the
classical Hardy – Littlewood embedding for Lipschitz spaces. Ulyanov’s inequality is exact in the
class scale 𝐻𝜔

𝑝 . Kolyada showed that this inequality could be strengthened. Its strengthening is
Kolyada inequality. It finds application in the study of certain maximal functions which measure
local smoothness. Kolyada inequality is exact in the sense that there exists a function with
any given order of the modulus of continuity in 𝐿𝑝 for which this estimate cannot be improved
for any value of 𝛿. Kolyada inequality was extended to the moduli of smoothness of higher
orders (natural) by Yu. V. Netrusov and M. L. Goldman. W. Trebels extended Kolyada inequality
to moduli of smoothness of positive order. In this article, we study the partial moduli of the
smoothness of functions of two variables. Inequalities are obtained that extend Kolyada inequality
to partial moduli of smoothness in the mixed norm for functions with lacunar Fourier coefficients.
Functions are constructed for which Kolyada inequality for partial moduli of smoothness of
functions with lacunary Fourier coefficients has different orders as functions of 𝛿. Thus, it is
shown that the obtained estimates are sharp in a certain sense. Some special properties of partial
moduli of smoothness of functions with lacunary Fourier series in each variable are also proved.
Keywords: partial modulus of smoothness, lacunary Fourier coefficients, mixed norm, Ulyanov’s
inequality, Kolyada inequality
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Введение
Общие соотношения между модулями непрерывности в разных метриках были

получены в работах П. Л. Ульянова [1,2]:

𝜔1(𝑓, 𝛿)𝑞 ≪

⎛⎝ 𝛿∫︁
0

(︁
𝑡−

1
𝑝
+ 1

𝑞𝜔1(𝑓, 𝑡)𝑝

)︁𝑞 𝑑𝑡
𝑡

⎞⎠
1
𝑞

, 𝛿 ∈ (0, 1), 1 < 𝑝 < 𝑞 <∞.

Обобщения этого неравенства называются неравенствами типа Ульянова.
Неравенство Ульянова было усилено В. И. Колядой [3]:

𝛿1−
1
𝑝
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𝑞

⎛⎝ 1∫︁
𝛿
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1
𝑝
− 1

𝑞
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1
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≪

⎛⎝ 𝛿∫︁
0

(︀
𝑡−

1
𝑝
+ 1

𝑞𝜔1(𝑓, 𝑡)𝑝
)︀𝑞 𝑑𝑡
𝑡

⎞⎠
1
𝑞

,

𝛿 ∈ (0, 1), 1 < 𝑝 < 𝑞 <∞.

Данное неравенство Коляды было распространено на модули гладкости более высоких
порядков в работах [4–6]. В настоящей работе получено аналогичное неравенство для
частных модулей гладкости для функций с лакунарными коэффициентами Фурье в
пространствах Лебега со смешанной нормой. Частные модули гладкости и их свойства
изучались ранее в ряде работ (см., например, [7, гл. X, XI]).

Обозначим через
– 𝐿𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝𝑖 <∞, 𝑖 = 1, 2 — множество измеримых функций двух переменных
𝑓(𝑥1, 𝑥2), 2𝜋— периодических по каждой переменной, для которых

‖𝑓‖𝑝1𝑝2 =

(︃ 2𝜋∫︁
0

(︃ 2𝜋∫︁
0

|𝑓(𝑥1, 𝑥2)|𝑝1𝑑𝑥1

)︃ 𝑝2
𝑝1

𝑑𝑥2

)︃ 1
𝑝2

<∞;

– 𝐿
(0)
𝑝1𝑝2 — множество функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 таких, что

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2 = 0 для почти

всех 𝑥1 и
2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥1 = 0 для почти всех 𝑥2;

– 𝑆𝑚1,∞(𝑓), 𝑆∞,𝑚2(𝑓), 𝑆𝑚1,𝑚2(𝑓) — частичные суммы ряда Фурье функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2),

т. е. 𝑆𝑚1,∞(𝑓) = 1
𝜋

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1+𝑡1, 𝑥2)𝐷𝑚1(𝑡1)𝑑𝑡1, 𝑆∞,𝑚2(𝑓) = 1
𝜋

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1, 𝑥2+𝑡2)𝐷𝑚2(𝑡2)𝑑𝑡2,

𝑆𝑚1,𝑚2(𝑓) = 1
𝜋2

2𝜋∫︀
0

2𝜋∫︀
0

𝑓(𝑥1+𝑡1, 𝑥2+𝑡2)𝐷𝑚1(𝑡1)𝐷𝑚2(𝑡2) 𝑑𝑡1 𝑑𝑡2 (𝑚𝑖 = 0, 1, 2, . . ., 𝑖 = 1, 2),

где 𝐷𝑚(𝑡) =
sin (𝑚+ 1

2
)𝑡

2 sin 𝑡
2

(𝑚 = 0, 1, 2 . . .) — ядро Дирихле;

– 𝑓 (𝜌1,𝜌2) — производную в смысле Вейля функции 𝑓(𝑥1, 𝑥2) порядка 𝜌1(𝜌1 > 0) по
переменной 𝑥1 и порядка 𝜌2(𝜌2 > 0) по переменной 𝑥2 [8, с. 238];

– 𝐸𝑚1∞(𝑓)𝑝1𝑝2 — частное наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 по перемен-
ной 𝑥1, т. е. 𝐸𝑚1∞(𝑓)𝑝1𝑝2 = inf

𝑇𝑚1∞
‖𝑓−𝑇𝑚1∞‖𝑝1𝑝2 , где функции 𝑇𝑚1∞(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿𝑝1𝑝2

и являются тригонометрическими полиномами порядка не выше, чем 𝑚1, по
переменной 𝑥1;
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– 𝐸∞𝑚2(𝑓)𝑝1𝑝2 — частное наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 по перемен-
ной 𝑥2,, т. е. 𝐸∞𝑚2(𝑓)𝑝1𝑝2 = inf

𝑇∞𝑚2

‖𝑓−𝑇∞𝑚2‖𝑝1𝑝2 , где функции 𝑇∞𝑚2(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐿𝑝1𝑝2

и являются тригонометрическими полиномами порядка не выше, чем 𝑚2, по
переменной 𝑥2.

Для функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 определим разности с шагом ℎ1 и ℎ2 положительных
порядков 𝛼1 и 𝛼2 соответственно, по переменным 𝑥1 и 𝑥2, следующим образом:

∆𝛼1
ℎ1

(𝑓) =
∞∑︁

𝜈1=0

(−1)𝜈1
(︀
𝛼1
𝜈1

)︀
𝑓(𝑥1 + (𝛼1 − 𝜈1)ℎ1, 𝑥2),

∆𝛼2
ℎ2

(𝑓) =
∞∑︁

𝜈2=0

(−1)𝜈2
(︀
𝛼2
𝜈2

)︀
𝑓(𝑥1, 𝑥2 + (𝛼2 − 𝜈2)ℎ2),

где (𝛼𝜈 ) = 1 для 𝜈 = 0, (𝛼𝜈 ) = 𝛼 для 𝜈 = 1, (𝛼𝜈 ) = 𝛼(𝛼−1)...(𝛼−𝜈+1)
𝜈!

для 𝜈 > 2.
Далее, обозначим через
– 𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿1)𝑝1𝑝2 — частный модуль гладкости положительного порядка 𝛼1 по пере-

менной 𝑥1, т. е.
𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿1)𝑝1𝑝2 = sup

|ℎ1|6𝛿1
‖∆𝛼1

ℎ1
(𝑓)‖𝑝1𝑝2 ;

– 𝜔0,𝛼2(𝑓, 𝛿2)𝑝1𝑝2 — частный модуль гладкости положительного порядка 𝛼2 по пере-
менной 𝑥2, т. е.

𝜔0,𝛼2(𝑓, 𝛿2)𝑝1𝑝2 = sup
|ℎ2|6𝛿2

‖∆𝛼2
ℎ2

(𝑓)‖𝑝1𝑝2 .

Для неотрицательных функционалов 𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) и 𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2) будем писать, что
𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) ≪ 𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2), если существует положительная постоянная 𝐶, не за-
висящая от 𝑓, 𝛿1 и 𝛿2, и такая, что 𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) 6 𝐶𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2). Если одновременно
𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) ≪ 𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2) и 𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2) ≪ 𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2), то будем писать, что 𝐹 (𝑓, 𝛿1, 𝛿2) ≍
≍ 𝐺(𝑓, 𝛿1, 𝛿2).

Скажем, что 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝𝑖 <∞, 𝑖 = 1, 2, если 𝑓 ∈ 𝐿
(0)
𝑝1𝑝2 и имеет ряд Фурье

∞∑︁
𝜇2=0

∞∑︁
𝜇1=0

𝑎𝜇1,𝜇2𝜙1(2
𝜇1𝑥1)𝜙2(2

𝜇2𝑥2),

где 𝜙𝑖(𝑡) = cos 𝑡 или 𝜙𝑖(𝑡) = sin 𝑡, 𝑖 = 1, 2.
Сформулируем основной результат.

Теорема. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 𝛼𝑖 > 𝜃𝑖, 𝛿𝑖 ∈ (0, 1), 𝑖 = 1, 2. Тогда
I. При 1 < 𝑝1 < 𝑞1 <∞, 𝜃1 = 1

𝑝1
− 1

𝑞1
, 1 < 𝑝2 <∞

𝛿𝛼1−𝜃1
1

(︃ 1∫︁
𝛿1

𝑡
−𝑝1(𝛼1−𝜃1)
1 𝜔𝑝1

𝛼1,0
(𝑓, 𝑡1)𝑞1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑝1

≪

(︃ 𝛿1∫︁
0

𝑡−𝑞1𝜃1
1 𝜔𝑞1

𝛼1,0
(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑞1

. (1)

II. При 1 < 𝑝2 < 𝑞2 <∞, 𝜃2 = 1
𝑝2

− 1
𝑞2

, 1 < 𝑝1 <∞

𝛿𝛼2−𝜃2
2

(︃ 1∫︁
𝛿2

𝑡
−𝑝2(𝛼2−𝜃2)
2 𝜔𝑝2

0,𝛼2
(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑞2

𝑑𝑡2
𝑡2

)︃ 1
𝑝2

≪

(︃ 𝛿2∫︁
0

𝑡−𝑞2𝜃2
2 𝜔𝑞2

0,𝛼2
(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡2
𝑡2

)︃ 1
𝑞2

. (2)

Причем в соотношениях (1) и (2) знак ≪ нельзя заменить на ≍.

Неравенство (2) является двойственным по отношению к первому. В дальнейшем
формулы для двойственных результатов не приводятся ни в леммах, ни в заключении.

450 Научный отдел



Б. В. Симонов и др. Неравенство Коляды для частных модулей гладкости функций

1. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть 𝑓 ∈ 𝐿
(0)
𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝𝑖 <∞, 𝛼𝑖 > 0, 𝑛𝑖 ∈ N, 𝑖 = 1, 2. Тогда:

1) 𝜔𝛼1,0

(︁
𝑓, 1

𝑛1

)︁
𝑝1𝑝2

≍
⃦⃦
𝑓 − 𝑆𝑛1,∞(𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

+ 𝑛−𝛼1
1

⃦⃦
𝑆
(𝛼1,0)
𝑛1,∞ (𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

;

2) 𝜔0,𝛼2

(︁
𝑓, 1

𝑛2

)︁
𝑝1𝑝2

≍
⃦⃦
𝑓 − 𝑆∞,𝑛2(𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

+ 𝑛−𝛼2
2

⃦⃦
𝑆
(0,𝛼2)
∞,𝑛2 (𝑓)

⃦⃦
𝑝1𝑝2

.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 9.2.1 из [7, с. 215]. �

Лемма 2 ( [10]). Пусть 𝑎𝑘 > 0, 𝑏𝑛 > 0, 0 < 𝑝 <∞. Тогда:

1) если
∞∑︀
𝑘=𝑛

𝑎𝑘 ≪ 𝑎𝑛, то
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘

(︁ 𝑘∑︀
𝑛=1

𝑏𝑛

)︁𝑝
≍

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏
𝑝
𝑘;

2) если
𝑛∑︀

𝑘=1

𝑎𝑘 ≪ 𝑎𝑛, то
∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘

(︁ ∞∑︀
𝑛=𝑘

𝑏𝑛

)︁𝑝
≍

∞∑︀
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏
𝑝
𝑘.

Лемма 3 ([9, с. 43]). Пусть 𝑎𝑘 > 0, 0 < 𝛼 < 𝛽 <∞. Тогда(︁ ∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝛽𝑘

)︁ 1
𝛽
6
(︁ ∞∑︁

𝑘=1

𝑎𝛼𝑘

)︁ 1
𝛼
.

Лемма 4 ([10]). Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝𝑖 <∞, 𝑖 = 1, 2. Тогда

‖𝑓‖𝑝1𝑝2 ≍
(︁ ∞∑︁

𝜇1=0

∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︁ 1
2
.

Введем следующие обозначения:

𝐶1(𝑓, 𝛿1) =
(︁ 𝛿1∫︁

0

𝑡−𝑞1𝜃1
1 𝜔𝑞1

𝛼1,0
(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

)︁ 1
𝑞1 , 𝐶2(𝑓, 𝛿2) =

(︁ 𝛿2∫︁
0

𝑡−𝑞2𝜃2
2 𝜔𝑞2

0,𝛼2
(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡2
𝑡2

)︁ 1
𝑞2 ,

𝐷1(𝑓, 𝛿1) = 𝛿𝛼1−𝜃1
1

(︁ 1∫︁
𝛿1

𝑡
−𝑝1(𝛼1−𝜃1)
1 𝜔𝑝1

𝛼1,0
(𝑓, 𝑡1)𝑞1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

)︁ 1
𝑝1 ,

𝐷2(𝑓, 𝛿2) = 𝛿𝛼2−𝜃2
2

(︁ 1∫︁
𝛿2

𝑡
−𝑝2(𝛼2−𝜃2)
2 𝜔𝑝2

0,𝛼2
(𝑓, 𝑡2)𝑝1𝑞2

𝑑𝑡2
𝑡2

)︁ 1
𝑝2 .

Лемма 5. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝1 < 𝑞1 < ∞, 𝜃1 = 1
𝑝1

− 1
𝑞1

, 1 < 𝑝2 < ∞, 𝛼1 > 𝜃1,
𝑛1 = 0, 1, 2, . . . Тогда:

1) 𝐶1(𝑓, 2
−𝑛1) ≍ 2𝑛1(𝜃1−𝛼1)

(︀ ∞∑︀
𝜇2=0

𝑛1∑︀
𝜇1=0

𝑎2𝜇1,𝜇2
22𝜇1𝛼1

)︀ 1
2 +

(︁ ∞∑︀
𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃1
(︀ ∞∑︀
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︀ 𝑞1
2

)︁ 1
𝑞1 ≡

≡ 𝑐11 + 𝑐12;

2) 𝐷1(𝑓, 2
−𝑛1) ≍ 2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)

(︁ 𝑛1∑︀
𝜈1=0

2𝜈1𝑝1(𝛼1−𝜃1)
(︁ ∞∑︀

𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︁ 𝑝1
2
)︁ 1

𝑝1 +
(︁ ∞∑︀

𝜇2=0

∞∑︀
𝜇1=𝑛1+1

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︁ 1
2 ≡

≡ 𝑑11 + 𝑑12.
В случае, когда 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝2 < 𝑞2 < ∞, 𝜃2 = 1

𝑝2
− 1

𝑞2
, 1 < 𝑝1 < ∞, 𝛼2 > 𝜃2,

𝑛2 = 0, 1, 2, . . ., верны оценки для 𝐶2(𝑓, 2
−𝑛2) и 𝐷2(𝑓, 2

−𝑛2), двойственные к оценкам
𝐶1(𝑓, 2

−𝑛1) и 𝐷1(𝑓, 2
−𝑛1).
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Доказательство. Докажем утверждение 1). Представляя интеграл в формуле
для 𝐶1(𝑓, 2

−𝑛1) через сумму и используя конструктивную характеристику частного
модуля гладкости (лемма 1), получаем

𝐶1(𝑓, 2
−𝑛1) ≍

(︁ ∞∑︁
𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃12−𝜈1𝛼1𝑞1
⃦⃦
𝑆
(𝛼1,0)
2𝜈1 ,∞(𝑓)

⃦⃦𝑞1
𝑝1𝑝2

)︁ 1
𝑞1 +

+
(︁ ∞∑︁

𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃1
⃦⃦
𝑓 − 𝑆2𝜈1 ,∞(𝑓)

⃦⃦𝑞1
𝑝1𝑝2

)︁ 1
𝑞1 .

Применяя лемму 4, имеем

𝐶1(𝑓, 2
−𝑛1) ≍

(︁ ∞∑︁
𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃12−𝜈1𝛼1𝑞1
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

𝜈1∑︁
𝜇1=0

𝑎2𝜇1,𝜇2
22𝜇1𝛼1

)︀ 𝑞1
2

)︁ 1
𝑞1 +

+
(︁ ∞∑︁

𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃1
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

∞∑︁
𝜇1=𝜈1

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︀ 𝑞1
2

)︁ 1
𝑞1 .

Применяя оценку из леммы 2, получим

𝐶1(𝑓, 2
−𝑛1) ≍

(︁ ∞∑︁
𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃12−𝜈1𝛼1𝑞1
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

𝑛1∑︁
𝜇1=0

𝑎2𝜇1,𝜇2
22𝜇1𝛼1

)︀ 𝑞1
2

)︁ 1
𝑞1 +

+
(︁ ∞∑︁

𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃12−𝜈1𝛼1𝑞1
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

𝜈1∑︁
𝜇1=𝑛1

𝑎2𝜇1,𝜇2
22𝜇1𝛼1

)︀ 𝑞1
2

)︁ 1
𝑞1 +

+
(︁ ∞∑︁

𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃1
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

∞∑︁
𝜇1=𝜈1

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︀ 𝑞1
2

)︁ 1
𝑞1 ≍

≍ 2𝑛1(𝜃1−𝛼1)
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

𝑛1∑︁
𝜇1=0

𝑎2𝜇1,𝜇2
22𝜇1𝛼1

)︀ 1
2 +

(︁ ∞∑︁
𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃1
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︀ 𝑞1
2

)︁ 1
𝑞1 .

Доказательство утверждения 2) проводится аналогично. �
Лемма 6 использоваться при доказательстве теоремы не будет, но в ней приведены

специфические свойства частных модулей гладкости функций с лакунарными коэф-
фициентами Фурье в пространствах Лебега со смешанной нормой, представляющие
отдельный интерес.

Лемма 6. Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 1 < 𝑝𝑖 < ∞, 𝛽𝑖 > 𝛼𝑖 > 0, 𝑛𝑖 = 0, 1, 2 . . ., 𝛿𝑖 ∈ (0, 1
2
),

𝑖 = 1, 2. Тогда:

1) 𝜔𝛼1,0

(︁
𝑓, 1

2𝑛1

)︁
𝑝1𝑝2

≍ 1
2𝑛1𝛼1

(︁ 𝑛1∑︀
𝑘1=0

∞∑︀
𝑘2=0

𝑎2𝑘1𝑘22
2𝑘1𝛼1

)︁ 1
2

+
(︁ ∞∑︀

𝑘1=𝑛1+1

∞∑︀
𝑘2=0

𝑎2𝑘1𝑘2

)︁ 1
2
;

2) 𝜔𝛼1,0

(︁
𝑓, 1

2𝑛1

)︁
𝑝1𝑝2

≍ 1
2𝛼1𝑛1

(︁ 𝑛1∑︀
𝜇1=0

22𝛼1𝜇1𝐸2
2𝜇1−1∞(𝑓)𝑝1𝑝2

)︁ 1
2
;

3) 𝜔𝛼1,0

(︁
𝑓, 1

2𝑛1

)︁
𝑝1𝑝2

≍
(︁ ∞∑︀

𝜇1=𝑛1+1

2−2𝛼1𝜇1‖𝑆(𝛼1,0)
2𝜇1∞ (𝑓)‖2𝑝1𝑝2

)︁ 1
2
;

4) 𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿1)𝑝1𝑝2 ≍ 𝛿𝛼1
1

(︁ 1∫︀
𝛿1

[︀
𝑡−𝛼1
1 𝜔𝛽1,0(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

]︀2 𝑑𝑡1
𝑡1

)︁ 1
2
.

Верны и неравенства для 𝜔0,𝛼2(𝑓, 𝛿2)𝑝1𝑝2 , являющиеся двойственными по отно-
шению к 𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿1)𝑝1𝑝2.
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Доказательство. Сначала докажем утверждение 1). Применяя лемму 1, имеем

𝐼 = 𝜔𝛼1,0

(︂
𝑓,

1

2𝑛1

)︂
𝑝1𝑝2

≍ 1

2𝑛1𝛼1
‖𝑆(𝛼1,0)

2𝑛1∞ (𝑓)‖𝑝1𝑝2 + ‖𝑓 − 𝑆2𝑛1∞(𝑓)‖𝑝1𝑝2 .

Применяя лемму 4, получаем требуемую оценку

𝐼 ≍ 1

2𝑛1𝛼1

(︃
𝑛1∑︁

𝜇1=0

∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜇1𝜇2
22𝜈1𝛼1

)︃ 1
2

+

(︃
∞∑︁

𝜇1=𝑛1+1

∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜇1𝜇2

)︃ 1
2

.

Доказательство утверждения 2) проводится аналогично.
Докажем утверждение 3). Применяя лемму 4 и 1) из леммы 6, имеем

𝐴2 ≡
∞∑︁

𝜇1=𝑛1+1

2−2𝛼1𝜇1

⃦⃦⃦
𝑆
(𝛼1,0)
2𝜇1∞ (𝑓)

⃦⃦⃦2
𝑝1𝑝2

≍
∞∑︁

𝜇1=𝑛1+1

2−2𝛼1𝜇1

𝜇1∑︁
𝜈1=1

∞∑︁
𝜈2=0

22𝛼1𝜈1𝑎2𝜈1𝜈2 ≍

≍ 2−2𝛼1𝑛1

𝑛1∑︁
𝜈1=1

∞∑︁
𝜈2=0

22𝛼1𝜈1𝑎2𝜈1𝜈2 +
∞∑︁

𝜇1=𝑛1+1

2−2𝛼1𝜇1

𝜇1∑︁
𝜈1=𝑛1+1

∞∑︁
𝜈2=0

22𝛼1𝜈1𝑎2𝜈1𝜈2 ≍

≍ 2−2𝛼1𝑛1

𝑛1∑︁
𝜈1=1

∞∑︁
𝜈2=0

22𝛼1𝜈1𝑎2𝜈1𝜈2 +
∞∑︁

𝜈1=𝑛1+1

∞∑︁
𝜈2=0

𝑎2𝜈1𝜈2 ≍ 𝜔2
𝛼1,0

(︂
𝑓,

1

2𝑛1

)︂
𝑝1𝑝2

,

что и доказывает 3).
Докажем утверждение 4). Для данного числа 𝛿1 ∈ (0, 1

2
) найдется целое неотрица-

тельное число 𝑚1 такое, что 1
2𝑚1+1 6 𝛿1 <

1
2𝑚1

. Применяя свойства частного модуля
гладкости, имеем

𝐵2 = 𝛿2𝛼1
1

1∫︁
𝛿1

[︀
𝑡−𝛼1
1 𝜔𝛽1,0(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

]︀2 𝑑𝑡1
𝑡1

≍ 2−2𝑚1𝛼1

𝑚1∑︁
𝜇1=0

22𝜇1𝛼1𝜔2
𝛽1,0

(︂
𝑓,

1

2𝜇1

)︂
𝑝1𝑝2

.

Применяя формулу 2) из леммы 6, получаем

𝐵2 ≍ 2−2𝑚1𝛼1

𝑚1∑︁
𝜇1=0

22𝜇1𝛼12−2𝜇1𝛽1

𝜇1∑︁
𝜈1=0

22𝜈1𝛽1𝐸2
2𝜈1−1∞(𝑓)𝑝1𝑝2 ≍

≍ 2−2𝑚1𝛼1

𝑚1∑︁
𝜈1=0

22𝜈1𝛼1𝐸2
2𝜈1−1∞(𝑓)𝑝1𝑝2 ≍ 𝜔2

𝛼1,0

(︂
𝑓,

1

2𝑚1

)︂
𝑝1𝑝2

.

Используя свойства частного модуля гладкости, получаем 𝐵 ≍ 𝜔𝛼1,0 (𝑓, 𝛿1)𝑝1𝑝2 . Тем са-
мым 4) доказано. �

2. Доказательство теоремы
Докажем сначала I. Для каждого 𝛿1 ∈ (0, 1) существует натуральное число 𝑛1

такое, что 2−𝑛1 6 𝛿1 < 2−𝑛1+1. Поэтому

𝐴1 = 𝐷1(𝑓, 𝛿1) ≪ 𝐷1(𝑓, 2
−𝑛1), 𝐵1 = 𝐶1(𝑓, 𝛿1) ≫ 𝐶1(𝑓, 2

−𝑛1).

Применяя оценки из леммы 5, получим, что 𝐴1 ≪ 𝑑11 + 𝑑12, 𝐵1 ≫ 𝑐11 + 𝑐12.
Покажем, что 𝑑1𝑖 ≪ 𝑐1𝑖, 𝑖 = 1, 2.
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1. Рассмотрим

𝑑11 = 2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)
(︁ 𝑛1∑︁

𝜈1=0

2𝜈1𝑝1(𝛼1−𝜃1)
(︁ ∞∑︁

𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︁ 𝑝1
2
)︁ 1

𝑝1 .

1.1. Пусть 𝑝1 > 2. Тогда в соответствии с леммой 3, с учетом того, что 1 = 𝛼 6 𝛽 = 𝑝1
2
,

имеем

𝑑11 = 2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)
(︁(︁ 𝑛1∑︁

𝜈1=0

(︁
2𝜈12(𝛼1−𝜃1)

∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︁ 𝑝1
2
)︁ 2

𝑝1

)︁ 1
2
6

6 2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)
(︁ 𝑛1∑︁

𝜈1=0

2𝜈12(𝛼1−𝜃1)

∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︁ 1
2
6 2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)

(︁ 𝑛1∑︁
𝜈1=0

2𝜈12𝛼1

∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︁ 1
2

= 𝑐11.

Итак, 𝑑11 ≪ 𝑐11 при 𝑝1 > 2.

1.2. Пусть 1 < 𝑝1 < 2. Оценим 𝑑11 = 2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)
(︁ 𝑛1∑︀

𝜈1=0

2𝜈1𝑝1𝛼1

(︁ ∞∑︀
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︁ 𝑝1
2 ·2−𝜈1𝑝1𝜃1

)︁ 1
𝑝1 .

Пусть 𝐴𝜈1 = 2𝜈1𝑝1𝛼1

(︁ ∞∑︀
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︁ 𝑝1
2
, 𝐵𝜈1 = 2−𝜈1𝑝1𝜃1, 𝑝 = 𝑝1

2
, 1
𝑝

+ 1
𝑞

= 1. Применяя

неравенство Гельдера к сумме
𝑛1∑︀

𝜈1=0

𝐴𝜈1𝐵𝜈1, получим

𝑛1∑︁
𝜈1=0

𝐴𝜈1𝐵𝜈1 6
(︁ 𝑛1∑︁

𝜈1=0

𝐴𝑝
𝜈1

)︁ 1
𝑝
(︁ 𝑛1∑︁

𝜈1=0

𝐵𝑞
𝜈1

)︁ 1
𝑞
.

Отсюда следует, что

𝑑11 6 2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)

⎛⎜⎜⎝
⎧⎪⎨⎪⎩

𝑛1∑︁
𝜈1=0

⎛⎝2𝜈1𝑝1𝛼1

(︃
∞∑︁

𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︃ 𝑝1
2

⎞⎠ 2
𝑝1

⎫⎪⎬⎪⎭
𝑝1
2

×

×

⎧⎨⎩
𝑛1∑︁

𝜈1=0

(︀
2−𝜈1𝑝1𝜃1

)︀ 2
𝑝1
2
𝑝1

−1

⎫⎬⎭
1− 𝑝1

2

⎞⎟⎠
1
𝑝1

≪ 2−𝑛1(𝛼1−𝜃1)

(︃
𝑛1∑︁

𝜈1=0

2𝜈12𝛼1

∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︃ 1
2

= 𝑐11.

Итак, 𝑑11 ≪ 𝑐11 при 1 < 𝑝1 < 2. Тем самым 𝑑11 ≪ 𝑐11 при 1 < 𝑝1 <∞.

2. Рассмотрим 𝑑12 =
(︁ ∞∑︀

𝜇2=0

∞∑︀
𝜇1=𝑛1+1

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︁ 1
2
.

2.1. Пусть 1 < 𝑞1 6 2. Тогда, применяя лемму 3, с учетом того, что 2
𝑞1

= 𝛼 6 𝛽 = 1,
имеем

𝑑12 =
(︁ ∞∑︁

𝜇2=0

∞∑︁
𝜇1=𝑛1+1

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︁ 1
2
6
(︁ ∞∑︁

𝜇1=𝑛1

(︁ ∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︁ 𝑞1
2
)︁ 1

𝑞1 6

6
(︁ ∞∑︁

𝜇1=𝑛1

2𝜇1𝑞1𝜃1
(︁ ∞∑︁

𝜇2=0

𝑎2𝜇1,𝜇2

)︁ 𝑞1
2
)︁ 1

𝑞1 = 𝑐12,

т. е. 𝑑12 ≪ 𝑐12 при 1 < 𝑞1 6 2.
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2.2. Пусть 𝑞1 > 2. Оценим 𝑑12 =
(︁ ∞∑︀

𝜇1=𝑛1+1

22𝜇1𝜃1
∞∑︀

𝜇2=0

𝑎2𝜇1,𝜇2
· 2−2𝜇1𝜃1

)︁ 1
2
.

Пусть 𝐴𝜇1 = 22𝜇1𝜃1
∞∑︀

𝜇2=0

𝑎2𝜇1,𝜇2
, 𝐵𝜇1 = 2−2𝜇1𝜃1 , 𝑝 = 𝑞1

2
, 1
𝑝
+ 1

𝑞
= 1. Применяя неравенство

Гельдера к сумме
∞∑︀

𝜇1=𝑛1+1

𝐴𝜇1𝐵𝜇1 , получим

∞∑︁
𝜇1=𝑛1+1

𝐴𝜇1𝐵𝜇1 6
(︁ ∞∑︁

𝜇1=𝑛1+1

𝐴𝑝
𝜇1

)︁ 1
𝑝
(︁ ∞∑︁

𝜇1=𝑛1+1

𝐵𝑞
𝜇1

)︁ 1
𝑞
.

Отсюда следует, что

𝑑12 6
(︁{︁ ∞∑︁

𝜇1=𝑛1+1

{︁
22𝜇1𝜃1

∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜇1,𝜇2

}︁ 𝑞1
2
}︁ 2

𝑞1

)︁ 1
2
(︁{︁ ∞∑︁

𝜇1=𝑛1+1

{︁
2−2𝜇1𝜃1

}︁ 𝑞1
2

𝑞1
2 −1

}︁1− 2
𝑞1

)︁ 1
2 ≪

≪
(︁ ∞∑︁

𝜈1=𝑛1

2𝜈1𝑞1𝜃1
(︀ ∞∑︁
𝜇2=0

𝑎2𝜈1,𝜇2

)︀ 𝑞1
2

)︁ 1
𝑞1 = 𝑐12.

Тем самым 𝑑12 ≪ 𝑐12 при 𝑞1 > 2. Следовательно, 𝑑12 ≪ 𝑐12 при 1 < 𝑞1 <∞.
Неравенство (1) доказано.
Покажем, что в соотношении (1) знак ≪ нельзя заменить на знак ≍ . Для этого

построим функцию 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) ∈ Λ𝑝1𝑝2 такую, что левые и правые части неравенства (1)
имеют разные порядки, как функции 𝛿1. Возьмем функцию

𝑓1(𝑥1, 𝑥2) ∼
∞∑︁

𝑚1=0

𝑎𝑚1 cos 2𝑚1𝑥1 sin𝑥2,

где 𝑎𝑚1 = (𝑚1+1)𝛽1

2𝛼1𝑚1
, 𝛽1 > −1

2
, 𝛼1 > 𝜃1, 𝜃1 = 1

𝑝1
− 1

𝑞1
, 1 < 𝑝1 < 𝑞1 <∞.

Применяя леммы 4 и 5, получим, что

𝑓1 ∈ 𝐿𝑝1𝑝2 , 𝜔𝛼1,0(𝑓1, 2
−𝑛1)𝑝1𝑝2 ≍

(𝑛1 + 1)𝛽1+
1
2

2𝛼1𝑛1
≍ 𝜔𝛼1,0(𝑓1, 2

−𝑛1)𝑞1𝑝2 .

Но тогда для 𝛿1 ∈ (0, 1)

𝜔𝛼1,0(𝑓1, 𝛿1)𝑝1𝑝2 ≍ 𝛿𝛼1
1

(︂
ln

2

𝛿1

)︂𝛽1+
1
2

≍ 𝜔𝛼1,0(𝑓1, 𝛿1)𝑞1𝑝2 .

Теперь легко проверить, что

𝐷1(𝑓1, 𝛿1) ≍ 𝛿𝛼1−𝜃1
1 , 𝐶1(𝑓1, 𝛿1) ≍ 𝛿𝛼1−𝜃1

1

(︂
ln

2

𝛿1

)︂𝛽1+
1
2

.

Таким образом, левые и правые части неравенства (1) для функции 𝑓1(𝑥1, 𝑥2) имеют
разные порядки, как функции 𝛿1.

Доказательство II проводится аналогично доказательству I.
Теорема доказана.
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Заключение
В работе рассмотрены функции двух переменных с лакунарными коэффициентами

Фурье. Для таких функций получены оценки, распространяющие неравенство Коляды
для частных модулей на двумерный случай в пространствах со смешанной нормой.

Кроме того, из оценок, приведенных в теореме, вытекают неравенства типа нера-
венства Ульянова. А именно пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2, 𝛼𝑖 > 𝜃𝑖, 𝛿𝑖 ∈ (0, 1), 𝑖 = 1, 2. Тогда при
1 < 𝑝1 < 𝑞1 <∞, 𝜃1 = 1

𝑝1
− 1

𝑞1
, 1 < 𝑝2 <∞ выполняется неравенство

𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿1)𝑞1𝑝2 ≪

⎛⎝ 𝛿1∫︁
0

𝑡−𝑞1𝜃1
1 𝜔𝑞1

𝛼1,0
(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

⎞⎠
1
𝑞1

.

В случае, когда 1 < 𝑝2 < 𝑞2 < ∞, 𝜃2 = 1
𝑝2

− 1
𝑞2

, 1 < 𝑝1 < ∞, верны оценки для
𝜔0,𝛼2(𝑓, 𝛿2)𝑝1𝑞2, двойственные к оценкам для 𝜔𝛼1,0(𝑓, 𝛿1)𝑞1𝑝2.

При дополнительных ограничениях на параметры из теоремы следуют неравенства,
уточняющие неравенства типа Ульянова. А именно пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2 , 𝛼𝑖 > 𝜃𝑖, 𝛿𝑖 ∈ (0, 1),
𝑖 = 1, 2. Тогда при 1 < 𝑝1 < 𝑞1 <∞, 1 < 𝑝1 6 2, 𝜃1 = 1

𝑝1
− 1

𝑞1
, 1 < 𝑝2 <∞ выполняется

неравенство

𝜔𝛼1−𝜃1,0(𝑓, 𝛿1)𝑞1𝑝2 ≪

⎛⎝ 𝛿1∫︁
0

𝑡−𝑞1𝜃1
1 𝜔𝑞1

𝛼1,0
(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

⎞⎠
1
𝑞1

.

В случае, когда 1 < 𝑝2 < 𝑞2 < ∞, 𝜃2 = 1
𝑝2

− 1
𝑞2
, 1 < 𝑝1 < ∞, верны оценки для

𝜔0,𝛼2−𝜃2(𝑓, 𝛿2)𝑝1𝑞2 , двойственные к оценкам 𝜔𝛼1−𝜃1,0(𝑓, 𝛿1)𝑞1𝑝2 .
Из теоремы можно получить следующие оценки для частных модулей гладкости

производной функции через частные модули гладкости самой функции.
Пусть 𝑓 ∈ Λ𝑝1𝑝2 , 𝛼𝑖 > 𝜃𝑖, 𝛿𝑖 ∈ (0, 1), 𝑖 = 1, 2. Тогда при 1 < 𝑝1 < 𝑞1 <∞, 𝜃1 = 1

𝑝1
− 1

𝑞1
,

1 < 𝑝2 <∞, 𝜌1 > 0

𝛿𝛼1−𝜃1
1

(︃ 1∫︁
𝛿1

𝑡
−𝑝1(𝛼1−𝜃1)
1 𝜔𝑝1

𝛼1,0
(𝑓 (𝜌1,0), 𝑡1)𝑞1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑝1

≪

(︃ 𝛿1∫︁
0

𝑡
−𝑞1(𝜌1+𝜃1)
1 𝜔𝑞1

𝛼1+𝜌1,0
(𝑓, 𝑡1)𝑝1𝑝2

𝑑𝑡1
𝑡1

)︃ 1
𝑞1

.

В случае, когда 1 < 𝑝2 < 𝑞2 < ∞, 𝜃2 = 1
𝑝2

− 1
𝑞2

, 1 < 𝑝1 < ∞, 𝜌2 > 0, верны
интегральные оценки для 𝜔0,𝛼2

(︀
𝑓 (0,𝜌2), 𝑡2

)︀
𝑝1𝑞2

, двойственные к интегральным оценкам

для 𝜔𝛼1,0

(︀
𝑓 (𝜌1,0), 𝑡1

)︀
𝑞1𝑝2

.
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