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Аннотация. Теория автоматов является одним из разделов математической кибернетики, в
котором изучаются устройства преобразования информации, используемые во многих при-
кладных задачах. В данной работе мы изучаем автоматы без выходных сигналов и называем
их полуавтоматами. В зависимости от исследуемых задач рассматриваются полуавтоматы, у
которых множества состояний наделены дополнительной математической структурой, согласо-
ванной с функцией переходов полуавтомата. Мы исследуем полуавтоматы над графами (так
называемые графовые полуавтоматы), множество состояний которых наделено математиче-
ской структурой графа. Универсальный графовый полуавтомат Atm(G)— это универсально
притягивающий объект в категории полуавтоматов, у которых множество состояний наделено
структурой графа 𝐺, сохраняющейся функцией переходов полуавтомата. Полугруппа входных
сигналов такого полуавтомата имеет вид 𝑆(𝐺) = End G. Она может рассматриваться как
производная алгебраическая система математического объекта Atm(G), которая содержит
полезную информацию об исходном объекте. Свойства такой полугруппы взаимосвязаны
со свойствами алгебраической структуры полуавтомата, это означает, что универсальные
графовые полуавтоматы можно изучать путем исследования их полугрупп входных сигналов.
Для таких полугрупп представляет интерес проблема конкретной характеризации универсаль-
ных графовых полуавтоматов: при каких условиях на множестве состояний 𝑋 полуавтомата
𝐴 = (𝑋,𝑆, 𝛿) возможно задать бинарное отношение 𝜌, такое, что для графа 𝐺 = (𝑋, 𝜌) будет
выполняться равенство 𝐴 = Atm(G). В данной работе эта проблема решается для графовых
полуавтоматов над рефлексивными квазибесконтурными графами.
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Abstract. Automata theory is one of the branches of mathematical cybernetics, that studies
information transducers that arise in many applied problems. The major objective of automata
theory is to develop methods by which one can describe and analyze the dynamic behavior of
discrete systems. In this paper, we consider automata without output signals (called semiautomata).
Depending on study tasks, semiautomata are considered, for which the set of states is equipped
with additional mathematical structure preserved by the transition function of semiautomata.
We investigate semiautomata over graphs and call them graphic semiautomata. For graphs 𝐺 a
universal graphic semiautomaton Atm(G) is the universally attracted object in the category of
graphic semiautomata, for which the set of states is equipped with the structure of the graph 𝐺.
The input signal semigroup of the universal graphic semiautomaton is 𝑆(𝐺) = End G. It may
be considered as a derived algebraic system of the mathematical object Atm(G). It is common
knowledge that properties of the semigroup are closely interconnected with properties of the
algebraic structure of the semiautomaton. This suggests that universal graphic semiautomata may
be researched using their input signal semigroups. In this article, we investigate the concrete
characterization problem of graphic semiautomata over quasi-acyclic reflexive graphs. The main
result of our study states necessary and sufficient conditions for a semiautomaton to be a universal
graphic semiautomaton over quasi-acyclic reflexive graphs.
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Введение
Одним из перспективных направлений современной алгебры является изучение

математических объектов с помощью исследования производных алгебраических
систем, связанных с этими объектами. В качестве исходных математических объектов
рассматриваются различные алгебраические системы, а в качестве производных ал-
гебраических систем — группы автоморфизмов, полугруппы эндоморфизмов, решетки
подсистем алгебраических систем и др. Основной вопрос состоит в том, насколько
точно производная алгебраическая система определяет исходный математический
объект, после чего проводятся конкретная и абстрактная характеризации производной
алгебраической системы, что в конечном счете позволяет изучить взаимосвязь свойств
исходного математического объекта с производной системой. Такие исследования
для групп автоморфизмов алгебраических систем, полугрупп эндоморфизмов гра-
фов, колец эндоморфизмов модулей и других производных алгебраических систем
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успешно провели Б. И. Плоткин [1], А. Г. Пинус [2, 3], Ю. М. Важенин [4, 5],
Л. М. Глускин [6, 7], А. В. Михалев [8] и другие алгебраисты. Актуальность про-
блемы характеризации математических объектов с помощью их эндоморфизмов и
автоморфизмов обозначил С. Улам в известной работе [9].

К обобщенной теории Галуа относятся и исследования автоматов в категори-
ях [10], т. е. автоматов, множества состояний и выходных сигналов которых наделены
математическими структурами из категории K, а функции переходов и выходов
являются морфизмами этой категории. В данной работе рассматриваются автоматы
без выходных сигналов в категории графов, которые принято называть полуавтома-
тами [11], над рефлексивными квазибесконтурными графами, это так называемые
графовые полуавтоматы. Для таких полуавтоматов решается следующая проблема
конкретной характеризации: при каких условиях полуавтомат 𝐴 с множеством со-
стояний 𝑋 и полугруппой входных сигналов 𝑆 является универсальным графовым
полуавтоматом, т. е. на множестве состояний 𝑋 полуавтомата 𝐴 можно так задать
бинарное отношение 𝜌, что для графа 𝐺 = (𝑋, 𝜌) выполняется равенство 𝐴 = Atm G.

Результат данной работы докладывался на международных научных конференциях
«Мальцевские чтения 2020» [12] и «Ломоносов-2020» [13].

1. Подготовительный этап

В работе используется общепринятая терминология теории полугрупп из [14],
теории графов из [15] и теории автоматов из [10].

Далее всюду под графом будем понимать ориентированный граф. Для графа
𝐺 = (𝑋, 𝜌) дугу (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 будем называть собственной, если (𝑦, 𝑥) /∈ 𝜌. Граф на-
зывается квазибесконтурным, если все его собственные дуги не содержатся ни в
каком контуре. Примером квазибесконтурных графов являются бесконтурные гра-
фы, графы квазипорядка и многие другие. Квазибесконтурный граф будем называть
тривиальным, если у него нет собственных дуг, и нетривиальным — в противном
случае.

Полуавтомат 𝐴 = (𝑋,𝑆, *) называется полугрупповым, если на множестве его
входных сигналов 𝑆 определена ассоциативная бинарная операция ·, согласованная с
функцией переходов * по правилу: 𝑥*(𝑠1 ·𝑠2) = (𝑥*𝑠1)*𝑠2 для любых 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝑆.
Полугрупповой полуавтомат 𝐴 = (𝑋,𝑆, *) называется графовым, если множество его
состояний 𝑋 наделено такой структурой графа 𝐺 = (𝑋, 𝜌), что для любого входного
сигнала 𝑠 ∈ 𝑆 функция переходов 𝛿𝑠(𝑥) = 𝑥 * 𝑠 (𝑥 ∈ 𝑋) является эндоморфизмом
графа 𝐺. Такой полуавтомат символически обозначается через 𝐴 = (𝐺,𝑆, *).

Графовый полуавтомат 𝐴 = (𝐺,End G, *), где 𝑥 * 𝜙 = 𝜙(𝑥) для 𝑥 ∈ 𝑋, 𝜙 ∈ End G,
является универсальным притягивающим объектом в категории графовых полуав-
томатов [10] и называется универсальным графовым полуавтоматом над графом 𝐺.
Такой полуавтомат обозначается Atm(G).

Пусть 𝐴 = (𝑋,𝑆, *) — полуавтомат с множеством состояний 𝑋 и полугруппой
входных сигналов 𝑆. Определим на множестве 𝑋 канонические предикаты Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣),
𝑄(𝑥, 𝑦) и 𝑅(𝑥, 𝑦) следующим образом:

Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) = (∃ 𝑠 ∈ 𝑆)(𝑥 * 𝑠 = 𝑢 ∧ 𝑦 * 𝑠 = 𝑣 ∧ (∀𝑧 ∈ 𝑋)(𝑧 * 𝑠 = 𝑢 ∨ 𝑧 * 𝑠 = 𝑣)),

𝑄(𝑥, 𝑦) = Π(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝑦) ∧ ¬Π(𝑥, 𝑦, 𝑦, 𝑥), 𝑅(𝑥, 𝑦) = (∀ 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋, 𝑢 ̸= 𝑣) Π(𝑢, 𝑣, 𝑥, 𝑦).

Обозначим 𝑍(𝑥, 𝑦) = 𝑄(𝑥, 𝑦) ∨𝑅(𝑥, 𝑦).
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Лемма 1. Пусть 𝐺 = (𝑋, 𝜌) — рефлексивный граф и (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌. Тогда отображе-
ние 𝑓 , определенное для элементов 𝑢 ∈ 𝑋 по формуле

𝑓(𝑢) =

{︃
𝑦, если существует маршрут из 𝑦 в 𝑢,
𝑥, в противном случае,

является эндоморфизмом графа 𝐺 = (𝑋, 𝜌).

Доказательство. Пусть (𝑠, 𝑡) ∈ 𝜌. Если существует путь из вершины 𝑦 в верши-
ну 𝑠, то ввиду наличия дуги 𝑠→ 𝑡 будет существовать путь из 𝑦 в 𝑡. По определению
отображения 𝑓 это означает, что 𝑓(𝑠) = 𝑓(𝑡) = 𝑦. Поскольку 𝜌— рефлексивное бинар-
ное отношение, то (𝑦, 𝑦) ∈ 𝜌, т. е. (𝑓(𝑠), 𝑓(𝑡)) ∈ 𝜌.

Если не существует пути из 𝑦 в 𝑠, тогда по определению 𝑓 получаем, что 𝑓(𝑠) = 𝑥 и
𝑓(𝑡) ∈ {𝑥, 𝑦}. Ввиду рефлексивности отношения 𝜌 имеем (𝑥, 𝑥) ∈ 𝜌, а также (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌
по условию, т. е. (𝑓(𝑠), 𝑓(𝑡)) ∈ 𝜌.

Значит, условие (𝑠, 𝑡) ∈ 𝜌 влечет (𝑓(𝑠), 𝑓(𝑡)) ∈ 𝜌, следовательно, 𝑓 ∈ End G. �

Лемма 2. Для любого универсального графового полуавтомата Atm(G) =
= (G,End G, *) над рефлексивным графом 𝐺 = (𝑋, 𝜌) канонические предикаты
𝑄(𝑥, 𝑦) и 𝑅(𝑥, 𝑦) удовлетворяют следующим условиям:

1) предикат 𝑄(𝑥, 𝑦) истинен тогда и только тогда, когда в графе 𝐺 вершины
𝑥 и 𝑦 соединяются дугой, не лежащей ни в каком контуре;

2) если для дуги (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 предикат 𝑄(𝑥, 𝑦) истинен, то для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋
предикат Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) истинен тогда и только тогда, когда (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌;

3) если 𝜌 ̸= ∆𝑋 , то предикат 𝑅(𝑥, 𝑦) истинен тогда и только тогда, когда
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 ∩ 𝜌−1.

Доказательство. Пусть 𝑄(𝑥, 𝑦) и 𝑅(𝑥, 𝑦) — канонические предикаты универсаль-
ного графового полуавтомата Atm(G) = (G,End G, *) над рефлексивным графом
𝐺 = (𝑋, 𝜌).

Докажем утверждение 1). Предположим, что предикат 𝑄(𝑥, 𝑦) истинен, т. е. по
определению канонического предиката 𝑄(𝑥, 𝑦) справедливы утверждения:

а) для некоторого входного сигнала 𝑓 ∈ End G полуавтомата 𝐴 выполняется

𝑓(𝑋) = {𝑥, 𝑦}, 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑦) = 𝑦;

б) не существует такого эндоморфизма 𝑔 графа 𝐺, для которого выполняется

𝑔(𝑋) = {𝑥, 𝑦}, 𝑔(𝑥) = 𝑦, 𝑔(𝑦) = 𝑥.

Ясно, что 𝑥 ̸= 𝑦, поскольку в противном случае в силу рефлексивности отно-
шения 𝜌 получили бы противоречие утверждению б). Докажем, что вершины 𝑥 и
𝑦 соединяются дугой, не лежащей ни в каком контуре. Ясно, что для вершин 𝑥, 𝑦
должно выполняться одно из трех несовместных условий:

i) либо вершины 𝑥 и 𝑦 не смежны;
ii) либо вершины 𝑥 и 𝑦 соединяются дугой, лежащей в некотором контуре;
iii) либо вершины 𝑥 и 𝑦 соединяются дугой, не лежащей ни в каком контуре.
Если бы вершины 𝑥, 𝑦 были не смежны, тогда из утверждения а) следует, что

любая вершина из 𝑓−1(𝑥) не смежна с любой вершиной из 𝑓−1(𝑦), и, следовательно,
отображение

𝑓(𝑧) =

{︃
𝑥, если 𝑓(𝑧) = 𝑦,
𝑦, если 𝑓(𝑧) = 𝑥

(1)

является эндоморфизмом графа 𝐺, что противоречит утверждению б).
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Если бы вершины 𝑥, 𝑦 соединялись дугой, лежащей в некотором контуре 𝑥→ 𝑦 →
→ 𝑥1 → 𝑥2 → . . . 𝑥𝑘−1 → 𝑥𝑘 = 𝑥, то из утверждения а) следует, что 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑓(𝑦) = 𝑦
и найдется такой наименьший номер 𝑘, для которого 𝑓(𝑥𝑘−1) = 𝑦, 𝑓(𝑥𝑘) = 𝑥. Тогда из
условия (𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) ∈ 𝜌, 1 6 𝑖 6 𝑘 для эндоморфизма 𝑓 выполняется (𝑓(𝑥𝑖−1), 𝑓(𝑥𝑖)) ∈ 𝜌,
(𝑦, 𝑥) ∈ 𝜌, и, следовательно, отображение (1) является эндоморфизмом графа 𝐺, что
противоречит утверждению б).

Следовательно, для вершин 𝑥, 𝑦 в графе 𝐺 возможен только случай 3), т. е. 𝑥 и 𝑦
в графе 𝐺 соединяются дугой, не лежащей ни в каком контуре.

Обратно, пусть дуга 𝑥 → 𝑦 не лежит ни в каком контуре графа 𝐺. Рассмотрим
преобразование 𝑓 : 𝑋 → 𝑋, определяемое для элементов 𝑣 ∈ 𝑋 по правилу

𝑓(𝑣) =

{︃
𝑦, если существует маршрут из 𝑦 в 𝑣,
𝑥, в противном случае.

По лемме 1 отображение 𝑓 — эндоморфизм графа 𝐺. При этом утверждение а)
выполняется. Осталось заметить, что в этом случае утверждение б) также должно
выполняться, поскольку в противном случае для некоторого эндоморфизма 𝑔 графа 𝐺
получим 𝑔(𝑥) = 𝑦, 𝑔(𝑦) = 𝑥, (𝑦, 𝑥) ∈ 𝜌, и дуга 𝑥 → 𝑦 лежит в контуре 𝑥 → 𝑦 → 𝑥,
чего быть не может.

Докажем утверждение 2). Пусть (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 — произвольная дуга графа 𝐺 = (𝑋, 𝜌),
и пусть предикаты 𝑄(𝑥, 𝑦) и Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) истинны. Из истинности предиката Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)
следует, что найдется входной сигнал 𝑓 ∈ End G полуавтомата 𝐴, для которого выпол-
няется 𝑥 * 𝑓 = 𝑢, 𝑦 * 𝑓 = 𝑣. Поскольку эндоморфизм 𝑓 графа 𝐺 сохраняет отношение
смежности, то (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌.

Обратно, пусть (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌. Рассмотрим преобразование 𝑓 : 𝑋 → 𝑋, определяемое
для элементов 𝑤 ∈ 𝑋 по правилу

𝑓(𝑤) =

{︃
𝑣, если существует маршрут из 𝑦 в 𝑤,
𝑢, в противном случае.

По лемме 1 преобразование 𝑓 является эндоморфизмом графа 𝐺, для которого в
полуавтомате 𝐴 предикат Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) истинен.

Докажем утверждение 3). Пусть 𝜌 ̸= ∆𝑋 . Очевидно, что для любой пары
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 ∩ 𝜌−1 все отображения 𝑓 : 𝑋 → {𝑥, 𝑦} являются эндоморфизмами гра-
фа 𝐺 и, значит, предикат 𝑅(𝑥, 𝑦) истинен в полуавтомате 𝐴.

С другой стороны, если предикат 𝑅(𝑥, 𝑦) истинен, то для любых различных
вершин 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 и некоторого входного сигнала 𝑓 ∈ End G полуавтомата 𝐴 верно,
что 𝑢 * 𝑓 = 𝑥 и 𝑣 * 𝑓 = 𝑦. Так как 𝜌 ̸= ∆𝑋 , то найдется дуга (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌 ∖ ∆𝑋 ,
и, следовательно, по определению канонического предиката 𝑅(𝑥, 𝑦) для некоторых
входных сигналов 𝑓1, 𝑓2 ∈ End G полуавтомата 𝐴 выполняются равенства 𝑢 * 𝑓1 = 𝑥,
𝑣 * 𝑓1 = 𝑦, 𝑣 * 𝑓2 = 𝑥 и 𝑢 * 𝑓2 = 𝑦. Тогда по определению эндоморфизма графа (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌
и (𝑦, 𝑥) ∈ 𝜌, т. е. вершины 𝑥 и 𝑦 соединяются встречными дугами в графе 𝐺. �

2. Основной результат
Пусть 𝐴 = (𝑋,𝑆, *) — произвольный полугрупповой полуавтомат. Полугруппу 𝑆

входных сигналов полуавтомата 𝐴 будем называть 𝑍-замкнутой, если для любого
преобразования 𝑓 множества 𝑋 из условия, что для любого истинного предиката
𝑍(𝑥, 𝑦) существует такой входной сигнал 𝑠 ∈ 𝑆, что 𝑥*𝑠 = 𝑓(𝑥) и 𝑦*𝑠 = 𝑓(𝑦), следует,
что для некоторого 𝑡 ∈ 𝑆 выполняется 𝑥 * 𝑡 = 𝑓(𝑥) для всех 𝑥 ∈ 𝑋.
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Теорема 1. Пусть 𝐴 = (𝑋,𝑆, *), |𝑋| > 1 — полуавтомат без равнодействующих
входных сигналов. Тогда 𝐴 в том и только том случае будет универсальным
графовым полуавтоматом Atm(G) для некоторого квазибесконтурного рефлексив-
ного графа 𝐺 = (𝑋, 𝜌), если полугруппа входных сигналов 𝑆 является 𝑍-замкнутой
полугруппой с каноническими предикатами 𝑄(𝑥, 𝑦) и 𝑅(𝑥, 𝑦), удовлетворяющими
следующим условиям:

(∀𝑥 ∈ 𝑋)𝑅(𝑥, 𝑥), (2)
𝑄(𝑥, 𝑦) ∧𝑄(𝑢, 𝑣) =⇒ (Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) ⇐⇒ ¬Π(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑢)) , (3)

𝑄(𝑥, 𝑦) ∧ Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) =⇒ (Π(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑢) ∧𝑅(𝑢, 𝑣) ∨ ¬Π(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑢) ∧𝑄(𝑢, 𝑣)) . (4)

Доказательство. Необходимость. Пусть 𝐴 = (𝐺,End G, *) — универсальный
графовый полуавтомат над квазибесконтурным рефлексивным графом 𝐺 = (𝑋, 𝜌).
Полугруппой входных сигналов такого автомата является полугруппа эндоморфизмов
End G. Покажем, что канонические предикаты 𝑄(𝑥, 𝑦), 𝑅(𝑥, 𝑦) полугруппы 𝑆 = End G
удовлетворяют условиям (2)–(4) и полугруппа 𝑆 является 𝑍-замкнутой.

Рассмотрим произвольную вершину 𝑢 ∈ 𝑋. В силу рефлексивности графа 𝐺
постоянное преобразование 𝑐𝑢 : 𝑋 → {𝑢} является эндоморфизмом этого графа и,
значит, 𝑐𝑢 ∈ 𝑆. Следовательно, условие (2) выполняется.

Если граф 𝐺 не имеет собственных дуг, тогда бинарное отношение 𝜌 симметрично,
и по утверждению 1) леммы 2 имеем, что предикат 𝑄(𝑥, 𝑦) тождественно ложен.
Если 𝜌 = ∆𝑋 , тогда каждое преобразование множества 𝑋 является эндоморфизмом
графа 𝐺, и полугруппа 𝑆 удовлетворяет условиям теоремы. Если 𝜌 ̸= ∆𝑋 , тогда по
утверждению 3) леммы 2 имеем, что 𝜌 ∩ 𝜌−1 = 𝜌. Очевидно, что 𝑆 удовлетворяет
условиям (3), (4). Докажем, что полугруппа 𝑆 𝑍-замкнута. Пусть 𝑓 — преобразо-
вание множества 𝑋 такое, что для любого истинного предиката 𝑅(𝑥, 𝑦) найдется
элемент 𝑠 ∈ 𝑆, что 𝑓(𝑥) = 𝑥 * 𝑠, 𝑓(𝑦) = 𝑦 * 𝑠. Тогда (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 и эндоморфизм 𝑠 графа
удовлетворяет условию (𝑥 * 𝑠, 𝑦 * 𝑠) ∈ 𝜌. Отсюда следует, что (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ∈ 𝜌 и 𝑓 —
эндоморфизм графа 𝐺, т. е. 𝑓 ∈ 𝑆.

Предположим, что существует собственная дуга (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 ∖ 𝜌−1. Так как граф 𝐺
квазибесконтурный, то дуга (𝑥, 𝑦) не лежит ни в каком контуре. Значит, по лемме 2
предикат 𝑄(𝑥, 𝑦) истинен.

Пусть предикаты 𝑄(𝑥, 𝑦), 𝑄(𝑢, 𝑣) истинны. По утверждению 1) леммы 2 это
означает, что вершины 𝑥, 𝑦 соединяются дугой, не лежащей ни в одном контуре, и
вершины 𝑢, 𝑣 тоже соединяются дугой, не лежащей ни в одном контуре. Очевидно,
что дуги, соединяющие вершины 𝑥, 𝑦 и 𝑢, 𝑣, являются собственными дугами графа.
Поскольку 𝑆 = End G, то по утверждению 2) леммы 2 либо предикат Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣)
истинен и предикат Π(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑢) ложен, либо предикат Π(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑢) истинен и предикат
Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) ложен. Значит, условие (3) выполняется.

Если предикаты 𝑄(𝑥, 𝑦), Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣) истинны, тогда по пункту 1) леммы 2 вер-
шины 𝑥, 𝑦 соединяются дугой, не лежащей ни в каком контуре графа 𝐺. Пусть для
определенности (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌— дуга, не лежащая ни в каком контуре графа 𝐺. Тогда по
утверждению 2) леммы 2 (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌.

Если, кроме того, предикат Π(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑢) истинен, то (𝑣, 𝑢) ∈ 𝜌 и по утверждению 3)
леммы 2 предикат 𝑅(𝑢, 𝑣) истинен. Если же предикат Π(𝑥, 𝑦, 𝑣, 𝑢) ложен, то в силу
утверждения 2) леммы 2 (𝑣, 𝑢) /∈ 𝜌. Так как собственная дуга (𝑢, 𝑣) ∈ 𝜌 по условию
теоремы не лежит ни в каком контуре, то по утверждению 1) леммы 2 предикат
𝑄(𝑢, 𝑣) истинен. Значит, условие (4) выполняется.
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Докажем, что полугруппа 𝑆 является 𝑍-замкнутой. Пусть 𝑓 — преобразование
множества 𝑋 такое, что для любого истинного предиката 𝑍(𝑥, 𝑦) существует входной
сигнал 𝑠 ∈ 𝑆, что 𝑥 * 𝑠 = 𝑓(𝑥) и 𝑦 * 𝑠 = 𝑓(𝑦). Рассмотрим дугу (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌. Имеем,
что либо (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 ∩ 𝜌−1, либо (𝑥, 𝑦) — собственная дуга графа 𝐺. Тогда по лемме 2
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 или (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑄. Следовательно, найдется входной сигнал 𝑠 ∈ 𝑆 такой, что
𝑓(𝑥) = 𝑥 * 𝑠 и 𝑓(𝑦) = 𝑦 * 𝑠 и (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) = (𝑥 * 𝑠, 𝑦 * 𝑠) ∈ 𝜌. Значит, 𝑓 — эндоморфизм
графа 𝐺 и полугруппа 𝑆 = End G 𝑍-замкнута.

Достаточность. Пусть 𝐺 = (𝑋, 𝜌), |𝑋| > 1 — граф, 𝐴 = (𝐺,𝑆, *) — графовый
полуавтомат без равнодействующих входных сигналов, удовлетворяющий условиям
теоремы. Предположим, что канонический предикат 𝑄(𝑥, 𝑦) тождественно ложен.
Обозначим 𝑀 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 | 𝑅(𝑥, 𝑦) истинен}. Тогда канонический предикат
𝑅(𝑥, 𝑦) 𝑍-замкнутой полугруппы 𝑆 удовлетворяет условию 𝑀 ̸= ∆𝑋 . Действительно,
если 𝑀 = ∆𝑋 , то ввиду условия (2) любое преобразование множества 𝑋 принадлежит
𝑍-замкнутной полугруппе 𝑆 и 𝑀 = 𝑋 × 𝑋, что невозможно при |𝑋| > 1. Тогда
𝐺 = (𝑋,𝑀) — рефлексивный симметричный граф такой, что для любого 𝑓 ∈ 𝑆
из истинности предиката 𝑅(𝑥, 𝑦) следует истинность предиката 𝑅(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)). Это
означает, что 𝑆 ⊂ End G. С другой стороны, если 𝑓 ∈ End G и предикат 𝑅(𝑥, 𝑦)
истинен, тогда по определению канонического предиката 𝑅(𝑥, 𝑦) найдется входной
сигнал 𝑠 ∈ 𝑆 такой, что 𝑥*𝑠 = 𝑓(𝑥), 𝑦*𝑠 = 𝑓(𝑦). Поскольку полугруппа 𝑆 𝑍-замкнута,
то условие 𝑓 ∈ 𝑆 выполняется. Значит, End G ⊂ S, и получаем, что 𝑆 = End G.

Пусть канонический предикат 𝑄(𝑥, 𝑦) полуавтомата 𝐴 не тождественно ложен,
тогда найдется (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑋 × 𝑋, что предикат 𝑄(𝑥0, 𝑦0) истинен. Определим на
множестве 𝑋 отношение 𝜌 следующим образом:

𝜌 = {(𝑥0 * 𝑠, 𝑦0 * 𝑠) | 𝑠 ∈ 𝑆}.

Очевидно, что по условию (2) теоремы отношение 𝜌 рефлексивно.
Докажем, что для графа 𝐺 = (𝑋, 𝜌) выполняется равенство 𝑆 = End G. Для

проверки включения 𝑆 ⊂ End G покажем, что любое преобразование 𝑡 ∈ 𝑆 является
эндоморфизмом графа 𝐺. Пусть (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 для некоторых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. По определе-
нию 𝜌 это означает, что для некоторого 𝑠 ∈ 𝑆 выполняется 𝑥0 * 𝑠 = 𝑥, 𝑦0 * 𝑠 = 𝑦.
Тогда для преобразования 𝑠 · 𝑡 ∈ 𝑆 получаем, что 𝑥 * 𝑡 = (𝑥0 * 𝑠) * 𝑡 = 𝑥0 * (𝑠 · 𝑡),
𝑦 * 𝑡 = (𝑦0 * 𝑠) * 𝑡 = 𝑦0 * (𝑠 · 𝑡) и (𝑥 * 𝑡, 𝑦 * 𝑡) ∈ 𝜌 по определению отношения 𝜌, т. е.
𝑡 ∈ End G.

Для проверки включения End G ⊂ S покажем, что любой эндоморфизм 𝑓 графа 𝐺
принадлежит полугруппе 𝑆. По определению эндоморфизма графа выполняется
условие

(∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋) ((𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 =⇒ (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ∈ 𝜌) .

Поскольку полугруппа 𝑆 является 𝑍-замкнутой, то для доказательства 𝑓 ∈ 𝑆 доста-
точно проверить, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, для которых предикат 𝑍(𝑥, 𝑦) истинен,
найдется входной сигнал 𝑠 ∈ 𝑆, что ограничение 𝑥 * 𝑠 = 𝑓(𝑥) и 𝑦 * 𝑠 = 𝑓(𝑦).

Рассмотрим произвольную пару (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑋, для которой предикат 𝑍(𝑥, 𝑦)
истинен. Если 𝑥 = 𝑦, тогда 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑦) и по условию (2) теоремы существует
входной сигнал 𝑠 ∈ 𝑆, что 𝑥 * 𝑠 = 𝑓(𝑥). Пусть 𝑥 ̸= 𝑦. По определению графа 𝐺
из истинности предиката 𝑅(𝑥, 𝑦) следует, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 ∩ 𝜌−1, и по определению
эндоморфизма 𝑓 получаем, что (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ∈ 𝜌 ∩ 𝜌−1. Отсюда следует, что предикаты
Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)), Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥)) истинны и по условию (4) теоремы предикат
𝑅(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) истинен. Следовательно, найдется входной сигнал 𝑠 ∈ 𝑆, что 𝑥* 𝑠 = 𝑓(𝑥)
и 𝑦 * 𝑠 = 𝑓(𝑦).
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Пусть предикат 𝑄(𝑥, 𝑦) истинен. По условию (3) теоремы либо предикат
Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑥, 𝑦) истинен и предикат Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑦, 𝑥) ложен, либо предикат Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑦, 𝑥)
истинен и предикат Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑥, 𝑦) ложен. Пусть для определенности выполняются
условия, что предикат Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑥, 𝑦) истинен и предикат Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑦, 𝑥) ложен. Из
истинности Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑥, 𝑦) следует, что найдется 𝑠 ∈ 𝑆, что 𝑥0 * 𝑠 = 𝑥 и 𝑦0 * 𝑠 = 𝑦.
Тогда по определению отношения 𝜌 имеем, что (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 ∖ 𝜌−1 и эндоморфизм 𝑓
графа 𝐺 удовлетворяет условию (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ∈ 𝜌. По определению отношения 𝜌 это
означает, что 𝑓(𝑥) = 𝑥0 * 𝑡, 𝑓(𝑦) = 𝑦0 * 𝑡 для некоторого 𝑡 ∈ 𝑆. Так как предикат
𝑄(𝑥0, 𝑦0) истинен и 𝑓(𝑥) = 𝑥0 * 𝑡, 𝑓(𝑦) = 𝑦0 * 𝑡, то по условию (4) либо предикаты
Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥)), 𝑅(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) истинны, либо предикат Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥)) ложен
и предикат 𝑄(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) истинен. В первом случае по определению канонического
предиката 𝑅(𝑥, 𝑦) найдется 𝑟 ∈ 𝑆 такой, что выполняется условие 𝑥 * 𝑟 = 𝑓(𝑥) и
𝑦 * 𝑟 = 𝑓(𝑦).

Во втором случае в силу истинности предикатов 𝑄(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) и 𝑄(𝑥, 𝑦) по усло-
вию (3) теоремы имеем, что либо Π(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) истинен и Π(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥)
ложен, либо Π(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥) истинен и Π(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ложен. Если предикат
Π(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥) истинен, то 𝑥 * 𝑝 = 𝑓(𝑦) и 𝑦 * 𝑝 = 𝑓(𝑥) для некоторого 𝑝 ∈ 𝑆,
и ввиду того, что 𝑥0 * 𝑠 = 𝑥 и 𝑦0 * 𝑠 = 𝑦 для 𝑠 ∈ 𝑆, получаем, что 𝑥0 * (𝑠 · 𝑝) = 𝑓(𝑦) и
𝑦0 * (𝑠 · 𝑝) = 𝑓(𝑥), а это противоречит тому, что предикат Π(𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑦), 𝑓(𝑥)) ложен.
Таким образом, истинен предикат Π(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)), и, следовательно, 𝑥 * 𝑟 = 𝑓(𝑥),
𝑦 * 𝑟 = 𝑓(𝑦) для некоторого 𝑟 ∈ 𝑆.

Таким образом, в любом случае имеем, что 𝑥*𝑠 = 𝑓(𝑥), 𝑦*𝑠 = 𝑓(𝑦) для некоторого
входного сигнала 𝑠 из 𝑆. Так как полугруппа 𝑆 𝑍-замкнута, то выполняется условие
𝑓 ∈ 𝑆. Следовательно, End G ⊂ S и 𝑆 = End G.

Поскольку полугруппа 𝑆 = End G, то по утверждению 1) леммы 2 предикат
𝑄(𝑥, 𝑦) истинен тогда и только тогда, когда вершины 𝑥, 𝑦 в графе 𝐺 соединены дугой,
не лежащей ни в одном контуре. Так как по построению графа 𝐺 для всех его
собственных дуг (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜌 предикат 𝑄(𝑥, 𝑦) истинен, то 𝐺 = (𝑋, 𝜌) — рефлексивный
квазибесконтурный граф. �

Доказанная теорема дает эффективный инструмент для изучения логико-алгебраи-
ческих свойств графовых полуавтоматов, так как канонические предикаты Π(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑣),
𝑄(𝑥, 𝑦), 𝑅(𝑥, 𝑦) графового полуавтомата могут быть эффективно трансформированы в
предикаты полугрупповой сигнатуры. В частности, такой подход позволяет исследо-
вать проблемы абстрактной характеризации графовых полуавтоматов и относительной
элементарной определимости [16] классов таких полуавтоматов в классе полугрупп,
а также дает возможность проанализировать взаимосвязь различных проблем раз-
решимости элементарных теорий классов графовых полуавтоматов и элементарных
теорий классов полугрупп.
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