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Аннотация. В рамках модели типа Лява рассматривается гео-
метрически нерегулярная изотропная пологая оболочка посто-
янного кручения. За основу берется строгая континуальная
модель «оболочка – рёбра». Предполагается, что геометрически
нерегулярная оболочка нагрета до постоянной температуры 𝜃0,
два противоположных края подвергаются воздействию перио-
дической, по временной координате, тангенциальной нагрузке,
амплитуда и частота которой известны (𝑝(𝑡) = 𝑝0 cos𝜗𝑡). Задача
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определения динамической неустойчивости термоупругой системы сводится к рассмотрению
сингулярной системы трех дифференциальных уравнений динамической термоустойчивости
геометрически нерегулярной оболочки в перемещениях, содержащих слагаемые с тангенци-
альными усилиями в форме Брайена. Эти усилия, возникающие в оболочке при ее нагреве,
предварительно определяются на основе замкнутых решений сингулярной системы дифферен-
циальных уравнений безмоментной термоупругости геометрически нерегулярной оболочки.
Конкретизированная исходная система уравнений преобразуется в уравнения Матье, которые
записаны в терминах классической атермической теории гладких пластин и содержат поправки
на геометрические параметры — кривизну, относительную высоту подкрепляющих элементов,
их число и температуру. Определяются первые три области динамической неустойчивости
геометрически нерегулярной оболочки. Проводится количественный анализ влияния геометри-
ческих параметров упругой системы и температуры на конфигурацию областей динамической
неустойчивости.
Ключевые слова: сингулярность, термоустойчивость, динамика, геометрическая нерегуляр-
ность, континуальная модель, уравнения Матье, замкнутые интегралы, области неустойчи-
вости
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Abstract. In the framework of a Love type model, a geometrically irregular isotropic shallow
constant torsion shell is considered. It is based on a strict continuum-shell-rib model. It is
assumed that the geometrically irregular shell is heated to a constant temperature 𝜃0, two
opposite edges are exposed to a tangential load periodic by its time coordinate, the amplitude
and frequency of which are known (𝑝(𝑡) = 𝑝0 cos𝜗𝑡). The problem of determining the regions
of dynamic instability of a thermoelastic system is reduced to considering a singular system
of three differential equations of dynamic thermal stability of a geometrically irregular shell in
displacements containing a term with tangential forces in the Brian form. These forces arising in
the shell during its heating are preliminarily determined on the basis of closed solutions of the
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singular system of differential equations of the momentless thermoelasticity of the geometrically
irregular shell. The specific initialized system of equations is transformed into the Mathieu
equations, which are written in terms of the classical athermal theory of smooth plates containing
corrections for geometric parameters — curvature, the relative height of the reinforcing elements,
their number, and temperature. The first three regions of dynamic instability of a geometrically
irregular shell are determined. A quantitative analysis of the influence of the geometric parameters
of the elastic system and temperature on the configuration of the regions of dynamic instability
is carried out.

Keywords: singularity, thermal stability, dynamics, geometric irregularity, continuum model,
Mathieu equations, closed integrals, instability domains
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1. Постановка задачи

На базе континуальной модели [1–3] рассмотрим геометрически нерегулярную
пологую оболочку (ГНО) постоянного кручения, стандартным образом отнесенную
к декартовым координатам [4], перекрывающую в координатной плоскости 𝜋(𝑥𝑂𝑦)
прямоугольный план со сторонами 𝑎 и 𝑏 соответственно. Оболочка нагрета до посто-
янной температуры 𝜃0, на торцах оболочки, расположенных по координатным прямым
𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝑏, действуют периодические по временной координате тангенциальные
нагрузки заданной интенсивности 𝑝(𝑡) = 𝑝0 cos𝜗𝑡.

Система сингулярных дифференциальных уравнений динамической термоустойчи-
вости геометрически нерегулярной оболочки постоянного кручения в компонентах
поля перемещений запишется в виде [3]
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2
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2
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= − 𝛾ℎ

𝑔𝐷
𝑤,𝑡𝑡 −

𝑛∑︁
𝑖=1

𝛾ℎ𝑖
𝑔𝐷

𝑎𝑖𝑤,𝑡𝑡 𝛿(𝑥− 𝑥𝑖). (3)

Здесь 𝜀𝑗 (𝑗 = 1, 2) — знаковые числа, равные 0 или 1, 𝜈 — коэффициент Пуассона,
𝑘12 — параметр кривизны, 𝑈(𝑢, 𝑣, 𝑤) — вектор перемещений, когда оболочка находится
в моментном состоянии, 𝐵 = 𝐸ℎ

1−𝜈2
, 𝐷 = 𝐸ℎ3

12(1−𝜈2)
, ℎ𝑖

ℎ
— отношение высоты 𝑖-го ребра

к толщине оболочки, 𝑎𝑖 — ширина 𝑖-го ребра, Φ3𝑖 = 1 + 3 ℎ
ℎ𝑖

+ 3
(︁

ℎ
ℎ𝑖

)︁2
, 𝐸 — модуль

Юнга, 𝛾 — удельный вес, 𝑔— интенсивность поля тяжести, 𝛿(𝑥− 𝑥𝑖) — обобщенная
𝛿-функция Дирака.

Подчеркнутые слагаемые в уравнениях (1), (2) соответствуют в терминах дис-
кретной модели [5] при 𝜀𝑗 = 1 учету «растяжения-сжатия» и «сдвига» ребер в
тангенциальной плоскости, при 𝜀𝑗 = 0 работе ребер только на «изгиб» и «кручение».
В [6] было показано, что подчеркнутые слагаемые не изменяют вида и значений
областей динамической неустойчивости для пологой геометрически нерегулярной ци-
линдрической оболочки, поэтому получение таких областей для оболочки постоянного
кручения проведено в случае работы ребер только на «изгиб» и «кручение».

2. Безмоментное состояние
Пусть 𝑇 11

0 , 𝑇 12
0 , 𝑇 22

0 — тангенциальные усилия, возникающие в ГНО при нагреве и
силовом воздействии на торцы в ее безмоментном состоянии, содержатся в форме
Брайена. Отметим, что в уравнениях (1), (2) отсутствуют инерционные члены в
тангенциальной плоскости оболочки [7,8].

В случае краевых условий:

при 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎 𝑢0 = 0, 𝑇 12
0 = 0,

при 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑏 𝑇 22
0 = −𝑝(𝑡), 𝑇 12

0 = 0,

которые в перемещениях имеют вид⎧⎨⎩при𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎 𝑢0 = 0, 𝑢0,2 +𝑣0,1−2𝑘12𝑤
0 = 0;

при 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑏 𝑣0,2 +𝜈𝑢0,1 = 𝛼(1 + 𝜈)𝜃0 −
𝑝(𝑡)

𝐵
, 𝑢0,2 +𝑣0,1−2𝑘12𝑤

0 = 0,

решение безмоментной термоупругости ГНО запишется [9–12]

𝑢0 = 0, 𝑤0 = 0, 𝑣0 = 𝛼(1 + 𝜈)𝜃0𝑦 − 2
𝑝(𝑡)

𝐵
𝑦,

и, следовательно, тангенциальные усилия в уравнении (3) примут вид

𝑇 11
0 = −(1 − 𝜈2)𝐵𝛼𝜃0 − 𝜈𝑝(𝑡), 𝑇 22

0 = −𝑝(𝑡), 𝑇 12
0 = 0. (4)

Здесь 𝑈
0
(𝑢0, 𝑣0, 𝑤0) — вектор перемещений в безмоментном состоянии ГНО, 𝛼—

коэффициент линейного расширения материала.

3. Уравнения Матье
Решения системы (1)–(3) с учетом вида тангенциальных усилий (4), тождественно

удовлетворяющих всем краевым условиям (для случая, когда ГНО находится в
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моментном состоянии):

при 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎 𝑢 = 0, 𝑇 12 = 0, 𝑤 = 0, 𝑀11 = 0

(𝑢 = 0, 𝑢,2 +𝑣,1−2𝑘12𝑤 = 0, 𝑤 = 0, 𝑤,11 = 0),

при 𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑏 𝑇 22 = 0, 𝑇 12 = 0, 𝑤 = 0, 𝑀22 = 0

(𝑣,2 +𝜈𝑢,1 = 0, 𝑢,2 +𝑣,1−2𝑘12𝑤 = 0, 𝑤 = 0, 𝑤,22 = 0),

(5)

зададим в виде
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. (8)

В условиях (5) в скобках приведена их запись в компонентах поля перемещений.
Подстановка (6)–(8) в уравнения системы (1)–(3) с последующим применени-

ем процедуры Галёркина приводит к трем уравнениям относительно переменных
коэффициентов аппроксимирующих функций (6)–(8):
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)︁2 𝑝(𝑡)
𝐸ℎ

𝑛∑︁
𝑖=1

̃︀𝛽𝑠
𝑖

⟩
𝑤𝑘𝑚(𝑡) − 48(1 − 𝜈)

̃︀𝛿
ℎ

𝑎

ℎ

(︁𝑎
𝑏

)︁2
(𝐼9̃︀𝑢+ 𝐼10̃︀𝑣) = 0.

Здесь обозначено: ̃︀𝛿
ℎ
— относительная стрела подъема оболочки над ее планом при

задании относительного параметра кривизны в виде [4,5] 𝑘12𝑎 =
̃︀𝛿
ℎ
ℎ
𝑎
𝑎
𝑏
, 𝑒11 = 2𝐼1+ 1−𝜈

2
𝐼2,

𝑒12 = 1+𝜈
2
𝐼3, 𝑒21 = 1+𝜈

2
𝐼5, 𝑒22 = 𝐼6 + 1−𝜈

2
𝐼7, 𝑒1 = 1−𝜈

𝑘𝜋
𝐼4, 𝑒2 = (1 − 𝜈)𝐼8, 𝐼1–𝐼10 интегралы,

получаемые при непосредственном применении метода Галёркина.
Выражая из уравнений (9), (10) ̃︀𝑢 и ̃︀𝑣 через 𝑤𝑘𝑚:{︃̃︀𝑢 = 𝑒1𝑘12𝑎𝑤𝑘𝑚,̃︀𝑣 = 𝑒2𝑘12𝑎𝑤𝑘𝑚,

перепишем третье уравнение после ряда преобразований в виде

𝑑2𝑤𝑘𝑚

𝑑𝑡2
+

(︁
(𝑘𝜋)2 +

(︀
𝑚𝜋𝑎
𝑏

)︀2)︁2
𝛾ℎ𝑎4

𝑔𝐷

𝑓𝑘𝑚
2

𝑓𝑘𝑚
3

×
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×

⎛⎜⎝1 −
12(1 − 𝜈2)

(︀
𝑎
ℎ

)︀2 (︁
𝜈(𝑘𝜋)2 +

(︀
𝑚𝜋𝑎
𝑏

)︀2)︁2(︁
(𝑘𝜋)2 +

(︀
𝑚𝜋𝑎
𝑏

)︀2)︁2 𝑓𝑘𝑚
1

𝑓𝑘𝑚
2

𝑝0
𝐸ℎ

cos𝜗𝑡

⎞⎟⎠𝑤𝑘𝑚 = 0. (11)

Это есть уравнения Матье [13,14], записанные в терминах классической атермической
теории пластин с поправками на параметры: ̃︀𝛿

ℎ
, ℎ𝑖

ℎ
, 𝑛 и 𝜃0. Здесь обозначено:

𝑓𝑘𝑚
1 = 1 +

2
(︀
𝑚𝜋𝑎
𝑏

)︀2 𝑛∑︀
𝑖=1

̃︀𝛽𝑠
𝑖(︀

𝑚𝜋𝑎
𝑏

)︀2
+ 𝜈(𝑘𝜋)2

, 𝑓𝑘𝑚
3 = 1 + 2

𝑛∑︁
𝑖=1

̃︀𝛽𝑠
𝑖 , (12)

𝑓𝑘𝑚
2 = 1 +

Γ𝑘𝑚

(︁ ̃︀𝛿
ℎ

)︁2
(𝑎/𝑏)2 +

𝑛∑︀
𝑖=1

𝛽𝑖 − 12(1 − 𝜈2)(𝑘𝜋)2
(︀
𝑎
ℎ

)︀2
𝛼𝜃0(︁

(𝑘𝜋)2 +
(︀
𝑚𝜋𝑎
𝑏

)︀2)︁2 , (13)

Γ𝑘𝑚 = 24(1 − 𝜈)

(︃
1 − 2

𝑎

𝑏

(︀
𝐼9𝑒

1 + 𝐼10𝑒
2
)︀

+ 2
𝑛∑︁

𝑖=1

̃︀𝛽𝑠
𝑖

)︃
, (14)

𝛽𝑖 = 2
(︁𝑚𝜋𝑎

𝑏

)︁4
𝛽𝑠
𝑖 + 4

(︁𝑚𝜋𝑎
𝑏

)︁2
(𝑘𝜋)2(1 − 𝜈)𝛽𝑐

𝑖 , 𝛽
𝑠
𝑖 =

(︂
ℎ𝑖
ℎ

)︂3
𝑎𝑖
𝑎

Φ3𝑖 sin2 𝑘𝜋𝑥𝑖
𝑎

, (15)

𝛽𝑐
𝑖 =

(︂
ℎ𝑖
ℎ

)︂3
𝑎𝑖
𝑎

Φ3𝑖 cos2
𝑘𝜋𝑥𝑖
𝑎

, ̃︀𝛽𝑠
𝑖 =

ℎ𝑖
ℎ

𝑎𝑖
𝑎

sin2 𝑘𝜋𝑥𝑖
𝑎

, (16)

𝑒1 =
𝑒1𝑒22 − 𝑒2𝑒12
𝑒11𝑒22 − 𝑒12𝑒21

, 𝑒2 =
𝑒2𝑒11 − 𝑒1𝑒21
𝑒11𝑒22 − 𝑒12𝑒21

. (17)

Следует отметить, что

(︁
(𝑘𝜋)2+(𝑚𝜋𝑎

𝑏 )
2
)︁2

𝛾ℎ𝑎4

𝑔𝐷

— квадрат частоты собственных колебаний

гладкой пластинки [15, 16],
12(1−𝜈2)(𝑎

𝑏 )
2
(︁
𝜈(𝑘𝜋)2+(𝑚𝜋𝑎

𝑏 )
2
)︁2

(︁
(𝑘𝜋)2+(𝑚𝜋𝑎

𝑏 )
2
)︁2 = 𝐸ℎ

𝑝
кр
0

— величина, обратная

относительной критической нагрузке при статической потере устойчивости [17],
𝜇𝑘𝑚 = 1

2
𝑝0
𝑝кр

— коэффициент возбуждения гладкой пластинки на базе атермической
теории, предельное значение которого ̃︀𝜇𝑘𝑚 = 0, 5 [12,18].

Приведенного уравнения (11) и формул (12)–(17) достаточно для определения вли-
яния геометрических параметров на предельное значение коэффициента возбуждения
и границы областей динамической неустойчивости при любых значениях 𝑘 и 𝑚.

4. Области динамической неустойчивости

Границы первых трех областей неустойчивости [14] в системе
{︁
𝜇𝑘𝑚,

𝜗
𝜔𝑘𝑚

}︁
примут

вид:
I область

𝜗

𝜔𝑘𝑚

= 2

√︃
𝑓𝑘𝑚
2

𝑓𝑘𝑚
3

± 𝑓𝑘𝑚
1

𝑓𝑘𝑚
3

𝜇𝑘𝑚, (18)

II область ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜗

𝜔𝑘𝑚
=

√︂
𝑓𝑘𝑚
2

𝑓𝑘𝑚
3

− 2
(𝑓𝑘𝑚

1 )
2

𝑓𝑘𝑚
2 𝑓𝑘𝑚

3
𝜇𝑘𝑚,

𝜗
𝜔𝑘𝑚

=

√︃
5
8

𝑓𝑘𝑚
2

𝑓𝑘𝑚
3

+ 1
2

𝑓𝑘𝑚
2

𝑓𝑘𝑚
3

√︂
9
16

+
(︁

𝑓𝑘𝑚
1

𝑓𝑘𝑚
2

)︁2
𝜇𝑘𝑚,

(19)
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III область

𝜗

𝜔𝑘𝑚

=⎯⎸⎸⎸⎷𝑓𝑘𝑚
2

𝑓𝑘𝑚
3

⎛⎝10

9
± 𝑓𝑘𝑚

1

𝑓𝑘𝑚
2

𝜇𝑘𝑚 −

⎯⎸⎸⎷(︂10

9
± 𝑓𝑘𝑚

1

𝑓𝑘𝑚
2

𝜇𝑘𝑚

)︂2

− 4

9

(︃
1 ± 𝑓𝑘𝑚

1

𝑓𝑘𝑚
2

𝜇𝑘𝑚 −
(︂
𝑓𝑘𝑚
1

𝑓𝑘𝑚
2

𝜇𝑘𝑚

)︂2
)︃⎞⎠.

(20)

При построении первой и третьей областей «+» выбирается для ограничения областей
динамической неустойчивости (ДН) сверху, а «−» — для ограничения снизу.

5. Анализ полученного решения и выводы

Количественные результаты, полученные на основании формул (12)–(17), (18)–
(20), приводятся на рис. 1–3. На горизонтальной оси 𝜇𝑘𝑚, а по вертикальной зна-

чения — отношения
𝜗

𝜔𝑘𝑚

. 𝐺𝑖𝑗 для случая 𝑘 = 1, 𝑚 = 1 и 𝐺𝑖𝑗(𝑘,𝑚) графики кривых

ограничивающих области динамической неустойчивости (𝑖 = 1, 2, 3 — номер области,
𝑗 = 1, 2 — номер кривой, где 1 — нижняя кривая, 2 — верхняя кривая).

а / a б / b

Рис. 1. Построение областей динамической неустойчивости для параметров 𝑛 = 1,
̃︀𝛿
ℎ = 3,

ℎ𝑖
ℎ = 2 при разных температурах: а — 𝜃0 = 5; б — 𝜃0 = 15 (цвет online)

Fig. 1. Construction of dynamic instability regions for parameters 𝑛 = 1,
̃︀𝛿
ℎ = 3, ℎ𝑖

ℎ = 2 at
different temperatures: a is 𝜃0 = 5; b is 𝜃0 = 15 (color online)

Из рис. 1 следует, что конфигурации областей динамической неустойчивости
малочувствительны к величине температуры (в предельных значениях не превы-
шающих потерю статической термоустойчивости). Следует отметить важный факт,
что при соответствующем выборе условий закрепления можно полностью избежать
влияния температуры на области динамической неустойчивости, как и в случае с
цилиндрической оболочкой [6].

Площади областей динамической неустойчивости существенно уменьшаются (как
и предельные значения коэффициентов возбуждения) с увеличением параметров ℎ𝑖

ℎ
,

𝑛 и ̃︀𝛿
ℎ

(рис. 1, а и 2, а ) при прочих равных условиях, что согласуется с результата-
ми, полученными для геометрически нерегулярной пластинки [9] и геометрически
нерегулярной пологой цилиндрической оболочки [6].
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а / a б / b

Рис. 2. Построение области динамической неустойчивости при 𝑛 = 5,
̃︀𝛿
ℎ = 5, ℎ𝑖

ℎ = 5, 𝜃0 = 15:
а — 𝜇 ∈ [0; 0.5]; б — 𝜇 ∈ [0; 4.5] (цвет online)

Fig. 2. Construction a dynamic instability region at 𝑛 = 5,
̃︀𝛿
ℎ = 5, ℎ𝑖

ℎ = 5, 𝜃0 = 15: a is 𝜇 ∈ [0; 0.5];
b is 𝜇 ∈ [0; 4.5] (color online)

При определенных значениях этих параметров наблюдается вырождение областей
неустойчивости в скелетные линии [14] (см. рис. 2, а ), хотя при больших значениях
переменной 𝜇𝑘𝑚 вид кривых, ограничивающих области, довольно разнообразен, и
наблюдается их наслаивание (см. рис. 2, б).

а / a

б / b в / c

Рис. 3. Области динамической неустойчивости 𝐼 (а ), 𝐼𝐼 (б), 𝐼𝐼𝐼 (в) для параметров 𝑛 = 5,̃︀𝛿
ℎ = 1,ℎ𝑖

ℎ = 5, 𝜃0 = 15 (цвет online)

Fig. 3. Dynamic instability regions 𝐼 (a), 𝐼𝐼 (b), 𝐼𝐼𝐼 (c) for parameters 𝑛 = 5,
̃︀𝛿
ℎ = 1,ℎ𝑖

ℎ = 5,
𝜃0 = 15 (color online)
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Исследование областей ДН при изменении значений 𝑘 и 𝑚 (рис. 3) привело к
следующим выводам:

1) вид областей ДН и их площади не изменяются при изменении значений 𝑘 и 𝑚;
2) значения подъема области при 𝜇𝑘𝑚 = 0 для каждого фиксированного 𝑘 и с

растущим 𝑚 уменьшаются. Такое же поведение при фиксированном 𝑚 (таблица).

Значения границ областей динамической неустойчивости при 𝜇𝑘𝑚 = 0, 𝑛 = 5, ℎ𝑖
ℎ = 5

Table. Values of the boundaries of the regions of dynamic instability at 𝜇𝑘𝑚 = 0, 𝑛 = 5,
ℎ𝑖
ℎ = 5

𝑘 1 2 7
𝑚 1 7 1 7 1 7

I область 3.80 5.04 2.78 4.91 1.97 3.78
II область 1.90 2.52 1.39 2.45 0.99 1.79
III область 0.89 1.18 0.66 1.16 0.46 0.89

Если следовать изменению номеров 𝑘 и 𝑚 как в [19], то проследить какие-то
стабильные изменения в значениях отношений 𝜗

𝜔𝑘𝑚
не представляется возможным.

Следует также отметить возможность «замены», как в случае цилиндрической
оболочки [6], пологой гладкой оболочки постоянного кручения на геометрически
нерегулярную пластину (и обратно), подбирая соответствующим образом значения
параметров ℎ𝑖

ℎ
, 𝑛 и ̃︀𝛿

ℎ
.
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