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Аннотация. В рамках плоской задачи теории упругости исследована задача о равновесии
функционально-градиентной ортотропной упругой полосы под действием штампа с глад-
ким основанием. С помощью преобразования Фурье сформирована каноническая система
дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами относительно трансформант
компонент вектора смещений и тензора напряжений. Построена связь между вертикальным
смещением и нормальным напряжением на границе, с помощью которой сформулировано инте-
гральное уравнение первого рода с разностным ядром. Символ ядра интегрального уравнения
построен численно с помощью метода пристрелки. На основе метода Вишика –Люстерника
проведен асимптотический анализ символа ядра при больших значениях параметра преобра-
зования. Построена вычислительная схема решения интегрального уравнения с неизвестной
областью контакта на основе метода граничных элементов. Представлены результаты решения
контактной задачи для разных законов неоднородности полосы.
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Введение
При изготовлении элементов конструкций ответственного назначения широко

применяются различные технологии нанесения покрытий, которые позволяют придать
конструктивным элементам желаемые свойства.

В настоящее время при изготовлении покрытий все чаще используются компози-
ционные материалы, обладающие существенно неоднородными свойствами. Одним
из направлений в конструировании неоднородных объектов является изготовление
функционально-градиентных материалов (ФГМ), свойства которых изменяются по
некоторому закону. Наиболее распространенным инструментом для оценки припо-
верхностных свойств новых материалов являются методы индентирования [1, 2].
Применение индентирования для оценки свойств неоднородных структур требует
разработки новых эффективных методов моделирования контактного взаимодействия
неоднородных тел.
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Как правило, при описании деформирования покрытий используются модели
полосы и полуплоскости, свойства которой изменяются в приповерхностном слое.
Контактные задачи представляют собой один из разделов смешанных задач теории
упругости и, как правило, сводятся к исследованию интегрального уравнения или
системы интегральных уравнений первого рода со слабой особенностью. Одним
из эффективных способов аналитического решения контактных задач являются
асимптотические методы. В основополагающей работе в этом направлении [3] впервые
был применен метод больших лямбда. В монографии [4] представлены общие вопросы
контактного взаимодействия, методы исследования интегральных уравнений для
малых и больших областей контакта (метод больших лямбда и метод малых лямбда).

В контактных задачах для неоднородных структур основная трудность состоит
в том, что для произвольных законов неоднородности символы ядер интегральных
операторов невозможно построить в явном виде. В [5] ряд результатов в рамках метода
больших лямбда был распространен на неоднородную полосу. В основе решения
задачи лежит аппроксимация символа ядра интегрального уравнения. В работах [6,7]
данный подход распространен на задачи для многослойных структур с неоднородным
покрытием.

Другим способом исследования контактных задач является построение прибли-
женных моделей деформирования неоднородных оснований. В [8] представлен ряд
моделей контактного взаимодействия тел с тонкими покрытиями и прослойками.
Монография [9] посвящена построению асимптотических моделей трехмерных кон-
тактных задач линейной теории упругости. В [10,11] на основе гипотез о характере
компонент поля смещений построены модели деформирования неоднородной упругой
полосы, позволяющие рассматривать произвольные законы неоднородности, в том
числе разрывные.

Также решение контактных задач может быть построено на основе численных ме-
тодов. Отметим работу [12], где разработан численный метод нахождения распределе-
ния контактного давления между упругими телами, в том числе для полосы и штампа.
В статьях [13, 14] представлены решения контактных задач для функционально-
градиентных покрытий под действием штампа. В [15] исследована контактная задача
для неоднородной упругой полосы, причем символ ядра проанализирован с помощью
сочетания численных схем и асимптотического подхода, а решение интегрального
уравнения получено с помощью метода граничных элементов.

Важное место в теории контактных задач для функционально-градиентных матери-
алов занимают задачи, где учтены не только градиентность материала, но и анизотро-
пия. В работе [16] исследована задача о действии жесткого штампа на анизотропное
полупространство. В [17] представлено решение контактной задачи для ортотропного
полупространства и жесткого штампа.

Среди работ, посвященных контактным задачам для анизотропной полосы, отме-
тим [18–25].

В настоящей работе рассмотрена контактная задача для функционально-градиентной
ортотропной упругой полосы и штампа с гладким основанием.

1. Постановка задачи

В рамках плоской задачи теории упругости рассмотрим задачу о контактном
взаимодействии без трения функционально-градиентной ортотропной упругой полосы
толщиной ℎ и штампа с гладким основанием, внедряющегося в полосу под действием
силы 𝑃 . Нижняя граница полосы жестко сцеплена с недеформируемым основанием.
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Коэффициенты тензора модулей упругости полосы 𝐶𝑖𝑗 являются произвольными
функциями координаты 𝑥3: 𝐶𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗(𝑥3), 𝑥3 ∈ [0, ℎ], удовлетворяющими условиям
положительной определенности упругой энергии.

Уравнения равновесия и определяющие соотношения для ортотропной полосы
имеют вид

𝜎11,1 + 𝜎13,3 = 0,

𝜎13,1 + 𝜎33,3 = 0.

𝜎11 = 𝐶11(𝑥3)𝑢1,1 + 𝐶13(𝑥3)𝑢3,3,

𝜎33 = 𝐶13(𝑥3)𝑢1,1 + 𝐶33(𝑥3)𝑢3,3,

𝜎13 = 𝐶55(𝑥3)(𝑢1,3 + 𝑢3,1).

где 𝑢𝑖, 𝜎𝑖𝑗 — компоненты вектора перемещений и тензора напряжений соответственно.
Граничные условия контактной задачи имеют вид

𝑢1(𝑥1, 0) = 𝑢3(𝑥1, 0) = 0, 𝜎13(𝑥1, ℎ) = 0,

𝜎33(𝑥1, ℎ) = 0, |𝑥1| > 𝑎, 𝑢3(𝑥1, ℎ) = −𝛿 + 𝑓(𝑥1), |𝑥1| 6 𝑎, (1)

где 𝛿 — глубина внедрения штампа, 2𝑎 — область контакта, а функция 𝑓(𝑥1) характе-
ризует основание штампа.

Постановку задачи замыкает условие равновесия штампа

𝑃 =

𝑎∫︁
−𝑎

𝑞(𝑥1)𝑑𝑥1, 𝑞(𝑥1) = 𝜎33(𝑥1, ℎ).

Введем безразмерные параметры следующим образом:

𝜉𝑖 = 𝑥𝑖/ℎ, 𝑢̂𝑖 = 𝑢𝑖/ℎ, 𝜎̂𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗/𝐶0, 𝑖, 𝑗 = 1, 3,

𝛽 = 𝑎/ℎ, 𝛿 = 𝛿/ℎ, 𝑓 = 𝑓/ℎ,

𝐶𝑖𝑗 = 𝐶0𝐶𝑖𝑗(𝜉3), 𝑃 = 𝑃/𝐶0ℎ, 𝑞 = 𝑞/𝐶0,

где 𝐶0 – характерное значение 𝐶55, например среднее значение на отрезке [0, ℎ]:

𝐶0 =
1

ℎ

ℎ∫︁
0

𝐶55(𝑥3)𝑑𝑥3.

Для удобства далее опустим символ «ˆ». Стандартной схемой решения контакт-
ной задачи является сведение ее к интегральному уравнению с разностным ядром
относительно контактного давления. Поскольку коэффициенты дифференциального
оператора являются переменными, то такая схема может быть реализована на основе
численного решения вспомогательной задачи.

2. Вспомогательная задача о действии нормальной нагрузки
Рассмотрим вспомогательную задачу о действии нормальной нагрузки 𝑞(𝜉1), ло-

кализованной на отрезке [−𝛽, 𝛽] верхней границы полосы. Применяя преобразова-
ние Фурье по координате 𝜉1, получим каноническую систему дифференциальных
уравнений с переменными коэффициентами относительно трансформант компонент
смещений и напряжений в виде

X′ = 𝐴X, 𝑋1 = 𝑖𝑢̃1, 𝑋2 = 𝑢̃3, 𝑋3 = 𝑖𝜎̃13, 𝑋4 = 𝜎̃33, (2)
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где 𝑢̃𝑖, 𝜎̃𝑖𝑗 — символы Фурье компонент вектора перемещений и тензора напряжений.
Коэффициенты матрицы 𝐴 зависят от законов неоднородности полосы и определя-

ются формулой

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −𝛼 1

𝐶55

0

𝛼
𝐶13

𝐶33

0 0
1

𝐶33

𝛼2𝐶11𝐶33 − 𝐶2
13

𝐶33

0 0 −𝛼𝐶13

𝐶33
0 0 𝛼 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Граничные условия вспомогательной задачи в трансформантах примут вид

𝑋1(𝛼, 0) = 0, 𝑋2(𝛼, 0) = 0, 𝑋3(𝛼, 1) = 0, 𝑋4(𝛼, 1) = 𝑄(𝛼), (3)

где 𝑄(𝛼) — трансформанта Фурье нормальной нагрузки:

𝑄(𝛼) =

𝛽∫︁
−𝛽

𝑞(𝜉1) exp(𝑖𝛼𝜉1)𝑑𝜉1.

В ряде работ [7,26] подобные канонические системы строились относительно дру-
гих характеристик, тогда коэффициенты матрицы 𝐴 содержат производные от законов
неоднородности полосы и не могут быть использованы для кусочно-непрерывных
законов неоднородности.

Решение краевой задачи (2), (3) построим численно с помощью метода при-
стрелки [27]. Для оператора (2) сформулируем следующие вспомогательные задачи
Коши:

𝑋
(1)
1 (𝛼, 0) = 0, 𝑋

(1)
2 (𝛼, 0) = 0, 𝑋

(1)
3 (𝛼, 0) = 1, 𝑋

(1)
4 (𝛼, 0) = 0,

𝑋
(2)
1 (𝛼, 0) = 0, 𝑋

(2)
2 (𝛼, 0) = 0, 𝑋

(2)
3 (𝛼, 0) = 0, 𝑋

(2)
4 (𝛼, 0) = 1.

Решение краевой задачи (2), (3) представим в виде линейной комбинации решений
вспомогательных задач Коши

𝑋𝑗(𝛼, 𝜉3) = 𝑐1𝑋
(1)
𝑗 (𝛼, 𝜉3) + 𝑐2𝑋

(2)
𝑗 (𝛼, 𝜉3), 𝑗 = 1, 4.

Неизвестные 𝑐1 и 𝑐2 найдем, удовлетворяя краевым условиям (3) при 𝜉3 = 1.
Окончательно решение вспомогательной краевой задачи получим в виде

𝑋𝑗(𝛼, 𝜉3) =
(︁
𝑋

(2)
3 (𝛼, 1)𝑋

(1)
𝑗 (𝛼, 𝜉3) −𝑋

(1)
3 (𝛼, 1)𝑋

(2)
𝑗 (𝛼, 𝜉3)

)︁
∆−1(𝛼)𝑄(𝛼),

∆(𝛼) = 𝑋
(1)
3 (𝛼, 1)𝑋

(2)
4 (𝛼, 1) −𝑋

(2)
3 (𝛼, 1)𝑋

(1)
4 (𝛼, 1).

Для нахождения оригиналов компонент вектора перемещения осуществим обрат-
ное преобразование Фурье. Вертикальная компонента поля смещений определяется
формулой

𝑢̂3(𝜉1, 𝜉3) =
1

2𝜋

∞∫︁
−∞

𝑋2(𝛼, 𝜉3)𝑒
−𝑖𝛼𝜉1𝑑𝛼. (4)
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3. Формулировка интегрального уравнения и его исследование
На основе (4) и граничных условий (1) сформулируем интегральное уравнение

контактной задачи в виде

𝛽∫︁
−𝛽

𝑘(𝜂 − 𝜉1)𝑞(𝜂)𝑑𝜂 = −𝛿* + 𝛾(𝜉1), |𝜉1| 6 𝛽, (5)

причем ядро интегрального уравнения имеет вид

𝑘(𝑡) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝛼)𝑒𝑖𝛼𝑡𝑑𝛼, 𝑡 = 𝜂 − 𝜉1,

где символ ядра 𝐾(𝛼) — передаточная функция, являющаяся мероморфной и связы-
вающая трансформанты вертикального смещения и нагрузки

𝑋2(𝛼, 1) = 𝐾(𝛼)𝑄(𝛼).

Она определяется через решения вспомогательных задач равенством

𝐾(𝛼) =
(︁
𝑋

(2)
3 (𝛼, 1)𝑋

(1)
2 (𝛼, 1) −𝑋

(1)
3 (𝛼, 1)𝑋

(2)
2 (𝛼, 1)

)︁
∆−1(𝛼).

Символ ядра интегрального уравнения играет ключевую роль при исследовании
контактных задач. Нетрудно показать, меняя в (2) 𝛼 на −𝛼, что для любых законов
неоднородности 𝐾(𝛼) является четной функцией, т. е. 𝐾(−𝛼) = 𝐾(𝛼).

Проведем асимптотический анализ передаточной функции при малых и больших
значениях параметра преобразования 𝛼. Для удобства рассмотрим краевую задачу
(2), (3), полагая 𝑄(𝛼) = 1, что соответствует действию сосредоточенной силы в точке
𝜉1 = 0 верхней границы полосы. Тогда краевые условия примут вид

𝑋1(𝛼, 0) = 0, 𝑋2(𝛼, 0) = 0, 𝑋3(𝛼, 1) = 0, 𝑋4(𝛼, 1) = 1. (6)

4. Анализ символа ядра при малых значениях параметра
преобразования

Представим решение краевой задачи (2), (6) при малых значениях 𝛼 в виде
регулярных разложений

𝑋𝑗(𝛼, 𝜉3) = 𝑋𝑗0(𝜉3) + 𝛼𝑋𝑗1(𝜉3) + 𝛼2𝑋𝑗2(𝜉3) + · · · + 𝛼𝑚𝑋𝑗𝑚(𝜉3) + . . . (7)

Подставляя (7) в каноническую систему (2), составляя и решая краевые задачи
при одинаковых степенях 𝛼, найдем главные члены разложения в виде

𝑋10(𝜉3) = 0, 𝑋20(𝜉3) =

𝜉3∫︁
0

𝑑𝜏

𝐶33(𝜏)
, 𝑋30(𝜉3) = 0, 𝑋40(𝜉3) = 1,

𝑋11(𝜉3) = −
𝜉3∫︁
0

𝜏∫︁
0

𝑑𝜂

𝐶33(𝜂)
𝑑𝜏, 𝑋21(𝜉3) = 0,

𝑋31(𝜉3) = −
𝜉3∫︁
1

𝐶13(𝜏)

𝐶33(𝜏)
𝑑𝜏, 𝑋41(𝜉3) = 0,
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а для 𝑚 > 2 𝑋𝑗𝑚 определяются рекуррентным образом согласно формулам

𝑋1𝑚(𝜉3) = −
𝜉3∫︁
0

𝑋2(𝑚−1)(𝜏)𝑑𝜏+

+

𝜉3∫︁
0

1

𝐶55(𝜏)

𝜏∫︁
1

[︂
𝐶11(𝜂)𝐶33(𝜂) − 𝐶2

13(𝜂)

𝐶33(𝜂)
𝑋1(𝑚−2)(𝜂) − 𝐶13(𝜂)

𝐶33(𝜂)
𝑋4(𝑚−1)(𝜂)

]︂
𝑑𝜂𝑑𝜏,

𝑋2𝑚(𝜉3) =

𝜉3∫︁
0

⎡⎣𝐶13(𝜏)

𝐶33(𝜏)
𝑋1(𝑚−1)(𝜏)𝑑𝜏 +

𝜏∫︁
1

𝑋3(𝑚−1)(𝜂)𝑑𝜂

⎤⎦ 𝑑𝜏,
𝑋3𝑚(𝜉3) =

𝜉3∫︁
1

[︂
𝐶11(𝜏)𝐶33(𝜏) − 𝐶2

13(𝜏)

𝐶33(𝜏)
𝑋1(𝑚−2)(𝜏)𝑑𝜏 − 𝐶13(𝜏)

𝐶33(𝜏)
𝑋4(𝑚−1)(𝜏)

]︂
𝑑𝜏,

𝑋4𝑚(𝜉3) =

𝜉3∫︁
1

𝑋3(𝑚−1)(𝜏)𝑑𝜏.

Тогда передаточная функция для малых значений параметра 𝛼 с учетом четности
может быть записана в виде

𝐾(𝛼) = 𝑋2(𝛼, 1) = 𝑋20(1) + 𝛼2𝑋22(1) + · · · + 𝛼𝑚𝑋2𝑚(1) + . . . ,

причем главный член разложения имеет вид

𝑋20(1) =

1∫︁
0

1

𝐶33(𝜏)
𝑑𝜏.

5. Анализ символа ядра при больших значениях параметра
преобразования

В случае больших значений параметра преобразования Фурье каноническая систе-
ма представляет собой краевую задачу для векторного уравнения с малым параметром
при старшей производной. Численный анализ такой системы наталкивается на опреде-
ленные трудности, и поэтому далее построим асимптотику символа ядра с помощью
асимптотического метода. Исследование символа ядра при больших 𝛼 проведем на
основе метода Вишика –Люстерника [28]. В работе [15] была исследована канониче-
ская система вида (2) в изотропном случае, и главные члены асимптотики символа
ядра при больших значениях параметра преобразования были построены на основе
анализа решения задачи для однородной полосы. В настоящей работе представлен
более простой способ получения асимптотик. Произведем в (2) замену

𝑌1 = 𝛼𝑋1, 𝑌2 = 𝛼𝑋2, 𝑌3 = 𝑋3, 𝑌4 = 𝑋4. (8)

Тогда каноническая система примет вид Y′ = 𝛼𝐴1Y, где коэффициенты матрицы
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𝐴1 не зависят от 𝛼 и имеют вид

𝐴1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 −1
1

𝐶55

0

𝐶13

𝐶33

0 0
1

𝐶33
𝐶11𝐶33 − 𝐶2

13

𝐶33

0 0 −𝐶13

𝐶33
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Для проведения асимптотического анализа передаточной функции при больших 𝛼
достаточно построить погранслойное решение краевой задачи в окрестности 𝜉3 = 1.
Решение краевой задачи при больших положительных 𝛼 (𝛼 > 0) в окрестности 𝜉3 = 1
представим в виде

𝑌 = 𝑣0 +
1

𝛼
𝑣1 +

1

𝛼2
𝑣2 + . . .

Ограничимся построением главного члена асимптотического разложения (8), кото-
рый согласно методу Вишика–Люстерника может быть найден из решения задачи
Коши для системы с постоянными коэффициентами вида

𝑣′0(𝜂) = 𝐴2𝑣0(𝜂), 𝑣03(0) = 0, 𝑣04(0) = 1, 𝜂 = 𝛼(1 − 𝜉3), (9)

где 𝐴2 = − 𝐴1|𝜉3=1.
Пусть 𝜆𝑗 — собственные числа матрицы 𝐴2, выберем из них 𝜆1, 𝜆2 такие, что

Re(𝜆1) < 0, Re(𝜆2) < 0. Будем строить погранслойные решения, убывающие внутрь
полосы. Получим решение в виде

𝑣0(𝜂) =
𝜆2

𝜆2 − 𝜆1
𝑎1𝑒

𝜆1𝜂 − 𝜆1
𝜆2 − 𝜆1

𝑎2𝑒
𝜆2𝜂,

где векторы 𝑎𝑗 имеют вид

𝑎𝑗 =

(︃
𝐶13 + 𝜆2𝑗𝐶33

𝐶11𝐶33 − 𝐶2
13

⃒⃒⃒⃒
𝜉3=1

, −
𝐶11 + 𝜆2𝑗𝐶13

𝜆𝑗(𝐶11𝐶33 − 𝐶2
13)

⃒⃒⃒⃒
𝜉3=1

,−𝜆𝑗, 1

)︃𝑇

.

Структура символа ядра при больших значениях параметра преобразования
𝛼 (𝛼 > 0) определяется формулой

𝐾(𝛼) =
1

𝛼
𝑣0(0) +

1

𝛼2
𝑣1(0) +

1

𝛼3
𝑣2(0) + . . .

С учетом четности передаточной функции асимптотика 𝐾(𝛼) при больших значе-
ниях 𝛼 может быть записана в виде

𝐾(𝛼) = 𝐶|𝛼|−1 + 𝑜(|𝛼|−1), (10)

причем главный член асимптотики в (10) находится в аналитическом виде

𝐶 =

√︃
2(𝐶2 −

√
𝐶1)

𝐶1

· 𝐶11

𝐶11𝐶33 − 𝐶2
13

⃒⃒⃒⃒
𝜉3=1

, 𝐶1 =
𝐶11

𝐶33

, 𝐶2 = −𝐶11𝐶33 − 𝐶2
13 − 2𝐶13𝐶55

𝐶33𝐶55

.

(11)
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Отметим, что при переходе к изотропному случаю главный член асимптотики (10)
определяется формулой

𝐶 =
𝜆̂+ 2𝜇̂

2𝜇̂(𝜆̂+ 𝜇̂)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜉3=1

,

где 𝜆̂, 𝜇̂ – безразмерные параметры Ламе полосы, что соответствует результатам
асимптотического анализа, проведенного в [15].

В таблице представлены значения упругих модулей полосы 𝐶𝑖𝑗 в размерном виде,
главного члена асимптотики (10) и собственные числа матрицы 𝐴2

(𝜆1, 𝜆2 : Re(𝜆1) < 0,Re(𝜆2) < 0) для некоторых минералов.

Упругие постоянные 𝐶𝑖𝑗 (109 Н/м2), собственные числа матрицы 𝐴2 (9),
коэффициент 𝐶 (11)

Table. Elastic constants 𝐶𝑖𝑗 (109 N/m2), eigenvalues of matrix 𝐴2 (9),
coefficient 𝐶 (11)

Минерал 𝐶11 𝐶33 𝐶55 𝐶13 𝜆1 𝜆2 𝐶
Топаз 282.0 295.0 133.0 85.0 −0.910 −0.910 0.919

+0.386𝑖 −0.386𝑖
Ангидрит 93.8 112.0 26.5 15.2 −0.537 −1.703 0.592
Сера 24.0 48.3 8.7 17.1 −0.831 −0.831 0.568

+0.117𝑖 −0.117𝑖
Барит 89.0 107.0 28.1 31.7 −0.685 −1.331 0.649
Целестин 104.4 128.6 27.9 60.5 −0.946 −0.946 0.627

+0.073𝑖 −0.073𝑖
Вольфрамит 176.7 233.1 63.1 79.6 −0.926 −0.926 0.680

+0.117𝑖 −0.117𝑖
Сегнетова соль 25.5 37.1 3.2 11.6 −0.336 −2.465 0.341

6. Решение интегрального уравнения.
Метод граничных элементов

Ввиду четности функций 𝐾(𝛼) и 𝑞(𝜉1) интегральное уравнение (5) может быть
представлено в виде

𝛽∫︁
0

𝑘1(𝜂, 𝜉1)𝑞(𝜂)𝑑𝜂 = −𝛿* + 𝛾(𝜉1), 0 6 𝜉1 6 𝛽, (12)

где 𝑘1(𝜂, 𝜉1) = 1
𝜋

∞∫︀
0

𝐾(𝛼) [cos(𝛼(𝜂 + 𝜉1) + cos(𝛼(𝜂 − 𝜉1))] 𝑑𝛼.

Решение (12) построим численно с помощью метода граничных элементов [29].
Разобьем отрезок интегрирования [0, 𝛽] на 𝑁 отрезков ∆𝑗 = [𝜂𝑗, 𝜂𝑗+1], на каждом из
которых искомая функция считается постоянной и равной 𝑞𝑗, и потребуем выполне-
ния (12) в точках коллокаций 𝜉1𝑗 = (𝜂𝑗 + 𝜂𝑗+1)/2.

После дискретизации получим систему линейных алгебраических уравнений
относительно узловых неизвестных 𝑞𝑗 в виде

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐻𝑗𝑚𝑞𝑗 = 𝑔𝑚, 𝑚 = 1..𝑁, 𝑔𝑚 = −𝛿* + 𝛾(𝜉𝑚), (13)
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где

𝐻𝑗𝑚 =
1

𝜋

∫︁ 𝑏

0

𝐾(𝛼)

𝛼
[sin(𝛼(𝜂 + 𝜉1) + sin(𝛼(𝜂 − 𝜉1))] 𝑑𝛼+

+
1

𝜋

∫︁ ∞

𝑏

𝐶

𝛼2
[sin(𝛼(𝜂 + 𝜉1) + sin(𝛼(𝜂 − 𝜉1))] 𝑑𝛼. (14)

В контактных задачах для штампа с гладким основанием область контакта не
известна и зависит от глубины внедрения. Как правило, при реализации вычислитель-
ных схем решения интегральных уравнений в контактных задачах задаются значения
глубины внедрения штампа или действующей на него силы, а затем определяется
величина области контакта, которая нелинейным образом зависит от задаваемых
величин. В ряде работ определение величины области контакта строится с помощью
итерационного процесса, в котором начальная область контакта полагается заведо-
мо большей, чем действительная, а затем уточняется на каждом шаге из условия
неотрицательности контактного давления.

При реализации вычислительной схемы, построенной в настоящей работе, зада-
ется значение 𝛽, а величина внедрения определяется из условия равенства нулю
контактного давления на границах контактной области, которое после дискретизации
является условием равенства нулю узлового значения 𝑞𝑁 искомой функций вблизи
границы контакта и может быть записано в виде

∆𝑁 = 0, (15)

где ∆𝑁 — определитель матрицы, получающейся заменой 𝑁 -го столбца матрицы
𝐻 на вектор-столбец 𝑔. Отметим, что параметр 𝛿* входит в правые части интегральных
уравнений линейно, и уравнение (15) является линейным алгебраическим уравнением
относительно 𝛿*, что позволяет просто найти связь 𝛿*(𝛽).

При вычислении коэффициентов алгебраической системы (13) интегрирование
по отрезку [0, 𝑏] в (14) осуществляется c помощью квадратурных формул Гаусса,
а значения интегралов на полуинтервале [𝑏,∞) представляются через специальные
функции.

7. Результаты вычислительных экспериментов

Рис. 1. Законы неоднородности
полосы

Fig. 1. Band inhomogeneity laws

Ниже представлены некоторые результаты вы-
числительных экспериментов. Упругие модули по-
лосы зависят от координаты 𝜉3:

𝐶𝑖𝑗 = 𝜙𝑘(𝜉3)𝑐𝑖𝑗, 𝑘 = 1, 2,

что при 𝜙(𝜉3) ≡ 1 соответствует аустенитной стали
со следующими значениями параметров 𝑐11 = 2.036,
𝑐13 = 1.124, 𝑐33 = 1.674. В качестве законов неодно-
родности полосы (рис. 1) рассмотрены:
1) квадратичные возрастающие 𝜙1(𝜉3) = 1.5𝜉23 + 0.5;
2) линейные убывающие 𝜙2(𝜉3) = −𝜉3 + 1.5.

Причем средние значения законов неоднородно-
сти равны

1∫︁
0

𝜙1(𝜉3)𝑑𝜉3 =

1∫︁
0

𝜙2(𝜉3)𝑑𝜉3 = 1.
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Решения задачи построены для различных конфигураций граничных элементов.
Проведено сравнение значений контактного давления в общих для разных разбиений
точках коллокации. Проведенный анализ показал сходимость вычислительной схемы
при увеличении количества отрезков разбиения. Более эффективным является по-
строение неравномерной сетки граничных элементов со сгущением вблизи границ
области контакта.

На рис. 2, 3 представлены решения контактных задач для законов неоднородности
1 и 2. На рис. 2 кривые соответствуют различному количеству граничных элементов:
кружочками обозначено решение для неравномерной сетки со сгущением вблизи
границ области контакта при 𝑁 = 10, остальные кривые соответствуют равномерному
разбиению (𝑁 = 10, 30, 90). Распределение контактного давления для разных законов
построено при одинаковом значении внедрения 𝛿* = 0.01. Контактное давление
достигает наибольшей величины для закона, имеющего большее значение на верхней
границе полосы.

x1

q

x1

q

а / a б / b

Рис. 2. Контактное давление под штампом: а — закон 1, б — закон 2 (цвет online)

Fig. 2. Contact pressure under the stamp: a is law 1, b is law 2 (color online)

На рис. 3 представлены результаты вычислительных экспериментов, построен-
ные для штампа с основанием параболической формы 𝛾(𝜉1) = 𝜉21/2𝑟 при значениях
параметров: 𝑟 = 5, 𝑁 = 30, 𝑙𝑛/𝑙1 = 0.01, 𝑙𝑝 — длина отрезка ∆𝑝.

0

0

P

d
*

а / a б / b

Рис. 3. Зависимость сила – внедрение: а — закон 1, б — закон 2

Fig. 3. The force – intrusion dependence: a is law 1, b is law 2
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Заключение

Исследована контактная задача для функционально-градиентной ортотропной
упругой полосы и штампа с гладким основанием. Проведен асимптотический анализ
символа ядра интегрального уравнения контактной задачи при малых и больших
значениях параметра преобразования. Показано, что значение символа ядра в нуле,
характеризующее среднее значение контактного давления, определяется среднеин-
тегральным значением податливости полосы, а поведение на бесконечности, опреде-
ляющее структуру контактного давления у границ области контакта, определяется
значениями упругих модулей на верхней границе полосы. Представлена вычисли-
тельная схема решения интегрального уравнения контактной задачи, позволяющая
исследовать задачи с переменной областью контакта, не прибегая к затратной схе-
ме ее определения в расширенной области. Построены основные характеристики
контактного взаимодействия для различных законов неоднородности.
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