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Аннотация. В настоящей статье указан один из способов решения обобщенной системы
Коши–Римана для кватернионных функций в восьмимерном пространстве. В предыдущих
работах были изучены некоторые классы решений этой системы и заявлено, что существует
возможность использования метода обобщенных степеней для построения решений этой
системы дифференциальных уравнений. Показано, что решение поставленной задачи может
быть сведено к нахождению двух произвольных кватернионных гармонических функций
в восьмимерном пространстве. Все 8 компонент этих функций 𝜙,𝜓 должны быть гармо-
ническими функциями, т. е. быть дважды непрерывно дифференцируемы по всем восьми
действительным переменным 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, где 𝑖 = 1, 4. В настоящей статье рассмотрен параметри-
ческий метод обобщенных степеней, который применим к отдельным уравнениям второго и
более высоких порядков.
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Abstract. This article indicates one of the ways to solve the generalized Cauchy–Riemann
system for quaternionic functions in an eight-dimensional space. In previous works, some classes
of solutions of this system were studied and it was stated that it is possible to use the method of
generalized degrees to construct solutions of this system of differential equations. It is shown
that the solution of the problem can be reduced to finding two arbitrary quaternionic harmonic
functions in an eight-dimensional space. All 8 components of these functions 𝜙,𝜓 must be
harmonic functions, that is, be twice continuously differentiable over all 8 real variables 𝑥𝑖,
𝑦𝑖, where 𝑖 = 1, 4 solutions of the Laplace equation. In this article, the parametric method of
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Введение

Обобщенная система Коши–Римана была введена в работе [1] как естественное
развитие систем, определенных в работах Мойсила [2] и Фуэттера [3]. При их опре-
делении использовалась алгебра кватернионных функций [4], поэтому естественно
при введении обобщенной системы сохранить кватернионные методы. Но возможны
и другие, например, матричная форма.

Система Коши–Римана допускает физическую интерпретацию, как система урав-
нений Максвелла для электромагнитного поля при наличии скалярных полей, а также
как система Дирака для частиц с нулевой массой.

Данная статья посвящена методу обобщенных степеней как способу решения
обобщенной системы Коши–Римана для кватернионных функций в восьмимерном
пространстве, которая имеет вид

𝐷1𝜙− 𝜓𝐷2 = 0,
𝜙𝐷̄2 + 𝐷̄1𝜓 = 0.

}︂
(1)
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Здесь 𝜙, 𝜓— функции переменных 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 (𝑖 = 1, 4), принимающие значения в теле
кватернионов с системой единиц 𝑒𝑖 (𝑖 = 0, 3), а 𝐷1, 𝐷2 — кватернионые операторы

𝐷1 =
3∑︁
0

𝑒𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖+1

, 𝐷2 =
3∑︁
0

𝑒𝑖
𝜕

𝜕𝑦𝑖+1

, 𝑖 = (0, 3).

Система (1) допускает введение новых функций 𝛼, 𝛽 от 𝑥𝑖, 𝑦𝑖 вида

𝜙 = 𝐷̄1𝛼 + 𝛽𝐷2, 𝜓 = −𝛼𝐷̄2 +𝐷1𝛽. (2)

Предполагая, что 𝛼, 𝛽 таковы, что 𝜙, 𝜓 имеют непрерывные первые производные,
убеждаемся, что функции 𝛼, 𝛽 гармонические кватернионы(︀

𝐷1𝐷̄1 +𝐷2𝐷̄2

)︀
𝛼 = 0,

(︀
𝐷1𝐷̄1 +𝐷2𝐷̄2

)︀
𝛽 = 0,

т. е. все компоненты 𝛼, 𝛽 являются решениями восьмимерного уравнения Лапласа.
В работе [1] были приведены некоторые классы решений и показано, что введение

двух кватернионных потенциалов, аналогов электромагнитных потенциалов, сводит
решение системы к построению многомерного уравнения Лапласа. В данной работе
для решения этой проблемы будет использован развитый ранее метод обобщенных
степеней Берса.

Метод ОС, впервые введенный Берсом [5–7], может быть представлен в двух
видах, а именно в матричном и параметрическом. Матричный вариант эффективен
при построении решения систем дифференциальных уравнений [8]. В работе [9]
представлено понятие ОС на комплексной плоскости, описаны основные свойства.
В литературе также описано применение матричного метода ОС для построения
решений системы Мойсила –Теодореску, для решения задач теплопроводности и теп-
ломассообмена [10–14]. Матричные модели теплопередачи, построенные на уравнении
баланса массы и энергии, используются для решения обратной задачи теплопере-
дачи [15, 16]. В работе [17] описан параметрический метод ОС. Данный вариант
более удобен, когда нужно построить последовательность решений одного уравнения,
например второго порядка производных. Поэтому далее использован параметрический
вариант.

Приведем основные положения метода параметрических ОС (далее — ПОС). Для
понимания основных методов достаточно рассмотреть случай одного независимого
переменного 𝑥.

Пусть оператор 𝐷 может быть введен как произведение линейных операторов 𝐷𝑖,
𝑖 = 1, 𝑘:

𝐷 = 𝐷𝑘𝐷𝑘−1 · · ·𝐷1,

зависящих от 𝑥. Самый простой пример при 𝑘 = 2 связан с операторами

𝐷1 = 𝐷2 =
𝑑

𝑑𝑥
, 𝐷 = 𝐷2𝐷1 =

𝑑

𝑑𝑥

𝑑

𝑑𝑥
. (3)

В общем случае перестановочность операторов 𝐷1, 𝐷2 не требуется.
Обязательным является выполнение требований наличия у всех операторов непу-

стых ядер, элементы которых обозначим 𝐶𝑖:

𝐷𝑖𝐶𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2.

Например, для (3) это константы.
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Второе требование состоит в существовании правых обратных 𝐼𝑖 для всех опера-
торов:

𝐷𝑖𝐼𝑖 = 1, 𝑖 = 1, 2.

Для примера (3) это интеграл с переменным верхним 𝑥 и заданным нижним преде-
лом 𝑥0

𝐼𝑖 =

𝑥∫︁
𝑥0

𝑑𝜂 . . .

Поэтому можно ввести проекционные операторы

𝑃𝑖 = 1 − 𝐼𝑖𝐷𝑖

со свойствами

𝑃 2
𝑖 = 𝑃𝑖, 𝑃𝑖𝐶𝑖 = 𝐶𝑖, 𝐷𝑖𝑃𝑖 = 0, 𝑃𝑖𝐷𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2.

Для простейшего примера (3) это просто подстановка нижнего предела интегри-
рования 𝑥0:

𝑃𝑖 = . . . |𝑥=𝑥0 .
Приведем выражение для оператора 𝐼 правого обратного для 𝐷

𝐼 =

𝑥∫︁
𝑥0

𝑑𝜂1

𝜂1∫︁
𝑥0

𝑑𝜂2 . . . , 𝐷𝐼 = 1

и вид обобщенной константы (ОК) для 𝐷𝐶 = 0.
В общем случае для 𝑘 операторов константа строится по формуле

𝐶 = 𝐶1 + 𝐼1𝐶2 + . . .+ 𝐼1 . . . 𝐼𝑘−1𝐶𝑘. (4)

Поэтому для случая (3) найдем

𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2 (𝑥− 𝑥0) .

Произвольные действительные константы 𝐶1, 𝐶2 далее будем называть параметрами.
Для проектора имеем общую формулу для произведения 𝑘 операторов

𝑃 = 𝑃1 + 𝐼1𝑃2𝐷1 + . . .

Соответственно, для (3) имеем

𝑃 = . . . |𝑥0 + (𝑥− 𝑥0)

(︂
𝑑

𝑑𝑥
. . .

)︂
𝑥=𝑥0

.

Определим ОС, приняв символ 𝑋(𝑝)(𝑥, 𝑥0)𝐶 как

𝑋(𝑝)(𝑥, 𝑥0)𝐶 = 𝑝!𝐼𝑝𝐶.

Поэтому легко видеть, что выполнено правило

𝐷𝑋(𝑝)𝐶 = 𝑝𝑋(𝑝−1)𝐶, 𝑋(0)𝐶 = 𝐶.

Это и подтверждает использованный термин ОС.
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Следует помнить, что запись 𝑋(𝑝)𝐶 — это единый символ, а не произведение
некоторой функции. Если надо указать параметры 𝐶1, 𝐶2, то пишем

𝑋(𝑝)𝐶 = 𝑋(𝑝)(𝐶1 + 𝐶2𝑥).

Таким образом, символ 𝑋(𝑝) следует скорее понимать как оператор, определенный
на множестве линейных функций, а не как некоторую функцию.

Для примера (3) без каких-либо затруднений найдем

𝑋(𝑝)(𝑥, 0) = 𝑝!

(︂
𝐶1

𝑥2𝑝

(2𝑝)!
+ 𝐶2

𝑥2𝑝+1

(2𝑝+ 1)!

)︂
.

Операция сложения ОС определена как сложение параметров 𝐶1, 𝐶2. Поэтому можно
говорить о многочленах и рядах от ОС.

𝑉𝑛 =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑋(𝑖)(𝑥, 𝑥0)𝐶𝑖, 𝑉 =
∞∑︁
𝑖=0

𝑋(𝑖)(𝑥, 𝑥0)𝐶𝑖.

Например, для случая нахождения коэффициентов 𝐶𝑖 можно использовать аналог
формулы Тейлора

𝐶𝑖 =
1

𝑖
𝑃𝑖𝐷

𝑖𝑉𝑛.

Формулу Тейлора для примера (3) запишем

𝐶𝑖 =
1

𝑖!

[︂(︂
𝑑2𝑖

𝑑𝑥2𝑖
. . .

)︂ ⃒⃒⃒
𝑥=0

+ 𝐼1

(︂
𝑑2𝑖+1

𝑑𝑥2𝑖+1
. . .

)︂ ⃒⃒⃒
𝑥=0

]︂
. (5)

Например, проводя разложение по формуле (5), найдем

𝑥𝑛𝑎 =

{︃
𝑋(𝑝) (2𝑝)!

𝑝!
𝑎, 𝑛 = 2𝑝,

𝑋(0) (2𝑝+1)!
𝑝!

𝑎, 𝑛 = 2𝑝+ 1.

Можно говорить о функциях, представленных рядом

𝑉 =
∞∑︁
0

𝑋(𝑛)(𝑥, 𝑥0)𝐶𝑛,

Если введена метрика, имеем

𝑉 = 𝑒𝛼𝑋(𝑥,0)𝐶 =
∑︁ 𝛼𝑖

𝑖!
𝑋(𝑖)(𝑥, 0)𝐶 = ch

√︀
|𝛼|𝑥+

1√︀
|𝛼|

sh
√︀
|𝛼|𝑥, 𝛼 > 0,

𝑉 = 𝑒−𝛼𝑋(𝑥,0)𝐶 =
∑︁ (−1)𝑖𝛼𝑖

𝑖!
𝑋(𝑖)(𝑥, 0)𝐶 = cos

√︀
|𝛼|𝑥+

1√︀
|𝛼|

sin
√︀
|𝛼|𝑥, 𝛼 > 0.

1. О построении гармонических функций многих
действительных переменных методом параметрических
обобщенных степеней

Хорошая черта метода ПОС состоит в том, что его обобщение на любое число
независимых переменных является почти очевидным. Доказано, что общая константа
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может быть найдена как произведение ОК для ОК отдельных операторов. Договоримся
обозначать переменные, к которым относятся операторы, в скобках после символа
оператора

𝐷(𝑖) = 𝐷𝑘(𝑖)𝐷𝑘−1(𝑖) . . . 𝐷1(𝑖),

аналогично для правых обратных, но в обратном порядке

𝐼(𝑖) = 𝐼1(𝑖)𝐼2(𝑖) . . . 𝐼𝑘(𝑖).

Здесь 𝑘— индекс оператора, входящего в данный 𝐷(𝑖). Примем далее, что все
операторы, относящиеся к разным переменным, коммутируют:

𝐷𝑘1(𝑗1)𝐷𝑘2(𝑗2) = 𝐷𝑘2(𝑗2)𝐷𝑘1(𝑗1).

Это распространяется и на правые обратные. Обобщенные константы снабдим сим-
волами по такому же правилу. Поэтому для операторов 𝐼(𝑖) для случая (3) должны
принять

𝐷(𝑖) =
𝜕

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
, 𝐼(𝑖) =

𝑥𝑖∫︁
𝑥𝑖0

𝑑𝜂𝑖

𝜉𝑖∫︁
𝑥𝑖0

𝑑𝜉𝑖 . . . (6)

Найдем при 𝑥𝑖0 = 0

𝐶 =
𝑑∏︁
𝑖=1

(𝑐1𝑖 + 𝑐2𝑖𝑥𝑖). (7)

Имеем 2𝑑 параметров, которые далее назовем первичными. Выражение (7) можно
представить в развернутой форме, проведя умножение. Параметры с одним индек-
сом 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2𝑑, которые далее будут определять решение, назовем основными
параметрами. Их число равно 2𝑑.

Используя операторы (6), найдем выражение для ОС с первичными параметрами
как

𝑋
(𝑝1)
1 𝑋

(𝑝2)
2 . . . 𝑋

(𝑝𝑑)
𝑑 𝐶 = 𝑝1!𝑝2! . . . 𝑝𝑑!

𝑑∏︁
𝑖=1

(︃
𝑐1𝑖

𝑥2𝑝𝑖𝑖

(2𝑝𝑖)!
+ 𝑐2𝑖

𝑥
2𝑝𝑖+1

𝑖

(2𝑝𝑖 + 1)!

)︃
.

Приведем основное свойство ОС относительно операторов 𝐷(𝑖):

𝐷(𝑖)𝑋
(𝑝1)
1 𝑋

(𝑝2)
2 . . . 𝑋

(𝑝𝑖)
𝑖 . . . 𝑋

(𝑝𝑑)
𝑑 𝐶 = 𝑝!𝑋

(1)
1 . . . 𝑋

(𝑖−1)
𝑖 . . . 𝑋𝑑𝐶.

Здесь 𝑖 любое из 1, 𝑑.
Напомним, что оператор 𝐷(𝑖) — вторая производная, согласно примеру (3), по

переменной 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ (1, 𝑑).
Для использования функций, которые были названы ОС, важно следующее

соотношение:

(𝐷(1) +𝐷(2) + . . .+𝐷(𝑑))(ℎ1𝑋
()
1 + ℎ2𝑋

()
2 + . . .+ ℎ𝑑𝑋

()
𝑑 )𝑛𝐶 =

= 𝑛(ℎ1 + ℎ2 + . . .+ ℎ𝑑)(ℎ1𝑋
()
1 + . . .+ ℎ𝑑𝑋

()
𝑑 )𝑛−1𝐶, (8)

где ℎ𝑖 — произвольные действительные числа. В этой формуле степень суммы ОС
дана в символической форме. Это суммы однородных многочленов общего порядка 𝑛
вида ∑︁

𝑐𝑝1...𝑝𝑑𝑋
(𝑝1)
1 𝑋

(𝑝2)
2 . . . 𝑋

(𝑝𝑑)
𝑑

при 𝑝1 + . . .+ 𝑝𝑑 = 𝑑𝑛.
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В эти одночлены не входит операция умножения степеней, соответствующих
одной и той же независимой переменной 𝑥𝑖. Докажем это соотношение методом
математической индукции по размерности пространства. Для доказательства разделим
сумму операторов и степеней на две части согласно выражению

𝐴 = [(𝐷(1) + . . .+𝐷(𝑑− 1)) +𝐷(𝑑)][(ℎ1𝑋1 + . . .+ ℎ𝑑−1𝑋𝑑−1) + ℎ𝑑𝑋𝑑]
𝑛𝐶. (9)

Раскроем степень по правилам бинома, рассматривая его как сумму двух слагае-
мых

𝐴 = [(𝐷(1) + . . .+𝐷 (𝑑− 1)) +𝐷 (𝑑)]

[︃
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑛(ℎ1𝑋1 + . . .+ ℎ𝑑−1𝑋𝑑−1)
𝑛−𝑖(ℎ𝑑𝑋𝑑)

𝑖𝐶

]︃
.

Используя сделанное предположение о справедливости формулы (8) при 𝑑− 1 и
применяя оператор к сумме, найдем

𝐴 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑛(𝑛− 𝑖)(ℎ1 + . . .+ ℎ𝑑−1)
𝑛−𝑖−1𝐶 + (𝑋1 + . . .+𝑋𝑑−1)

𝑛−𝑖−1(ℎ𝑑𝑋𝑑)
𝑖𝐶+

+
𝑛∑︁
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑛𝑖(ℎ1𝑋1 + . . .+ ℎ𝑑−1𝑋𝑑−1)

𝑛−𝑖ℎ𝑖𝑑𝑋
(𝑖−1)
𝑑 𝐶.

Сдвинем суммирование во второй сумме и, объединив суммирование, запишем

𝐴 =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

[𝐶𝑖
𝑛(𝑛− 𝑖)(ℎ1 + . . .+ ℎ𝑑−1) + 𝑐𝑖+1

𝑛 (𝑖+ 1)ℎ𝑑](ℎ1𝑋1 + . . .+ ℎ𝑑−1𝑋𝑑−1)
𝑛−1−𝑖ℎ𝑖𝑑𝑋

(𝑖)
𝑑 𝐶.

Учтя равенство
𝐶𝑖
𝑛(𝑛− 1) = 𝐶𝑖+1

𝑛 (𝑖+ 1) = 𝑛𝐶𝑖
𝑛−1,

найдем согласно биномиальной формуле

𝐴 = 𝑛(ℎ1 + . . .+ ℎ𝑑)(ℎ1𝑋1 + . . .+ ℎ𝑑𝑋𝑑)
𝑛−1.

Назовем условие
∑︀
ℎ𝑖 = 0 условием гармоничности. Поэтому выражение

𝑉𝑛 = (ℎ1𝑋1 + . . .+ ℎ𝑑𝑋𝑑)
𝑛𝐶

при условии (9) дает базисную функцию уравнения Лапласа в пространстве 𝑑
измерений. Например, положим 𝑑 = 3, 𝑛 = 2, ℎ1 = ℎ2 = 1, ℎ3 = −2

𝑉2 = (𝑋1 +𝑋2 − 2𝑋3)
2𝐶 = 𝑋

(2)
1 +𝑋

(2)
2 − 4𝑋

(2)
3 + 2𝑋

(1)
1 𝑋

(2)
2 − 4𝑋

(2)
1 𝑋

(2)
3 − 4𝑋

(1)
2 𝑋

(1)
3 .

Согласно (7) имеем 8 функций 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6, 𝑢7, 𝑢8, дающих решение трехмерного
уравнения Лапласа.

Метод построения решения уравнения Лапласа в виде функции от линейной
комбинации независимых переменных хорошо известен [18]. В нашем случае, в
отличие от известного, взята линейная комбинация ОС. Поэтому основное условие
(1) имеет линейный характер, в то время как в первом случае для коэффициентов
требуется выполнение квадратичного условия, которое имеет решение только в поле
комплексных чисел.
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2. Построение решений уравнения Лапласа в пространстве
многих комплексных переменных

Метод построения гармонических функций, приведенный в предыдущем пункте,
не исчерпывает всех возможностей решения поставленной задачи. Далее приведем
способ, который использует комплексные переменные

𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘, 𝑧𝑘 = 𝑥𝑘 − 𝑖𝑦𝑘, 𝑘 = 1, 4, (10)

что упрощает решение и открывает новые возможности.
Этот способ предполагает, что размерность пространства в декартовых координатах

четная 𝑑 = 2𝑠. Для удобства общее число координат разделено на два набора,
обозначенных как 𝑥𝑘 и 𝑦𝑘 при 𝑘 = 1, 4, что и учтено в (10).

Напомним, что размерность пространства, связанного с основной системой, 𝑑 = 8
(𝑠 = 4). Использование комплексного s-мерного пространства делает результаты
более простыми и позволяет строить решения, которые построить ранее приведенным
вариантом ОС было бы трудно.

Запишем соответствующие (10) операторы

𝐷𝑘 = 2
𝜕

𝜕𝑧𝑘
=

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑘
− 𝑖

𝜕

𝜕𝑦𝑘

)︂
, 𝐷̄𝑘 = 2

𝜕

𝜕𝑧𝑘
=

(︂
𝜕

𝜕𝑥𝑘
+ 𝑖

𝜕

𝜕𝑦𝑘

)︂
,

а также их правые обратные

𝐼𝑘 =
1

2

𝑧𝑘∫︁
𝑧𝑘0

𝑑𝜉 . . . , 𝐼𝑘 =
1

2

𝑧𝑘∫︁
𝑧𝑘0

𝑑𝜂 . . . . (11)

Ограничим их действие чисто алгебраическими операциями над переменными 𝑧𝑘, 𝑧𝑘.
Введенные операторы обладают всеми свойствами, необходимыми для применений

метода ОС. Ниже всюду использован параметрический вариант метода ОС. Поэтому
функции, используемые во всех выражениях и конструкциях, являются комплексно-
значными однокомпонентными функциями восьми комплексных переменных 𝑧𝑘, 𝑧𝑘,
𝑘 = 1, 4.

В переменных 𝑧𝑘, 𝑧𝑘 уравнения Лапласа для функций 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 из (2) запишем

4∑︁
𝑘=1

4
𝜕2𝛼𝑖
𝜕𝑧𝑘𝜕𝑧𝑘

= 0,
4∑︁

𝑘=1

4
𝜕2𝛽𝑖
𝜕𝑧𝑘𝜕𝑧𝑘

= 0, 𝑖 = 1, 4 (12)

или, приняв обозначение 𝐷𝑘 = 4 𝜕2

𝜕𝑧𝑘𝜕𝑧𝑘
, как

4∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝛼𝑖 = 0,
4∑︁

𝑘=1

𝐷𝑘𝛽𝑖 = 0, (13)

где через 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 обозначены компоненты кватернионов 𝛼, 𝛽.
Для обобщенной константы 𝐶 найдем согласно (4)

𝐶 =
4∏︁

𝑘=1

(𝑓1𝑘(𝑧𝑘) + 𝑓2𝑘(𝑧𝑘)). (14)
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Здесь 𝑓1𝑘, 𝑓2𝑘 — аналитические функции соответствующих комплексных переменных.
Из (14) следует, что обобщенная константа представлена как произведение заданных
функций одного комплексного переменного.

Найдем ОК, используя общий метод, а именно (4). Положим в (13)

𝐷1 = 2
𝜕

𝜕𝑧𝑘
, 𝐷2 = 2

𝜕

𝜕𝑧𝑘
.

Тогда найдем

𝑐𝑘 = 𝑓1(𝑧𝑘) +
1

2

∫︁
𝑧𝑘0

𝑑𝑧𝑘

(︂
2
𝜕𝑓2(𝑧)

𝜕𝑧

)︂
.

Это совпадает с точностью до константы с указаниями в (14).
После перемножения комплексных 𝑐1𝑘, 𝑐2𝑘 при 𝑘 = 4 имеем 16 комплексных

параметров. Это совпадает с полученным числом 32 ранее при действительных
константах. Если учесть, что при этом каждая комплексная скобка для данных
независимых переменных 𝑧𝑖, 𝑧𝑖 содержит четыре действительных параметра, то после
умножения имеем 44 параметров. Это совпадает с 28 числом параметров, приведенных
ранее при использовании действительных независимых переменных. Это не означает
совпадения функциональной части ОС.

В дальнейшем в качестве 𝑓1𝑘, 𝑓2𝑘 возьмем важный случай степенных функций

𝑓1𝑘 = 𝑐1𝑘𝑧
𝑙𝑘
𝑘 , 𝑓2𝑘 = 𝑐2𝑘𝑧

𝑚𝑘
𝑘 (15)

при действительных заданных числах 𝑙𝑘, 𝑚𝑘.
Компонентные величины 𝑐1𝑘, 𝑐2𝑘 дают в дальнейшем при подстановке в (14) 16

произведений. Назовем эти произвольные постоянные параметрами. Далее будем
использовать интегральные операторы 𝐼𝑘, определив их на основе (11) как

𝐼𝑘 =
1

4

𝑧𝑘∫︁
𝑧𝑘0

𝑑𝜂

𝑧𝑘∫︁
𝑧𝑘0

𝑑𝜉, 𝑘 = 1, 4. (16)

Напомним, что 𝑧𝑘, 𝑧𝑘 рассматриваются как независимые переменные.
Обобщенная степень 𝑋(𝑝)𝐶 определена выражением

𝑋
(𝑝1)
1 𝑋

(𝑝2)
2 𝑋

(𝑝3)
3 𝑋

(𝑝4)
4 𝐶 = 𝑝1!𝑝2!𝑝3!𝑝4!𝐼

𝑝1
1 𝐼

𝑝2
2 𝐼

𝑝3
3 𝐼

𝑝4
4 𝐶 =

4∏︁
𝑘=1

𝑝𝑘!𝐼
𝑝𝑘
𝑘 𝐶. (17)

Левая сторона формулы имеет символический характер и указывает на конструк-
цию и свойства правой части, которая может быть вычислена как комплексная
функция 8 комплексных переменных 𝑧𝑘, 𝑧𝑘, 𝑘 = 1, 4.

По конструкции левая часть дана как обычное произведение функций, зависящих
от различных независящих переменных (разделение переменных).

Действительно, используя (17) и независимость комплексных переменных, проводя
операции интегрирования (16) по комплексным переменным при 𝐶, определенном в
(15), найдем

𝑋
(𝑝1)
1 𝑋

(𝑝2)
2 𝑋

(𝑝3)
3 𝑋

(𝑝4)
4 𝐶 = 22𝑝

4∏︁
𝑘=1

𝑝𝑘!

(︃
𝑙𝑘!𝑧

𝑝𝑘+𝑙𝑘
𝑘 𝑧𝑝𝑘𝑘

(𝑝𝑘 + 𝑙𝑘)!𝑝𝑘!
𝑐𝑘1 +

𝑚𝑘!𝑧
𝑝𝑘
𝑘 𝑧

𝑝𝑘+𝑚𝑘

𝑘

(𝑝𝑘 +𝑚𝑘)!𝑝𝑘!
𝑐𝑘2

)︃
(18)

при 𝑝 = 𝑝1 + 𝑝2 + 𝑝3 + 𝑝4.
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Например, в частном случае 𝑝1 = 𝑝3 = 𝑝4 = 0, 𝑝2 = 1

𝑋
(1)
2 𝐶 =

1

4

(︀
𝑐11𝑧

𝑙1
1 + 𝑐21𝑧

𝑚1
1

)︀(︂
𝑐12
𝑧2𝑧

𝑙2+1

𝑙2 + 1
+ 𝑐22

𝑧𝑚2+1
2 𝑧22
𝑙2 + 1

)︂
×

×
(︀
𝑐13𝑧

𝑙3
3 + 𝑐23𝑧

𝑚3
3

)︀ (︀
𝑐14𝑧

𝑙4
4 + 𝑐24𝑧

𝑚4
4

)︀
.

По построению (18) имеет следующие правила «дифференцирования», т. е. дей-
ствия операторов 𝐷𝑖:

𝐷𝑖

4∏︁
𝑘=1

𝑋
(𝑝𝑘)
𝑘 𝐶 = 𝑝𝑖

4∏︁
𝑘=1

𝑋
(𝑝𝑘−𝛿𝑘𝑖)
𝑘 𝐶, (19)

где 𝛿𝑘𝑖 — символ Кронекера.
Таким образом, имеем последовательность комплексных функций, основным свой-

ством которых является связь между ними, установленная правилом «дифференциро-
вания» (19). Именно оно определяет полезность конструкций ОС.

Составим линейную комбинацию степеней 𝑋(𝑝)𝐶, подставив ее в символической
форме как степень суммы

∑︀
ℎ𝑘𝑋

(1)
𝑘 𝐶:

𝑉𝑛 =

(︃
4∑︁

𝑘=1

ℎ𝑘𝑋
(1)
𝑘

)︃𝑛

𝐶, (20)

где ℎ𝑘 — произвольные действительные числа. Она имеет смысл, ибо умножение ОС
на действительное число законно и не меняет свойства ОС. Эта формула имеет
символическое значение. Выражение (20) должно быть раскрыто по правилам би-
нома и представлено мономами вида 𝑋(𝑝1)

1 . . . 𝑋
(𝑝𝑛)
𝑛 𝐶, которые не должны содержать

произведения степеней с одинаковым нижним индексом.
Формула (9), введенная в п. 1, справедлива, в этом случае найдем

𝐷𝑖

(︃
4∑︁
𝑗=1

ℎ𝑗𝑋
(𝑝)
𝑗

)︃𝑛

= 𝑛ℎ𝑖

(︃
4∑︁
𝑗=1

ℎ𝑗𝑋
(𝑝−1)
𝑗

)︃𝑛−1

. (21)

Из вида (21) следует, что выражение 𝑉𝑛, введенное в (20), удовлетворяет (12),
если потребовать

4∑︁
𝑗=1

ℎ𝑗 = 0. (22)

Аналогично п. 1 назовем условие (22) условием гармоничности, ибо выражение
(20) в этом случае удовлетворяет уравнению Лапласа (13) и дает последовательность
его решений.

Полученные результаты позволяют получить решение уравнения метагармониче-
ского типа. Есть возможность построить решение методом ОС в несколько другом
виде.

Построение функций на основе полученного базиса и являющихся формальными
аналогами элементарных функций предполагается провести в следующем сообщении.

Метод параметрических ОС без каких-либо трудностей может быть распространен
на уравнения параболического типа, ибо в этом случае ОК — это просто постоянная,
а соответствующий интегральный оператор — однократное интегрирование.
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Заключение

В работе показано, что решение обобщенной системы Коши–Римана может
быть получено на основе двух кватернионных функций с компонентами, которые
являются гармоническими функциями восьми действительных переменных. Приведен
метод построения гармонических функций в многомерном пространстве любого
числа действительных переменных. Дано развитие метода обобщенных степеней
в комплексном четырехмерном пространстве с целью построения гармонических
функций. Указано на возможность дальнейшего развития метода.
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