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Аннотация. В данной работе изучается неоднородная краевая задача Римана с конечным
индексом и краевым условием на луче для одного обобщенного уравнения Коши–Римана с
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Abstract. In this paper, we study an inhomogeneous Riemann boundary value problem with a
finite index and a boundary condition on a ray for a generalized Cauchy –Riemann equation with
a singular coefficient. For the solution of this problem, we derived a formula for the general
solution of the generalized Cauchy–Riemann equation under constraints that led to an infinite
index of logarithmic order of the accompanying problem for analytical functions. We have obtained
a formula for the general solution of the Riemann problem and conducted a complete study of
the existence and the number of solutions of a boundary value problem for generalized analytic
functions with a singular line.
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Введение

В плоскости C комплексного переменного 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 = 𝑟𝑒𝑖𝜃 рассмотрим область
𝐷, границей которой служит луч Γ = {𝑧 : Re 𝑧 > 1, Im 𝑧 = 0}, и мнимую ось
𝐿 = {𝑧 : Re 𝑧 = 0}. В области 𝐷 рассмотрим частный случай обобщенной системы
Коши–Римана с сингулярной линией 𝐿

𝜕𝑧𝑈 − 𝐴(𝑧)𝑈 = 𝐹 (𝑧), 𝐴(𝑧) =
𝑎(𝑧)

𝑧 + 𝑧
. (1)

Для решений 𝑈(𝑧) этой системы в области 𝐷 исследуем задачу Римана с краевым
условием на луче Γ

𝑈+(𝑡) = 𝐺(𝑡)𝑈−(𝑡) + 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ Γ, (2)

с непрерывными по Гельдеру всюду на Γ, включая бесконечно удаленную точку,
функциями ln𝐺(𝑡) и 𝑔(𝑡). В формуле (2) 𝑈+(𝑡), 𝑈−(𝑡)− предельные значения функции
𝑈(𝑧) при 𝑧 → 𝑡 слева и справа, т.е. при Im 𝑧 > 0 и Im 𝑧 < 0 соответственно. Решение
краевой задачи проведем с использованием структурной формулы общего решения
системы (1). Эту формулу выведем при достаточно общих ограничениях, приводящих
к бесконечному индексу сопутствующей краевой задачи для аналитических функций.

Теория обобщенных аналитических функций с регулярными коэффициентами
построена И. Н. Векуа (см. [1] и библиографию). Решению обобщенной системы
Коши–Римана

𝜕𝑧𝑈 + 𝐴(𝑧)𝑈 +𝐵(𝑧)𝑈 = 𝐹 (𝑧),

коэффициенты которой обращаются в бесконечность степенного порядка на некото-
рой линии 𝐿 (𝐿— сингулярная линия), и изучению краевых задач для ее решений
посвящены работы [2–11] и др. Метод построения решений такой системы основан
на купировании сингулярной линии семейством областей с последующим предельным
переходом в последовательности построенных решений. Интересное развитие этого
подхода к решению обобщенной системы Коши–Римана с сингулярной и сверхсин-
гулярной линией в конечной односвязной области с гладкой границей разработано
в статье А. Б. Расулова и А. П. Солдатова [11]. Полученное решение применено к
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изучению задачи, объединяющей черты задач линейного сопряжения и Гильберта.
Аналогичный подход был применен для решения задачи типа Гильберта в [12].

Следует отметить, что в приведенных выше работах рассматривались задачи, при-
водящиеся к краевым задачам теории аналитических функций с конечным индексом.
А. Б. Расулов обратил внимание на то, что при решении краевой задачи с конечным
индексом для обобщенных аналитических функций с сингулярной линией она может
трансформироваться в аналогичную задачу теории аналитических функций, но с
бесконечным индексом. Эта ситуация описана в работе [13] для задачи Римана
на полуокружности и задачи Римана и Римана–Гильберта на гладком замкнутом
контуре [14]. Приведены формулы общего решения и обсуждается разрешимость
краевых задач.

Начало исследования задачи Римана в случае бесконечного индекса для ана-
литических функций было положено Н. В. Говоровым. Его результаты по краевой
задаче Римана с бесконечным индексом степенного порядка с краевым условием на
гладком разрезе составили содержание монографии [15] и инициировали развитие
тематики краевых задач с бесконечным индексом. Этой проблеме посвящен ряд работ
других авторов. Широкое развитие данной тематики содержится в монографии [16].
Задача Римана с бесконечным индексом на криволинейном контуре рассмотрена
в [17]. Задача Римана с бесконечным индексом логарифмического порядка на гладком
разрезе была исследована П. Г. Юровым [18,19].

1. Решение эллиптической системы

Следуя [11], мы будем предполагать, что для 𝐴(𝑧) существует такая аналитическая
в 𝐷, ограниченная в 𝐷 функция 𝑎0(𝑧), что

𝐴0(𝑧) :=
𝑎(𝑧) − 𝑎0(𝑧)

𝑧 + 𝑧
∈ 𝐿𝑝,2(𝐷), 𝑝 > 2. (3)

Граничные значения функции 𝑎0(𝑧), т. е. функции 𝑎+0 (𝑥), 𝑎−0 (𝑥), будем считать непре-
рывными по Гельдеру всюду на Γ, включая бесконечно удаленную точку, в которой
они принимают чисто мнимые значения. Кроме того, на функцию 𝑎0(𝑧) дополнительно
налагаем следующие ограничения:

|𝑎0(𝑧) − 𝑎0(−𝑧)| 6 𝐾(|𝑧 + 𝑧|𝛼), 𝑥→ 0, 0 < 𝛼 6 1, (4)

𝑎0(𝑧) = 𝑂(|𝑧|−𝛾), 𝑧 → +∞, 𝛾 > 0, 𝑦 ̸= 0, (5)

𝑎0(𝑧) = 𝑂(|𝑧|), 𝑧 → 0. (6)

Отметим, что мы несколько ослабили ограничения из [11] на функции 𝑎0(𝑧), отка-
завшись от непрерывности 𝑎0(𝑧) на Γ и требования обращения в нуль функции 𝑎0(𝑧)
в точках пересечения контура Γ и сингулярной линии. Эти изменения при решении
краевой задачи приведут к случаю бесконечного индекса при редукции к аналогичной
задаче теории аналитических функций.

Выведем формулу общего решения уравнения (1) в области 𝐷 методом из работы
[11]. Пусть 𝜀 малое положительное число, 𝐸1/𝜀 — круг радиуса 1/𝜀 с центром в начале
координат. Введем области 𝐷±

𝜀 = 𝐸1/𝜀 ∩ {𝑧 : ±Re 𝑧 > 𝜀} ∩ 𝐷. Граница области 𝐷−
𝜀

состоит из части полуокружности 𝛾−1/𝜀 и вертикального отрезка 𝐿−
𝜀 . Граница области

𝐷+
𝜀 состоит из части полуокружности 𝛾+1/𝜀, вертикального отрезка 𝐿+

𝜀 и разреза Γ𝜀 по
лучу Γ. Теперь введем открытое множество 𝐷𝜀 = 𝐷−

𝜀 ∪𝐷+
𝜀 .
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Обозначим символом 𝑇𝜀𝐴 интегральный оператор Векуа по объединению областей
𝐷𝜀. Нам нужно убедиться, что (𝑇𝜀𝐴)(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐾, равномерно сходится при 𝜀 → 0 к
пределу Ω(𝑧) на любом компакте 𝐾, 𝐾 ∈ 𝐷−

𝜀 ∪ 𝐷+
𝜀 , причем 𝜕𝑧Ω(𝑧) = 𝐴(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐾.

Следуя [11], представим 𝑇𝜀𝐴 в виде

(𝑇𝜀𝐴)(𝑧) = (𝑇𝜀𝐴0)(𝑧) − 𝐼𝜀(𝑧), 𝐼𝜀(𝑧) =
1

𝜋

∫︁
𝐷𝜀

𝑎0(𝜁)

𝜁 + 𝜁
· 𝑑2𝜁

𝜁 − 𝑧
,

причем последний интеграл понимаем как

𝐼𝜀(𝑧) = lim
𝛿→0

1

𝜋

∫︁
𝐷𝜀,𝛿

𝑎0(𝜁)

𝜁 + 𝜁
· 𝑑2𝜁

𝜁 − 𝑧
, 𝐷𝜀,𝛿 = 𝐷𝜀 ∩ {|𝜁 − 𝑧| > 𝛿}.

Правую часть равенства преобразуем по формуле Грина

1

𝜋

∫︁
𝐷𝜀,𝛿

𝑎0(𝜁)

𝜁 + 𝜁
· 𝑑2𝜁

𝜁 − 𝑧
= − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁
𝜕𝐷−

𝜀

+

∫︁
𝜕𝐷+

𝜀

⎞⎟⎠ 𝑎0(𝑡) ln |𝑡+ 𝑡|
𝑡− 𝑧

𝑑𝑡+
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑧−𝑡|=𝛿

𝑎0(𝑡) ln |𝑡+ 𝑡|
𝑡− 𝑧

𝑑𝑡.

После перехода к пределу по 𝛿 → 0 получим

𝐼𝜀(𝑧) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁
𝜕𝐷−

𝜀

+

∫︁
𝜕𝐷+

𝜀

⎞⎟⎠ 𝑎0(𝑡) ln |𝑡+ 𝑡|
(𝑡− 𝑧)

𝑑𝑡− 𝑎0(𝑧) ln |𝑧 + 𝑧|. (7)

Поскольку начало координат не принадлежит областям 𝐷−
𝜀 , 𝐷+

𝜀 , формулу (7) с учетом
теоремы Коши перепишем так:

𝐼𝜀(𝑧) = − 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝐷−

𝜀

(︂
ln |𝑡+ 𝑡|
𝑡− 𝑧

− ln(−2𝑡)

𝑡

)︂
𝑎0(𝑡) 𝑑𝑡−

− 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝐷+

𝜀

(︂
ln |𝑡+ 𝑡|
𝑡− 𝑧

− ln(2𝑡)

𝑡

)︂
𝑎0(𝑡) 𝑑𝑡− 𝑎0(𝑧) ln |𝑧 + 𝑧|. (8)

Пусть 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦— фиксированная точка из компакта 𝐾 и 𝑧 ∈ 𝐷+
𝜀 . Выберем 𝜀

настолько малым, чтобы выполнялись неравенства |𝑧| < 1/𝜀, Re 𝑧 > 𝜀. Рассмотрим
входящие в правую часть формулы (8) криволинейные интегралы. Для интеграла по
дуге окружности 𝛾+1/𝜀 с использованием условия (5) выводим оценку⃒⃒⃒⃒

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝛾+
1/𝜀

𝑎0(𝑡) ln |𝑡+ 𝑡|
(𝑡− 𝑧)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
⎛⎝ 0∫︁

− arccos 𝜀2

+

arccos 𝜀2∫︁
0

⎞⎠ ln

(︂
2 cos 𝜃

𝜀

)︂
𝑎(𝑒𝑖𝜃/𝜀)

𝑒𝑖𝜃/𝜀− 𝑧
· 𝑖𝑒

𝑖𝜃𝑑𝜃

𝜀

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6
𝐶𝜀𝛾

(1 − 𝜀|𝑧|)
ln

2

|𝜀|
.
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Аналогичные неравенства получаем и для остальных интегралов по дугам окруж-
ностей. Таким образом, имеет место следующее асимптотическое равенство:⎛⎜⎜⎝∫︁

𝛾−
1/𝜀

+

∫︁
𝛾+
1/𝜀

⎞⎟⎟⎠ 𝑎0(𝑡)

(︂
ln |𝑡+ 𝑡|
𝑡− 𝑧

− ln(±2𝑡)

𝑡

)︂
𝑑𝑡 = 𝑂

(︂
𝜀𝛾 ln

1

𝜀

)︂
, 𝜀→ 0. (9)

Теперь рассмотрим криволинейный интеграл из (7) по 𝐿−
𝜀 , 𝐿+

𝜀 , который представим в
виде ⎛⎜⎝∫︁

𝐿−
𝜀

+

∫︁
𝐿+
𝜀

⎞⎟⎠ 𝑎0(𝑡) ln |𝑡+ 𝑡|
𝑡− 𝑧

𝑑𝑡 = 𝑖 ln(2𝜀)

√
1−𝜀4/𝜀∫︁

−
√
1−𝜀4/𝜀

[︂
𝑎0(−𝜀+ 𝑖𝜂)

−𝜀+ 𝑖𝜂 − 𝑧
− 𝑎0(𝜀+ 𝑖𝜂)

𝜀+ 𝑖𝜂 − 𝑧

]︂
𝑑𝜂.

Отсюда с привлечением условия (4) и ограниченности функции 𝑎0(𝑡) выводим⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⎛⎜⎝∫︁
𝐿−
𝜀

+

∫︁
𝐿+
𝜀

⎞⎟⎠ 𝑎0(𝑡) ln |𝑡+ 𝑡|
(𝑡− 𝑧)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 𝑂

(︂
𝜀𝛼 ln2 1

𝜀

)︂
, 𝜀→ 0. (10)

Такое же соотношение получим при 𝜀→ 0 и для суммы интегралов⎛⎜⎝∫︁
𝐿−
𝜀

+

∫︁
𝐿+
𝜀

⎞⎟⎠ 𝑎0(𝑡)
ln(∓2𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 =

=

√
1−𝜀4/𝜀∫︁

−
√
1−𝜀4/𝜀

[︂
𝑎0(−𝜀+ 𝑖𝜂)

−𝜀+ 𝑖𝜂
ln(2𝜀− 𝑖2𝜂) − 𝑎0(𝜀+ 𝑖𝜂)

𝜀+ 𝑖𝜂
ln(2𝜀+ 𝑖2𝜂)

]︂
𝑑𝜂.

Правую часть последней формулы перепишем так:⎛⎜⎝∫︁
𝐿−
𝜀

+

∫︁
𝐿+
𝜀

⎞⎟⎠ 𝑎0(𝑡)
ln(∓2𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 =

√
1−𝜀4/𝜀∫︁

−
√
1−𝜀4/𝜀

ln(2𝜀− 𝑖2𝜂)

[︂
𝑎0(−𝜀+ 𝑖𝜂)

−𝜀+ 𝑖𝜂
− 𝑎0(𝜀+ 𝑖𝜂)

𝜀+ 𝑖𝜂

]︂
𝑑𝜂+

+

√
1−𝜀4/𝜀∫︁

−
√
1−𝜀4/𝜀

𝑎0(𝜀+ 𝑖𝜂)
ln(2𝜀− 𝑖2𝜂)/(2𝜀+ 𝑖2𝜂)

𝜀+ 𝑖𝜂
𝑑𝜂.

Модуль первого слагаемого оценивается с использованием условия (4) и ограни-
ченности функции 𝑎0(𝑧) величиной 𝑂

(︀
𝜀𝛼 ln2 1

𝜀

)︀
, 𝜀 → 0. Оценим по модулю второе

слагаемое ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

√
1−𝜀4/𝜀∫︁

−
√
1−𝜀4/𝜀

𝑎0(𝜀+ 𝑖𝜂)
ln(2𝜀− 𝑖2𝜂)/(2𝜀+ 𝑖2𝜂)

𝜀+ 𝑖𝜂
𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 6
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6 2

⎛⎜⎝
√
𝜀∫︁

0

+

√
1−𝜀4/𝜀∫︁
√
𝜀

⎞⎟⎠ |𝑎0(𝜀+ 𝑖𝜂)| arctg(𝜀/𝜂)√︀
𝜀2 + 𝜂2

𝑑𝜂.

С использованием условия (6) имеем

√
𝜀∫︁

0

|𝑎0(𝜀+ 𝑖𝜂)| arctg(𝜀/𝜂)√︀
𝜀2 + 𝜂2

𝑑𝜂 = 𝑂

(︂√
𝜀 ln

1

𝜀

)︂
, 𝜀→ 0.

С учетом неравенства |𝑎0(𝑧)| 6 𝐶 для некоторой постоянной 𝐶 простой оценкой
интеграла получим

√
1−𝜀4/𝜀∫︁
√
𝜀

|𝑎0(𝜀+ 𝑖𝜂)| arctg(𝜀/𝜂)√︀
𝜀2 + 𝜂2

𝑑𝜂 6 𝐶
√
𝜀 ln

1

𝜀3/2
.

Таким образом, получена следующая асимптотическая формула:⎛⎜⎝∫︁
𝐿−
𝜀

+

∫︁
𝐿+
𝜀

⎞⎟⎠ 𝑎0(𝑡)
ln(∓2𝑡)

𝑡
𝑑𝑡 = 𝑂

(︂
𝜀𝛽 ln

1

𝜀

)︂
, 𝜀→ 0, 𝛽 = min{𝛼, 1/2}. (11)

Наконец, для интеграла по обоим берегам разреза Γ𝜀 = {𝑡, 1 < 𝑡 < 1/𝜀} имеем

∫︁
Γ−
𝜀

𝑧𝑎−0 (𝑡) ln(2𝑡)

𝑡(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡+

∫︁
Γ+
𝜀

𝑧𝑎+0 (𝑡) ln(2𝑡)

𝑡(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡 =

1/𝜀∫︁
1

𝑧(𝑎+0 (𝑡) − 𝑎−0 (𝑡)) ln(2𝑡)

𝑡(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡. (12)

Здесь 𝑎−0 (𝑡), 𝑎+0 (𝑡) — краевые значения аналитической функции 𝑎0(𝑧) на левом и
правом берегах разреза.

В равенстве (8), принимая во внимание оценки (9)–(11) и формулу (12), переходим
к пределу по 𝜀→ 0 при фиксированном 𝑧 ∈ 𝐾:

lim
𝜀→0

𝐼𝜀(𝑧) = − 𝑧

2𝜋𝑖

+∞∫︁
1

(𝑎+0 (𝑡) − 𝑎−0 (𝑡)) ln(2𝑡)

𝑡(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡− 𝑎0(𝑧) ln |𝑧 + 𝑧|.

Вблизи бесконечно удаленной точки имеем [19]

− 𝑧

2𝜋𝑖

+∞∫︁
1

(𝑎−0 (𝑡) − 𝑎+0 (𝑡)) ln |2𝑡|
𝑡(𝑡− 𝑧)

𝑑𝑡 = −𝑎
−
0 (+∞) − 𝑎+0 (+∞)

4𝜋𝑖
ln2 𝑧−

−𝑎
−
0 (+∞) − 𝑎+0 (+∞)

2
ln 𝑧 +𝑂(1), |𝑧| → +∞. (13)

Итак, доказано, что при условиях (4)–(6) функция 𝐼+𝜀 (𝑧) равномерно сходится на
компакте к пределу (11) и 𝜕𝑧Ω(𝑧) = 𝐴(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐾.

Математика 63



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2023. Т. 23, вып. 1

Следовательно (см. [11]), если выполнены условия (3)–(6) и (𝑒−Ω𝐹 )(𝑧) ∈ 𝐿𝑝,2(𝐷),
то общее решение уравнения (1) в области 𝐷 в классе функций с ограниченным
произведением 𝑈(𝑧)𝑒−Ω(𝑧) задается формулами вида

𝑈(𝑧) = 𝑒Ω(𝑧)[(𝑇 (𝑒−Ω𝐹 ))(𝑧) + 𝜑(𝑧)], (14)

где функция

Ω(𝑧) = (𝑇𝐴0)(𝑧) +
𝑧

2𝜋𝑖

+∞∫︁
1

(𝑎−0 (𝑡) − 𝑎+0 (𝑡)) ln 2𝑡

𝑡(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡+ 𝑎0(𝑧) ln |𝑧 + 𝑧|, (15)

интегральный оператор Векуа

(𝑇𝐴0)(𝑧) = − 1

𝜋

∫︁
𝐷

𝐴+
0 (𝜁) 𝑑2𝜁

𝜁 − 𝑧
, 𝑧 ∈ 𝐷,

действует [1] из 𝐿𝑝,2(𝐷), 𝑝 > 2, в класс Гельдера 𝐻(𝐷), функция 𝜑(𝑧) аналитична в
области 𝐷.

2. Решение задачи Римана

Для функции 𝑈(𝑧), удовлетворяющей уравнению (1) в 𝐷, рассмотрим задачу
Римана с краевым условием

𝑈+(𝑡) = 𝐺(𝑡)𝑈−(𝑡) + 𝑔(𝑡), 𝑡 ∈ Γ, (16)

где 𝐺(𝑡) и 𝑔(𝑡) непрерывны по Гельдеру всюду на Γ, включая бесконечно удаленную
точку. Привлекая формулы (14), перепишем краевое условие (16) в виде краевого
условия задачи Римана для аналитической в области 𝐷 функции 𝜑(𝑧)

𝜑+(𝑡) = 𝐺1(𝑡)𝜑
−(𝑡) + 𝑔1(𝑡), 𝑡 ∈ Γ, 𝐺1(𝑡) =

𝑒Ω
−(𝑡)𝐺(𝑡)

𝑒Ω+(𝑡)
,

𝑔1(𝑡) =
𝑔(𝑡)

𝑒Ω+(𝑡)
+
𝐺(𝑡)𝑒Ω

−(𝑡)𝑇
(︁
𝑒−Ω−

𝐹−
)︁

(𝑡)

𝑒Ω+(𝑡)
− 𝑇

(︁
𝑒−Ω+

𝐹+
)︁

(𝑡).

(17)

Обозначим односторонние пределы функции 𝑎±0 (𝑥) в бесконечности символами
𝑎±0 (+∞) = 𝑖𝜈±. В соответствии с равенствами (15), (13) для функции Ω(𝑧) вблизи
бесконечно удаленной точки справедлива формула

Ω(𝑧) =
𝜈− − 𝜈+

4𝜋
ln2 𝑧 + 𝑖

𝜈− − 𝜈+

2
ln 𝑧 + 𝑎0(𝑧) ln |𝑧 + 𝑧| +𝑂(1), |𝑧| → +∞.

Отсюда выводим

Ω+(𝑡) =
𝜈− − 𝜈+

4𝜋
ln2 𝑡+ 𝑖

𝜈− + 𝜈+

2
ln 𝑡+𝑂(1), 𝑡→ +∞,

Ω−(𝑡) =
𝜈− − 𝜈+

4𝜋
ln2 𝑡+ 𝑖

3𝜈− − 𝜈+

2
ln 𝑡+𝑂(1), 𝑡→ +∞.
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С учетом приведенной асимптотики из формулы (17) получим

𝑎𝑟𝑔𝐺1(𝑡) = (𝜈− − 𝜈+) ln 𝑡+ 𝜙(𝑡), 𝑡 ∈ (1,+∞), 𝜙(𝑡) ∈ 𝐻(1,+∞), (18)

ln |𝐺1(𝑡)| = 𝜓(𝑡), 𝜓(𝑡) ∈ 𝐻(1,+∞),

𝑔1(𝑡) = exp

{︂
𝜈+ − 𝜈−

4𝜋
ln2 𝑡− 𝑖

𝜈− + 𝜈+

2
ln 𝑡

}︂
𝑂(1).

Вместе с задачей (17) рассмотрим соответствующую однородную задачу

𝜑+(𝑡) = 𝐺1(𝑡)𝜑
−(𝑡). (19)

Нас интересует ситуация, когда функции ln |𝐺1(𝑡)|, 𝑔1(𝑡) непрерывны по Гельдеру на
(1,+∞), включая бесконечно удаленную точку, а индекс краевой задачи Римана (18)
равен +∞, поэтому будем считать выполненными условия{︃

𝜈− + 𝜈+ 6 0,

𝜈− − 𝜈+ > 0.
(20)

Таким образом, задачу (16) сводим к краевой задаче Римана (17) на разрезе
для аналитических функций с бесконечным индексом и завихрением в бесконечно
удаленной точке логарифмического порядка. Полное решение этой задачи проведено
П. Г. Юровым в [18] (см. также [20]) и традиционно представлено в виде суммы
частного решения неоднородной задачи (17) и общего решения соответствующей
однородной задачи (19). Формулу последнего мы позаимствуем из более поздней
работы [20] как более наглядную. Именно в [20] общее решение задачи (19) с
краевым условием на разрезе по положительной действительной полуоси с началом в
точке с координатой, равной единице для функции, аналитической и ограниченной в
комплексной плоскости с разрезом, представлено формулой

𝜑(𝑧) = 𝑒(𝜈
+−𝜈−)𝑇*(𝑧)/4𝜋𝑋(𝑧)𝑓(𝑧), 𝑋(𝑧) = 𝑒Γ(𝑧), (21)

𝑇*(𝑧) :=

{︃
𝑇 (𝑧), Im 𝑧 > 0,

𝑇 (𝑧), Im 𝑧 < 0,
Γ(𝑧) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

ln[𝐺1(𝜏)𝑒(𝜈
−−𝜈+)Re𝑇 (𝜏)/2𝜋]

𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
.

Здесь 𝑇 (𝑧) := (𝑙𝑛(𝑧 + 𝑖) − 𝑖𝜋)2, под (𝑙𝑛(𝑧) − 𝑖𝜋)2 будем понимать непрерывную одно-
значную ветвь, аналитическую в верхней полуплоскости Im 𝑧 > 0, кроме точек 𝑧 = 0,
𝑧 = 1. Наконец, 𝑓(𝑧)− произвольная целая функция нулевого порядка, удовлетворяю-
щая условию

|𝑓(𝑡)| < 𝐶𝑒(𝜈
−−𝜈+)Re𝑇 (𝑡)/4𝜋, 𝑡 ∈ Γ. (22)

Следовательно, множество решений однородной краевой задачи Римана (19) зависит
от множества целых функций нулевого порядка, удовлетворяющих условию (22).
Именно [18] если 𝜈− − 𝜈+ < 0, то однородная задача (19) неразрешима в классе
ограниченных аналитических функций, при 𝜈− − 𝜈+ = 0 задача (19) имеет единствен-
ное решение вида (21), где 𝑓(𝑧) = const. Если 𝜈− − 𝜈+ > 0, то однородная задача
(19) имеет бесконечно много решений, заданных формулой (21), в которой 𝑓(𝑧) —
произвольная целая функция нулевого порядка, удовлетворяющая условию (22).
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Формулу частного решения 𝜑0(𝑧) неоднородной задачи (17) возьмем из работы
П. Г. Юрова [18]

𝜑0(𝑧) =
𝑓0(𝑧)𝑋(𝑧)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑔1(𝜏)𝑑𝜏

𝑓0(𝜏)𝑋+(𝜏)(𝜏 − 𝑧)
, 𝑋1(𝑧) = exp

⎧⎨⎩ 𝑧

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

ln𝐺1(𝜏)𝑑𝜏

𝜏(𝜏 − 𝑧)

⎫⎬⎭ ,

где

𝑓0(𝑧) =
∞∏︁
𝑘=1

(︂
1 +

𝑧

𝑟𝑘

)︂
, 𝑛𝑓0(𝑟) =

[︂
1

2
+
𝜈− − 𝜈+

2𝜋
ln 𝑟

]︂
,

все нули функции 𝑓0(𝑧) лежат на отрицательной полуоси, 𝑛𝑓0(𝑟) — считающая функ-
ция нулей целой функции 𝑓0(𝑧), а [𝑥] обозначает целую часть числа 𝑥.

Таким образом, общее решение неоднородной задачи (17) в случае 𝜈− − 𝜈+ > 0
можно представить формулой

𝜑(𝑧) =
𝑋1(𝑧)𝑓0(𝑧)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑔1(𝜏)𝑑𝜏

𝑓0(𝜏)𝑋+(𝜏)(𝜏 − 𝑧)
+𝑋(𝑧)𝑒(𝜈

+−𝜈−)𝑇*(𝑧)/4𝜋𝑓(𝑧), (23)

в которой 𝑓(𝑧) — произвольная целая функция нулевого порядка, удовлетворяющая
условию (22).

Если 𝜈− − 𝜈+ = 0, то задача (17) имеет единственное решение, представленное
формулой (23) с 𝑓(𝑧) = const.

Если 𝜈− − 𝜈+ < 0, то задача (17) имеет [18] единственное решение

𝜑(𝑧) =
𝑋1(𝑧)

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑔1(𝜏)𝑑𝜏

𝑋+
1 (𝜏)(𝜏 − 𝑧)

при выполнении следующей системы условий:∫︁
Γ

𝑓0(𝜏)

𝑋+
1 (𝜏)

· 𝑔1(𝜏)𝑑𝜏

𝜏 + 𝑟𝑘
= 0, 𝑘 = 1,∞.

На основании изложенного выше получается следующая

Теорема. Пусть для коэффициентов уравнения (1) выполнены условия (3)–(6)
и (𝑒−Ω𝐹 )(𝑧) ∈ 𝐿𝑝,2(𝐷), 𝑝 > 2, односторонние пределы на бесконечности функции
𝑎±0 (𝑥) удовлетворяют системе неравенств (20). Тогда если 𝜈− − 𝜈+ > 0, то
неоднородная задача Римана (16) имеет бесконечное множество решений в классе
функций 𝑈(𝑧), удовлетворяющих уравнению (1) в области 𝐷 с ограниченным
произведением 𝑈(𝑧)𝑒−Ω(𝑧). Общее решение задачи (16) представляется формулой
(14) с 𝜑(𝑧) в виде (21), в которой 𝑓(𝑧) — произвольная целая функция нулевого
порядка, удовлетворяющая условию (22). Если 𝜈− − 𝜈+ = 0, то неоднородная
задача Римана имеет единственное решение, представимое формулой (14) с 𝜑(𝑧)
в виде (21), в которой 𝑓(𝑧) = const.
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