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Аннотация. В работе исследуются различные разновидности показателей колеблемости
(верхние или нижние, сильные или слабые) нестрогих знаков, нулей и корней ненулевых
решений линейных однородных дифференциальных уравнений третьего порядка с непрерыв-
ными и ограниченными на положительной полуоси коэффициентами. Ненулевое решение
линейного однородного уравнения не может обнуляться в силу теоремы существования и
единственности. Поэтому спектры всех перечисленных показателей колеблемости (т. е. их
множества значений на ненулевых решениях) состоят из одного нулевого значения. Известно,
что спектры показателей колеблемости линейных однородных уравнений второго порядка
также состоят из одного значения. Следовательно, на множестве решений уравнений до
второго порядка наблюдается остаточность всех характеристик колеблемости. На множестве
решений уравнений третьего порядка сильные показатели колеблемости гиперкорней не
являются остаточными, т. е. не являются инвариантными относительно изменения решения на
любом конечном участке полуоси времени. Доказано, что на множестве решений уравнений
третьего порядка сильные показатели колеблемости нестрогих знаков, нулей и корней не
являются остаточными. Параллельно доказано существование функции из указанного мно-
жества, обладающей следующими свойствами: все перечисленные показатели колеблемости
являются точными, но не абсолютными. При этом все сильные показатели, как и все слабые,
равны между собой.
Ключевые слова: дифференциальные уравнения, колеблемость, число нулей, частота Сер-
геева, показатель колеблемости, остаточный функционал
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Abstract. In this paper, we study various types of exponents of oscillation (upper or lower,
strong or weak) of non-strict signs, zeros, and roots of non-zero solutions of linear homogeneous
differential equations of the third order with continuous and bounded coefficients on the positive
semi-axis. A nonzero solution of a linear homogeneous equation cannot be zeroed due to the
existence and uniqueness theorem. Therefore, the spectra of all the listed exponents of oscillation
(i.e. their sets of values on nonzero solutions) consist of one zero value. In addition, it is known
that the spectra of the oscillation exponents of linear homogeneous equations of the second order
also consist of a single value. Consequently, on the set of solutions of equations up to the second
order there is a residual of all exponents of oscillation. On the set of solutions of third-order
equations, strong exponents vibrations of hyper roots are not residual, i.e. are not invariant with
respect to the change in the solution at any finite section of the half-axis of time. In this article,
it is proved that on the set of solutions of third-order equations, strong oscillation indices of
non-strict signs, zeros, and roots are not residual. In parallel, the existence of a function from
the specified set with the following properties is proved: all listed exponents of oscillation are
accurate, but not absolute. At the same time, all strong exponents like all weak ones, are equal
to each other.
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oscillation, residual functional
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Введение
Ляпуновские характеристики колеблемости решений линейных однородных диф-

ференциальных уравнений и систем впервые были введены И. Н. Сергеевым в рабо-
тах [1–4]. Новое направление успешно развивается не только учениками И. Н. Сер-
геева и его российскими коллегами, но и белорусскими [5–10].
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В настоящей работе будем рассматривать следующие их разновидности:
– показатели колеблемости нулей, смен знаков (строгих или нестрогих), корней

или гиперкорней;
– верхние или нижние показатели колеблемости (в случае их совпадения —

точные);
– сильные или слабые показатели колеблемости (в случае их совпадения —

абсолютные).
Подсчет последних происходит путем усреднения числа нулей (или смен знаков,

или корней, или гиперкорней) проекции решения 𝑥 дифференциальной системы на
какую-либо прямую, причем эта прямая выбирается так, чтобы полученное среднее
значение оказалось минимальным: если указанная минимизация производится перед
усреднением, то получаются слабые показатели колеблемости, а если после, то —
сильные показатели колеблемости. При этом для вычисления этих характеристик
решения 𝑦 линейного уравнения 𝑛-го порядка осуществляется переход к вектор-
функции 𝑥 = (𝑦, 𝑦̇, . . . , 𝑦(𝑛−1)).

Важным свойством ляпуновских характеристик, призванным облегчить их иссле-
дование, является остаточность [11], т. е. инвариантность относительно изменения
решения на любом конечном участке полуоси времени. Свойство остаточности на мно-
жестве решений линейных однородных дифференциальных уравнений произвольного
порядка сначала для скалярных частот строгих смен знаков и нулей было установле-
но И. Н. Сергеевым в [1] (аналогично доказывается и остаточность частот корней).
Слабые показатели колеблемости гиперкорней любых решений, как оказалось [3],
всегда совпадают с их показателями блуждаемости, которые являются остаточными.

Далее, для решений линейных однородных уравнений первого порядка все ха-
рактеристики колеблемости равны нулю, так как эти решения попросту не имеют
нулей, а для всех решений любого уравнения второго порядка все верхние (как и
все нижние) частоты равны между собой, поскольку нули его решений чередуются
и в принципе не могут быть кратными [12]. Следовательно, на множестве решений
уравнений первого и второго порядков наблюдается остаточность всех характеристик
колеблемости.

Отсутствие свойства остаточности у всех сильных показателей колеблемости
решений дифференциальных систем доказано в работах [13, 14], а у сильных по-
казателей колеблемости гиперкорней на множестве решений уравнений третьего
порядка — в [15]. В настоящей статье обсуждаются вопросы остаточности у сильных
показателей колеблемости нестрогих знаков, нулей и корней на множестве решений
линейных однородных уравнений третьего порядка.

1. Основные обозначения и определения
Для заданного натурального 𝑛 рассмотрим множество ℰ𝑛 линейных однородных

уравнений 𝑛-го порядка

𝑦(𝑛) + 𝑎1(𝑡)𝑦
(𝑛−1) + · · ·+ 𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦̇ + 𝑎𝑛(𝑡)𝑦 = 0, 𝑡 ∈ R+ ≡ [0; +∞),

задаваемых ограниченными непрерывными функциями

𝑎 ≡ (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) : R+ → R𝑛,

с которыми в дальнейшем и будем отождествлять сами уравнения.
Множество всех ненулевых решений уравнения 𝑎 ∈ ℰ𝑛 обозначим через 𝒮*(𝑎).

Далее, звездочкой снизу будем помечать любое линейное пространство, в котором
выколот нуль. Положим 𝒮𝑛

* =
⋃︀

𝑎∈ℰ𝑛

𝒮*(𝑎).
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Определение 1 ([1]). Скажем, что в точке 𝑡 > 0 происходит нестрогая смена
знака функции 𝑦 ∈ 𝒮𝑛

* , если в любой окрестности этой точки функция 𝑦 принимает
как неположительные, так и неотрицательные значения.

Определение 2 ([1–3]). Для момента 𝑡 > 0 и функции 𝑦 ∈ 𝒮𝑛
* введем следующие

обозначения:
𝜈∼(𝑦, 𝑡) — число ее точек нестрогих смен знаков на промежутке (0, 𝑡];
𝜈0(𝑦, 𝑡) — число ее нулей на промежутке (0, 𝑡];
𝜈+(𝑦, 𝑡) — число ее корней (т. е. нулей с учетом их кратности) на промежутке

(0, 𝑡];
𝜈*(𝑦, 𝑡) — число ее гиперкорней (т. е. нулей с учетом их кратности) на проме-

жутке (0, 𝑡], где в процессе подсчета этого количества:
— каждый некратный корень берется ровно один раз;
— любой кратный корень берется бесконечно много раз независимо от его факти-

ческой кратности.

Далее, для вектора 𝑚 ∈ R𝑛
* и вектор-функции 𝜓𝑦 = (𝑦, 𝑦̇, . . . , 𝑦(𝑛−1)) введем

обозначение 𝜈𝑠(𝑦,𝑚, 𝑡) ≡ 𝜈𝑠(⟨𝜓𝑦,𝑚⟩, 𝑡), где 𝑠 ∈ {∼, 0,+, *}, ⟨𝜓𝑦(·),𝑚⟩ — скалярное
произведение.

Определение 3 ([2–4]). Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеб-
лемости знаков, нулей и корней функции 𝑦 ∈ 𝒮𝑛

* при 𝑠 ∈ {∼, 0,+, *} соответственно
зададим формулами

𝜈𝑠∙(𝑦) ≡ inf
𝑚∈R𝑛

*
lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝑠(𝑦,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝑠∙(𝑦) ≡ inf

𝑚∈R𝑛
*

lim
𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝑠(𝑦,𝑚, 𝑡)

)︂
,

𝜈𝑠∘(𝑦) ≡ lim
𝑡→+∞

inf
𝑚∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈𝑠(𝑦,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝑠∘(𝑦) ≡ lim

𝑡→+∞
inf

𝑚∈R𝑛
*

𝜋

𝑡
𝜈𝑠(𝑦,𝑚, 𝑡)

)︂
.

В случае совпадения сильного или слабого верхнего показателя колеблемости
решения 𝑦 с одноименным нижним будем называть его точным и обозначать 𝜈𝑠∙(𝑦)
или 𝜈𝑠∘(𝑦).

Из сформулированных определений вытекают

Замечание 1. Для любого 𝑦 ∈ 𝒮𝑛
* имеют место следующие соотношения:

𝜈∼∘ (𝑦) 6 𝜈0∘(𝑦) 6 𝜈+∘ (𝑦) 6 𝜈*∘(𝑦), 𝜈∼∘ (𝑦) 6 𝜈0∘(𝑦) 6 𝜈+∘ (𝑦) 6 𝜈*∘(𝑦),

𝜈∼∙ (𝑦) 6 𝜈0∙(𝑦) 6 𝜈+∙ (𝑦) 6 𝜈*∙(𝑦), 𝜈∼∙ (𝑦) 6 𝜈0∙(𝑦) 6 𝜈+∙ (𝑦) 6 𝜈*∙(𝑦).

Замечание 2. Для любых 𝑦 ∈ 𝒮𝑛
* и 𝑠 ∈ {∼, 0,+, *} справедливы неравенства

𝜈𝑠∘(𝑦) 6 𝜈𝑠∙(𝑦), 𝜈𝑠∘(𝑦) 6 𝜈𝑠∙(𝑦).

Определение 4 ([11]). Для заданных множеств 𝑀 и 𝐹 = {𝑓 : R+ →𝑀} назовем
функцию 𝜆 : 𝐹 → R остаточной, если для любых функций 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐹 , удовлетворя-
ющих хотя бы для одного 𝑡0 ∈ R+ условию 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡) при всех 𝑡 > 𝑡0, имеет место
равенство 𝜆(𝑓) = 𝜆(𝑔).
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2. Вспомогательные определения и факты
Для нормированного пространства 𝒢 квадратных матриц порядка 𝑛 с положи-

тельными определителями обозначим ℬ𝑟(𝐻0) = {𝐻 ∈ 𝒢|‖𝐻 − 𝐻0‖ 6 𝑟} (нормы
в пространствах строк, столбцов и матриц определим как максимум модулей их
элементов).

Лемма 1 ([16]). Для каждой пары уравнений 𝑎, 𝑏 ∈ ℰ𝑛, произвольных 𝑡0, 𝑡1 ∈ R+

и пары фундаментальных систем решений 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ 𝒮(𝑎), 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ 𝒮(𝑏) с
образованной ими парой фундаментальных матриц 𝑋(𝑡0), 𝑌 (𝑡1) ∈ 𝒢 найдется
уравнение 𝑐 ∈ ℰ𝑛 с фундаментальной системой решений 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 ∈ 𝒮(𝑐), удовле-
творяющей условиям

𝑧𝑖(𝑡) =

{︃
𝑥𝑖(𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑡0,

𝑦𝑖(𝑡), 𝑡 > 𝑡1.
𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

а если, кроме того, фиксирована пара матриц 𝐻0, 𝐻1 ∈ 𝒢, то существует такое
𝛿 > 0, что указанное уравнение можно выбрать еще и для каждой пары матриц
𝑋(𝑡0) ∈ ℬ𝛿(𝐻0), 𝑌 (𝑡1) ∈ ℬ𝛿(𝐻1), бесконечно дифференцируемым по ним (как по
параметрам).

Замечание 3. Минимумы в определениях показателей колеблемости гиперкорней
можно брать не по всем ненулевым векторам 𝑚, а лишь по единичным, поскольку
справедливо

𝜈*(𝑦,𝑚, 𝑡) = 𝜈*(𝑦,𝑚/|𝑚|, 𝑡), 𝑦 ∈ 𝒮𝑛
* , 𝑚 ∈ R𝑛

* .

Определение 5 ([3]). Пусть 𝑥 : R+ → R𝑛
* — непрерывно-дифференцируемая функ-

ция. Тогда вектор 𝑚 ∈ R𝑛
* назовем:

а) критической нормалью к функции 𝑥 на отрезке [0; 𝑡], если для него хотя
бы в один момент 𝜏0 ∈ [0; 𝑡] выполняются равенства ⟨𝑥(𝜏0),𝑚⟩ = ⟨𝑥̇(𝜏0),𝑚⟩ = 0, —
множество всех таких векторов обозначим через 𝐶𝑥(𝑡);

б) критической нормалью к функции 𝑥 (на всей полупрямой R+, если для него
хотя бы в один момент 𝜏0 ∈ R+ выполняются равенства ⟨𝑥(𝜏0),𝑚⟩ = ⟨𝑥̇(𝜏0),𝑚⟩ = 0, —
множество всех таких векторов обозначим через 𝐶𝑥;

в) концевой ортогональю к функции 𝑥 на отрезке [0; 𝑡], если вектор 𝑚 ортогона-
лен хотя бы одному из векторов 𝑥(0) или 𝑥(𝑡).

Замечание 4. Равенство 𝜈*(𝑥,𝑚, 𝑡) = ∞ возможно только в случае, когда вектор
𝑚 ∈ R𝑛

* является критической нормалью к функции 𝑥 на отрезке [0; 𝑡].

Можно рассматривать единичную сферу 𝑆𝑛−1 в R𝑛 как самостоятельное тополо-
гическое пространство с индуцированной из R𝑛 топологией и со стандартной мерой
mes, являющейся (𝑛− 1)-мерной площадью поверхности.

Рассмотрим множество

𝐺𝑥(𝑡) ≡ 𝑆𝑛−1 ∖ (𝐶𝑥(𝑡) ∪ 𝑥⊥(0) ∪ 𝑥⊥(𝑡))

всех векторов 𝑚 ∈ 𝑆𝑛−1, не являющихся для функции 𝑥 на отрезке [0; 𝑡] ни критиче-
скими нормалями, ни концевыми ортогоналями.

Лемма 2 ([3]). Для любой непрерывно-дифференцируемой функции 𝑥 : R+ → R𝑛
*

и любого значения 𝑡 > 0 множество 𝐺𝑥(𝑡) имеет на сфере 𝑆𝑛−1 полную меру,
открыто и всюду плотно, а на каждом его компоненте связности величина
𝜈*(𝑥,𝑚, 𝑡) принимает постоянное конечное значение.
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Замечание 5 ([3]). Лемма 1 утверждает, в частности, что для каждого значения
𝑡 > 0 множество 𝐺𝑥(𝑡) ∩ 𝑆𝑛−1 единичных критических нормалей к функции 𝑥 на
отрезке [0; 𝑡] имеет на сфере 𝑆𝑛−1 меру нуль, замкнуто и нигде не плотно.

3. Формулировка и доказательство основных результатов
Теорема 1. Существует функция 𝑦 ∈ 𝒮3

* , удовлетворяющая соотношениям

𝜈∼∙ (𝑦) = 𝜈0∙(𝑦) = 𝜈+∙ (𝑦) > 𝜈0∘(𝑦) = 𝜈+∘ (𝑦) = 𝜈∼∘ (𝑦).

Теорема 2. Каждый из функционалов 𝜈∼∙ , 𝜈
∼
∙ , 𝜈

0
∙ , 𝜈

0
∙ , 𝜈

+
∙ , 𝜈

+
∙ , : 𝒮3

* → R не является
остаточным.

Доказательство. 1. Выберем уравнение 𝑎 ∈ ℰ3 вида
...
𝑦 + 9𝑦̇ = 0 с фундаменталь-

ной системой решений

𝑥1 = cos 3𝑡, 𝑥2 = sin 3𝑡, 𝑥3 = 1, (1)

определитель Вронского которой удовлетворяет неравенству⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ cos 3𝑡 sin 3𝑡 1
−3 sin 3𝑡 3 cos 3𝑡 0
−9 cos 3𝑡 −9 sin 3𝑡 0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 27 sin2 𝑡+ 27 cos2 𝑡 = 27 > 0, 𝑡 ∈ R+.

По выбранной системе из трех функций

𝑦1 = sin 3𝑡, 𝑦2 = 𝑒−𝑡, 𝑦3 = cos 3𝑡 (2)

с положительным определителем Вронского

Δ(𝑡) ≡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ sin 3𝑡 𝑒−𝑡 cos 3𝑡

3 cos 3𝑡 −𝑒−𝑡 −3 sin 3𝑡
−9 sin 3𝑡 𝑒−𝑡 −9 cos 3𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 30𝑒−𝑡

восстановим линейное однородное уравнение 𝑏 ∈ ℰ𝑛 вида

1

Δ(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦
𝑦̇1 𝑦̇2 𝑦̇3 𝑦̇
𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦...
𝑦 1

...
𝑦 2

...
𝑦 3

...
𝑦

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ = 0,

решениями которого они являются (см. [17]). Раскладывая определитель по элемен-
там последнего столбца, убеждаемся, что коэффициенты построенного уравнения
являются ограниченными функциями на R+.

2. Выберем такие числа 𝑡1 и 𝑡2, что 𝑡1 < 𝑡2. В соответствии с леммой 1 построим
на участке [𝑡1, 𝑡2] уравнение 𝑐 ∈ ℰ3 (с гладкими коэффициентами), переводящее набор
(1) решений, заданных на отрезке [0, 𝑡1], в набор (2) решений, заданных на луче
[𝑡2,+∞): уравнение 𝑐 слева от отрезка [𝑡1, 𝑡2] совпадает с уравнением 𝑎, а справа — с
уравнением 𝑏. Здесь первое решение начального набора переходит в первое решение
конечного набора, второе — во второе, а третье — в третье. Обозначим полученные
кусочно составленные решения этого уравнения через 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 соответственно, т. е.

𝑧𝑖(𝑡) =

{︃
𝑥𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑡1],

𝑦𝑖(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡2,+∞).
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3. Рассмотрим два решения:

𝑧 = 𝑧1 + 𝑧2 ∈ 𝒮*(𝑐), 𝑦 = 𝑦1 + 𝑦2 ∈ 𝒮*(𝑏),

совпадающие друг с другом на луче [𝑡2,+∞). Для вектора 𝑚1 = (9, 0, 1) имеем
представление

⟨𝜓𝑦(𝑡),𝑚1⟩ = 10𝑒−𝑡 > 0, 𝑡 ∈ R+, (3)

⟨𝜓𝑧(𝑡),𝑚1⟩ =

{︃
0, 𝑡 ∈ [0, 𝑡1],

⟨𝜓𝑦(𝑡),𝑚1⟩, 𝑡 ∈ [𝑡2,+∞).

Отсюда, с одной стороны, в силу неравенства (3) при любых 𝑠 ∈ {∼, 0,+} и 𝑡 > 0
имеем 𝜈𝑠(𝑦,𝑚1, 𝑡) = 0, откуда

𝜈𝑠∙(𝑦) = 𝜈𝑠∙(𝑦) = 0. (4)

С другой стороны, при любом 𝑠 ∈ {∼, 0,+, *} имеем 𝜈𝑠(𝑧,𝑚1, 𝑡1) = ∞. Для любого
вектора 𝑚 = (𝛼, 𝛽, 𝛾) при 𝑡 > 𝑡2 имеем представление

⟨𝜓𝑧(𝑡),𝑚⟩ = 𝐴1 sin(3𝑡) + 𝐴2 cos(3𝑡) + 𝐴3𝑒
−𝑡,

где 𝐴1 → 0, 𝐴2 → 0, 𝐴3 → 10 при 𝑚 → 𝑚1. Поэтому скалярное произведение
⟨𝜓𝑧(𝑡),𝑚⟩ отделено от нуля на промежутке [𝑡2,+∞), при этом согласно теореме 2
из [3] выполнено 𝜈*(𝑧,𝑚, 𝑡2) <∞. При каждом 𝑠 ∈ {∼, 0,+} справедливы равенства

𝜈𝑠∘(𝑧) ≡ lim
𝑡→+∞

inf
𝑚∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈𝑠(𝑧,𝑚, 𝑡) = 0. (5)

4. При любом 𝑚, неколлинеарном 𝑚1, cкалярное произведение ⟨𝜓𝑧(𝑡),𝑚⟩, начиная
с некоторого достаточно большого значения 𝑡3(𝑚), на любом промежутке длины 𝜋
будет иметь ровно три нуля. При этом для многих векторов 𝑚 согласно лемме 2
выполнено неравенство 𝜈*(𝑧,𝑚, 𝑡3(𝑚)) <∞. Следовательно, при любом 𝑠 ∈ {∼, 0,+}
справедливо

𝜈𝑠∙(𝑧) = inf
𝑚∈R𝑛

lim
𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝑠(𝑧,𝑚, 𝑡) = lim

𝑡→∞

𝜋

𝑡

[︂
3𝑡

𝜋

]︂
= 3,

где [𝑠]— целая часть числа 𝑠.
Для нижних сильных показателей колеблемости решения 𝑧 имеют место анало-

гичные равенства, поэтому справедлива цепочка равенств

𝜈𝑠∙(𝑧) = 𝜈𝑠∙(𝑧) = 3. (6)

Несовпадение друг с другом величин (5) и (6) завершает доказательство тео-
ремы 1.

Несовпадение друг с другом величин (4) и (6) означает неостаточность рассмат-
риваемых частот, тем самым завершается доказательство теоремы 2. �
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