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Введение

Обоснование метода Фурье в задачах математической физики традиционно опирается
на доказательство равномерной сходимости ряда, представляющего формальное решение
задачи, и рядов, получающихся из него почленным дифференцированием нужное число раз.
В. А. Стеклов, впервые давший строгое обоснование метода Фурье, придерживался этой
точки зрения [1, с. 224], которая сделала метод Фурье очень популярным. Было проведено
большое количество исследований и достигнуты значительные успехи. Недостатком такого
подхода является то, что он требует завышения гладкости начальных данных.

Выход из этого положения намечен А. Н. Крыловым [2] в его исследованиях по ускорению
сходимости рядов Фурье и им подобных. Суть его приема состоит в том, что изучаемый вопрос
о дифференцировании ряда решается путем разбиения его на два ряда, один из которых точно
суммируется (и тем самым здесь не нужно прибегать к почленному дифференцированию), а
второй ряд сходится настолько быстро, что его можно дифференцировать. Им были успешно
преодолены трудности, связанные с невозможностью почленного дифференцирования, на ряде
конкретных задач.

В. А. Чернятин [3] приемом А. Н. Крылова с применением уточненных асимптотик для
собственных значений и собственных функций успешно исследовал ряд задач методом Фурье
и значительно ослабил условия гладкости исходных данных, а в ряде случаев эти условия
стали минимально возможными.

Это направление получило развитие в работах [4, 5]. Там, в смешанной задаче для
волнового уравнения, был предложен резольвентный подход, состоящий в привлечении
метода Коши–Пуанкаре контурного интегрирования по спектральному параметру резольвенты
оператора, порожденного спектральной задачей метода Фурье. В результате удалось получить
решения смешанных задач при минимальных условиях гладкости начальных даннных, не
используя при этом уточненных асимптотик для собственных значений и никакой информации
о собственных функциях. Кроме того, важно то, что резольвентный подход позволил привлечь
ряды Фурье по тригонометрической системе вместо рядов по собственным функциям.

Обобщенная смешанная задача для волнового уравнения является одним из наиболее
сильных обобщений смешанной задачи. Она впервые появилась в [6]. Внешний вид ее
такой же, как и у исходной смешанной задачи, и характеризуется тем, что в формальном
решении ее по методу Фурье потенциал и начальные данные считаются произвольными
суммируемыми функциями, а возмущение в случае неоднородной задачи — произвольной
локально суммируемой функцией.

Ряд формального решения может быть и расходящимся. Следуя рекомендациям Л. Эйле-
ра [7, с. 101], для нахождения его суммы привлекаем еще аксиому о перестановке в ряде
операций интегрирования и суммирования.

В настоящей работе дается решение следующей обобщенной смешанной задачи:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ [0, 1]× [0,∞), (1)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢′𝑡(𝑥, 𝑜) = 0, (3)

где 𝜙(𝑥), 𝑞(𝑥) из 𝐿[0, 1].

1. Обобщенная смешанная задача и ее формальное решение

Рассмотрим здесь более общую следующую обобщенную смешанную задачу:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ [0, 1]× [0,∞), (4)

𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, (5)
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𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢′𝑡(𝑥, 𝑜) = 𝜓(𝑥). (6)

Считаем, что все функции, входящие в (4)–(6), комплекснозначные, причем 𝑞(𝑥), 𝜙(𝑥),
𝜓(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1] и 𝑓(𝑥, 𝑡) класса 𝑄, т. е. 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿[𝑄𝑇 ] при любом 𝑇 > 0 и 𝑄𝑇 = [0, 1]× [0, 𝑇 ].

Задача (4)–(6) при таких исходных данных чисто формальная, т.е. имеет лишь внешний
вид. Несмотря на это, можно дать (см. [6]) формальное решение по методу Фурье в следующем
виде:

𝑢(𝑥, 𝑡) = (·)

⎡⎣(𝑅𝜆𝜙) cos 𝜚𝑡+ (𝑅𝜆𝜓)
sin 𝜚𝑡

𝜚
+

𝑡∫︁
0

𝑅𝜆(𝑓(·, 𝜏))
sin 𝜚(𝑡− 𝜏)

𝜚
𝑑𝜏

⎤⎦ 𝑑𝜆, (7)

где

(·) = − 1

2𝜋𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁
|𝜆|=𝑟

+
∑︁
𝑛>𝑛0

∫︁
𝛾𝑛

⎞⎟⎠ ,

𝑅𝜆 = (𝐿 − 𝜆𝐸)−1 — резольвента оператора 𝐿: 𝐿𝑦 = −𝑦′′(𝑥) + 𝑞(𝑥)𝑦(𝑥), 𝑦(0) = 𝑦(1) = 0, 𝜆—
спектральный параметр, 𝐸 — единичный оператор, 𝑅𝜆(𝑓(·, 𝜏)) означает, что 𝑅𝜆 применяется
к 𝑓(𝑥, 𝑡) по переменной 𝑥 (𝜏 — параметр), 𝜆 = 𝜚2, Re 𝜚 > 0, 𝛾𝑛 — образ в 𝜆-плоскости
окружности 𝛾𝑛 = {𝜚| |𝜚 − 𝜋𝑛| = 𝛿}, 𝛿 > 0 и достаточно мало, 𝑟 > 0 достаточно велико и
фиксированно, 𝑛0 — такой номер, что при 𝑛 > 𝑛0 внутри 𝛾𝑛 находится по одному собственному
значению оператора 𝐿 и все 𝛾𝑛 при 𝑛 > 𝑛0 находятся вне |𝜆| = 𝑟, а остальные собственные
значения — внутри.

Считаем, что задача (4)–(6) и ее формальное решение тесно связаны. Это навеяно тем, что
в случае классического решения задачи (4)–(6) оно представляется формальным решением,
которое в этом случае является сходящимся рядом.

В нашем же случае ряд (7) может быть и расходящимся. Таким образом, в нашей
обобщенной смешанной задаче сама задача имеет чисто формальный вид, а формальное
решение является конкретным рядом, который может быть и расходящимся. И все это создает
трудности при решении обобщенной смешанной задачи.

2. Преобразование формального решения

При действиях с расходящимися рядами будем пользоваться следующей аксиомой:∫︁ ∑︁
=
∑︁∫︁

, (8)

где
∫︀

— определенный интеграл.
С помощью (8) формальное решение (7) приведем к виду

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑍(𝑥, 𝑡;𝜙) +

𝑡∫︁
0

𝑍(𝑥, 𝜏 ;𝜓)𝑑𝜏 +

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

𝑡−𝜏∫︁
0

𝑍(𝑥, 𝜂; 𝑓(·, 𝜏)𝑑𝜂, (9)

где 𝑍(𝑥, 𝑡;𝜙) есть формальное решение задачи (1)–(3). Значение формулы (9) в том, что
хорошо объясняется роль смешанной задачи (1)–(3), и поэтому мы ограничимся в дальнейшем
лишь задачей (1)–(3).

3. Об интегрировании тригонометрического ряда Фурье

При решении обобщенной смешанной задачи (1)–(3) потребуются следующие факты,
относящиеся к тригонометрическим рядам Фурье [8].
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Рассмотрим на отрезке [−1, 1] тригонометрический ряд Фурье функции 𝑓(𝑥) ∈ 𝐿[−1, 1]:

𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

(𝑎𝑘 cos 𝑘𝜋𝑥+ 𝑏𝑘 sin 𝑘𝜋𝑥) , (10)

где 𝑎𝑘 =
1∫︀

−1

𝑓(𝑡) cos 𝑘𝜋𝑡𝑑𝑡, 𝑘 = 0, 1, . . ., 𝑏𝑘 =
1∫︀

−1

𝑓(𝑡) sin 𝑘𝜋𝑡𝑑𝑡, 𝑘 = 1, 2, . . ..

Рассматриваем ряд (10) как расходящийся. К нахождению его суммы привлечем аксио-

му (8), где
∫︀
=

𝑥∫︀
−1

.

Теорема 1. Сумма расходящегося ряда (10) почти всюду равна 𝑓(𝑥).

Доказательство. Пусть сумма ряда (10), рассматриваемого как расходящийся, есть
некоторая функция 𝑔(𝑥) ∈ 𝐿[−1, 1]. Тогда в силу (8) имеем

𝑥∫︁
−1

𝑔(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥∫︁
−1

𝑎0
2
𝑑𝑡+

∞∑︁
𝑘=1

⎛⎝𝑎𝑘 𝑥∫︁
−1

cos 𝑘𝜋𝑡 𝑑𝑡+ 𝑏𝑘

𝑥∫︁
−1

sin 𝑘𝜋𝑡 𝑑𝑡

⎞⎠ . (11)

По теореме 3 из [9, с. 320] ряд (11) сходится в каждой точке 𝑥 ∈ [−1, 1] и его сумма есть
𝑥∫︀

−1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡. Поэтому из (11) получаем

𝑥∫︁
−1

𝑔(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥∫︁
−1

𝑓(𝑡)𝑑𝑡.

Отсюда 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) почти всюду. Теорема доказана. �
Приведем теперь теорему Фейера –Лебега о сходимости средних Фейера ряда (10).

Теорема 2 (Фейер–Лебег [9, с. 312]). Если 𝜎𝑛(𝑥) средние Фейера ряда (10) функции
𝑓(𝑥) ∈ 𝐿[−1, 1], то почти всюду на [−1, 1] будет

lim
𝑛→∞

𝜎𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥).

Это соотношение выполняется во всех точках Лебега и тем более во всех точках
непрерывности функции 𝑓(𝑥), лежащих внутри [−1, 1].

Таким образом, за исключением последней фразы теоремы 2, теоремы 1 и 2 приводят
к одному и тому же результату: сумма ряда (10), рассматриваемого как расходящийся, с
применением аксиомы (8) совпадает почти всюду с пределом частичных сумм Фейера.

Для случая тригонометрических рядов по синусам данный результат содержится в [10].

4. Решение обобщенной смешанной задачи (1)–(3)

Опираясь на тесную связь обобщенной смешанной задачи с рядом ее формального
решения [6, с. 217], получим решение обобщенной смешанной задачи (1)–(3) в виде ряда,
сходящегося с экспоненциальной скоростью.

Приступаем к процедуре нахождения этого решения. Представим формальное решение
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑍(𝑥, 𝑡;𝜙) задачи (1)–(3) в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢01(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥, 𝑡), (12)

где 𝑢01(𝑥, 𝑡) есть ряд 𝑍(𝑥, 𝑡;𝜙) при 𝑞(𝑥) = 0. Обозначим 𝑢01(𝑥, 𝑡) = 𝑍0(𝑥, 𝑡;𝜙). Тогда из (12)
получаем 𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑍(𝑥, 𝑡;𝜙)− 𝑍0(𝑥, 𝑡;𝜙).
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Лемма 1. Сумма ряда 𝑢01(𝑥, 𝑡) есть

𝑎0(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝜙(𝑥+ 𝑡) + 𝜙(𝑥− 𝑡)],

где 𝜙(𝑥) нечетна и 2-периодична при 𝑥 ∈ (−∞,∞) и 𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑥) при 𝑥 ∈ [0, 1].

В [11] эта лемма фигурирует как теорема 2.
Функция 𝑎0(𝑥, 𝑡) будет первым членом ряда, представляющего решение задачи (1)–(3).
Приступим к исследованию ряда 𝑢1(𝑥, 𝑡).
Так как 𝑢01(𝑥, 𝑡) есть ряд формального решения задачи

𝜕2𝑢01(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢01(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
,

𝑢01(0, 𝑡) = 𝑢01(1, 𝑡) = 0,

𝑢01(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢′01,𝑡(𝑥, 𝑜) = 0,

то ряду 𝑢1(𝑥, 𝑡) соответствует смешанная задача

𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑞(𝑥)𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑓0(𝑥, 𝑡), (13)

𝑢1(0, 𝑡) = 𝑢1(1, 𝑡) = 0, (14)

𝑢1(𝑥, 0) = 𝑢′1𝑡(𝑥, 0) = 0, (15)

где 𝑓0(𝑥, 𝑡) = −𝑞(𝑥)𝑎0(𝑥, 𝑡).
Но ряд 𝑢1(𝑥, 𝑡) не является рядом формального решения по методу Фурье этой задачи.

Поэтому мы, следуя нашей установке о связи смешанной задачи с рядом ее формального
решения, ряд 𝑢1(𝑥, 𝑡) заменим на ряд формального решения задачи (13)–(15). Теперь ряд
𝑢1(𝑥, 𝑡) есть ряд

𝑢1(𝑥, 𝑡) = (·)

⎡⎣ 𝑡∫︁
0

𝑅𝜆 (𝑓0(·, 𝜏))
sin 𝜚(𝑡− 𝜏)

𝜚
𝑑𝜏

⎤⎦ 𝑑𝜆. (16)

Этот переход является основным моментом нашей процедуры.
Отметим, что в случае классического решения этот переход законен [12].
Повторяем вышепроведенную процедуру с рядом 𝑢(𝑥, 𝑡) теперь с рядом 𝑢1(𝑥, 𝑡) из (16),

т.е. представим ряд 𝑢1(𝑥, 𝑡) в виде

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝑢02(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡), (17)

где 𝑢02(𝑥, 𝑡) есть ряд формального решения обобщенной смешанной задачи

𝜕2𝑢02(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢02(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑓0(𝑥, 𝑡),

𝑢02(0, 𝑡) = 𝑢02(1, 𝑡) = 0,

𝑢02(𝑥, 0) = 𝑢′02,𝑡(𝑥, 0) = 0.

Лемма 2. Сумма ряда 𝑢02(𝑥, 𝑡) есть

𝑢02(𝑥, 𝑡) = 𝑎1(𝑥, 𝑡) =
1

2

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

𝑥+𝑡−𝜏∫︁
𝑥−𝑡+𝜏

𝑓0(𝜂, 𝜏) 𝑑𝜂,

где 𝑓0(𝜂, 𝜏) нечетна, 2-периодична по 𝜂 и 𝑓0(𝜂, 𝜏) = 𝑓0(𝜂, 𝜏) при 𝜂 ∈ [0, 1].

Доказательство содержится в [6, с. 219].
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Функция 𝑎1(𝑥, 𝑡) будет вторым членом ряда, представляющего решение обобщенной
смешанной задачи (1)–(3).

Как и выше, получаем, что ряд 𝑢2(𝑥, 𝑡) в силу (17) соответствует задаче (13)–(15), где
вместо 𝑓0(𝑥, 𝑡) берется теперь функция 𝑓1(𝑥, 𝑡) = −𝑞(𝑥)𝑎1(𝑥, 𝑡), и мы от ряда 𝑢2(𝑥, 𝑡) приходим
к ряду

𝑢2(𝑥, 𝑡) = (·)

⎡⎣ 𝑡∫︁
0

𝑅𝜆 (𝑓1(·, 𝜏))
sin 𝜚(𝑡− 𝜏)

𝜚
𝑑𝜏

⎤⎦ 𝑑𝜆.
Продолжаем указанный процесс. Придем на 𝑚-ом шаге к формуле

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐴𝑚(𝑥, 𝑡) + Ω𝑚(𝑥, 𝑡),

где

𝐴𝑚(𝑥, 𝑡) =
𝑚∑︁
𝑘=0

𝑎𝑘(𝑥, 𝑡), 𝑎𝑘(𝑥, 𝑡) =
1

2

𝑡∫︁
0

𝑑𝜏

𝑥+𝑡−𝜏∫︁
𝑥−𝑡+𝜏

𝑓𝑘−1(𝜂, 𝜏) 𝑑𝜂, 𝑘 > 1,

𝑓𝑘(𝜂, 𝜏) = −𝑞(𝜂)𝑎𝑘(𝜂, 𝜏), 𝑎0(𝑥, 𝑡) =
1

2
[𝜙(𝑥+ 𝑡) + 𝜙(𝑥− 𝑡)],

Ω𝑚(𝑥, 𝑡) = (·)

⎡⎣ 𝑡∫︁
0

(𝑅𝜆 −𝑅0
𝜆) (𝑓𝑚−1(·, 𝜏))

sin 𝜚(𝑡− 𝜏)

𝜚
𝑑𝜏

⎤⎦ 𝑑𝜆.
Лемма 3 ([6, лемма 1]). Пусть 𝑇 — произвольное положительное число, 𝑠— наименьшее

натуральное число такое, что 𝑇 6 𝑠. Тогда справедлива оценка

‖𝑎𝑛(𝑥, 𝑡)‖𝐶[𝑄𝑇 ] 6𝑀1

(︂
𝑀2

2

)︂𝑛−1 𝑇𝑛−1

(𝑛− 1)!
, 𝑛 > 1,

где 𝑀1 = ‖𝑎1(𝑥, 𝑡)‖𝐶[𝑄𝑇 ], 𝑀2 = (2𝑠+1)‖𝑞‖1 (‖·‖1 — норма в 𝐿[0, 1]). Кроме того, 𝑀1 6 𝑐𝑇 ‖𝜙‖1
и постоянная 𝑐𝑇 не зависит от 𝜙(𝑥), 𝑄𝑇 = [0, 1]× [0, 𝑇 ].

Лемма 4 ([6, лемма 12, теорема 15]). Имеет место оценка

Ω𝑚(𝑥, 𝑡) = 𝑂

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝑄𝑇

|𝑓𝑚−1(𝑥, 𝑡)| 𝑑𝑥 𝑑𝑡

⎞⎟⎠ , 𝑚 > 1,

равномерная по 𝑥 и 𝑡 из 𝑄𝑇 .

На основании лемм 3 и 4 получаем следующую теорему.

Теорема 3. Если 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1], то ряд 𝐴(𝑥, 𝑡) =
∞∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥, 𝑡) сходится абсолютно и рав-

номерно в 𝑄𝑇 при любом 𝑇 > 0 с экспоненциальной скоростью и его сумма представляет
собой решение обобщенной смешанной задачи (1)–(3).

Отметим также [12, теорема 6]:

Теорема 4. Если 𝜙(𝑥), 𝜙′(𝑥) абсолютно непрерывны на [0, 1] и 𝜙(0) = 𝜙(1) = 0, то
сумма ряда 𝐴(𝑥, 𝑡) представляет собой классическое решение смешанной задачи (1)–(3)
(уравнение (1) удовлетворяется почти всюду).

Замечание. Условия на 𝜙(𝑥) в теореме 4 являются необходимыми и достаточными для
классического решения задачи (1)–(3).
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Теорема 4 с замечанием служит основанием считать сумму ряда 𝐴(𝑥, 𝑡) при 𝜙(𝑥) ∈ 𝐿[0, 1]
решением обобщенной смешанной задачи (1)–(3).

Таким образом, аксиома о перестановочности операций интегрирования и суммирования
функциональных рядов приводит в случае тригонометрического ряда Фурье к методу сумми-
рования с таким же результатом, что и метод Фейера. В случае обобщеной смешанной задачи
эта аксиома приводит к построению ряда 𝐴(𝑥, 𝑡) явного вида, сходящегося с экспоненциаль-
ной скоростью. Этот ряд следует считать новым методом суммирования ряда формального
решения. Теорема 4 говорит о регулярности предлагаемого метода.
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