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Аннотация. В рамках линейной теории упругости с использованием модели изотропного тела сформу-
лирована задача об установившихся колебаниях неоднородного полого цилиндра. Колебания цилиндра
вызываются нагрузкой, приложенной к боковой поверхности, на торцах реализованы условия скользя-
щей заделки. Переменные свойства материала описываются параметрами Ламе и плотностью, которые
изменяются по радиальной и продольной координатам. Решение прямой задачи расчета колебаний ци-
линдра построено с помощью метода конечных элементов, реализованного в пакете FlexPDE, отмечены
его основные преимущества. Для исследования влияния переменных свойств на значения резонансных
частот колебаний и компонент поля перемещений рассмотрены законы изменения этих свойств в
общем виде, используемом в современных работах для моделирования функционально-градиентных
материалов. На основе проведенных численных расчетов исследована степень влияния амплитудных
значений каждого из параметров Ламе и плотности на первую резонансную частоту и поле смеще-
ний. Также представлены графики, демонстрирующие влияние вида закона изменения плотности на
значения компонент поля перемещений. Сформулирована новая коэффициентная обратная задача об
определении функции распределения плотности в стенке цилиндра по данным о поле перемещений,
измеренном в конечном наборе точек внутри области рассмотрения при фиксированной частоте.
Отмечены основные трудности при реализации процедуры реконструкции на практике. Для увели-
чения точности вычисления первых и вторых производных от рассчитанных в конечно-элементном
пакете двумерных функций, которые используются при решении обратной задачи, предложен подход,
основанный на алгоритме локально взвешенной регрессии. Представлены результаты вычислительных
экспериментов по решению обратной задачи, которые демонстрируют возможность использования
предложенного метода для восстановления различных видов двумерных законов изменения плотности.
Даны практические рекомендации по реализации наиболее эффективной процедуры реконструкции.
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Abstract. Within the framework of the linear theory of elasticity, using the model of an isotropic body,
the problem of steady-state vibrations of an inhomogeneous hollow cylinder is formulated. The vibrations
of the cylinder are caused by a load applied to the side surface, and the conditions of sliding embedding
are implemented at the ends. The variable material properties are described by the Lamé parameters and
density, which change along the radial and longitudinal coordinates. The direct problem solution of the
cylinder vibrations is constructed using the finite element method implemented in the FlexPDE package,
its main advantages are noted. To study the influence of variable properties on the values of resonant
frequencies and components of the displacement field, the laws of these properties are considered in
the general form used in modern works for modeling functionally graded materials. On the basis of the
performed numerical calculations, the degree of influence of the amplitude values of each of the Lamé
parameters and density on the first resonant frequency and the displacement field are studied. Graphs
are also presented that demonstrate the influence of the type of the law of density change on the values
of the displacement field components. A new inverse coefficient problem is formulated to determine the
density distribution function in the cylinder wall from the displacement field data measured at a finite set
of points inside the considered area for a fixed frequency. The main difficulties in the implementation of
the reconstruction procedure in practice are noted. To increase the accuracy of calculating the first and
second derivatives of the two-dimensional functions calculated in the finite element package, which are
used in solving the inverse problem, an approach based on the locally weighted regression algorithm is
proposed. The results of computational experiments on solving the inverse problem are presented, which
demonstrate the possibility of using the proposed method to restore various types of two-dimensional laws
of density. Practical recommendations are given for the implementation of the most accurate reconstruction
procedure.
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Введение

При конструировании многих современных сооружений и объектов использование тра-
диционных материалов в настоящее время уступает место внедрению новых неоднородных
материалов со сложными механическими свойствами. Их применение позволяет улучшить
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прочностные и другие эксплуатационные свойства изделий, повысить их функциональ-
ность, надежность и продлить срок эксплуатации. К таким материалам относятся различные
функционально-градиентные материалы (ФГМ), свойства которых изменяются по простран-
ственным координатам [1–3]. ФГМ особо востребованы в аэрокосмической промышленности,
при производстве деталей и узлов космических аппаратов и самолетов. Неоднородные мате-
риалы, имеющие улучшенное свойство термоустойчивости, могут выдерживать длительные
термические нагрузки, которые испытывают космические аппараты при прохождении воз-
душных слоев, а также значительно повышают сопротивляемость коррозии [3–5]. Высокая
прочность таких материалов делает их пригодными для применения в сложных условиях.
Использование ФГМ позволяет существенно оптимизировать ряд важнейших характеристик
объектов, например сопротивляемость к температурным и химическим воздействиям.

В процессе производства ФГМ достигается возможность непрерывно изменять процентное
соотношение количества фракций всех составляющих по объему материала, что в свою очередь
обеспечивает неоднородную микроструктуру, физические свойства которой могут изменяться
в достаточно широких диапазонах [3,4,6]. Сама процедура изготовления таких материалов —
сложный процесс, в ходе которого используются различные методы обработки материалов, как
традиционные, такие как сплавка, термическая обработка, прокатка, нагартовка, спаивание и
т. д., так и разработанные в последнее время, например метод энергетического воздействия.
Сочетание различных способов обработки позволяет сформировать надежную градиентную
структуру материалов, обеспечивающую высокий уровень качества изделий из ФГМ, которые
в дальнейшем используются для работы в сложных эксплуатационных условиях. Некоторые
технические вопросы изготовления ФГМ описаны в работах [6,7]. В обзорной статье [8] по
теме ФГМ проанализированы 299 источников, опубликованных с 2000 по 2015 г. В качестве
одного из важных аспектов исследований ФГМ в них отмечается важность создания методик
определения законов изменения свойств материала.

Следует отметить, что любое технологически сложное изделие должно быть подвергнуто
проверкам и исследованиям для оценки соответствия реальных и проектных характеристик.
Наиболее востребованным методом неразрушающей диагностики свойств материала является
акустический подход. Он обладает важными преимуществами по сравнению с остальными:
высокая точность, экономичность и оперативность проведения экспериментов [9–11]. На его
основе удается построить эффективные схемы идентификации механических характеристик
тел и конструкций по данным акустического зондирования. Акустический подход для цилин-
дра применялся в статье [12], где была рассмотрена задача о восстановлении одномерных
законов изменения параметров Ламе в упругом полом ФГ-цилиндре по данным о функциях
смещения, измеренных в конечном наборе точек внутри цилиндра.

В настоящее время одним из самых распространенных способов численного моделирования
поведения ФГМ с пространственным изменением свойств является использование метода
конечных элементов (МКЭ) [13] при проведении расчетов. Этот метод позволяет исследовать
достаточно широкий класс объектов конечных размеров, задавая свойства материалов, из
которых изготовлен объект, как численно, так и в виде функциональных зависимостей. Одно
из ключевых преимуществ использованного программного пакета FlexPDE состоит в том, что
он дает возможность явно задавать уравнения движения, а также определяющие соотношения,
что существенно упрощает реализацию решения задачи.

В настоящей работе рассмотрена задача об установившихся колебаниях полого цилин-
дра, изготовленного из ФГМ, свойства которого изменяются одновременно по продольной и
радиальной координатам. Проведен анализ влияния переменных свойств на основные акусти-
ческие характеристики. Рассмотрена обратная задача о восстановлении двумерной функции
плотности по данным о поле смещения, измеренном в конечном наборе точек.

1. Постановка прямой задачи

Общую постановку задачи об установившихся колебаниях изотропного тела, изготовлен-
ного из ФГМ, в рамках линейной теории упругости после отделения временного множителя
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можно записать в виде [1,2,14]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∇ · 𝜎 + 𝜌𝜔2𝑢 = 0,

𝜎 = 𝜆𝐸tr𝜀+ 2𝜇𝜀,

𝜀 = 0.5(∇𝑢+∇𝑢T),
𝑢|𝑆𝑢 = 0, 𝑛 · 𝜎|𝑆𝜎 = 𝑃 ,

(1)

где 𝜎— тензор напряжений Коши, 𝜔— частота колебаний, 𝑢— вектор перемещений, 𝜀— ли-
нейный тензор деформации, 𝐸 — единичный тензор, 𝑛— единичный вектор внешней нормали
к поверхности тела 𝑆 = 𝑆𝑢 ∪ 𝑆𝜎, 𝑃 — вектор внешней нагрузки, приложенной на части
поверхности 𝑆𝜎. Параметры Ламе 𝜆, 𝜇 и плотность 𝜌 в общем случае являются функциями
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r
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l
l
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S

Рис. 1. Полый ФГ-цилиндр с нагрузкой
на внешней боковой поверхности

Fig. 1. Hollow FG-cylinder with load on the
outer side surface

трех пространственных координат.
Основываясь на постановке (1), рассмот-

рим осесимметричные колебания полого ФГ-
цилиндра в цилиндрической системе координат
(𝑟, 𝜙, 𝑧) (рис. 1). Свойства материала изменя-
ются по радиальной и продольной координа-
там. Длина цилиндра равна 2𝑙 = 1 м, внутрен-
ний и внешний радиусы соответственно равны
𝑟0 = 0.8 м и 𝑟1 = 1 м. На верхней и нижней тор-
цевых поверхностях заданы условия скользящей
заделки. Колебания вызываются радиальной на-
грузкой, которая приложена к внешней боковой
границе цилиндра, имеет амплитуду 𝑃 и из-
меняется по продольной координате по закону
𝑞(𝑧). Внутренняя поверхность не нагружена.

Постановку задачи для рассматриваемого цилиндра можно записать в виде⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝜎𝑟𝑟
𝜕𝑟

+
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙

𝑟
+
𝜕𝜎𝑧𝑟
𝜕𝑧

+ 𝜌𝜔2𝑢𝑟 = 0,

𝜕𝜎𝑟𝑧
𝜕𝑟

+
𝜎𝑟𝑧
𝑟

+
𝜕𝜎𝑧𝑧
𝜕𝑧

+ 𝜌𝜔2𝑢𝑧 = 0,

𝑢𝑧 = 0, 𝜎𝑟𝑧 = 0, 𝑟 ∈ [𝑟0, 𝑟1], 𝑧 = ±𝑙,
𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝑟𝑧 = 0, 𝑟 = 𝑟0, 𝑧 ∈ [−𝑙, 𝑙],
𝜎𝑟𝑟 = −𝑃𝑞(𝑧), 𝜎𝑟𝑧 = 0, 𝑟 = 𝑟1, 𝑧 ∈ [−𝑙, 𝑙],

(2)

где 𝜎𝑟𝑟 = 2𝜇𝜀𝑟𝑟 + 𝜆𝜃, 𝜎𝑧𝑟 = 𝜎𝑟𝑧 = 2𝜇𝜀𝑟𝑧, 𝜎𝜙𝜙 = 2𝜇𝜀𝜙𝜙 + 𝜆𝜃, 𝜎𝑧𝑧 = 2𝜇𝜀𝑧𝑧 + 𝜆𝜃 — компоненты

тензора напряжений; 𝜀𝑟𝑟 =
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

, 𝜀𝜙𝜙 =
𝑢𝑟
𝑟

, 𝜀𝑧𝑧 =
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑧

, 𝜀𝑟𝑧 = 0.5

(︂
𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑟

+
𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑧

)︂
— компоненты

тензора деформаций; 𝜃 =𝜀𝑟𝑟 + 𝜀𝜙𝜙 + 𝜀𝑧𝑧; 𝑢𝑟 = 𝑢𝑟(𝑟, 𝑧)— компонента вектора смещения 𝑢 в ра-
диальном направлении; 𝑢𝑧 = 𝑢𝑧(𝑟, 𝑧)— в продольном; 𝑆 = {(𝑟, 𝑧) ∈ 𝑅2|𝑟 ∈ [𝑟0, 𝑟1], 𝑧 ∈ [−𝑙, 𝑙]}—
область, на которой строится решение.

Для общности рассуждений запишем постановку задачи в безразмерном виде путем
введения безразмерных параметров и функций:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑆𝜉𝜉,𝜉 + 𝑆𝑥𝜉,𝑥 +
𝑆𝜉𝜉 − 𝑆𝜙𝜙

𝜉
+ 𝜅2𝜌𝑢𝜉 = 0,

𝑆𝜉𝑥,𝜉 + 𝑆𝑥𝑥,𝑥 +
𝑆𝜉𝑥
𝜉

+ 𝜅2𝜌𝑢𝑥 = 0,

𝑢𝑥 = 0, 𝑆𝜉𝑥 = 0, 𝜉 ∈ [𝜉0, 1], 𝑥 = ±𝑙0,
𝑆𝜉𝜉 = 𝑆𝜉𝑥 = 0, 𝜉 = 𝜉0, 𝑥 ∈ [−𝑙0, 𝑙0],
𝑆𝜉𝜉 = −𝑝𝑞(𝑥), 𝑆𝜉𝑥 = 0, 𝜉 = 1, 𝑥 ∈ [−𝑙0, 𝑙0],

(3)
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где 𝑟 = 𝜉𝑟1, 𝜉0 = 𝑟0/𝑟1 = 0.8, 𝑧 = 𝑥𝑟1, 𝑙0 = 𝑙/𝑟1 = 0.5, 𝑐* = 𝜇*/𝜆*, 𝑝 = 𝑃/𝜆*, 𝜎𝑟𝑟 = 𝜆*𝑆𝜉𝜉,
𝜎𝜙𝜙 = 𝜆*𝑆𝜙𝜙, 𝜎𝑧𝑟 = 𝜆*𝑆𝑥𝜉, 𝜎𝑧𝑧 = 𝜆*𝑆𝑥𝑥, 𝑢𝑟 = 𝑟1𝑢𝜉, 𝑢𝑧 = 𝑟1𝑢𝑥; 𝜅2 = 𝜌*𝜔2𝑟21/𝜆

* — безразмерный
параметр, пропорциональный частоте колебаний; 𝜆 = 𝜆*𝜆̃(𝜉, 𝑥), 𝜇 = 𝜇*𝜇̃(𝜉, 𝑥), 𝜌 = 𝜌*𝜌(𝜉, 𝑥),
где 𝜆*, 𝜇*, 𝜌* — характерные значения соответствующих характеристик; функции 𝜇̃(𝜉, 𝑥),
𝜆̃(𝜉, 𝑥), 𝜌(𝜉, 𝑥) определяют законы изменения переменных свойств материала. Здесь и далее
для краткости записи принято обозначение частных производных 𝑆𝜉𝜉,𝜉 = 𝜕𝑆𝜉𝜉/𝜕𝜉. Определя-
ющие соотношения для безразмерных величин имеют вид⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑆𝜉𝜉 = 2𝑐*𝜇̃𝜀𝜉𝜉 + 𝜆̃𝜃, 𝑆𝜙𝜙 = 2𝑐*𝜇̃𝜀𝜙𝜙 + 𝜆̃𝜃,

𝑆𝑥𝑥 = 2𝑐*𝜇̃𝜀𝑥𝑥 + 𝜆̃𝜃, 𝑆𝑥𝜉 = 𝑆𝜉𝑥 = 2𝑐*𝜇̃𝜀𝑥𝜉,

𝜀𝜉𝜉 = 𝑢𝜉,𝜉, 𝜀𝜙𝜙 =
𝑢𝜉
𝜉
, 𝜀𝑥𝑥 = 𝑢𝑥,𝑥,

𝜀𝜉𝑥 = 0.5 (𝑢𝑥,𝜉 + 𝑢𝜉,𝑥) .

(4)

В рассматриваемом случае неоднородного материала решение задачи (3)–(4) можно
получить только численно. Одним из широко используемых для таких целей методов является
МКЭ. В настоящей работе использован пакет FlexPDE, в котором реализован этот метод.
Следует отметить, что основным преимуществом этого пакета является возможность задания
в явном виде определяющих соотношений, уравнений колебаний, граничных условий и
законов изменения переменных характеристик.

2. Анализ чувствительности

Ранее в статье [15] был проведен анализ влияния переменных по радиальной координате
свойств материала цилиндра на основные акустические характеристики и дана оценка
точности решения, полученного в пакете FlexPDE. Для исследования влияния свойств ФГМ,
изготовленного из смеси четырех составляющих, на поле перемещений рассмотрим один из
наиболее часто используемых видов законов, описывающих их одновременное непрерывное
изменение по продольной и радиальной координатам [16]:

𝑓𝜆(𝜉, 𝑥) = 𝜆1𝑉1(𝜉, 𝑥) + 𝜆2𝑉2(𝜉, 𝑥) + 𝜆3𝑉3(𝜉, 𝑥) + 𝜆4𝑉4(𝜉, 𝑥),

𝑓𝜇(𝜉, 𝑥) = 𝜇1𝑉1(𝜉, 𝑥) + 𝜇2𝑉2(𝜉, 𝑥) + 𝜇3𝑉3(𝜉, 𝑥) + 𝜇4𝑉4(𝜉, 𝑥),

𝑓𝜌(𝜉, 𝑥) = 𝜌1𝑉1(𝜉, 𝑥) + 𝜌2𝑉2(𝜉, 𝑥) + 𝜌3𝑉3(𝜉, 𝑥) + 𝜌4𝑉4(𝜉, 𝑥),

(5)

где на области 𝑆* = {(𝜉, 𝑥) ∈ 𝑅2|𝜉 ∈ [𝜉0, 1], 𝑥 ∈ [−𝑙0, 𝑙0]} введены функции

𝑉1(𝜉, 𝑥) =

(︂
1−

(︂
𝜉 − 𝜉0
1− 𝜉0

)︂𝑛)︂(︂
1−

(︂
𝑥+ 𝑙0
2𝑙0

)︂𝑚)︂
,

𝑉2(𝜉, 𝑥) =

(︂
1−

(︂
𝜉 − 𝜉0
1− 𝜉0

)︂𝑛)︂(︂𝑥+ 𝑙0
2𝑙0

)︂𝑚
,

𝑉3(𝜉, 𝑥) =

(︂
𝜉 − 𝜉0
1− 𝜉0

)︂𝑛(︂
1−

(︂
𝑥+ 𝑙0
2𝑙0

)︂𝑚)︂
,

𝑉4(𝜉, 𝑥) =

(︂
𝜉 − 𝜉0
1− 𝜉0

)︂𝑛(︂𝑥+ 𝑙0
2𝑙0

)︂𝑚
.

(6)

Положительные параметры 𝑛 и 𝑚 характеризуют степень градиентности свойств по коорди-
натам 𝜉 и 𝑥 соответственно, 𝜆𝑖, 𝜇𝑖, 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, 4— безразмерные значения параметров Ламе и
плотности соответствующего 𝑖-го вещества.

В качестве конкретного примера рассмотрим ФГМ, состоящий из керамик SiC (вещест-
во 1), Al2O3 (вещество 2), которые достигают 100% своей концентрации соответственно в
точках (𝜉0,−𝑙0) и (𝜉0, 𝑙0) на внутренней поверхности цилиндра, и металлов Ti6Al4V (вещест-
во 3), Al 1100 (вещество 4), которые достигают 100% своей концентрации соответственно в

Механика 385



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2024. Т. 24, вып. 3

точках (1,−𝑙0) и (1, 𝑙0) на внешней боковой поверхности. Значения модуля Юнга 𝐸, коэффи-
циента Пуассона 𝜈, модуля сдвига 𝜇 и плотности 𝜌 были взяты из данных, представленных
в открытом доступе на сайте www.matweb.com, соответствуюшие значения параметра 𝜆
определены по известной формуле 𝜆 = 𝜈𝐸/((1 + 𝜈)(1− 2𝜈)). Значения безразмерных парамет-
ров Ламе 𝜆𝑖, 𝜇𝑖 и плотности 𝜌𝑖, 𝑖 = 1, 4, вычислялись с точностью до второго знака после
запятой согласно введенными правилам, при этом были выбраны 𝜆* = 50 ГПа, 𝜇* = 25 ГПа,
𝜌* = 1000 кг/м3. Все данные представлены в табл. 1.

Таблица 1 / Table 1

Значение размерных и безразмерных параметров четырех веществ ФГМ
The value of the dimensional and dimensionless parameters of the four FGM substances

№ п/п Вещество 𝐸, ГПа 𝜈 𝜇, ГПа 𝜆, ГПа 𝜌, кг/м3 𝜆𝑖 𝜇𝑖 𝜌𝑖
1 SiC 410 0.140 180 69.93 3210 1.4 7.2 3.21
2 Al2O3 370 0.220 140 119.1 3900 2.38 5.6 3.9
3 Ti6Al4V 113.8 0.342 44 91.8 4430 1.84 1.76 4.43
4 Al 1100 69 0.330 26 50.4 2710 1.01 1.04 2.71

Проведем анализ влияния амплитудных значений параметров Ламе и плотности на
изменение компонент поля перемещений. Для этого по аналогии с одномерным случаем [17]
введем в рассмотрение функции

𝜆̃𝑑(𝜉, 𝑥) = (1 + 𝑑) · 𝑓𝜆(𝜉, 𝑥), 𝜇𝑑(𝜉, 𝑥) = (1 + 𝑑) · 𝑓𝜇(𝜉, 𝑥), 𝜌𝑑(𝜉, 𝑥) = (1 + 𝑑) · 𝑓𝜌(𝜉, 𝑥), (7)

где 𝑑 = 0.001, 0.01, 0.1— формальный параметр, величина которого характеризует ампли-
тудные значения исследуемых свойств. Для анализа влияния конкретной характеристики
соответствующий закон ее изменения выбирался из (7) при 𝑛 = 𝑚 = 1, а два других фик-
сировались при значении 𝑑 = 0. Для удобства оценки относительного изменения компонент
поля перемещений (𝑢𝜉, 𝑢𝑥) введем в рассмотрение функции

𝛿𝜉 =
|𝑢𝜉 − 𝑢0𝜉 |
max𝑆 |𝑢0𝜉 |

· 100%, 𝛿𝑥 =
|𝑢𝑥 − 𝑢0𝑥|
max𝑆 |𝑢0𝑥|

· 100%, (8)

где 𝑢0𝜉 , 𝑢
0
𝑥 — компоненты поля перемещений, соответствующего законам (7) при 𝑑 = 0,

𝑛 = 𝑚 = 1. Проведенные расчеты показали, что для всех рассмотренных значений 𝑑
наибольшее влияние на поле перемещений имело изменение амплитудных значений модуля
сдвига 𝜇, а наименьшее — параметра 𝜆. В качестве примера на рис. 2–3 представлены графики
𝛿𝜉, 𝛿𝑥 при 𝑑 = 0.1.

а / a б / b в / c

Рис. 2. Графики функции 𝛿𝜉 для 𝑑 = 0.1, 𝑛 = 𝑚 = 1, соответствующие амплитудному
изменению только одной функции: а — 𝜆̃𝑑(𝜉, 𝑥); б — 𝜇̃𝑑(𝜉, 𝑥); в — 𝜌𝑑(𝜉, 𝑥) (цвет онлайн)

Fig. 2. Graphs of the function 𝛿𝜉 for 𝑑 = 0.1, 𝑛 = 𝑚 = 1 corresponding to the amplitude
change of only one function: a — 𝜆̃𝑑(𝜉, 𝑥); b — 𝜇̃𝑑(𝜉, 𝑥); c — 𝜌𝑑(𝜉, 𝑥) (color online)
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а / a б / b в / c

Рис. 3. Графики функции 𝛿𝑥 для 𝑑 = 0.1, 𝑛 = 𝑚 = 1, соответствующие амплитудному
изменению только одной функции: а — 𝜆̃𝑑(𝜉, 𝑥); б — 𝜇̃𝑑(𝜉, 𝑥); в — 𝜌𝑑(𝜉, 𝑥) (цвет онлайн)

Fig. 3. Graphs of the 𝛿𝑥 function for 𝑑 = 0.1, 𝑛 = 𝑚 = 1 corresponding to the amplitude
change of only one function: a — 𝜆̃𝑑(𝜉, 𝑥); b — 𝜇̃𝑑(𝜉, 𝑥); c — 𝜌𝑑(𝜉, 𝑥) (color online)

Здесь для всех случаев значение безразмерной частоты выбиралось равным 𝜅 = 1.0
(до первого резонанса), в качестве закона изменения нагрузки принималась константная
функция 𝑞(𝑥) = 1. В табл. 2 представлены значения первой резонансной частоты колебаний
𝜅 с точностью до пятого знака после запятой. При 𝑑 = 0 для всех функций 𝜆𝑑, 𝜇𝑑, 𝜌𝑑 и
𝑛 = 𝑚 = 1 первый резонанс наблюдается при 𝜅 ≈ 1.3448. При проведении расчетов контроль
точности осуществлялся путем задания в пакете FlexPDE значения служебного параметра
errlim = 10−6, который характеризует относительную погрешность.

Таблица 2 / Table 2

Значения первой безразмерной резонансной
частоты 𝜅 при различных значениях

параметра 𝑑 и одной из изменяемых функций
𝜆̃𝑑(𝜉, 𝑥), 𝜇̃𝑑(𝜉, 𝑥), 𝜌𝑑(𝜉, 𝑥) при 𝑛 = 𝑚 = 1

Values of the first dimensionless resonant
frequency 𝜅 for different values of the

parameter 𝑑 and one of the variable functions
𝜆̃𝑑(𝜉, 𝑥), 𝜇̃𝑑(𝜉, 𝑥), 𝜌𝑑(𝜉, 𝑥) for 𝑛 = 𝑚 = 1

𝑑 𝜆𝑑 𝜇𝑑 𝜌𝑑
0.001 1.34494 1.34539 1.34416
0.010 1.34595 1.35042 1.33816
0.100 1.35566 1.39946 1.28225

Из полученных данных видно, что, как и
в рассмотренном в работе [17] случае, толь-
ко радиальной неоднородности материала ам-
плитудные значения модуля сдвига 𝜇 и плот-
ности 𝜌 оказывают более существенное вли-
яние на поля перемещений и резонансные
значения параметра 𝜅, чем соответствующие
значения параметра 𝜆.

Для анализа влияния вида функции изме-
нения плотности на значения компонент по-
ля перемещений проведены вычислительные
эксперименты. Законы изменения параметров
Ламе фиксировались в виде линейных функ-
ций (5) 𝜆̃(𝜉, 𝑥) = 𝑓𝜆(𝜉, 𝑥), 𝜇̃(𝜉, 𝑥) = 𝑓𝜇(𝜉, 𝑥)
при 𝑛 = 𝑚 = 1, а закон изменения плотности
выбирался как 𝜌(𝜉, 𝑥) = 𝑓𝜌(𝜉, 𝑥) при значениях 𝑛 = 𝑚 = 2, 3. Соответствующие графики
функций 𝛿𝜉, 𝛿𝑥 представлены на рис. 4. Из этих данных видно, что вид закона изменения
функции плотности (степень его градиентности) также существенно влияет на значения
компонент поля перемещений.

3. Обратная задача

Рассмотрим модельную обратную задачу о восстановлении двумерной функции плотности
по заданному полю перемещений в конечном наборе точек при фиксированной частоте.
Предполагается, что законы изменения параметров Ламе известны, например, они могут
быть заранее определены по данным о поле перемещения из экспериментов при воздействии
статическими нагрузками [18]. Задачи такого вида также называют коэффициентными
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а / a б / b в / c г / d

Рис. 4. Графики функций 𝛿𝜉, 𝛿𝑥 при различных законах 𝑓𝜌(𝜉, 𝑥): а — 𝛿𝜉, 𝑛 = 𝑚 = 2; б — 𝛿𝑥, 𝑛 = 𝑚 = 2;
в — 𝛿𝜉, 𝑛 = 𝑚 = 3; г — 𝛿𝑥, 𝑛 = 𝑚 = 3 (цвет онлайн)

Fig. 4. Graphs of functions 𝛿𝜉, 𝛿𝑥 for different laws 𝑓𝜌(𝜉, 𝑥): a — 𝛿𝜉, 𝑛 = 𝑚 = 2; b — 𝛿𝑥, 𝑛 = 𝑚 = 2;
c — 𝛿𝜉, 𝑛 = 𝑚 = 3; d — 𝛿𝑥, 𝑛 = 𝑚 = 3 (color online)

обратными задачами первого типа [10,11]. Формально решение достаточно просто получить
из первого уравнения колебаний:

𝜌𝑟𝑒𝑐 = −
𝑆𝜉𝜉,𝜉 + 𝑆𝑥𝜉,𝑥 +

𝑆𝜉𝜉 − 𝑆𝜙𝜙
𝜉

𝜅2𝑢𝜉
. (9)

Следует сразу отметить, что при заданных граничных условиях (скользящей заделки) из
второго уравнения невозможно получить решение этой задачи во всей области, так как на
торцах цилиндра (верхней и нижней гранях области 𝑆) 𝑢𝑥 = 0.

С практической точки зрения основной сложностью при рассматриваемом подходе является
измерение поля перемещений внутри цилиндра в конечном наборе точек при фиксированной
частоте. Также при реализации решения согласно (9) вызывает трудности вычисление первых
и вторых производных от функций 𝑢𝜉, 𝑢𝑥, заданных в конечном числе точек. Для преодоления
этой проблемы предложен алгоритм моделирования вычислительного эксперимента для
реализации решения обратной задачи, включающий следующие шаги:

1) построение численного решения прямой задачи при точно заданной восстанавливаемой
функции 𝜌𝑒𝑥 с помощью МКЭ в пакете FlexPDE;

2) получение входной информации для обратной задачи — значений компонент поля переме-
щений 𝑢𝜉, 𝑢𝑥 в конечном наборе точек (𝜉𝑖, 𝑥𝑗), 𝜉𝑖 = 𝜉0 + (𝑖− 1)ℎ𝜉, ℎ𝜉 = (𝜉0 − 1)/(𝑛𝜉 − 1),
𝑖 = 1..𝑛𝜉, 𝑥𝑗 = −𝑙0 + (𝑗 − 1)ℎ𝑥, ℎ𝑥 = 2𝑙0/(𝑚𝑥 − 1), 𝑗 = 1..𝑚𝑥;

3) интерполяция значений функций 𝑢𝜉(𝜉𝑖, 𝑥𝑗), 𝑢𝑥(𝜉𝑖, 𝑥𝑗) радиальной базисной функци-
ей 𝑢𝑠𝜉, 𝑢

𝑠
𝑥;

4) вычисление значений функций напряжений согласно определяющим соотношениям (4)
в точках (𝜉𝑖, 𝑥𝑗);

5) осуществление «сглаживания» полученных наборов данных, соответствующих для
каждой функции напряжений, с помощью алгоритма локально взвешенной регрессии
LOWESS (Locally Weighted Scatterplot Smoothing) [19] в пакете Maple;

6) по «сглаженным» узловым значениям в точках (𝜉𝑖, 𝑥𝑗) строятся соответствующие сплай-
ны для функций напряжений 𝑆𝑠𝜉𝜉, 𝑆

𝑠
𝑥𝜉, 𝑆

𝑠
𝜙𝜙 и вычисляются первые производные 𝑆𝑠𝜉𝜉,𝜉,

𝑆𝑠𝑥𝜉,𝑥;
7) искомая функция 𝜌𝑟𝑒𝑐 определяется из соотношения (9) с помощью подстановки в

него полученных функций радиального смещения, компонент тензора напряжений и их
производных.
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При проведении модельных вычислительных экспериментов для определенности примем
безразмерные параметры Ламе постоянными 𝜆̃ = 1.66, 𝜇̃ = 3.9; выбранные значения получены
путем осреднения соответствующих линейных законов (5) по площади области. Выберем
одинаковыми шаги разбиения сетки входных данных ℎ𝜉 = ℎ𝑥, тогда с учетом конкретных
значений 𝜉0 и 𝑙0 для рассматриваемого цилиндра число узловых значений входных данных
по радиальной и продольной координатам будут связаны соотношением 𝑚𝑥 = 5𝑛𝜉. Значение
параметра 𝜅 = 1.1 выбрано вблизи первого резонанса, где наиболее существенно проявляется
влияние переменных свойств на поле перемещений и амплитудно-частотные характеристики.
Количество узлов выбрано равным 𝑛𝜉 = 20, 𝑚𝑥 = 100.

В настоящее время используются ФГМ с различными видами законов изменения свойств
[20]. При проведении вычислительных экспериментов по решению обратной задачи рекон-
струкции функции плотности рассмотрим наиболее характерные из них.

1. В качестве первого примера рассмотрим эксперимент по восстановлению квадратичной
функции 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) = 𝑓𝜌(𝜉, 𝑥) из (5) при 𝑛 = 𝑚 = 2. На рис. 5 представлены графики компонент
тензора напряжений 𝑆𝜉𝜉(𝜉, 𝑥) и 𝑆𝑥𝜉(𝜉, 𝑥), полученные на 6-ом шаге описанного алгоритма. Из
графиков видно, что вблизи границы области у функций имеются особенности, связанные
с граничными условиями. С учетом этого результаты реконструкции будут представлены
на подобласти 𝑆* = {(𝜉, 𝑥) ∈ 𝑅2|𝜉 ∈ [0.82, 0.98], 𝑥 ∈ [−0.4, 0.4], как наиболее значимой для
применения метода на практике.

а / a б / b

Рис. 5. Графики компонент тензора напряжений: а — 𝑆𝜉𝜉(𝜉, 𝑥); б — 𝑆𝑥𝜉(𝜉, 𝑥) (цвет онлайн)

Fig. 5. Graphs of stress tensor components: a — 𝑆𝜉𝜉(𝜉, 𝑥); b — 𝑆𝑥𝜉(𝜉, 𝑥) (color online)

Здесь и далее для демонстрации результатов восстановления в каждом примере на одном
изображении будут представлены графики: точной функции 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) в виде сплошной цветной
поверхности, восстановленной функции 𝜌𝑟𝑒𝑐(𝜉, 𝑥) в виде сетки черного цвета. Отдельно в каж-
дом примере будет представлен график распределения функции относительной погрешности
реконструкции 𝛿𝜌 вида

𝛿𝜌 =
|𝜌𝑒𝑥 − 𝜌𝑟𝑒𝑐|
max𝑆 |𝜌𝑒𝑥|

· 100%. (10)

На рис. 6 для рассматриваемого примера квадратичной функции 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) = 𝑓𝜌(𝜉, 𝑥)
представлены результаты восстановления. Видно, что погрешность не превосходит 1.2%.

2. Во втором примере рассмотрена реконструкция экспоненциального закона измене-
ния плотности 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) = 𝑒𝜉 + 𝑒−1.2𝑥, результаты представлены на рис. 7. Относительная
погрешность не превосходит 1.12%.

3. В третьем эксперименте представлена реконструкция тригонометрического закона
изменения плотности 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) = 3.5−0.5 cos(1.2𝜋(𝜉+2𝑥)), результаты представлены на рис. 8.
Относительная погрешность не превосходит 1.1%.
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а / a б / b

Рис. 6. Графики: а — точной квадратичной функции 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) = 𝑓𝜌(𝜉, 𝑥) (5) при 𝑛 = 𝑚 = 2
(сплошная поверхность) и восстановленной функции 𝜌𝑟𝑒𝑐(𝜉, 𝑥) (сетка); б — функции 𝛿𝜌

(цвет онлайн)
Fig. 6. Graphs: a is plots of the exact quadratic function 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) = 𝑓𝜌(𝜉, 𝑥) (5) for 𝑛 = 𝑚 = 2
(solid surface) and the reconstructed functions 𝜌𝑟𝑒𝑐(𝜉, 𝑥) (grid); b is graph of the function 𝛿𝜌

(color online)

а / a б / b

Рис. 7. Графики: а — точной функции 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) = 𝑒𝜉 + 𝑒−1.2𝑥 (сплошная поверхность)
и восстановленной функции 𝜌𝑟𝑒𝑐(𝜉, 𝑥) (сетка); б — функции 𝛿𝜌(𝜉, 𝑥) (цвет онлайн)

Fig. 7. Graphs: a is graphs of the exact function 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥 = 𝑒𝜉 + 𝑒−1.2𝑥) (solid surface)
and the restored function 𝜌𝑟𝑒𝑐(𝜉, 𝑥) (grid); b is graph of the function 𝛿𝜌(𝜉, 𝑥) (color online)

а / a б / b

Рис. 8. а — графики точной функции 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) = 3.5 − 0.5 cos(1.2𝜋(𝜉 + 2𝑥)) (сплошная
поверхность) и восстановленной функции 𝜌𝑟𝑒𝑐(𝜉, 𝑥) (сетка); б — график функции 𝛿𝜌(𝜉, 𝑥)

(цвет онлайн)
Fig. 8. Graphs: a is graphs of the exact function 𝜌𝑒𝑥(𝜉, 𝑥) = 3.5− 0.5 cos(1.2𝜋(𝜉 + 2𝑥)) (solid
surface) and the reconstructed function 𝜌𝑟𝑒𝑐(𝜉, 𝑥) (grid); b is graph of the function 𝛿𝜌(𝜉, 𝑥)

(color online)
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Результаты вычислительных экспериментов показывают, что предлагаемый метод решения
обратной задачи об определении двумерного закона изменения плотности по данным о
значениях поля перемещений, измеренных в конечном наборе точек, может быть использован
для идентификации функций различного типа с высокой степенью точности.

Заключение

В рамках линейной теории упругости для неоднородного упругого цилиндра рассмотрена
двумерная задача об установившихся колебаниях. Изменяющиеся по продольной и радиальной
координате, свойства цилиндра моделировались переменными параметрами Ламе и плотно-
стью. Решение прямой задачи построено с помощью МКЭ, который был ранее апробирован
для решения задачи для неоднородного по радиальной координате цилиндра. Показано влия-
ние переменных свойств на поле перемещений. Сформулирована обратная коэффициентная
задача об определении двумерного закона изменения плотности по данным о смещениях,
измеренных в конечном наборе точек при фиксированной частоте. Отмечены основные слож-
ности реализации ее численного исследования. Для решения обратной задачи предложен
алгоритм, на основе которого удалось существенно улучшить точность вычисления первых и
вторых производных от функций, рассчитываемых численно с помощью МКЭ, необходимых
для определения искомой двумерной функции плотности. Приведенные примеры показывают
эффективность использования предложенного подхода для восстановления различных видов
двумерных законов изменения плотности материала.
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