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Аннотация. В кватернионной постановке рассмотрена задача математического моделирования дви-
жения космического аппарата (КА) по эллиптической орбите. Управлением является ограниченный
по модулю вектор ускорения от реактивной тяги, направленный ортогонально плоскости орбиты
КА. Движение центра масс КА описано с помощью кватернионного дифференциального уравне-
ния ориентации орбитальной системы координат. Построено приближённое аналитическое решение
кватернионного дифференциального уравнения ориентации орбитальной системы координат в ви-
де равномерно пригодного асимптотического разложения по степеням эксцентриситета орбиты КА
(малого параметра). Для устранения вековых слагаемых в этом разложении был применён метод
перенормировки. Учёт известного решения уравнения ориентации орбитальной системы координат для
случая, когда орбита КА является круговой, позволил упростить вид вышеуказанного разложения.
Найдены нелинейные частоты колебаний каждой из компонент искомого кватерниона. Аналитические
преобразования были выполнены с помощью пакета символьной алгебры SymPy. Для проведения
численного моделирования движения КА была составлена программа на языке Python. Проведено
сравнение расчётов по аналитическим формулам, полученным в работе (при отсутствии вековых
слагаемых), и ранее полученных результатов при наличии вековых слагаемых. Приведён пример
моделирования управляемого движения КА для случая, когда начальная ориентация орбитальной
системы координат соответствует ориентации орбиты одного из спутников орбитальной группировки
ГЛОНАСС. Построены графики изменения погрешности определения модуля и компонент кватерниона
ориентации орбитальной системы координат. Показано, что устранение вековых слагаемых с помощью
метода перенормировки позволило уменьшить ошибку определения указанного модуля при увеличении
количества оборотов КА вокруг Земли. Проведён анализ полученного приближённого аналитического
решения. Установлены особенности и закономерности процесса движения КА по эллиптической
орбите.
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Abstract. In the quaternion formulation, the problem of mathematical modeling of the spacecraft motion
in an elliptical orbit is considered. The control is a modulo-limited acceleration vector from the jet thrust,
directed orthogonally to the plane of the spacecraft orbit. The motion of the spacecraft center of mass
is described using the quaternion differential equation of the orientation of the orbital coordinate system.
An approximate analytical solution of the quaternion differential equation of the orientation of the orbital
coordinate system is constructed in the form of a uniformly suitable asymptotic expansion by degrees of
eccentricity of the spacecraft orbit (small parameter). To eliminate the secular terms in this expansion, the
renormalization method was applied. Taking into account the known solution of the equation of orientation
of the orbital coordinate system for the case when the spacecraft orbit is circular, allowed to simplify
the form of the above expansion. The nonlinear oscillation frequencies of each component of the desired
quaternion were found. Analytical transformations were performed using the SymPy symbolic algebra
package. To carry out numerical simulation of the spacecraft motion, a program was written in Python.
Calculations based on analytical formulas obtained in the paper (in the absence of secular terms) and
previously obtained results in the presence of secular terms are compared. An example of modeling
the controlled motion of a spacecraft is given for the case when the initial orientation of the orbital
coordinate system corresponds to the orientation of the orbit of one of the satellites of the GLONASS
orbital grouping. Graphs were built to show error in the module (and components) of the quaternion
describing the orientation of the orbital coordinate system. It is shown that the elimination of secular
terms using the renormalization method made it possible to reduce the error in determining this module
with an increase in the number of spacecraft revolutions around the Earth. The analysis of the obtained
approximate analytical solution is carried out. The features and regularities of the spacecraft motion in an
elliptical orbit are established.
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Введение

Задачам управления движением центра масс космического аппарата (КА) посвящено
достаточно большое количество публикаций в нашей стране и за рубежом. В этих работах
для описания движения КА чаще всего используются уравнения движения в традиционных
угловых элементах орбиты [1–3]. Аналитическое исследование дифференциальных уравнений
ориентации орбиты в классических угловых элементах (и получающихся краевых задач) —
достаточно сложная задача. Отметим работы С. А. Ишкова, В. В. Салмина и др. [4, 5].
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Повышение эффективности численного решения задач в этой области, по-видимому, может
быть получено при использовании кватернионных моделей орбитального движения КА.

В настоящей работе рассмотрена задача уточнения приближённого решения кватернионных
уравнений, описывающих ориентацию вращающейся системы координат, связанной с КА,
относительно инерциальной системы координат.

Указанная задача есть известная задача Дарбу. Решение этой задачи в замкнутой форме
найдено лишь для некоторых частных случаев (см., например, работы [6–10]). Поэтому поиск
её приближённого решения продолжает оставаться актуальным.

1. Постановка задачи

Пусть вектор ускорения 𝑢 от тяги реактивного двигателя во всё время управляемого дви-
жения КА направлен ортогонально плоскости его орбиты. В этом случае орбита КА в процессе
управления движением центра масс КА не меняет своей формы и своих размеров, а пово-
рачивается в пространстве под действием управления как неизменяемая (недеформируемая)
фигура.

Рассмотрим орбитальную систему координат 𝜂 [11]. Начало этой системы координат
находится в центре масс КА, ось 𝜂1 направлена вдоль радиуса-вектора центра масс КА, ось
𝜂3 перпендикулярна плоскости орбиты и имеет направление постоянного по модулю вектора 𝑐
момента скорости центра масс КА, а ось 𝜂2 образует правую тройку с осями 𝜂1 и 𝜂3.

Безразмерные уравнения ориентации орбитальной системы координат 𝜂 в параметрах
Эйлера 𝜆𝑗 имеют вид [12]

𝑑𝜆

𝑑𝜙
=

1

2
𝜆 ∘

[︀
𝑁𝑟3𝑢 𝑖1 + 𝑖3

]︀
, 𝑟 =

1

1 + 𝑒 cos𝜙
. (1)

Здесь 𝜆— нормированный кватернион ориентации орбитальной системы координат 𝜂,
𝑖𝑘 — векторные мнимые единицы Гамильтона, ∘— символ кватернионного умножения; 𝜙—
истинная аномалия, характеризующая положение КА на орбите; 𝑟— модуль безразмерного
радиуса-вектора центра масс КА; 𝑒— эксцентриситет орбиты, 𝑢— управление, безразмерная
проекция вектора реактивного ускорения 𝑢 на направление вектора момента скорости центра
масс КА (алгебраическая величина реактивного ускорения, перпендикулярного мгновенной
плоскости орбиты КА); 𝑁 = 𝑢max𝑅

3/𝑐2 — характерный безразмерный параметр задачи, 𝑢max —
максимальное (по модулю) значение размерного управления, 𝑅— характерное расстояние
(величина, близкая к длине большой полуоси орбиты управляемого КА), 𝑐— постоянная
площадей (модуль вектора момента скорости центра масс КА).

Пусть КА движется под действием постоянного по модулю управления. Известно, что при
решении задачи быстродействия и задачи о минимизации затрат характеристической скорости
оптимальное по Понтрягину [13] управление имеет именно такой вид на смежных участках
активного движения КА [14]. Ранее в работе [15] автором было построено следующее
приближённое решение уравнений (1) для постоянного управления в виде разложения по
степеням эксцентриситета орбиты 𝑒 (малого параметра):

𝜆(𝜙) = 𝜆(0)(𝜙) + 𝑒𝜆(1)(𝜙) + 𝑒2𝜆(2)(𝜙) +𝑂(𝑒3), (2)

где 𝜆(0) = 𝐶 cos (𝜔𝜙/2) +𝐷 sin (𝜔𝜙/2) – общее решение уравнений (1) для случая круговой
орбиты, 𝐶, 𝐷 — кватернионные постоянные интегрирования, а 𝜔 =

√︀
(𝑁 · 𝑢)2 + 1 = const.

При этом поправки 𝜆(1) и 𝜆(2) имеют вид

𝜆(1)=𝐴+ cos
[︁(︁𝜔

2
+1
)︁
𝜙
]︁
+𝐵+ sin

[︁(︁𝜔
2
+1
)︁
𝜙
]︁
+𝐴− cos

[︁(︁𝜔
2
−1
)︁
𝜙
]︁
+𝐵− sin

[︁(︁𝜔
2
−1
)︁
𝜙
]︁
,

𝜆(2) = 𝐸+ cos
[︁(︁𝜔

2
+ 2
)︁
𝜙
]︁
+ 𝐹+ sin

[︁(︁𝜔
2
+ 2
)︁
𝜙
]︁
+𝐸− cos

[︁(︁𝜔
2
− 2
)︁
𝜙
]︁
+ (3)

+𝐹− sin
[︁(︁𝜔

2
− 2
)︁
𝜙
]︁
+𝐺𝜙 cos

𝜔𝜙

2
+𝐻𝜙 sin

𝜔𝜙

2
.
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Заметим, что постоянные кватернионы 𝐴+, . . . ,𝐵−, 𝐸+, . . . ,𝐹−, 𝐺, 𝐻 выражаются через
кватернионы 𝐶 и 𝐷 по известным формулам [15]. Для нахождения восьми произволь-
ных постоянных (компоненты кватернионов 𝐶 и 𝐷) нужно решить следующую систему
двух линейных кватернионных алгебраических уравнений (начальное значение кватерниона
ориентации 𝜆н считается заданным):

𝜆(0) = 𝜆н,
𝑑𝜆

𝑑𝜙

⃒⃒⃒⃒
𝜙=0

=
1

2
𝜆н ∘

[︀
𝑁𝑟(0)3𝑢 𝑖1 + 𝑖3

]︀
.

Построенное прямое разложение (2) становится непригодным при больших значениях 𝜙
из-за присутствия в нём вековых слагаемых 𝜙 cos(𝜔𝜙/2) и 𝜙 sin(𝜔𝜙/2). Для того чтобы
исключить из решения указанные слагаемые, был применён метод перенормировки [16],
изложенный в следующем разделе.

2. Метод перенормировки

Нарушение пригодности прямого разложения (2) связано с тем, что с его помощью
невозможно описать зависимость частоты колебаний системы от степени её нелинейности.
Обычно в таких случаях частоту колебаний вводят непосредственно в уравнения движения
(применяя методику Линдштедта –Пуанкаре [17]). В дальнейшем частоту колебаний нужно
так же, как и искомую переменную, разложить в ряд по степеням малого параметра. В нашем
случае каждая компонента искомого кватерниона имеет свою собственную частоту колебаний,
поэтому нужно записать прямое разложение в скалярном виде. Рассмотрим сначала слагаемые

𝐶 cos
𝜔𝜙

2
+ 𝑒2 ·𝐻𝜙 sin

𝜔𝜙

2

или в скалярном виде
𝐶𝑗 cos

𝜔𝜙

2
+ 𝑒2 ·𝐻𝑗𝜙 sin

𝜔𝜙

2
, 𝑗 = 0, 3. (4)

В каждом из скалярных соотношений (4) перейдём к новой независимой переменной 𝜏𝑗
по формуле

𝜏𝑗 =
(︁𝜔
2
+ 𝜔2𝑗 · 𝑒2 + . . .

)︁
· 𝜙, 𝑗 = 0, 3.

Здесь сумма в круглых скобках — это разложение для нелинейной частоты колебаний.
Первое слагаемое в нём соответствует частоте колебаний при движении по круговой орбите.
Слагаемое с эксцентриситетом орбиты КА в первой степени отсутствует, так как вековые
слагаемые содержат малый параметр в квадрате.

Возвращаясь к истинной аномалии, после разложения обратной величины в ряд Тейлора
получим (𝑗 = 0, 3):

𝜙 =
(︁𝜔
2
+ 𝜔2𝑗 · 𝑒2 + . . .

)︁−1
· 𝜏𝑗 =

(︂
2

𝜔
− 4 · 𝜔2𝑗 · 𝑒2

𝜔
+𝑂(𝑒3)

)︂
· 𝜏𝑗 .

Тогда выражения (4) примут вид (𝑗 = 0, 3):

𝐶𝑗 cos

[︂
𝜔

2
·
(︂
2

𝜔
− 4 · 𝜔2𝑗 · 𝑒2

𝜔

)︂
· 𝜏𝑗
]︂
+

+𝑒2 ·𝐻𝑗 ·
(︂
2

𝜔
− 4 · 𝜔2𝑗 · 𝑒2

𝜔

)︂
· 𝜏𝑗 · sin

[︂
𝜔

2
·
(︂
2

𝜔
− 4 · 𝜔2𝑗 · 𝑒2

𝜔

)︂
· 𝜏𝑗
]︂
.

Теперь необходимо выбрать параметры 𝜔2𝑗 так, чтобы избавиться от вековых слагаемых.
Для этого разложим синус и косинус в ряд Тейлора по переменной 𝜏𝑗 с точностью до величин
второго порядка малости, получим

𝐶𝑗 cos 𝜏𝑗 + 𝑒2 · (𝐶𝑗 · 𝜔2𝑗 +𝐻𝑗) ·
2

𝜔
· 𝜏𝑗 sin 𝜏𝑗 .
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Следовательно, достаточно положить 𝜔2𝑗 = −𝐻𝑗/𝐶𝑗 . При этом (4) примет вид

𝐶𝑗 cos

[︂(︂
𝜔

2
− 𝐻𝑗

𝐶𝑗
· 𝑒2
)︂
· 𝜙
]︂
, (5)

и вековых слагаемых здесь больше не будет.
Аналогично можно показать, что

𝐷𝑗 sin
𝜔𝜙

2
+ 𝑒2 ·𝐺𝑗𝜙 cos

𝜔𝜙

2
≈ 𝐷𝑗 sin

[︂(︂
𝜔

2
+
𝐺𝑗
𝐷𝑗

· 𝑒2
)︂
· 𝜙
]︂

(6)

с точностью до величин второго порядка малости.
Обозначим кватернион, 𝑗-й компонентой которого является сумма выражения (5) и правой

части (6) через 𝜆
(0)
𝑛𝑜_𝑠𝑒𝑐. Пусть также кватернион

𝜆(2)
𝑛𝑜_𝑠𝑒𝑐 = 𝜆(2) −𝐺𝜙 cos

𝜔𝜙

2
−𝐻𝜙 sin

𝜔𝜙

2

есть вторая поправка без вековых слагаемых.
Тогда равномерно пригодное разложение для решения кватернионного уравнения (1)

с точностью до величин второго порядка малости примет вид

𝜆(𝜙, 𝑒) = 𝜆(0)
𝑛𝑜_𝑠𝑒𝑐(𝜙) + 𝑒𝜆(1)(𝜙) + 𝑒2𝜆(2)

𝑛𝑜_𝑠𝑒𝑐(𝜙) +𝑂(𝑒3). (7)

Заметим, что все аналитические выкладки в данном разделе были проведены с помощью
пакета символьной алгебры SymPy1 [18,19] на языке Python3.

3. Пример численного решения задачи

Пусть начальное значение кватерниона 𝜆 = 𝜆н соответствует ориентации орбиты одного
из спутников группировки ГЛОНАСС (при условии, что начальное значение истинной ано-
малии 𝜙— ноль радиан), т. е. долгота восходящего узла Ω𝑢, наклонение орбиты 𝐼 и угловое
расстояние до перицентра 𝜔𝜋 равны соответственно (𝑢 = 1):

Ω0
𝑢 = Ω𝑢(0) = 215.25∘, 𝐼0 = 𝐼(0) = 64.8∘, 𝜔0

𝜋 = 𝜔𝜋(0) = 0∘,

𝜙0 = 0 рад., 𝑢max = 0.101907 м/с2, 𝑁 = 0.35.

Тогда компоненты начального кватерниона ориентации орбитальной системы координат
примут вид

𝜆н
0 = −0.255650, 𝜆н

1 = −0.162241, 𝜆н
2 = 0.510674, 𝜆н

3 = 0.804694.

Известно [14], что уравнения (1) имеют первый интеграл

|𝜆| =
√︀

||𝜆|| =

⎯⎸⎸⎷ 3∑︁
𝑗=0

𝜆2𝑗 = |𝜆(0)| = 1 = const. (8)

Тогда погрешность определения модуля кватерниона 𝜆 на отрезке 𝜙 ∈ [0; 40𝜋] (КА при
этом совершает двадцать оборотов вокруг Земли) с учётом (8) запишется так:

𝑒𝑟𝑟|𝜆|(𝑒) = max
𝜙∈[0; 40𝜋]

abs
(︁
|𝜆прибл(𝜙, 𝑒)| − 1

)︁
, (9)

где компоненты кватерниона ориентации орбитальной системы координат 𝜆прибл(𝜙, 𝑒) вычис-
ляются или по формулам (2), (3) (при наличии вековых слагаемых), или по формуле (7) (при
отсутствии вековых слагаемых).

1SymPy. URL: https://www.sympy.org/en/index.html (дата обращения: 10.01.2023).
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Введём в рассмотрение кватернион погрешности определения ориентации орбитальной
системы координат 𝑒𝑟𝑟(𝑒). Его компоненты могут быть найдены по формуле

𝑒𝑟𝑟𝑗(𝑒) = max
𝜙∈[0; 40𝜋]

|𝜆прибл
𝑗 (𝜙, 𝑒)− 𝜆РК

𝑗 (𝜙, 𝑒)|, 𝑗 = 0, 3. (10)

Здесь приближённое решение 𝜆прибл(𝜙, 𝑒) рассчитано по формуле (7) (при отсутствии вековых
слагаемых); а 𝜆РК(𝜙, 𝑒)— результат интегрирования уравнения (1) методом Рунге –Кутты
4-го порядка точности с шагом ℎ = 0.001 рад.

Результаты расчётов по формуле (9) приведены на рис. 1.
На рис. 2 показаны законы изменения компонент кватерниона погрешности (10) без

вековых слагаемых. Заметим, что устранение вековых слагаемых позволило уменьшить
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0.00008

0.00012

 0  0.002  0.004  0.006  0.008  0.01

err|λ|

e
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2
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err|λ|

e

1

2

Рис. 1. Погрешность определения модуля ква-
терниона ориентации: 1 — при наличии вековых

слагаемых; 2 — без вековых слагаемых

Fig. 1. Error in determining the modulo of the
orientation quaternion: 1 is with secular terms; 2

is without secular terms

погрешность определения компонент кватер-
ниона ориентации орбитальной системы ко-
ординат лишь на доли процента в случае, ко-
гда КА совершает двадцать оборотов вокруг
Земли.

Из анализа построенных графиков сле-
дует, что предложенное в работе преобра-
зование позволяет уменьшить погрешность
определения модуля кватерниона ориентации
орбитальной системы координат на больших
промежутках времени. При этом увеличение
эксцентриситета орбиты КА приводит к за-
метному увеличению погрешности за счёт
наличия в (2), (3) вековых слагаемых. Также
построенное разложение обеспечивает при-
емлемую точность определения компонент
кватерниона ориентации орбитальной систе-
мы координат.
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Рис. 2. Компоненты кватерниона погрешности: а — скалярная часть; б — векторная часть

Fig. 2. Components of the error quaternion: a is scalar part; b is vector part

Заключение

В настоящей работе с помощью метода перенормировки удалось уменьшить погреш-
ность определения модуля кватерниона, описывающего ориентацию орбитальной системы
координат, при моделировании движения КА под действием постоянного управления с по-
мощью разложения в асимптотический ряд. В дальнейшем предложенное преобразование
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поможет упростить получение равномерно пригодного разложения более высокого порядка
относительно эксцентриситета орбиты КА.
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