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Аннотация. Рассматриваются только конечные группы. F-проекторы и F-покрывающие подгруппы, где
F— некоторый класс групп, введены в рассмотрение В. Гашюцем в качестве естественного обобщения
силовских и холловых подгрупп в конечных группах. Развивая идею В. Гашюца, В. А. Ведерниковым
и М. М. Сорокиной были определены F𝜔-проекторы и F𝜔-покрывающие подгруппы, где 𝜔— непустое
множество простых чисел, и установлены их ключевые характеристики. Цель настоящей работы —
изучение свойств F𝜔-проекторов и F𝜔-покрывающих подгрупп, устанавливающих их взаимосвязь с
другими подгруппами в группах. Решены следующие задачи: для непустого 𝜔-примитивно замкнутого
гомоморфа F и заданного множества 𝜋 простых чисел установлены условия совпадения F𝜔-проектора
группы с ее 𝜋-холловой подгруппой; для заданной формации F установлена взаимосвязь между
F𝜔-покрывающими подгруппами группы 𝐺 = 𝐴o𝐵 и F𝜔-покрывающими подгруппами группы 𝐵. В
работе используются классические методы доказательств теории конечных групп, а также методы
теории классов групп.
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Abstract. Only finite groups are considered. F-projectors and F-covering subgroups, where F is a certain
class of groups, were introduced into consideration by W. Gaschutz as a natural generalization of Sylow and
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Hall subgroups in finite groups. Developing Gaschutz’s idea, V. A. Vedernikov and M. M. Sorokina defined
F𝜔-projectors and F𝜔-covering subgroups, where 𝜔 is a non-empty set of primes, and established their
main characteristics. The purpose of this work is to study the properties of F𝜔-projectors and F𝜔-covering
subgroups, establishing their relation with other subgroups in groups. The following tasks are solved: for a
non-empty 𝜔-primitively closed homomorph F and a given set 𝜋 of primes, the conditions under which
an F𝜔-projector of a group coincides with its 𝜋-Hall subgroup are established; for a given formation F, a
relation between F𝜔-covering subgroups of a group 𝐺 = 𝐴o𝐵 and F𝜔-covering subgroups of the group 𝐵
is obtained. In the paper classical methods of the theory of finite groups, as well as methods of the theory
of classes of groups are used.
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Посвящается светлой памяти
Виктора Александровича Ведерникова

Введение

Рассматриваются только конечные группы и классы конечных групп. Классом групп назы-
вается множество групп, содержащее вместе с каждой группой и все группы, ей изоморфные.
Среди классов групп центральное место занимают формации, введенные в рассмотрение
В. Гашюцем в работе [1].

С помощью функциональных методов В. Гашюц построил локальные формации, наиболее
изученные в настоящее время и нашедшие многочисленные применения в теории групп. Обоб-
щением понятия локальной формации является понятие примитивно замкнутого гомоморфа,
а именно Г. Шунк в работе [2] доказал, что всякая локальная формация является примитивно
замкнутым гомоморфом.

Другим естественным обобщением понятия локальной формации является введенное в
рассмотрение Л.А. Шеметковым в [3] понятие 𝜔-локальной формации, где 𝜔— непустое
множество простых чисел. В работе [4] были определены 𝜔-примитивно замкнутые гомо-
морфы и установлено, что всякая 𝜔-локальная формация является 𝜔-примитивно замкнутым
гомоморфом.

В. Гашюцем для локальной формации F в разрешимой группе были введены в рассмотрение
F-проекторы [5] и F-покрывающие подгруппы [1]. Эти понятия являются естественным
обобщением понятий холловой и картеровой подгрупп, а именно в разрешимой группе
множество всех 𝜋-холловых (нильпотентных) подгрупп совпадает с совокупностью всех ее
G𝜋-покрывающих (N-покрывающих) подгрупп, где G𝜋 и N— классы всех 𝜋-групп и всех
нильпотентных групп соответственно. Отметим, что в классе всех разрешимых групп понятия
F-проектора и F-покрывающей подгруппы совпадают. Многие важные свойства данных видов
подгрупп в случае, когда F является локальной формацией, были установлены Р. Картером,
Т. Хоуксом, К. Дерком, Б. Хуппертом, Л. А. Шеметковым, Э. Ф. Шмигиревым, П. Шмидом,
В. А. Ведерниковым, С. Ф. Каморниковым, Т. И. Васильевой и др. (см., например, [6–8]).
Свойства F-проекторов и F-покрывающих подгрупп в группах для примитивно замкнутого
гомоморфа F изучались в работах [9,10] и др.

В работе [4] для непустого класса групп F были определены F𝜔-проекторы и F𝜔-покрываю-
щие подгруппы и получен ряд их ключевых свойств (существование, сопряженность, вложение
и др.) для случая, когда класс F является 𝜔-локальной формацией или 𝜔-примитивно замкну-
тым гомоморфом. В работе [11] исследовалась взаимосвязь F𝜔-проекторов и нормальных
𝜔-подгрупп в группах. Настоящая работа продолжает исследования в данном направлении:
изучаются условия, при которых F𝜔-проекторы и F𝜔-покрывающие подгруппы совпадают с
другими подгруппами в группе. Решены следующие задачи: для наследственного гомоморфа
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X и непустого 𝜔-примитивно замкнутого в X гомоморфа F получены условия совпадения
F𝜔-проектора нильпотентной 𝜔-группы 𝐺 с ее 𝜋-холловой подгруппой, где 𝜋 = 𝜒(F) ∩ 𝜔
(теорема 1); для непустой формации H и формации F = G𝜔H установлены условия, при
которых F𝜔-покрывающая подгруппа группы 𝐺 = 𝐴 o 𝐵 совпадает с F𝜔-покрывающей
подгруппой группы 𝐵 (теорема 2). В качестве следствий из теоремы 1 вытекают известные
свойства F-проекторов [12, гл. 5]. Теорема 2 развивает результаты С. Ф. Каморникова из [13]
о F-покрывающих подгруппах.

1. Предварительные сведения

Используемые определения и обозначения для групп стандартны (см., например, [6,7,12]).
Приведем лишь некоторые из них.

Запись 𝐴 6 𝐺 (𝐴 < 𝐺, 𝐴C𝐺, 𝐴 < · 𝐺) означает, что 𝐴— подгруппа (соответственно соб-
ственная, нормальная, максимальная подгруппа) группы 𝐺; 𝐴o𝐵 — полупрямое произведение
нормальной подгруппы 𝐴 и подгруппы 𝐵 группы 𝐺; 𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺(𝐻)— ядро подгруппы 𝐻 в группе
𝐺; Φ(𝐺) и 𝐹 (𝐺)— подгруппа Фраттини и подгруппа Фиттинга группы 𝐺 соответственно [12].
Запись 𝐴 := 𝐵 означает равенство 𝐴 = 𝐵 по определению.

Пусть P— множество всех простых чисел, 𝜋— непустое подмножество множества P;
𝑝 ∈ P. Тогда 𝜋′ = P ∖ 𝜋, 𝑝′ = P ∖ {𝑝}. Группа 𝐺 называется 𝜋-группой, если 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜋, где
𝜋(𝐺)— совокупность всех простых делителей порядка группы 𝐺; 𝜋(F) = ∪

𝐺∈F
𝜋(𝐺). Группа

𝐺 называется 𝜋-отделимой, если для каждого ее главного фактора 𝐻/𝐾 имеет место
|𝜋 ∩ 𝜋(𝐻/𝐾)| 6 1. Пусть 𝑝— простое число. Группа 𝐺 называется 𝑝-нильпотентной, если
𝐺𝑝′ C𝐺, где 𝐺𝑝′ — 𝑝′-холлова подгруппа группы 𝐺 [6, с. 248]. Через G обозначается класс
всех конечных групп; 𝜒(F)— характеристика класса групп F, т.е. множество всех простых
чисел 𝑝, для которых в F имеется неединичная 𝑝-группа [12, c. 165].

Класс F называется гомоморфом, если F замкнут относительно гомоморфных образов,
т.е. из 𝐺 ∈ F и 𝑁 C 𝐺 следует, что 𝐺/𝑁 ∈ F. Гомоморф F называется формацией, если F
замкнут относительно подпрямых произведений, т. е. из 𝐺/𝐴 ∈ F и 𝐺/𝐵 ∈ F следует, что
𝐺/(𝐴 ∩ 𝐵) ∈ F. Класс F называется наследственным (нормально наследственным), если
F замкнут относительно подгрупп (нормальных подгрупп), т. е. из 𝐺 ∈ F и 𝑁 6 𝐺 (𝑁 C𝐺)
следует, что 𝑁 ∈ F. Нормально наследственный класс F называется классом Фиттинга,
если F замкнут относительно произведений нормальных F-подгрупп, т.е. из 𝐺 = 𝐴𝐵, где
𝐴C𝐺, 𝐵C𝐺, 𝐴,𝐵 ∈ F, следует, что 𝐺 ∈ F. Класс F называется формацией Фиттинга, если
F является формацией и классом Фиттинга. Пусть F— непустая формация Фиттинга. Тогда
𝐺F — F-корадикал группы 𝐺, т.е. наименьшая нормальная подгруппа в 𝐺, фактор-группа по
которой принадлежит F; 𝐺F — F-радикал группы 𝐺, т.е. наибольшая нормальная подгруппа в
𝐺, принадлежащая F [6, гл. 1, § 1].

Пусть F— класс групп. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется F-максимальной в 𝐺, если
𝐻 ∈ F и из 𝐻 6 𝐾 6 𝐺 и 𝐾 ∈ F всегда следует, что 𝐾 = 𝐻 [12, c. 169].

Произведением классов групп F1 и F2 называется класс групп следующего вида:

F1F2 = {𝐺 ∈ G | ∃ 𝑁 C𝐺 такая, что 𝑁 ∈ F1 и 𝐺/𝑁 ∈ F2}.

Если F2 — непустая формация, то F1∘F2 = {𝐺 ∈ G | 𝐺F2 ∈ F1} — корадикальное произведение
классов F1 и F2 [7, c. 337]; если F1 — непустой класс Фиттинга, то F1◇F2 = {𝐺 ∈ G | 𝐺/𝐺F1 ∈
∈ F2} — радикальное произведение классов F1 и F2 [7, c. 566].

В дальнейшем 𝜔— непустое подмножество множества P; F𝜔 — класс всех 𝜔-групп, при-
надлежащих классу F; 𝑂𝜔(𝐺)— наибольшая нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝐺. Формация
F = {𝐺 ∈ G | 𝐺/𝑂𝜔(𝐺) ∈ 𝑓(𝜔′) и 𝐺/𝐹𝑝(𝐺) ∈ 𝑓(𝑝) для любого 𝑝 ∈ 𝜋(𝐺) ∩ 𝜔} называется
𝜔-локальной формацией с 𝜔-спутником 𝑓 , где 𝑓 — отображение множества 𝜔 ∪ {𝜔′} во мно-
жество всех формаций групп, 𝐹𝑝(𝐺)— наибольшая нормальная 𝑝-нильпотентная подгруппа
группы 𝐺 (см., например, [14, с. 46]).
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Замечание 1. Всякая локальная формация является 𝜔-локальной для любого 𝜔. Если
𝜋(F) ⊆ 𝜔, то 𝜔-локальная формация F является локальной формацией (см., например, [14,
следствия 3.2 и 4.2]).

Класс F называется насыщенным (𝜔-насыщенным), если для любой 𝑁 C𝐺 такой, что
𝑁 6 Φ(𝐺) (соответственно 𝑁 6 Φ(𝐺) ∩ 𝑂𝜔(𝐺)), справедливо: из 𝐺/𝑁 ∈ F следует, что
𝐺 ∈ F [7, с. 272] (соответственно, [15, с. 118]).

Замечание 2. Согласно теореме Гашюца–Любезедер –Шмидта [7, (IV, 4.6)], непустая
формация является насыщенной тогда и только тогда, когда она является локальной. В [15,
теорема 1] установлена эквивалентность понятий 𝜔-насыщенной и 𝜔-локальной формаций.

Пусть F и X— непустые классы групп, F ⊆ X. Класс F называется примитивно замкну-
тым в X или, коротко, 𝑃 -замкнутым в X, если для любой группы 𝐺 ∈ X справедливо:
из 𝐺/𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺(𝑀) ∈ F для любой 𝑀 < · 𝐺 следует, что 𝐺 ∈ F (см., например, [7, с. 285]).
Класс F называется 𝜔-примитивно замкнутым в X или, коротко, 𝜔𝑃 -замкнутым в X,
если для любой группы 𝐺 ∈ X справедливо: из 𝐺/(𝐶𝑜𝑟𝑒𝐺(𝑀) ∩ 𝑂𝜔(𝐺)) ∈ F для любой
𝑀 < · 𝐺 следует, что 𝐺 ∈ F [4, определение 2.5]. Класс F называется примитивно замкну-
тым (𝜔-примитивно замкнутым), если F является примитивно замкнутым (𝜔-примитивно
замкнутым) в G. Примитивно замкнутый гомоморф называется классом Шунка [12, с. 163].

Замечание 3. Согласно [4, лемма 2.2] всякий примитивно замкнутый в X гомоморф
является 𝜔-примитивно замкнутым в X для любого 𝜔. Если 𝜔 = 𝜋(F), то 𝜔-примитивно
замкнутый в X класс F является примитивно замкнутым в X [4, замечание 2.3]. Непустая
формация F 𝜔-примитивно замкнута тогда и только тогда, когда она 𝜔-насыщенна [4, лемма
2.4]).

Пусть F— непустой класс групп. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется F𝜔-проектором
в 𝐺, если для любой нормальной 𝜔-подгруппы 𝑁 группы 𝐺 подгруппа 𝐻𝑁/𝑁 является
F-максимальной подгруппой в 𝐺/𝑁 [4, определение 3.1]. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 называется
F𝜔-покрывающей подгруппой группы 𝐺, если 𝐻 ∈ F, и из того, что 𝐻 6 𝑈 6 𝐺, 𝑉 —
нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝑈 и 𝑈/𝑉 ∈ F, следует, что 𝑈 = 𝐻𝑉 [4, определение 3.2].

Замечание 4. Если 𝜋(𝐺) ⊆ 𝜔, то понятия F𝜔-проектора и F-проектора (F𝜔-покрывающей
подгруппы и F-покрывающей подгруппы) совпадают [4, замечание 3.1].

При доказательстве основных результатов используются следующие леммы.

Лемма 1 ([4, лемма 3.2]). Пусть F— непустой класс групп. Если 𝐻 — F𝜔-проектор
группы 𝐺 и 𝑁 — нормальная 𝜔-подгруппа в 𝐺, то 𝐻𝑁/𝑁 является F𝜔-проектором в 𝐺/𝑁 .

Лемма 2 ([4, лемма 3.3]). Пусть F— гомоморф. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 являет-
ся F𝜔-покрывающей подгруппой группы 𝐺 тогда и только тогда, когда 𝐻 является
F𝜔-проектором каждой подгруппы группы 𝐺, в которой 𝐻 содержится.

Лемма 3 ([4, лемма 3.4 (2)]). Пусть F— гомоморф. Если 𝐻 — F𝜔-покрывающая под-
группа группы 𝐺 и 𝐻 6 𝐾 6 𝐺, то 𝐻 — F𝜔-покрывающая подгруппа в 𝐾.

Лемма 4 ([16, теорема 2]). Пусть F— 𝜔-локальная формация. Если F-корадикал
группы 𝐺 является 𝜋(F)-отделимой 𝜔-группой, то 𝐺 имеет, по крайней мере, одну
F𝜔-покрывающую подгруппу (F𝜔-проектор) и любые две F𝜔-покрывающие подгруппы
(любые два F𝜔-проектора) из 𝐺 сопряжены в 𝐺.

Лемма 5 ([4, теорема 3.4]). Пусть X— наследственный гомоморф, F— непустой 𝜔-при-
митивно замкнутый в X гомоморф, 𝐺 ∈ X, 𝑁 — нильпотентная нормальная 𝜔-подгруппа
группы 𝐺. Если 𝐻 — F-подгруппа в 𝐺 такая, что 𝐺 = 𝐻𝑁 , то 𝐻 содержится в некоторой
F𝜔-покрывающей подгруппе из 𝐺. В частности, если 𝐻 — F-максимальная подгруппа в 𝐺,
то 𝐻 является F𝜔-покрывающей подгруппой в 𝐺.
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Лемма 6. Пусть F1, F2, F3 — классы групп.
(1) [7, (IV.1.7)] Если F1 — нормальный наследственный класс и F2 — формация, то

F1 ∘ F2 = F1F2.
(2) [7, (IX.1.11)] Если F1 — класс Фиттинга и F2 — гомоморф, то F1 ◇ F2 = F1F2.
(3) [7, (IV.1.8.c)] Если F2 и F3 — формации, то (F1 ∘ F2) ∘ F3 = F1 ∘ (F2 ∘ F3).
(4) [12, теорема 5.10 (2)] Если F1 — гомоморф и F2 — формация, то F1 ∘ F2 — гомоморф.

Лемма 7 ([17, с. 53]). Всякая подгруппа 𝜋-отделимой группы 𝜋-отделима.

Доказательство следующей леммы аналогично доказательству теоремы 5.6 [12].

Лемма 8. Пусть X— наследственный гомоморф, F— непустой 𝜔-примитивно замкну-
тый в X гомоморф. Тогда F𝜔 ∩N = N𝜒(F)∩𝜔.

2. Основные результаты

2.1. F𝜔-проекторы и холловы подгруппы в группах

Теорема 1. Пусть X— наследственный гомоморф, F— непустой 𝜔-примитивно замкну-
тый в X гомоморф, 𝜋 = 𝜒(F) ∩ 𝜔, 𝐺— нильпотентная 𝜔-группа из класса X. Подгруппа
𝐻 группы 𝐺 является F𝜔-проектором в 𝐺 тогда и только тогда, когда 𝐻 — 𝜋-холлова
подгруппа в 𝐺.

Доказательство. Пусть 𝐻 — подгруппа группы 𝐺.
1. Предварительно установим, что 𝐻 является F-максимальной подгруппой в 𝐺 в том и

только в том случае, когда 𝐻 — 𝜋-холлова подгруппа в 𝐺.
Пусть 𝐻 — F-максимальная подгруппа группы 𝐺. Ввиду условия теоремы 𝐻 является ниль-

потентной 𝜔-группой. Тогда из 𝐻 ∈ F получаем 𝐻 ∈ F𝜔 ∩N. Согласно лемме 8 F𝜔 ∩N = N𝜋.
Следовательно, 𝐻 является 𝜋-группой, и по теореме Холла подгруппа 𝐻 содержится в
некоторой 𝜋-холловой подгруппе 𝑃 группы 𝐺. По условию теоремы подгруппа 𝑃 является
нильпотентной и поэтому 𝑃 ∈ N𝜋 = F𝜔 ∩ N. Это означает, что 𝑃 ∈ F. Тогда из 𝐻 ⊆ 𝑃 в
силу F-максимальности подгруппы 𝐻 в 𝐺 получаем, что 𝐻 = 𝑃 . Следовательно, подгруппа
𝐻 является 𝜋-холловой в 𝐺.

Пусть теперь 𝐻 — 𝜋-холлова подгруппа группы 𝐺. С учетом условия теоремы 𝐻 ∈ N𝜋.
Так как N𝜋 = F𝜔 ∩N, то 𝐻 ∈ F. Тогда существует F-максимальная подгруппа 𝐾 группы 𝐺,
содержащая 𝐻. Поскольку 𝐾 является нильпотентной 𝜔-группой, принадлежащей F, то ввиду
леммы 8 𝐾 ∈ N𝜋. Из того, что 𝐾 — 𝜋-подгруппа группы 𝐺, 𝐻 — 𝜋-холлова подгруппа группы
𝐺 и 𝐻 ⊆ 𝐾, получаем, что 𝐻 = 𝐾. Тем самым установлено, что 𝐻 является F-максимальной
подгруппой группы 𝐺.

2. Докажем, что подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F𝜔-проектором в 𝐺 тогда и только тогда,
когда 𝐻 является 𝜋-холловой подгруппой в 𝐺.

Пусть 𝐻 — F𝜔-проектор группы 𝐺. Тогда согласно определению F𝜔-проектора группы
𝐻𝑁/𝑁 является F-максимальной подгруппой в 𝐺/𝑁 для любой нормальной 𝜔-подгруппы 𝑁
группы 𝐺, и, в частности, при 𝑁 = 1 получаем, что 𝐻 является F-максимальной подгруппой
в 𝐺. По доказанному в пункте 1 данной теоремы заключаем, что 𝐻 — 𝜋-холлова подгруппа
группы 𝐺.

Пусть 𝐻 является 𝜋-холловой подгруппой в 𝐺. Тогда, как следует из пункта 1 дока-
зательства теоремы, 𝐻 — F-максимальная подгруппа группы 𝐺. Так как 𝐺 = 𝐻𝐺, то по
лемме 5 𝐻 — F𝜔-покрывающая подгруппа в 𝐺. Отсюда по лемме 2 получаем, что 𝐻 является
F𝜔-проектором в 𝐺. �

Следствие 1 ([12, следствие 1 теоремы 5.23]). Пусть F— класс Шунка, 𝐺— нильпо-
тентная группа. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F-проектором в 𝐺 тогда и только
тогда, когда 𝐻 — 𝜒(F)-холлова подгруппа в 𝐺.
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Доказательство. Поскольку F— класс Шунка, т. е. примитивно замкнутый гомоморф
в G, то по замечанию 3 F— 𝜔-примитивно замкнутый гомоморф в G для любого 𝜔. Пусть
𝜔 = P. Тогда 𝐺 является 𝜔-группой, 𝜒(F) ∩ 𝜔 = 𝜒(F). Если F ̸= ∅, то по теореме 1, с учетом
замечания 4, утверждение верно. Если F = ∅, то справедливость утверждения очевидна. �

Следствие 2. Пусть F— 𝜔-локальная формация, 𝜋 = 𝜒(F) ∩ 𝜔, 𝐺— нильпотентная
𝜔-группа. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F𝜔-проектором в 𝐺 тогда и только тогда,
когда 𝐻 — 𝜋-холлова подгруппа группы 𝐺.

Доказательство. Поскольку F— 𝜔-локальная формация, то F ̸= ∅ и по замечанию 2
F— 𝜔-насыщенная формация. Тогда по замечанию 3 F является 𝜔-примитивно замкнутым
гомоморфом в G и по теореме 1 утверждение верно. �

Следствие 3 ([12, следствие 2 теоремы 5.23]). Пусть F— насыщенная формация, 𝐺—
нильпотентная группа. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F-проектором в 𝐺 тогда и
только тогда, когда 𝐻 — 𝜒(F)-холлова подгруппа группы 𝐺.

Доказательство. Если F = ∅, то справедливость утверждения очевидна. Пусть F—
непустая насыщенная формация. Тогда по замечанию 2 F— локальная формация и ввиду
замечания 1 F является 𝜔-локальной формацией для любого 𝜔. Пусть 𝜔 = P. Тогда 𝐺 является
𝜔-группой, 𝜒(F) ∩ 𝜔 = 𝜒(F) и по следствию 2, с учетом замечания 4, утверждение верно. �

Следствие 4. Пусть F— 𝜔-локальная формация, 𝜋 = 𝜒(F)∩𝜔, 𝐺— метанильпотентная
𝜔-группа. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F𝜔-проектором в 𝐺 тогда и только тогда,
когда 𝐻 — F-максимальная подгруппа группы 𝐺 и 𝐻𝐹 (𝐺)/𝐹 (𝐺)— 𝜋-холлова подгруппа
группы 𝐺/𝐹 (𝐺).

Доказательство. Пусть 𝐻 — F𝜔-проектор группы 𝐺. Тогда по определению F𝜔-проектора
группы 𝐻 является F-максимальной подгруппой в 𝐺. Поскольку 𝐹 (𝐺)— нормальная
𝜔-подгруппа в 𝐺, то по лемме 1 𝐻𝐹 (𝐺)/𝐹 (𝐺)— F𝜔-проектор группы 𝐺/𝐹 (𝐺). Так как
𝐺/𝐹 (𝐺)— нильпотентная 𝜔-группа, то по следствию 2 𝐻𝐹 (𝐺)/𝐹 (𝐺)— 𝜋-холлова подгруппа
в 𝐺/𝐹 (𝐺).

Пусть теперь 𝐻 — F-максимальная подгруппа группы 𝐺 и 𝐻𝐹 (𝐺)/𝐹 (𝐺)— 𝜋-холлова под-
группа в 𝐺/𝐹 (𝐺). Поскольку 𝐺— метанильпотентная 𝜔-группа, то 𝐺 является разрешимой, а
значит, и 𝜋(F)-отделимой 𝜔-группой. Согласно лемме 7 F-корадикал группы 𝐺 также является
𝜋(F)-отделимой группой. Тогда по лемме 4 в 𝐺 существует F𝜔-покрывающая подгруппа.
Пусть 𝐾 — F𝜔-покрывающая подгруппа в 𝐺. Согласно лемме 2 𝐾 — F𝜔-проектор группы 𝐺
и по лемме 1 𝐾𝐹 (𝐺)/𝐹 (𝐺)— F𝜔-проектор группы 𝐺/𝐹 (𝐺). По следствию 2 𝐾𝐹 (𝐺)/𝐹 (𝐺)
является 𝜋-холловой подгруппой в 𝐺/𝐹 (𝐺). Так как группа 𝐺/𝐹 (𝐺) нильпотентна, то
𝐾𝐹 (𝐺)/𝐹 (𝐺) = 𝐻𝐹 (𝐺)/𝐹 (𝐺) и поэтому 𝐾𝐹 (𝐺) = 𝐻𝐹 (𝐺) := 𝐺1. По лемме 5 подгруппа 𝐻
является F𝜔-покрывающей подгруппой группы 𝐺1, а значит, ввиду леммы 2 и F𝜔-проектором
в 𝐺1. Согласно леммам 2 и 3, 𝐾 — F𝜔-проектор в 𝐺1.

Поскольку F-корадикал группы 𝐺1 является 𝜋(F)-отделимой 𝜔-группой, то по лемме 4
𝐻 и 𝐾 сопряжены в группе 𝐺1, а следовательно, и в группе 𝐺, т.е. 𝐻 = 𝐾𝑔 для некоторого
𝑔 ∈ 𝐺. Так как 𝐾 — F𝜔-покрывающая подгруппа в 𝐺, то 𝐻 также является F𝜔-покрывающей
подгруппой в 𝐺 и ввиду леммы 2 𝐻 есть F𝜔-проектор в 𝐺. �

Следствие 5 ([12, следствие 1 теоремы 5.24]). Пусть F— насыщенная формация, 𝐺—
метанильпотентная группа. Подгруппа 𝐻 группы 𝐺 является F-проектором в 𝐺 тогда
и только тогда, когда 𝐻 — F-максимальная подгруппа группы 𝐺 и 𝐻𝐹 (𝐺)/𝐹 (𝐺)— 𝜒(F)-
холлова подгруппа группы 𝐺/𝐹 (𝐺).

Доказательство. Если F = ∅, то утверждение верно. Пусть F— непустая насыщенная
формация. Тогда по замечанию 2 F— локальная формация и ввиду замечания 1 является
𝜔-локальной формацией для любого 𝜔. Пусть 𝜔 = P. Тогда 𝐺/𝐹 (𝐺) является нильпотентной
𝜔-группой, 𝜒(F) ∩ 𝜔 = 𝜒(F) и согласно следствию 4 и замечанию 4 утверждение верно. �
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2.2. F𝜔-покрывающие подгруппы в группах

Теорема 2. Пусть H— непустая формация, F = G𝜔H, 𝐺 = 𝐴o𝐵, A — 𝜔-группа, 𝐻 6 𝐺,
𝐻 ⊆ 𝐵, 𝐻1 = 𝐻𝐴. Подгруппа 𝐻1 группы 𝐺 является F𝜔-покрывающей подгруппой в 𝐺
тогда и только тогда, когда 𝐻 — F𝜔-покрывающая подгруппа в 𝐵.

Доказательство. Так как 𝐴 C 𝐺, то 𝐻1 6 𝐺. Поскольку 𝐴 C 𝐻1 и 𝐴 ∩ 𝐻 = 1, то
𝐻1 = 𝐴o𝐻.

I. Необходимость. Пусть 𝐻1 — F𝜔-покрывающая подгруппа группы 𝐺. Установим, что 𝐻
является F𝜔-покрывающей подгруппой в 𝐵. Так как класс G𝜔 является нормально наслед-
ственным гомоморфом, то по лемме 6 (1, 4) класс F также является гомоморфом. Тогда из
𝐻1 ∈ F следует, что 𝐻 ∼= 𝐻1/𝐴 ∈ F.

Пусть 𝐻 6 𝑅 6 𝐵, 𝐿— нормальная 𝜔-подгруппа в 𝑅 и 𝑅/𝐿 ∈ F. Покажем, что 𝑅 = 𝐻𝐿.
Пусть 𝐿1 := 𝐴𝐿,𝑅1 := 𝐴𝑅. Тогда 𝐿1 ⊆ 𝑅1. Поскольку 𝐴 C 𝐺, то 𝑅1 6 𝐺 и 𝐿1 6 𝐺,
𝐻1 6 𝑅1 6 𝐺. Из 𝑅 ⊆ 𝐵 следует, что 𝐴 ∩ 𝐿 = 1 и 𝐴 ∩ 𝑅 = 1. Таким образом, 𝐿1 = 𝐴 o 𝐿,
𝑅1 = 𝐴o𝑅.

Установим, что 𝐿1 — нормальная 𝜔-подгруппа в 𝑅1. Действительно, |𝐿1| = |𝐴| · |𝐿|—
𝜔-число. Далее, для любого 𝑥 ∈ 𝑅1 справедливо 𝑥 = 𝑟𝑎, где 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝐴. Тогда 𝐿1

𝑥 =
= (𝐴𝐿)𝑥 = 𝐴𝐿𝑥 = 𝐴𝐿𝑟𝑎 = 𝐴(𝐿𝑟)𝑎 = 𝐴𝐿 = 𝐿1. Следовательно, 𝐿1 C𝑅1.

Проверим, что 𝑅1/𝐿1 ∈ F. Так как по модулярному тождеству Дедекинда 𝑅 ∩ 𝐴𝐿 =
= 𝐿(𝐴 ∩𝑅) = 𝐿, то 𝑅1/𝐿1 = 𝑅𝐴/𝐿𝐴 = 𝑅𝐿𝐴/𝐿𝐴 ∼= 𝑅/(𝑅 ∩ 𝐿𝐴) = 𝑅/𝐿. Поскольку 𝑅/𝐿 ∈ F
и F— класс групп, то 𝑅1/𝐿1 ∈ F.

Из того, что 𝐻1 — F𝜔-покрывающая подгруппа группы 𝐺, 𝐻1 6 𝑅1 6 𝐺, 𝐿1 — нормальная
𝜔-подгруппа в 𝑅1 и 𝑅1/𝐿1 ∈ F, согласно определению F𝜔-покрывающей подгруппы следует,
что 𝑅1 = 𝐻1𝐿1. Тогда 𝑅1 = 𝐴𝐻𝐴𝐿 = 𝐴𝐻𝐿 = 𝐴o𝐻𝐿. Поскольку 𝑅1 = 𝐴o𝑅, то |𝑅| = |𝐻𝐿|.
Таким образом, 𝑅 = 𝐻𝐿. Это согласно определению F𝜔-покрывающей подгруппы означает,
что 𝐻 — F𝜔-покрывающая подгруппа в 𝐵.

II. Достаточность. Пусть 𝐻 — F𝜔-покрывающая подгруппа группы 𝐵. Покажем, что
𝐻1 является F𝜔-покрывающей подгруппой в 𝐺. Из 𝐻1 = 𝐴 o 𝐻, 𝐴 ∈ G𝜔 и 𝐻 ∈ F по
определению произведения классов групп следует, что 𝐻1 ∈ G𝜔F. Так как H— форма-
ция и класс G𝜔 является нормально наследственной формацией, то ввиду леммы 6 (1, 3)
G𝜔F = G𝜔(G𝜔H) = G𝜔 ∘ (G𝜔 ∘ H) = (G𝜔 ∘G𝜔) ∘ H = G𝜔H = F. Таким образом, 𝐻1 ∈ F.

Пусть 𝐻1 6 𝑈1 6 𝐺, 𝑉1 — нормальная 𝜔-подгруппа в 𝑈1 такая, что 𝑈1/𝑉1 ∈ F. Покажем,
что 𝑈1 = 𝐻1𝑉1. Пусть 𝐾 := 𝐵 ∩ 𝑈1. Установим, что 𝑈1 = 𝐴 o𝐾. Действительно, согласно
модулярному тождеству Дедекинда 𝑈1 = 𝑈1 ∩𝐺 = 𝑈1 ∩𝐴𝐵 = 𝐴(𝑈1 ∩𝐵) = 𝐴𝐾. Ввиду того,
что 𝐾 6 𝐵, получаем 𝐾 ∩𝐴 = 1. Следовательно, 𝑈1 = 𝐴o𝐾.

Пусть 𝐾1 := 𝑉1 ∩ 𝐾,𝐴1 := 𝑉1 ∩ 𝐴. Проверим, что 𝑉1 = 𝐴1 o 𝐾1. Так как 𝐴 C 𝐺, то
𝐴1𝐾1 6 𝑉1. Поскольку 𝑈1 = 𝐴o𝐾, то

|𝑈1/𝑉1| =
|𝐴| · |𝐾|
|𝑉1|

. (1)

С другой стороны, 𝑈1/𝑉1 = 𝐴𝑉1/𝑉1 ·𝐾𝑉1/𝑉1. Пусть 𝑋 := 𝐴𝑉1/𝑉1 и 𝑌 := 𝐾𝑉1/𝑉1. Тогда

|𝑈1/𝑉1| =
|𝑋| · |𝑌 |
|𝑋 ∩ 𝑌 |

.

Так как 𝑋 ∼= 𝐴/𝐴 ∩ 𝑉1 = 𝐴/𝐴1, 𝑌 ∼= 𝐾/𝐾 ∩ 𝑉1 = 𝐾/𝐾1, 𝑋 ∩ 𝑌 = (𝐴 ∩ 𝐾)𝑉1/𝑉1 = 𝑉1/𝑉1,
то |𝑈1/𝑉1| = |𝑋| · |𝑌 | = |𝐴/𝐴1| · |𝐾/𝐾1|. Следовательно, ввиду (1) приходим к равенству
|𝑉1| = |𝐴1| · |𝐾1|. Поскольку 𝐴1 ∩𝐾1 = 1, то |𝑉1| = |𝐴1𝐾1|. Таким образом, 𝑉1 = 𝐴1 o𝐾1.

Поскольку 𝐻 6 𝐻1 6 𝑈1 и 𝐻 ⊆ 𝐵, то 𝐻 ⊆ 𝑈1 ∩ 𝐵 = 𝐾. Поэтому 𝐻 6 𝐾 6 𝐵. Так
как 𝑉1 — нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝑈1, то 𝐾1 — нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝐾.
Установим, что 𝐾/𝐾1 ∈ F. Cогласно леммe 6 (1, 4) класс F = G𝜔H является гомоморфом.
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Тогда из 𝑈1/𝑉1 ∈ F следует, что 𝐾𝑉1/𝑉1 ∼= (𝑈1/𝑉1)/(𝐴𝑉1/𝑉1) ∈ F. Так как 𝐾𝑉1/𝑉1 ∼= 𝐾/𝐾1,
то 𝐾/𝐾1 ∈ F.

Таким образом, из того, что 𝐻 6 𝐾 6 𝐵, 𝐾1 — нормальная 𝜔-подгруппа в 𝐾 и 𝐾/𝐾1 ∈ F,
согласно определению F𝜔-покрывающей подгруппы получаем равенство 𝐾 = 𝐻𝐾1. Тогда
𝑈1 = 𝐴𝐾 = 𝐴𝐻𝐾1 = 𝐻1𝐾1 = 𝐻1𝐾1𝑉1 = 𝐻1𝑉1. Тем самым установлено, что 𝐻1 — F𝜔-
покрывающая подгруппа группы 𝐺. �

Следствие 6. Пусть H— непустая формация, F = G𝜔H, 𝐺 = 𝐴 o 𝐵, A — 𝜔-холлова
подгруппа в 𝐺, 𝐻 6 𝐺, 𝐻 ⊆ 𝐵, 𝐻1 = 𝐻𝐴. Подгруппа 𝐻1 группы 𝐺 является F𝜔-покры-
вающей подгруппой группы 𝐺 тогда и только тогда, когда 𝐻 — H𝜔-покрывающая
подгруппа группы 𝐵.

Доказательство. I. Необходимость. Пусть 𝐻1 — F𝜔-покрывающая подгруппа группы
𝐺. Тогда по теореме 2 𝐻 является F𝜔-покрывающей подгруппой в 𝐵. Установим, что 𝐻 —
H𝜔-покрывающая подгруппа в 𝐵. Так как по лемме 6 (2) 𝐻1 = 𝐴o𝐻 ∈ F = G𝜔H = G𝜔 ◇ H и
A — 𝜔-холлова подгруппа в 𝐺, то по определению радикального произведения классов групп
𝐻 ∼= 𝐻1/𝐴 = 𝐻1/𝑂𝜔(𝐻1) ∈ H, т.е. 𝐻 ∈ H.

Пусть 𝐻 6 𝑅 6 𝐵, 𝐿— нормальная 𝜔-подгруппа в 𝑅 и 𝑅/𝐿 ∈ H. Так как H ⊆ F, то
𝑅/𝐿 ∈ F. Поскольку 𝐻 — F𝜔-покрывающая подгруппа в 𝐵, то 𝑅 = 𝐻𝐿. Это означает, что
𝐻 —H𝜔-покрывающая подгруппа группы 𝐵.

II. Достаточность. Пусть 𝐻 —H𝜔-покрывающая подгруппа группы 𝐵. Покажем, что 𝐻1

является F𝜔-покрывающей подгруппой в 𝐺. Из 𝐻1 = 𝐴o𝐻, 𝐴 ∈ G𝜔 и 𝐻 ∈ H по определению
произведения классов групп следует, что 𝐻1 ∈ G𝜔H = F.

Пусть 𝐻1 6 𝑈1 6 𝐺, 𝑉1 — нормальная 𝜔-подгруппа в 𝑈1 такая, что 𝑈1/𝑉1 ∈ F. Покажем,
что 𝑈1 = 𝐻1𝑉1. Пусть 𝐾 := 𝐵∩𝑈1. 𝐾1 := 𝑉1∩𝐾,𝐴1 := 𝑉1∩𝐴. Тогда, как и при доказательстве
теоремы 2, 𝑈1 = 𝐴o𝐾 и 𝑉1 = 𝐴1o𝐾1, 𝐻 6 𝐾 6 𝐵 и 𝐾1 — нормальная 𝜔-подгруппа группы 𝐾.

Установим, что 𝐾/𝐾1 ∈ H. Поскольку 𝐴— 𝜔-холлова подгруппа группы 𝐺 и 𝐴 ⊆ 𝑈1,
то 𝐴— 𝜔-холлова подгруппа в 𝑈1. Тогда 𝐴𝑉1/𝑉1 — 𝜔-холлова подгруппа в 𝑈1/𝑉1 и, значит,
𝐴𝑉1/𝑉1 = 𝑂𝜔(𝑈1/𝑉1). Из 𝑈1/𝑉1 ∈ F = G𝜔 ◇ H по определению радикального произведения
классов групп следует, что 𝐾/𝐾1

∼= 𝐾𝑉1/𝑉1 ∼= (𝑈1/𝑉1)/(𝐴𝑉1/𝑉1) = (𝑈1/𝑉1)/𝑂𝜔(𝑈1/𝑉1) ∈ H.
Таким образом, из того, что 𝐻 —H𝜔-покрывающая подгруппа в 𝐵, 𝐻 6 𝐾 6 𝐵, 𝐾1 — нор-

мальная 𝜔-подгруппа в 𝐾 и 𝐾/𝐾1 ∈ H, согласно определению H𝜔-покрывающей подгруппы по-
лучаем равенство 𝐾 = 𝐻𝐾1. Тогда, как и при доказательстве теоремы 2, 𝑈1 = 𝐴𝐻𝐾1 = 𝐻1𝑉1.
Тем самым установлено, что 𝐻1 — F𝜔-покрывающая подгруппа группы 𝐺. �

Заключение

В работе решены две задачи:
1) для заданного класса групп F и фиксированного множества 𝜋 простых чисел установле-

на взаимосвязь F𝜔-проекторов и 𝜋-холловых подгрупп нильпотентной 𝜔-группы (теорема 1);
2) для заданного класса групп F установлена взаимосвязь F𝜔-покрывающих подгрупп

группы 𝐺 = 𝐴o𝐵 и F𝜔-покрывающих подгрупп ее подгруппы 𝐵 (теорема 2).
Приведенные следствия теоремы 1 представляют известные результаты о F-проекторах

групп (см., например, [12, гл. 5]). Теорема 2 развивает результаты С. Ф. Каморникова из [13]
о F-покрывающих подгруппах групп (см. [13, лемма 2]).
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