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Аннотация. В работе представлена инженерная оценка уровня разброса значений таких физико-
механических свойств кварцевого стекла, как плотность и модуль упругости. Наличие разброса
значений рассматриваемых параметров по объему материала приводит к появлению негативного
эффекта — расщеплению рабочей собственной частоты резонатора гироскопа. Оценка проводится на
основе рассмотрения микроструктуры кварцевого стекла и переменности ее параметров. Как результат,
представлены значения расщепления частоты резонатора от расчетных уровней разброса свойств
конструкционного материала.
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Abstract. The paper presents the engineering estimate of the dispersion level of the values of such fused
quartz glass physical and mechanical properties as density and elasticity modulus. The value scatter of
the considered parameters over material volume leads to negative effect appearance — working natural
frequency splitting of gyroscope resonator. Evaluation is carried out on the basis of the consideration of
the fused quartz glass micro-structure and variability of its parameters. As a result, resonator frequency
splitting values from calculated scattering levels of the structural material properties are presented.
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Введение

Физико-механические (и пр.) свойства конструкционных материалов, используемых при
изготовлении изделий, напрямую определяют их технические характеристики, поэтому еще на
этапе проектирования необходимо не просто знать справочные значения данных материалов,
а еще и уметь оценивать их зависимость от различных факторов или определять величину
отклонения от стандартной величины.

В приборостроении в целом и в гироскопии в частности, где проектируются приборы,
предназначенные для определения положения объектов в инерциальном пространстве [1–3],
ввиду малости измеряемых величин любое несовершенство (неидеальность) конструкции,
в том числе проявленное в виде переменных по объему физико-механических свойств,
существенно сказывается на работе. В настоящей статье рассматривается один из наиболее
перспективных в настоящее время измерительных приборов инерциальной навигации —
волновой твердотельный гироскоп (ВТГ) [4,5], а именно инженерная оценка разброса таких
параметров, как плотность и модуль упругости, основанная на информации о структуре
применяемого материала, с последующей оценкой влияния на работу прибора.

Принцип работы ВТГ основан на эффекте инертности упругих волн [6], возбуждаемых
в твердом теле, поэтому к рассмотрению принимается чувствительный элемент ВТГ — его
резонатор. Резонатор ВТГ представляет собой тонкостенную оболочку, как правило, цилин-
дрической или полусферической формы, в которой возбуждается стоячая волна упругих
колебаний, используемая в дальнейшем, например, для измерения угла поворота объекта
вокруг оси чувствительности ВТГ [7]. Непостоянство плотности и модуля упругости по
объему резонатора (в силу его осевой симметрии) приводит к возникновению двух близких
по значению собственных частот, разница по модулю которых называется расщеплением
рабочей собственной частоты. Расщепление частоты негативно сказывается на работе ВТГ,
что приводит к необходимости его прогнозирования и устранения на этапе проектирования и
изготовления.

В качестве конструкционных материалов резонаторов ВТГ целесообразно использовать ма-
териалы с низким внутренним трением, так как чувствительность прибора напрямую зависит
от добротности его резонатора. Резонаторы приборов малого и среднего класса точности могут
быть изготовлены из прецизионных сплавов, таких как 32НКД, 44НХТЮ, 21НКМТ-ВИ [8,9].
Наибольшее распространение среди материала резонаторов для высокоточных приборов по-
лучило кварцевое стекло [6,10]. Оно и будет рассматриваться в дальнейшем. Необходимо
отметить, что наилучшими характеристиками в части минимизации внутреннего трения,
безусловно, обладают монокристаллические структуры, например синтетический сапфир,
однако ввиду своей анизотропии и высокой твердости данный класс материалов почти не
нашел применения в рассматриваемой области.

Кварцевое стекло как конструкционный материал хорошо известен и описан как в
отечественной, так и зарубежной литературе [11–13]. Однако в силу его применения, в
первую очередь как оптического конструкционного материала, трудно найти информацию
по разбросу значений его физико-механических характеристик — модулю упругости или
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плотности. Например, в ГОСТ 15130-86 «Стекло кварцевое оптическое. Общие технические
условия» для указанных параметров представлены постоянные значения без каких-либо
технологических допусков на отклонение от измеряемой величины. При этом с точки зрения
работы ВТГ разброс этих значений имеет одно из ключевых значений.

1. Материалы и методы

Кварцевое стекло, как известно [14,15], имеет аморфную структуру, характеризующуюся
отсутствием дальнего порядка и наличием большого количества пустот (рис. 1) [16]. Ввиду
хаотичности расположения пустот по объему, а также непостоянства их размера трудно
сформировать зависимость, позволяющую определить пределы колебаний значений плотности
и модуля упругости от справочных значений. Однако если допустить постоянство суммарного
объема пустот, то можно провести инженерную оценку колебаний рассматриваемых значений,
используя данные по параметрам базового соединения кварцевого стекла — оксида кремния.

Основной структурной единицей кварцевого стекла (как и кристаллического кварца)
является кремнекислородный тетраэдр SiO4, в котором атом кремния окружен четырьмя
атомами кислорода. На рис. 2 [16] показаны значения межатомных расстояний (длин связей),
определяющих геометрические размеры тетраэдра. При этом результаты экспериментов [17,18]
говорят о возможном изменении длины связей в пределах 1%, что может быть использовано
для расчета колебаний значений плотности и модуля упругости.

а / a б / b
Рис. 1. Структура кристаллического (а ) и

аморфного (б) кварца по Захариасену
Fig. 1. The structure of crystalline (a) and
amorphous (b) quartz according to Zahariasen

Рис. 2. Структурная единица
кварцевого стекла SiO4

Fig. 2. The structural unit of
quartz glass is SiO4

1.1. Метод определения разброса значений плотности

Для определения расчетного значения плотности кварцевого стекла воспользуемся выра-
жением для плотности кристаллических структур [19]

𝜌 =
𝑚 ·𝑀 · 10−3

𝑁𝑎 · 𝑉
,

где 𝑚 [ед.] — число молекул в рассматриваемой элементарной ячейке; 𝑀 [а.е.м.] — молекуляр-
ная масса; 𝑁𝑎 [1/моль] — число Авогадро; 𝑉 [м3] — объем элементарной ячейки. Принимая
допущение о постоянстве суммарного объема пустот в стекле, модифицируем представленное
выражение путем домножения на коэффициент 𝛿, являющегося аналогом коэффициента
пористости материала, для получения целевого значения плотности по [19]. При этом в
качестве элементарной ячейки выбираем представленный на рис. 2 тетраэдр, тем самым
получая максимально плотное расположение атомов.

Разброс значений плотности получим путем варьирования объема элементарной ячейки,
вызванного колебаниями значений длины связи Si–O (на основе [17, 18]). Объем элемен-
тарной ячейки определялся для фигуры, представляющей собой пять пересекающихся сфер

Механика 613



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2024. Т. 24, вып. 4

Рис. 3. Геометрическая
модель структурной еди-
ницы кварцевого стекла
Fig. 3. Geometric model
of the structural unit of

quartz glass

(pис. 3) с радиусами, соответствующими ионным радиусам атомов
соединения [20] (ионный радиус кислорода и кремния 140 пм и
41 пм соответственно).

Необходимо отметить, что похожий подход использовался в [21]
для определения значений плотности различных минералов.

1.2. Метод определения разброса значений
модуля упругости

Для определения расчетного значения модуля упругости квар-
цевого стекла воспользуемся выражением для модуля упругости
кристаллических структур [22,23]

𝐸 =
𝑒2

4𝜋𝜖0𝑟2𝑎02
,

где 𝑒 [Кл] — элементарный заряд, равный заряду электрона; 𝜖0 [Кл2/H · м2] — электрическая
постоянная; 𝑟 [м] — расстояние между взаимодействующими зарядами (половина длины связи
Si–O); 𝑎0 [м] — период кристаллической решетки (размер элементарной ячейки). Анало-
гично расчету разброса плотности домножим полученное выражение на корректирующий
коэффициент 𝛾 для получения целевого значения модуля упругости по ГОСТ 15130-86.
Разброс значений модуля упругости также получим за счет колебаний длины связи Si–O (на
основе [17,18]).

1.3. Метод определения расщепления частоты резонатора ВТГ

Расщепление частоты резонатора ВТГ определяется с использованием модели, построен-
ной на основе определяющих соотношений теории тонких оболочек по В. В. Новожилову [24].
Соответствующие выражения для потенциальной энергии упругой деформации растяжимой
оболочки и выражение для кинетической энергии элементарного объема оболочки представле-
ны в [7,24]:

𝑇 =
1

2

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋/2

0
𝜌ℎv2𝐴1𝐴2 𝑑𝜃 𝑑𝜑,

𝑊 =
𝐸ℎ

2 (1− 𝜈2)

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋
2

0

[︂
(𝜀1 + 𝜀2)

2 − 2 (1− 𝜈)

(︂
𝜀1𝜀2 −

𝜔2

4

)︂]︂
𝐴1𝐴2𝑑𝜃𝑑𝜙+

+
𝐸ℎ3

24 (1− 𝜈2)

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ 𝜋
2

0

[︁
(𝜅1 + 𝜅2)

2 − 2 (1− 𝜈)
(︀
𝜅1𝜅2 − 𝜏2

)︀]︁
𝐴1𝐴2𝑑𝜃𝑑𝜙,

где ℎ [м] — толщина полусферической оболочки; 𝐴1, 𝐴2 — параметры Ляме; 𝜈 — коэффициент
Пуассона материала; 𝐸 [МПа] — модуль упругости материала; 𝜖1, 𝜖2 — параметры, характери-
зующие удлинение срединной поверхности; 𝜅1, 𝜅2 — параметры, характеризующие изгибные
деформации срединной поверхности; 𝜔, 𝜏 — параметры, характеризующие деформации сдвига
и кручения соответственно; 𝜃, 𝜑 [град] — зенитный и азимутальный углы соответственно; v
[м/с] — вектор скорости.

Применяя вариационный принцип Гамильтона [25] совместно с методом Ритца [26],
возможно свести задачу по определению собственных частот к классической постановке
задачи на собственные значения:

(𝐴− 𝜆2𝐵)C = 0,

где 𝐴, 𝐵 — матрицы, связанные с кинетической и потенциальной энергиями, а также коорди-
натными функциями; C— вектор-столбец неизвестных коэффициентов; 𝜆— вектор-столбец
значений собственных частот.
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Учет колебаний значений физико-механических характеристик (𝑞) проводится путем
внесения соответствующих гармоник в выражения для кинетической и потенциальной энергий

𝑞(𝜑) = 𝑞0 +𝑋 sin(𝑚𝜑+ 𝛽),

где 𝑞0 — номинальное значение рассматриваемого параметра, 𝑋 — амплитуда гармоники, 𝜑
[град], — угловая координата, соответствующая азимутальному углу. Расщепление частоты
вычисляется как разность по модулю двух близких по значению (парных) собственных частот
осесимметричной оболочки.

2. Результаты и обсуждения

На основе представленных выше методов получена инженерная оценка предельных зна-
чений (разброса) плотности и модуля упругости материала резонатора, а также значения
расщепления его собственной частоты, ими вызванного. Разброс в 1% длины связи Si–O
соответствует экспериментальным значениям [17,18] для низкотемпературной модификации
кремнезема — (𝛼) модификации, часто используемой для изготовления кварцевого стекла.
В силу того что для изготовления резонаторов используется высококачественное кварцевое
стекло, содержащее минимальное количество примесей, влиянием их на разброс плотности
пренебрегается. Массовая доля примесей металлов (Al, Fe и пр.), а также гидроксильных
групп оценивается в 0.02% [27]. Значение расщепления определялось для четвертой гармо-
ники распределения несовершенства как для гармоники, вносящей определяющий вклад в
рассматриваемую величину [10]. Полученные результаты представлены в таблице.

Результаты расчетной оценки
Table. The results of the estimated assessment

Параметр Min Max Расщепление, Гц
Плотность, кг/м3 2.133 2.263 37.3
Модуль упругости, Па 7.053 ·1010 7.64 ·1010 1.2

Учитывая полученные результаты, а также необходимость достижения значений рас-
щепления на уровне не менее 0.1 Гц, можно отметить существенность полученных ре-
зультатов в части влияния переменного значения характеристик материала на параметры
прибора. Следствием этого является необходимость дополнительного контроля разброса
физико-механических характеристик на этапе получения заготовок из кварцевого стекла,
предназначенных для изготовления резонаторов. Необходимо сказать и о вероятно предельных
значениях разброса значений плотности и модуля упругости (с учетом принятых допущений),
а также значений расщепления, им вызванных. Отмечается и то, что при сопоставимом
разбросе значений (±4%) вклад разноплотности на порядок выше вклада разноупругости, что
было показано в [28]. В дополнение, разброс допустимых значений для коэффициента Пуассо-
на по ГОСТ 15130-86 приводит к расщеплению на уровне 0.54 Гц, что меньше рассмотренных
значений, но также требующему внимания.

Заключение

В представленной работе приведена расчетная инженерная оценка, позволяющая опреде-
лить разброс значений таких физико-механических свойств кварцевого стекла, как плотность
и модуль упругости. Оценка построена на выражениях для расчета значений свойств кристал-
лических структур с учетом поправки на аморфную структуру стекла. Принято допущение
о постоянстве среднего значения пустот по объему. В качестве переменной использованы
экспериментальные данные по определению длины связи Si–O. Полученные возможные
максимальные колебания плотности и модуля упругости приводят к существенному влиянию
на такую характеристику, как расщепление рабочей собственной частоты волнового твердо-
тельного гироскопа, что требует дополнительного контроля рассматриваемых характеристик
при выборе и изготовлении заготовок для резонаторов.
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