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С. Ю. Антонов, А. В. Антонова. К теореме Ченга. II

МАТЕМАТИКА
УДК 512

К ТЕОРЕМЕ ЧЕНГА. II

С. Ю. Антонов1, А. В. Антонова2

1Антонов Степан Юрьевич, старший преподаватель кафедры выс-

шей математики, Казанский государственный энергетический уни-

верситет, 420066, Россия, Казань, Красносельская, 51, antonovst-

vm@rambler.ru
2Антонова Алина Владимировна, кандидат физико-математических

наук, доцент кафедры высшей математики, Казанский государствен-

ный энергетический университет, 420066, Россия, Казань, Красно-

сельская, 51, antonovakazan@rambler.ru

В данной работе введены полилинейные многочлены H +(x̄, ȳ|w̄),

H −(x̄, ȳ|w̄) ∈ F{X ∪ Y }, сумма которых является многочленом
Ченга H (x̄, ȳ|w̄), где F{X ∪ Y } — свободная ассоциативная ал-

гебра над произвольным полем F характеристики не два, порожден-

ная счетным множествомX ∪ Y . Доказано, что каждый из них явля-

ется следствием стандартного многочлена S−(x̄). В частности, пока-

зано, что квазимногочлены Капелли b2m−1(x̄m, ȳ) и h2m−1(x̄m, ȳ)

также следуют из многочлена S−
m(x̄). Здесь же найдена минималь-

ная степень многочленов b2m−1(x̄m, ȳ), h2m−1(x̄m, ȳ), при кото-

рой они являются полиномиальными тождествами матричной алгебры

Mn(F ). Полученные результаты представляют собой перенос ре-

зультатов Ченга на некоторые квазимногочлены Капелли нечетной

степени.

Ключевые слова: T -идеал, стандартный многочлен, многочлен Ка-

пелли.

DOI: 10.18500/1816-9791-2017-17-2-127-137

Продолжение (2015. Т. 15, вып. 3. С. 247–251).

ВВЕДЕНИЕ

Пусть F — произвольное поле, F{Z} — свобод-

ная ассоциативная алгебра над F , порожденная счетным

множеством Z = {zn}n∈N , которое представим в виде

Z = X
⋃

Y , где X = {xn}n∈N , Y = {yn}n∈N — непере-

секающиеся счетные множества, Sn — симметрическая

группа степени n; f, g — произвольные многочлены ал-

гебры F{Z}, {f}T — T -идеал алгебры F{Z}, порожден-
ный многочленом f . Напомним, что двусторонний иде-

ал I алгебры F{Z} называется T -идеалом и обозначается

c© Антонов С. Ю., Антонова А. В., 2017



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2017. Т. 17, вып. 2

символом I ⊳T F{Z}, если для любого эндоморфизма ϕ алгебры F{Z} справедли-

во включение ϕ(I) ⊆ I. Далее, будем говорить, что многочлен g является след-

ствием многочлена f (следует из f), если g ∈ {f}T . Кроме того, пусть t, u,

m — любые натуральные числа, удовлетворяющие неравенствам t > u, m > u,

m > 1; N0 = N
⋃
{0}; B = {ā = (a1 . . . au+1) ∈ Nu × N0 | a1 + . . . + au+1 = m},

B0 = {ā = (a1 . . . au+1) ∈ B | au+1 = 0}, B1 = {n̄ = (n1 . . . nu+1) ∈ B |nu+1 6= 0},
Ik = {1, . . . , k}, w = y1y2 · · · yt. Представим слово w в виде w = w1w2 · · ·wu, где

w1 = y1y2 · · · yi2, w2 = yi2+1 · · · yi3, . . ., wu = yiu+1 · · · yt, и определим многочлены

F (x̄, ȳ|w̄) = F (x1, . . . , xm, y1, . . . , yt|w1, . . . , wu) =

=
∑

ā∈B

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

sgn µ xπ(1) · · · xπ(a1)wτ(1)xπ(a1+1) · · · xπ(a1+a2)wτ(2)×

×xπ(a1+a2+1) · · · xπ(a1+...+au)wτ(u)xπ(a1+...+au+1) · · ·xπ(a1+...+au+1),

H (x̄, ȳ|w̄) = H (x1, . . . , xm, y1, . . . , yt|w1, . . . , wu) =

=
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

sgn µxπ(1) · · · xπ(n1)wτ(1)xπ(n1+1) · · · xπ(n1+n2)wτ(2)×

×xπ(n1+n2+1) · · · xπ(n1+...+nu)wτ(u)xπ(n1+...+nu+1) · · ·xπ(n1+...+nu+1),

R(x̄, ȳ|w̄) = R(x1, . . . , xm, y1, . . . , yt|w1, . . . , wu) =

=
∑

ā∈B0

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

sgn µxπ(1) · · · xπ(a1)wτ(1)xπ(a1+1) · · · xπ(a1+a2)wτ(2)×

×xπ(a1+a2+1) · · · xπ(a1+...+au)wτ(u),

где µ — подстановка в мономе Mµ = zµ(1) · · · zµ(m)zµ(m+1) · · · zµ(m+t) ∈ F{Z},
в котором z1 = x1, . . ., zm = xm, zm+1 = y1, . . ., zm+t = yt. Очевид-

но, что F (x̄, ȳ|w̄) = H (x̄, ȳ|w̄) + R(x̄, ȳ|w̄). Наконец, пусть S−
n (z1, . . . , zn) =

=
∑

µ∈Sn

sgn µ zµ(1) · · · zµ(n) — стандартный многочлен степени n. Имеют место сле-

дующие результаты:

Теорема 1. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

многочлен F (x̄, ȳ|w̄) следует из S−
m(x̄) [1].

Теорема 2. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

многочлены H (x̄, ȳ|w̄), R(x̄, ȳ|w̄) следуют из S−
m(x̄) [2].

Цель данной работы — провести дальнейшее разложение многочлена H (x̄, ȳ|w̄) и

получить некоторые важные следствия. Обратим внимание на интересные следствия

стандартного многочлена, полученные в работах [3–6].

1. ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ МНОГОЧЛЕНА H (x̄, ȳ|w̄)

Пусть v = ziπ(1)
· · · ziπ(r)

, где i1 < . . . < ir, π ∈ Sr, — произвольный моном ал-

гебры F{Z}, |v| — длина монома v, sgn v = sgn π. Представим каким-либо образом

слово v в виде произведения его непустых подслов v1 · · · vn (n 6 r) и по определению

положим v̄ = (v1 . . . vn), v̄′ = (|v1| . . . |vn|), σv = vσ(1) · · · vσ(n), σv̄ = (vσ(1) . . . vσ(n)),

σv̄′ = (|vσ(1)| . . . |vσ(n)|), σ ∈ Sn. Далее, определим отображение N : B1 → Mu(Z),
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где Mu(Z) — кольцо матриц размера u × u с элементами из кольца целых чисел Z,

положив для любого n̄ = (n1 . . . nu+1) ∈ B1

N (n̄) =




nu+1 nu+1 nu+1 . . . nu+1

0 nu nu . . . nu

0 0 nu−1 . . . nu−1

...
...

...
. . .

...

0 0 0 . . . n2




.

Определение 1. Всякая матрица размера k × k (k 6 u), составленная из эле-

ментов матрицы A ∈ Mu(Z), находящихся на пересечении ее строк и столбцов с

номерами i1, . . . , ik и j1, . . . , jk соответственно называется подматрицей матрицы A

и обозначается символом A

(
i1 . . . ik

j1 . . . jk

)
.

Для подматриц N (n̄)

(
1 2 . . . k

1 2 . . . k

)
(k 6 u), N (n̄)

(
2 3 . . . u

2 3 . . . u

)
матри-

цы N (n̄) будем использовать более краткую запись Nk(n̄) и D(n̄) соответственно.

Наконец, под нормой матрицы A = (aij) ∈ Mu(Z) будем понимать число ‖A‖ =

=
u∑

i=1

u∑
j=1

|aij|, под высотой элемента p̄ = (p1 . . . pu)
T ∈ Mu×1(Z) — число h(p̄) =

u∑
i=1

|pi|,

α =

(
1 2 . . . u

u u − 1 . . . 1

)
∈ Su.

Лемма 1. Для любых элементов n̄ ∈ B1, τ ∈ Su справедливы равенства

h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) =
u−1∑

k=0

nu+1−k

u−k∑

i=1

|wτ(i)| =
u∑

k=1

|wτ(k)|
u+1∑

i=k+1

ni =

=
u∑

k=1

|wτ(k)|tr Nu+1−k(n̄) = nu+1t +
u−1∑

k=1

|wτ(k)|tr Du−k(n̄).

Доказательство. Имеем

N (n̄) · (ταw̄′)T = (nu+1

u∑

i=1

|wτ(i)|, nu

u−1∑

i=1

|wτ(i)|, . . . , n2

1∑

i=1

|wτ(i)|)T .

Следовательно,

h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) =
u−1∑

k=0

nu+1−k

u−k∑

i=1

|wτ(i)| = nu+1|wτ(u)| + (nu+1|wτ(u−1)|+

+nu+1|wτ(u−2)| + . . . + nu+1|wτ(1)|) + (nu|wτ(u−1)| + nu|wτ(u−2)| + . . . +

+nu|wτ(1)|) + . . . + n2|wτ(1)| = |wτ(u)|nu+1 + |wτ(u−1)|(nu+1 + nu)+

+|wτ(u−2)|(nu+1 + nu + nu−1) + . . . + |wτ(1)|(nu+1 + nu + . . . + n2) =
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=
u∑

k=1

|wτ(k)|
u+1∑

i=k+1

ni =
u∑

k=1

|wτ(k)|tr Nu+1−k(n̄) =
u−1∑

k=1

|wτ(k)|(nu+1 + tr Du−k(n̄))+

+|wτ(u)|nu+1 = nu+1

u∑

k=1

|wτ(k)| +
u−1∑

k=1

|wτ(k)|tr Du−k(n̄) =

= nu+1t +
u−1∑

k=1

|wτ(k)|tr Du−k(n̄). ¤

Следствие 1. Пусть |w1| = |w2| = . . . = |wu| = 2s−1, s ∈ N. Тогда для лю-

бых n̄ ∈ B1, τ ∈ Su, справедливы равенства

h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) = (2s − 1)‖N (n̄)‖ = (2s − 1)
u∑

k=1

knk+1.

Если к тому же nu+1 =nu = . . .=n2 =r, то

h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) = (2s − 1)r(u + 1)u/2.

Следствие 2. Если для всякого i ∈ Iu |wi| = 2ki, ki ∈ N, то для любых n̄ ∈ B1,

τ ∈ Su число h(N (n̄) · (ταw̄′)T ) четное.

Лемма 2. Для любого монома M(n̄, πx̄, τ w̄) из многочлена H (x̄, ȳ|w̄) справед-

ливо равенство sgn M(n̄, πx̄, τ w̄) = (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn π sgn (τw).

Доказательство. Нетрудно видеть, что

sgn M(n̄, πx̄, τ w̄) = (−1)|wτ(u)|nu+1+|wτ(u−1)|(nu+1+nu)+...+|wτ(1)|(nu+1+nu+...+n2)×
×sgn (xπ(1) · · ·xπ(m)wτ(1) · · ·wτ(u)) =

= (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn π sgn (wτ(1) · · ·wτ(u)) = (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn πsgn (τw).
¤

Следствие 3. Справедливо равенство

H (x̄, ȳ|w̄) =
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

(−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn π sgn (τw)M(n̄, πx̄, τ w̄).

Следствие 4. Пусть |w1| = |w2| = . . . = |wu| = 2s − 1, s ∈ N. Тогда справедливо

равенство

sgn M(n̄, πx̄, τ w̄) = (−1)‖N (n̄)‖sgn π sgn τ,

и значит,

H (x̄, ȳ|w̄) =
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

(−1)‖N (n̄)‖sgn π sgn τ M(n̄, πx̄, τ w̄).

Доказательство. Вытекает из леммы 2 и следствия 1. ¤

Следствие 5. Пусть |w1| = |w2| = . . . = |wu| = 2s, s ∈ N. Тогда справедливо

равенство sgn M(n̄, πx̄, τ w̄) = sgn π и, значит,

H (x̄, ȳ|w̄) =
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

sgn π M(n̄, πx̄, τ w̄).
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Доказательство. Вытекает из леммы 2 и следствия 2. ¤

Очевидно, что значение (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T ) можно найти по любой формуле из

леммы 1, однако работать с ними все же неудобно. В связи с этим определим отоб-

ражения Φ : B1 → Zu, Ψ : Zu → Zu, положив для любого n̄ = (n1 . . . nu+1) ∈ B1,

p̄ = (p1 . . . pu) ∈ Zu

Φ(n̄) = (Φ(n̄)1 . . . Φ(n̄)u), Ψ(p̄) = (Ψ(p̄)1 . . . Ψ(p̄)u),

где Φ(n̄)s =
u+1∑

i=s+1

ni − 2

[
1
2

u+1∑
i=s+1

ni

]
, Ψ(p̄)s = |ps| − 2[|ps|/2], s ∈ Iu, [a] — целая часть

числа a. Нетрудно видеть, что для произвольных τ ∈ Su, n̄ ∈ B1, справедливы

равенства

Ψ(τw̄′) = τΨ(w̄′), (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T ) = (−1)(Φ(n̄),τΨ(w̄′)),

где (Φ(n̄), τΨ(w̄′)) =
u∑

s=1

Φ(n̄)s · (τΨ(w̄′))s.

2. ДОПОЛНЕНИЕ К ТЕОРЕМЕ ЧЕНГА

Представим многочлен H (x̄, ȳ|w̄) в виде H +(x̄, ȳ|w̄) + H −(x̄, ȳ|w̄), где много-

член H +(x̄, ȳ|w̄) (H −(x̄, ȳ|w̄)) состоит из всех мономов многочлена H (x̄, ȳ|w̄), для

которых (−1)h(N (n̄)·(ταw̄′)T )sgn (τw) = 1(−1). Таким образом,

H
+(x̄, ȳ|w̄) =

∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

δ
1 (−1)h(N (n̄)(ταw̄′)T )sgn (τw)

sgn πM(n̄, πx̄, τ w̄),

H
−(x̄, ȳ|w̄) =

∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈Su

−δ
−1 (−1)h(N (n̄)(ταw̄′)T )sgn (τw)

sgn πM(n̄, πx̄, τ w̄),

где δij — символ Кронекера.

В частности, при t = u = 1, w = w1 = y1 имеет место равенство

H (x̄, y1|w1) =
m−1∑

n=1

∑

π∈Sm

(−1)m−nsgn πxπ(1) · · · xπ(n)y1xπ(n+1) · · · xπ(m),

тогда если m = 2k, то

H
+(x̄, y1|w1) =

k−1∑

n=1

∑

π∈Sm

sgn πxπ(1) · · ·xπ(2n)y1xπ(2n+1) · · · xπ(m),

если m = 2k − 1, то

H
+(x̄, y1|w1) =

k−1∑

n=1

∑

π∈Sm

sgn πxπ(1) · · · xπ(2n−1)y1xπ(2n) · · · xπ(m)

(см. также [6, теорема 26]).

Пусть t ∈ Im−1, i1, . . . , it ∈ Im, причем i1 < i2 < . . . < it, τ ∈ St. Определим

эндоморфизм ϕi1,...,it,τ алгебры F{Z}, положив

ϕi1,...,it,τ (z) =

{
xijyτ(j), если z = xij , j ∈ It,

z, если z /∈ {xi1 , . . . , xit}.
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Далее, представим многочлен
∑

16i1<...<it6m

∑
τ∈St

ϕi1,...,it,τ (S
−
m(x̄)) в виде суммы

H{2}(x̄, ȳ|w̄) +
t∑

j=1

Q(x̄, ȳĵ|w̄ĵ)yj,

где w̄ = (w1 . . . wt), wj = yj (j ∈ It), w̄ĵ = (w1 . . . wj−1wj+1 . . . wt), ȳĵ = (y1 . . .

yj−1yj+1 . . . yt), а многочлен H{2}(x̄, ȳ|w̄) не имеет мономов, оканчивающихся на пе-

ременную y. Отсюда получаем, что

H{2}(x̄, ȳ|w̄) =
∑

16i1<...<it6m

∑

τ∈St

ϕi1,...,it,τ (S
−
m(x̄)) −

t∑

j=1

Q(x̄, ȳĵ|w̄ĵ)yj =

=
∑

n̄∈B1

∑

π∈Sm

∑

τ∈St

sgn πM(n̄, πx̄, τ w̄).

Теорема 3. Для любого натурального числа t ∈ Im−1 и произвольного поля F

многочлен H{2}(x̄, ȳ|w̄) =
∑

n̄∈B1

∑
π∈Sm

∑
τ∈St

sgn πM(n̄, πx̄, τ w̄) следует из S−
m(x̄).

Доказательство. Проведем методом математической индукции по числу t. Пусть

t = 1. Тогда

m∑

i=1

ϕi(S
−
m(x̄)) =

m−1∑

n=1

∑

π∈Sm

sgn πxπ(1) · · ·xπ(n)y1xπ(n+1) · · · xπ(m) + S−
m(x̄)y1.

Отсюда получаем, что

H{2}(x̄, y1|w1) =
m−1∑

n=1

∑

π∈Sm

sgn πxπ(1) · · · xπ(n)y1xπ(n+1) · · · xπ(m) =
m∑

i=1

ϕi(S
−
m(x̄))−S−

m(x̄)y1.

Поскольку {S−
m(x̄)}T ⊳T F{Z}, то

m∑
i=1

ϕi(S
−
m(x̄)), S−

m(x̄)y1 ∈ {S−
m(x̄)}T и, значит,

H{2}(x̄, y1|w1) ∈ {S−
m(x̄)}T .

Пусть теперь 1 < t 6 m−1. Предположим, что для всякого a < t теорема 3 верна.

Покажем, что она будет верна и для числа t. Нетрудно видеть, что

H{2}(x̄, ȳ|w̄) =
∑

16i1<...<it6m

∑

τ∈St

ϕi1,...,it,τ (S
−
m(x̄)) −

t∑

j=1

H{2}(x̄, ȳĵ|w̄ĵ)yj =

=
∑

16i1<...<it6m

∑

τ∈St

ϕi1,...,it,τ (S
−
m(x̄)) −

t∑

j=1

ξj(H{2}(x̄, ȳt̂|w̄t̂))yj,

где ξj (j ∈ It) — эндоморфизм алгебры F{Z} такой, что

ξj(z) =

{
yj+s+1, если z = yj+s, s ∈ {0, 1, . . . , t − 1 − j},
z, если z /∈ {yj, . . . , yt−1}.
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Так как ассоциированное с многочленом H{2}(x̄, ȳt̂|w̄t̂) число t − 1 < t, то по ин-

дуктивному предположению он является следствием стандартного многочлена S−
m(x̄).

Учитывая, что {S−
m}T ⊳T F{Z}, получаем, что H{2}(x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−

m(x̄)}T . Таким обра-

зом, теорема 3 верна для всякого t ∈ Im−1. ¤

Следствие 6. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного по-

ля F многочлен H{2}(x̄, y1|w1) =
m−1∑
n=1

∑
π∈Sm

sgn πxπ(1) · · ·xπ(n)y1xπ(n+1) · · · xπ(m) следует

из S−
m(x̄).

Доказательство. Полагая в теореме 3 t = 1, получаем требуемый результат. ¤

Следствие 7. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

многочлен H2m−1,{2}(x̄, ȳ|w̄) =
∑

π∈Sm

∑
τ∈Sm−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m) следует

из S−
m(x̄).

Доказательство. Полагая в теореме 3 t = m − 1, получаем требуемый ре-

зультат. ¤

Замечание 1. Основные свойства многочлена H2m−1,{2}(x̄, ȳ|w̄) хорошо известны.

Этот многочлен имеет специальное обозначение C2m−1,{2}(x̄, ȳ) и называется двойным

многочленом Капелли типа (2,m, 1; {2}).

Предложение 1. Для любых t, u, m ∈ N таких, что u = t < m, и произвольного

поля F характеристики не два многочлен H +(x̄, ȳ|w̄) следует из S−
m(x̄).

Доказательство. По теореме 2 H (x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−
m(x̄)}T , по теореме 3

H{2}(x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−
m(x̄)}T ,

но тогда и

H
+(x̄, ȳ|w̄) =

1

2
(H (x̄, ȳ|w̄) + H{2}(x̄, ȳ|w̄)) ∈ {S−

m(x̄)}T . ¤

Теорема 4. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

характеристики не два многочлен H +(x̄, ȳ|w̄) следует из S−
m(x̄).

Доказательство. Проведем методом математической индукции по парам

(t, u) ∈ A(¹) = {(t, u) ∈ N2 | t > u, u < m} с минимальными элементами (t, t),

t ∈ Im−1, где ¹ — лексикографический порядок. В силу предложения 1 теорема 4

верна для любого минимального элемента (t, t) ∈ A(¹).

Пусть (t, u) — произвольный элемент множества A, отличный от минимального.

Предположим, что для любого (t1, u1) ∈ A такого, что (t1, u1) ≺ (t, u), теорема 4

верна. Покажем, что она будет верной и для пары (t, u). Для элемента (t, u) возможны

следующие случаи: 1) среди подслов w1, . . . , wu существует хотя бы одно ws, для

которого |ws| > 3; 2) для любого i ∈ Iu |wi| 6 2, при этом найдется wr такое, что

|wr| = 2. Рассмотрим каждый из них по порядку.
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Пусть ws = bsyis+1−2yis+1−1yis+1 (если |ws| = 3, то слово bs полагаем пустым).

Нетрудно видеть, что для любых n̄ ∈ B1, τ ∈ Su справедливо равенство

(−1)(Φ(n̄),τΨ(w̄′))sgn (τw) = (−1)

(
Φ(n̄),τΨ

(
w̄′

̂is+1−1,̂is+1

))

sgn
(
τw ̂is+1−1,̂is+1

)
,

здесь w ̂is+1−1,̂is+1
= w1 · · ·ws−1(bsyis+1−2)ws+1 · · ·wu. Отсюда следует, что

H
+(x̄, ȳ|w̄) = ϕH

+
(
x̄, ȳ ̂is+1−1,̂is+1

|w̄ ̂is+1−1,̂is+1

)
,

где ϕ — эндоморфизм алгебры F{Z} такой, что ϕ(yis+1−2) = yis+1−2yis+1−1yis+1

и ϕ(z) = z, если z 6= yis+1−2. Так как ассоциированная с многочленом

H +
(
x̄, ȳ ̂is+1−1,̂is+1

|w̄ ̂is+1−1,̂is+1

)
пара (t − 2, u) ≺ (t, u), то по индуктивному предпо-

ложению он следует из S−
m(x̄), но тогда и H +(x̄, ȳ|w̄) следует из S−

m(x̄).

Во втором случае предположим, что wr = yir+1yir+2. Рассмотрим эндоморфизмы

ϕ1, . . . , ϕm, ψi1+1, . . . , ψiu+1 алгебры F{Z}, определенные следующим образом:

ϕi(z) =

{
xiwr, если z = xi,

z, если z 6= xi,
ψij+1(z) =

{
wryij+1, если z = yij+1,

z, если z 6= yij+1,

где i ∈ Im, j ∈ C = Iu\{r}, i1 = 0. Нетрудно видеть, что

H
+(x̄, ȳ|w̄) =

m∑

i=1

ϕiH
+(x̄, ȳ

îr+1,îr+2
|w̄r̂) −

∑

j∈C

ψij+1H
+(x̄, ȳ

îr+1,îr+2
|w̄r̂)−

−H
+(x̄, ȳ

îr+1,îr+2
|w̄r̂)wr,

где w̄r̂ = (w1 . . . wr−1wr+1 . . . wu). Так как ассоциированная с многочленом

H +
(
x̄, ȳ

îr+1,îr+2
|w̄r̂

)
пара (t − 2, u − 1) ≺ (t, u), то по индуктивному предположе-

нию он является следствием S−
m(x̄), но тогда и H +(x̄, ȳ|w̄) следует из S−

m(x̄). ¤

Предложение 2. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля

F характеристики не два многочлен H −(x̄, ȳ|w̄) следует из S−
m(x̄).

Доказательство. По теореме 2 многочлен H (x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−
m(x̄)}T , а по теоре-

ме 4 H +(x̄, ȳ|w̄) ∈ {S−
m(x̄)}T , но тогда H −(x̄, ȳ|w̄) = H (x̄, ȳ|w̄) − H +(x̄, ȳ|w̄) ∈

∈ {S−
m(x̄)}T . ¤

Следствие 8. Для любого натурального числа m > 1 и произвольного поля F

характеристики не два многочлены

b2m−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sm

∑

τ∈A+
m−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m),

h2m−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sm

∑

τ∈A−

m−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m),

где A+
m−1 = {τ ∈ Sm−1| sgn τ = 1}, A−

m−1 = {τ ∈ Sm−1| sgn τ = −1}, являются
следствиями стандартного многочлена S−

m(x̄).
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Доказательство. Полагая в следствии 1 s = r = 1, u = m − 1 и учитывая

следствие 4, получаем, что

H
+(x̄, ȳ|w̄) =

∑

π∈Sm

∑

τ∈A
sgn(−1)m(m−1)/2

m−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m),

−H
−(x̄, ȳ|w̄) =

∑

π∈Sm

∑

τ∈A
−sgn (−1)m(m−1)/2

m−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(m−1)xπ(m).

Нетрудно видеть, что в зависимости от числа m наши суммы совпадают либо с

многочленом b2m−1(x̄, ȳ), либо с многочленом h2m−1(x̄, ȳ), но по теореме 4 и предло-

жению 2 они следуют из S−
m(x̄). ¤

Замечание 2. Выше мы определили многочлен H{2}(x̄, ȳ|w̄) для случая, когда

(t, u) = (t, t), t < m, и доказали теорему 3. Оказывается, что она верна и для общего

случая, когда t > u, m > u, при этом доказательство почти дословно повторяет

доказательство теоремы 4 с заменой H +(x̄, ȳ|w̄) на H{2}(x̄, ȳ|w̄) и соответствующих

ссылок.

В заключении докажем одно предложение о некоторых тождествах матричной

алгебры. Пусть A — произвольная ассоциативная алгебра над полем F .

Определение 2. Многочлен d ∈ F{Z} называется полиномиальным тождест-

вом алгебры A, если для любого гомоморфизма ϕ ∈ HomF (F{Z}, A) справедливо

равенство ϕ(d) = 0.

Нетрудно видеть, что множество всех полиномиальных тождеств алгебры A явля-

ется T -идеалом алгебры F{Z}. Этот идеал называется идеалом тождеств алгебры A и

обозначается символом T [A]. Заметим, что всякая конечномерная алгебра A облада-

ет хотя бы одним полиномиальным тождеством, например, им является стандартный

многочлен S−
n (z̄) при n > dim A. В частности, если A = Mm(F ) — матричная алгеб-

ра над F , то в силу теоремы Амицура –Левицкого [7] наименьшее n, при котором

S−
n (z̄) ∈ T [Mm(F )], равно 2m (см. также [8, 9]), а наименьшее n, при котором двой-

ные и кратные многочлены Капелли будут тождествами алгебры Mm(F ), найдено

в работах [1, 10, 11]. Дополнением к этим результатам является приводимое ниже

предложение.

Предложение 3. Наименьшее n ∈ N, при котором каждый из многочленов

b2n−1, h2n−1 ∈ T [Mm(F )], равно 2m.

Доказательство. Проведем его для многочлена b2n−1, поскольку для h2n−1 оно

аналогично. Пусть char F 6= 2 и d(m, F ) означает наименьшее n ∈ N, при котором

b2n−1 ∈ T [Mm(F )]. Тогда из следствия 8 и теоремы Амицура –Левицкого заключаем,

что d(m,F ) 6 2m, а из теоремы 4 работы [12] следует, что d(m,F ) > 2m−1. Отсюда

d(m,F ) = 2m. Так как коэффициенты многочлена b2n−1 равны ±1, то ограничение

char F 6= 2 для матричной алгебры Mm(F ) становится несущественным и потому его

можно снять. ¤

Продолжение следует.
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To Chang Theorem. II

S. Yu. Antonov1, A. V. Antonova2

1Stepan Yu. Antonov, ORCID: 0000-0003-1705-3929, Kazan State Power Engineering University, 51, Kras-

nosel’skaya str., Kazan, Russia, 420066, antonovst-vm@rambler.ru
2Alina V. Antonova, ORCID: 0000-0001-7047-7275, Kazan State Power Engineering University, 51, Kras-
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Multilinear polynomials H +(x̄, ȳ|w̄), H −(x̄, ȳ|w̄) ∈ F{X ∪ Y }, the sum of which is a polynomial

H (x̄, ȳ|w̄)Chang (whereF{X∪Y } is a free associative algebra over an arbitrary fieldF of characteristic

not equal two, generated by a countable set X ∪ Y ) have been introduced in this paper. It has been

proved that each of them is a consequence of the standard polynomial S−(x̄). In particular it has been

shown that the Capelli quasi-polynomials b2m−1(x̄m, ȳ) and h2m−1(x̄m, ȳ) are also consequences of the

polynomial S−
m(x̄). The minimal degree of the polynomials b2m−1(x̄m, ȳ), h2m−1(x̄m, ȳ) in which they

are a polynomial identity of matrix algebra Mn(F ) has been also found in the paper. The obtained results

are the translation of Chang results to some Capelli quasi-polynomials of odd degree.

Key words: T -ideal, standard polynomial, Capelli polynomial.
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ПРОДОЛЖЕННЫЕ СТРУКТУРЫ НА КОРАСПРЕДЕЛЕНИЯХ
КОНТАКТНЫХ МЕТРИЧЕСКИХ МНОГООБРАЗИЙ

С. В. Галаев

Галаев Сергей Васильевич, кандидат физико-математических наук, доцент кафедры геометрии,

Саратовский национальный исследовательский государственный университет имени Н. Г. Чернышев-

ского, 410012, Россия, Саратов, Астраханская, 83, sgalaev@mail.ru

В статье вводится понятие AP -многообразия –- почти контактного метрического многообразия, ло-

кально эквивалентного прямому произведению контактного метрического многообразия и почти эрми-

това многообразия. Нормальное AP -многообразие с замкнутой фундаментальной формой является

квазисасакиевым. Квазисасакиево AP -многообразие названо в статье специальным квазисасакие-

вым многообразием (SQS-многообразием). SQS-многообразие локально эквивалентно произведению

сасакиева и кэлерова многообразий. В качестве вспомогательного результата доказывается предло-

жение, утверждающее, что контактное метрическое многообразие с распределением нулевой кривиз-

ныявляетсяK-контактнымметрическимпространством.КораспределениеD∗ контактнойметрической

структуры (M, ~ξ, η, ϕ, g, D) определяется как подрасслоение кокасательного расслоения T ∗M , со-

стоящее из всех 1-форм, обращающихся в нуль на структурном векторе ~ξ. На кораспределении D∗

задается продолженная почти контактная метрическая структура (D∗, ~u = ∂n, µ = η◦π∗, J,G, D̃).

Выводятся структурные уравнения, на основе которых доказывается, что продолженная почти кон-

тактная метрическая структура задает структуру AP -многообразия тогда и только тогда, когда тен-

зор кривизны Схоутена контактного метрического многообразия M равен нулю. Статью завершает

теорема, утверждающая, что продолженная почти контактная метрическая структура является SQS-

структурой тогда и только тогда, когда в качестве исходного многообразия выбирается сасакиево

многообразие с распределением нулевой кривизны.

Ключевые слова: квазисасакиево многообразие, внутренняя связность, ассоциированная связность,

тензор кривизны Схоутена, распределение нулевой кривизны..

DOI: 10.18500/1816-9791-2017-17-2-138-147

ВВЕДЕНИЕ

Пусть M — гладкое многообразие нечетной размерности n = 2m + 1 с заданной

на нем контактной метрической структурой (M, ~ξ, η, ϕ, g, D). Кораспределение D∗

почти контактного метрического многообразия M образовано всеми допустимыми

1-формами: λ ∈ D∗ ↔ λ(~ξ) = 0 и является нечетномерным аналогом кокасательно-

го расслоения T ∗M . Геометрия кокасательного расслоения T ∗M с метрикой Саса-

ки изучалась в работах [1–3]. Использованные в указанных работах методы полу-

чили свое развитие в исследованиях геометрии касательных расслоений TM (см.,

например, [3–9]). Нечетномерным аналогом касательного расслоения является рас-

пределение D почти контактной метрической структуры. В работе [10] с помощью

внутренней и N -продолженной связностей на распределении D была определена по-

чти контактная метрическая структура, названная продолженной почти контактной

c© Галаев С. В., 2017
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метрической структурой. Результаты дальнейших исследований продолженных по-

чти контактных метрических структур и их обобщений отражены в работах [11–16].

Так, в частности, в [12] на распределении D задается геодезическая пульвериза-

ция связности над распределением, являющаяся аналогом геодезической пульвери-

зации, заданной на пространстве касательного расслоения TM и имеющая ясную

физическую интерпретацию: проекции интегральных кривых геодезической пульве-

ризации связности над распределением совпадают с допустимыми геодезическими

(траекториями движения механической системы со связями). В настоящей статье

понятие продолженной почти контактной метрической структуры рассматривается

применительно к кораспределению D∗. Основная задача предлагаемой работы сво-

дится к нахождению условий, при которых продолженная почти контактная метри-

ческая структура является структурой AP-многообразия. Предположим, что распре-

деление D почти контактной метрической структуры разлагается в прямую сумму

вида D = L ⊕ L⊥, где L⊥ = K ∩ D — ядро формы ω = dη, распределение L ор-

тогонально распределению L⊥ и инвариантно относительно действия эндоморфиз-

ма ϕ. Таким образом, dim L = rk dη = 2p 6 2m. Если дополнительно распределение

L̃ = L ⊕ D⊥ интегрируемо и имеет место равенство dη(~x, ~y) = Ω(~x, ~y), ~x, ~y ∈ Γ(L),

где Γ(L) — модуль сечений распределения L, то многообразие M будем называть

AP -многообразием. AP -многообразие локально эквивалентно прямому произведению

контактного метрического многообразия и почти эрмитова многообразия. Квазисаса-

киево AP -многообразие названо в статье специальным квазисасакиевым многообра-

зием (SQS-многообразием). SQS-многообразие локально эквивалентно произведению

сасакиева и кэлерова многообразий.

1. ПОЧТИ КОНТАКТНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА

Пусть M — гладкое многообразие нечетной размерности n = 2m + 1, Γ(TM) —

модуль гладких векторных полей на M . Все многообразия, тензорные поля и другие

геометрические объекты предполагаются гладкими класса C∞. Предположим, что

на M задана почти контактная метрическая структура (M, ~ξ, η, ϕ, g, D), где ϕ —

тензор типа (1,1), называемый структурным эндоморфизмом или допустимой почти

комплексной структурой, ~ξ и η — вектор и ковектор, называемые соответственно

структурным вектором и контактной формой, g — (псевдо) риманова метрика. При

этом выполняются следующие условия:

1) ϕ2 = −I + η ⊗ ~ξ;

2) η(~ξ) = 1;

3) g(ϕ~x, ϕ~y) = g(~x, ~y) − η(~x)η(~y);

4) dη(~ξ, ~x) = 0, где ~x, ~y ∈ Γ(TM).

Гладкое распределение D = ker η называется распределением почти контактной

структуры.

В качестве следствия условий 1)–4) получаем:

5) ϕ(~ξ) = 0;

6) η ◦ ϕ = 0;

7) η(~x) = g(~x, ~ξ), ~x ∈ Γ(TM).
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Если rkω = 2m, где ω = dη, вектор ~ξ однозначно определяется из условий

η(~ξ) = 1, ker ω = Span(~ξ).

Кососимметрический тензор Ω(~x, ~y) = g(~x, ϕ~y) называется фундаментальной фор-

мой структуры. Почти контактная метрическая структура называется контактной

метрической структурой, если выполняется равенство Ω = dη. Гладкое распределе-

ние D⊥ = Span(~ξ), ортогональное распределению D, называется оснащением рас-

пределения D. Имеет место разложение TM = D ⊕ D⊥.

Многообразие Сасаки — контактное метрическое пространство, удовлетворяющее

дополнительному условию

Nϕ + 2dη ⊗ ~ξ = 0,

где Nϕ(~x, ~y) = [ϕ~x, ϕ~y] + ϕ2[~x, ~y] − ϕ[ϕ~x, ~y] − ϕ[~x, ϕ~y] — тензор Нейенхейса эндомор-

физма ϕ. Выполнение условия Nϕ + 2dη ⊗ ~ξ = 0 означает, что пространство Сасаки

является нормальным пространством. Символы Γ(E) будем использовать для обо-

значения модуля сечений распределения E ⊂ TM .

Предположим, что rk dη = 2p, 0 6 2p 6 2m. Хорошо известно, что ядро фор-

мы ω = dη является интегрируемым распределением, которое в дальнейшем бу-

дем обозначать символом K. Пусть P : TM → D, Q : TM → D⊥, h : TM → L,

v : TM → L⊥ — проекторы, определяемые разложением TM = L⊕L⊥⊕D⊥ = D⊕D⊥,

где L⊥ = K ∩ D, а L — ортогональное ему распределение в D.

Имеет место

Предложение 1. Распределение L⊥ интегрируемо.

Доказательство. Пусть ~x, ~y ∈ Γ(L⊥). Покажем, что [~x, ~y] ∈ Γ(L⊥). Имеем,

2dη(~x, ~y) = −η([~x, ~y]) = 0. Отсюда следует, [~x, ~y] ∈ Γ(D). Далее, для произвольного

~z ∈ Γ(TM) получаем: 0 = 3dω(~x, ~y, ~z) = −ω([~x, ~y], ~z). Таким образом, [~x, ~y] ∈ Γ(L⊥),

что и доказывает предложение. ¤

Многообразие M с почти контактной метрической структурой (M, ~ξ, η, ϕ, g,D)

назовем AP -многообразием, если выполняются следующие три условия.

1. Распределение L инвариантно относительно действия эндоморфизма ϕ.

2. Распределение L̃ = L ⊕ D⊥ — интегрируемо.

3. Имеет место равенство

dη(~x, ~y) = Ω(~x, ~y), ~x, ~y ∈ Γ(L).

Квазисасакиево многообразие, являющееся одновременно AP -многообразием, на-

зовем специальным квазисасакиевым многообразием (SQS-многообразием).

Используя интегрируемость распределения K, определим на многообразии M

адаптированную карту K(xα) (A,B, C = 1, ..., 2p; α, β, γ = 1, ..., n = 2m + 1;

a, b, c = 1, ..., 2m; i, j, k = 2p + 1, ..., 2m), полагая L⊥ = Span(∂i), ∂n = ~ξ. Мы здесь

использовали обозначение ∂
∂xα = ∂α.

Пусть K(xα) и K ′(xα′

) — адаптированные карты, тогда получаем следующие фор-

мулы преобразования координат:

xA = xA(xA′

), xi = xi(xa′

), xn = xn′

+ xn(xa′

).
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Векторные поля h(∂A) = ~eA = ∂A − Γi
A∂i − Γn

A∂n линейно независимы

и в области определения соответствующей карты порождают распределение L:

L = Span(~eA). Таким образом, мы имеем на многообразии M неголономное поле

базисов (~eα) = (~eA, ∂i, ∂n) и соответствующее ему поле кобазисов

(dxA, dxi + Γi
AdxA, dxn + Γn

AdxA).

Непосредственно проверяется, что в случае AP -многообразия [~eA, ~eB] = 2ωBA∂n,

∂nΓn
A = ∂iΓ

n
A = 0.

Используя интегрируемость распределения L̃, потребуем дополнительно выпол-

нение равенства Γi
A = 0.

Пример SQS-многообразия. Пусть M = R5 = R3 × R2, (∂α) — стандартный

базис арифметического пространства. Определим на M 1-форму η, полагая, что

η = dx3 + x2dx1. Очевидно, что η(∂3) = 1, η(∂2) = η(∂4) = η(∂5) = η(~e1) = 0,

где ~e1 = ∂1 − x2∂3. Структуру риманова многообразия на M определим, считая ба-

зис (~e1, ∂2, ∂3, ∂4, ∂5) ортонормированным. И наконец, положим ϕ~e1 = ∂2, ϕ∂4 = ∂5,

ϕ∂2 = −~e1, ϕ∂5 = −∂4, ϕ∂3 = 0.

2. ТЕНЗОР КРИВИЗНЫ СХОУТЕНА

Тензорное поле t типа (p, q), заданное на почти контактном метрическом многооб-

разии, назовем допустимым (к распределению D), если t обращается в нуль каждый

раз, когда среди его аргументов встречаются ~ξ или η. Координатное представление

допустимого тензорного поля в адаптированной карте имеет вид

t = t
a1...ap

b1...bq
~ea1 ⊗ ... ⊗ ~eap ⊗ dxb1 ⊗ ... ⊗ dxbq .

Преобразование компонент допустимого тензорного поля в адаптированных ко-

ординатах подчиняется следующему закону:

tab = Aa
a′Ab′

b ta
′

b′ ,

где Aa′

a = ∂xa′

∂xa .

Из формул преобразования компонент допустимого тензорного поля следует, что

производные ∂ntab компонент допустимого тензорного поля являются компонентами

допустимого тензорного поля того же типа. Заметим, что обращение в нуль произ-

водных ∂nt
a
b не зависит от выбора адаптированных координат.

Внутренней линейной связностью ∇ [16] на многообразии с почти контактной

структурой называется отображение

∇ : Γ(D) × Γ(D) → Γ(D),

удовлетворяющее следующим условиям:

1) ∇f1~x+f2~y = f1∇~x + f2∇~y;

2) ∇~xf~y = (~xf)~y + f∇~x~y;

3) ∇~x(~y + ~z) = ∇~x~y + ∇~x~z,

где Γ(D) — модуль допустимых векторных полей.
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Внутренняя связность определяет дифференцирования допустимых тензорных по-

лей. Так, например, для допустимой почти комплексной структуры выполняется ра-

венство

(∇~xϕ)~y = ∇~x(ϕ~y) − ϕ(∇~x~y), ~x, ~y ∈ Γ(D).

Коэффициенты внутренней линейной связности определяются из соотношения

∇~ea~eb = Γc
ab~ec. Из равенства ~ea = Aa′

a ~ea′, где Aa′

a = ∂xa′

∂xa , обычным образом следует

формула преобразования для коэффициентов внутренней связности:

Γc
ab = Aa′

a Ab′

b Ac
c′Γ

c′

a′b′ + Ac
c′~eaA

c′

b .

Кручением внутренней связности назовем допустимое тензорное поле

S(~x, ~y) = ∇~x~y −∇~y~x − P [~x, ~y], ~x, ~y ∈ Γ(D).

Внутреннюю связность будем называть симметричной, если ее кручение равно

нулю. В случае симметричности внутренней связности в адаптированных координа-

тах получаем:

Sc
ab = Γc

ab − Γc
ba, или Γc

ab = Γc
ba.

Допустимое тензорное поле, определяемое равенством

R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z − P [Q[~x, ~y], ~z],

где Q = I − P , названо Вагнером тензором кривизны Схоутена [17, 18]. Тензор Схо-

утена будем называть тензором кривизны внутренней связности. Координатное пред-

ставление тензора Схоутена в адаптированных координатах имеет вид

Rd
abc = 2~e[aΓ

d
b]c + 2Γd

[a||e||Γ
e
b]c.

Тензор кривизны внутренней связности возникает в результате альтернирования

вторых ковариантных производных:

2∇[a∇b]v
c = Rc

abev
e + 4ωba∂nvc.

Назовем тензор кривизны внутренней связности тензором кривизны распределе-

ния D, а распределение D, в случае обращения в нуль тензора Схоутена, — распре-

делением нулевой кривизны.

Аналогом связности Леви–Чивита является внутренняя симметричная связ-

ность ∇ такая, что ∇g = 0, где g — допустимое тензорное поле, определяемое

метрическим тензором исходной почти контактной метрической структуры. Назовем

связность ∇ внутренней метрической связностью. Известно, что внутренняя симмет-

ричная метрическая связность существует и определена единственным образом. Ее

коэффициенты задаются равенствами

Γa
bc =

1

2
gad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc).
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Предложение 2. Контактное метрическое многообразие размерности с рас-

пределением нулевой кривизны является K-контактным пространством.

Доказательство. Пусть ∇ — внутренняя метрическая связность:

~zg(~x, ~y) = g(∇~z~x, ~y) + g(~x,∇~z~y) = 0, ~x, ~y, ~z ∈ Γ(D).

Дифференцируя последнее равенство повторно и альтернируя полученный результат,

получаем:

2ωea∂ngbc − gdcR
d
eab − gbdR

d
eac = 0.

Учитывая невырожденность формы ω, заключаем, что равенство Rd
eac = 0 влечет

равенство ∂ngbc = 0. Что и доказывает предложение. ¤

Используя равенство Γa
bc = 1

2
gad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc), получаем

Следствие. Пусть M — многообразие, наделенное контактной метрической

структурой, тогда обращение в нуль тензора кривизны Схоутена влечет равен-

ство P a
bc = 0.

Следующая теорема позволяет сформулировать более сильный результат.

Теорема 1 (см. [14]). Пусть (M, ~ξ, η, ϕ) — контактная метрическая струк-

тура, заданная на многообразии M . Тогда обращение в нуль тензора Схоутена

эквивалентно существованию такого атласа, состоящего из адаптированных

карт, для которого выполняются равенства Γa
bc = 0.

3. ПРОДОЛЖЕННЫЕ ПОЧТИ КОНТАКТНЫЕ МЕТРИЧЕСКИЕ СТРУКТУРЫ

Пусть M — гладкое многообразие нечетной размерности n = 2m + 1 с заданной

на нем контактной метрической структурой (M, ~ξ, η, ϕ, g, D). Введем на кораспреде-

лении D∗ структуру гладкого многообразия, поставив в соответствие каждой адап-

тированной карте K(xα) многообразия M сверхкарту K̃(xα, pa) на многообразии D∗,

где pa — координаты допустимого ковектора в кобазисе

(dxa, η = dxn + Γn
adxa),

сопряженном базису

(~ea = ∂a − Γn
a∂n, ∂n).

Построенную сверхкарту также будем называть адаптированной. Поставим каждо-

му допустимому векторному полю ~x ∈ Γ(D), ~x = xa~ea, и каждому допустимому

ковекторному полю λ ∈ Γ(D∗), λ = λadxa, векторные поля ~xh = xa~εa, λv = λa∂
a

соответственно, где ~εa = ∂a − Γn
a∂n + pbΓ

b
ac∂

c, ∂a = ∂
∂pa

.

На тотальном пространстве D∗ векторного расслоения (D∗, π, M), где

π : D∗ → M — естественная проекция, таким образом, возникает гладкое распреде-

ление D̃ = H ⊕ V , где H = Span(~εa), V = Span(∂a).

Замечание 1. Иногда мы не делаем различие между распределением и модулем

сечений распределения, что не приводит к недоразумениям.
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Определим на пространстве D∗ метрический тензор G, полагая, что

G(~εa, ~εb) = G(∂a, ∂b) = gab, G(∂n, ∂n) = 1,

G(~εa, ∂
b) = G(~εa, ∂n) = G(∂a, ∂n) = 0,

и допустимую почти комплексную структуру J , таким образом,

J~xh = −(ϕ~x)h, Jλv = (ϕλ)v, J(~u) = ~0.

Имеют место следующие структурные уравнения:

[~εa, ~εb] = 2ωba~u + pcR
c
abe∂

e, [~εa, ∂
b] = −Γb

ac∂
c, [~εa, ∂n] = −pb∂nΓb

ac∂
c.

Здесь Rd
abc = 2~e[aΓ

d
b]c + 2Γd

[a||e||Γ
e
b]c — компоненты тензора Схоутена:

R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z − P [Q[~x, ~y], ~z].

Проводя необходимые рассуждения, убеждаемся в справедливости следующей

теоремы.

Теорема 2. Система (D∗, ~u = ∂n, µ = η ◦ π∗, J,G, D̃) является почти контакт-

ной метрической структурой.

Назовем полученную структуру продолженной (до распределения D∗) почти кон-

тактной метрической структурой.

Имеет место следующее

Предложение 3. Почти контактная метрическая структура (D∗, ~u = ∂n,

µ = η ◦ π∗, J,G, D̃) задает структуру AP -многообразия тогда и только тогда,

когда тензор кривизны Схоутена равен нулю.

Доказательство. 1. Распределение H инвариантно относительно действия эндо-

морфизма J в следствии с определением J : J~xh = −(ϕ~x)h.

2. Как следует из равенств

[~εa, ~εb] = 2ωba~u + pcR
c
abe∂

e, [~εa, ∂n] = −pb∂nΓb
ac∂

c,

распределение L̃ = H ⊕ D⊥, где D⊥ = Span(∂n), — интегрируемо тогда и только

тогда, когда Rc
bae = 0, ∂nΓb

ac = 0. Как следует из предложения 2, второе из последних

двух равенств является следствием первого.

3. Справедливость равенства dµ(~x, ~y) = Ω(~x, ~y) следует из того, что исходное

многообразие является контактным метрическим пространством. Тем самым, пред-

ложение доказано. ¤

Опираясь на предложение 3 и координатное представление тензора Нейенхейса

эндоморфизма J , убеждаемся в справедливости следующей теоремы.

Теорема 3. Почти контактная метрическая структура (D∗, ~u = ∂n, µ = η ◦π∗,

J,G, D̃) определяет структуру SQS-многообразия тогда и только тогда, когда

распределение D является распределением нулевой кривизны сасакиева многооб-

разия.
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In the paper, the notion of anAP -manifold is introduced. Such a manifold is an almost contact metric manifold

that is locally equivalent to the direct product of a contact metric manifold and an Hermitian manifold. A normal

AP -manifold with a closed fundamental form is a quasi-Sasakian manifold. A quasi-Sasakian AP-manifold is

called in the paper a special quasi-Sasakian manifold (SQS-manifold). A SQS-manifold is locally equivalent

to the product of a Sasakian manifold and a Kählerian manifold. As a subsidiary result, a proposition is

proved stating that a contact metric space with a zero curvature distribution is a K–contact metric space.

The codistribution D∗ of a contact metric structure (M, ~ξ, η, ϕ, g, D) is defined as the subbundle of the

cotangent bundleT ∗M , consisting of all 1-forms annihilating the structure vector ~ξ. On the codistributionD∗,

the extended almost contact metric structure (D∗, ~u = ∂n, µ = η ◦ π∗, J,G, D̃). is defined. Structural

equations are introduced. These equations were used to prove the statement that the extended almost contact

metric structure defines a structure of anAP -manifold if and only if the Schouten tensor of the contact metric

manifold M is equal to zero. Finally we prove the theorem stating that the extended almost contact metric

structure is a SQS-structure if and only if the initial manifold is a Sasakian manifold with a zero curvature

distribution.

Key words: quasi-Sasakian manifold, interior connection, associated connection, Schouten curvature tensor,

distribution of zero curvature.
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О ЗАДАЧЕ АБСТРАКТНОЙ ХАРАКТЕРИЗАЦИИ
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Гиперграфическими автоматами называются автоматы, у которых множества состояний и выходных

символов наделены структурами гиперграфов, сохраняющимися функциями переходов и выходными

функциями. Универсальные притягивающие объекты в категории таких автоматов представляются

автоматамиAtm (H1,H2) с гиперграфом состоянийH1, гиперграфом выходных символовH2 и по-

лугруппой входных символов S = EndH1 ×Hom(H1,H2), которые называются универсальными

гиперграфическимиавтоматами.Для такого автоматаAtm (H1,H2)полугруппавходных символовS

является производной алгеброй отображений, свойства которой взаимосвязаны со свойствами ал-

гебраической структуры данного автомата. Это позволяет изучать универсальные гиперграфические

автоматы с помощью исследования их полугрупп входных символов. В настоящей работе исследуется

проблема абстрактной характеризации универсальных гиперграфических автоматов, суть которой за-

ключается в нахождении условий изоморфности произвольного автомата некоторому универсальному

гиперграфическому автомату. Основной результат работы дает решение этой задачи для универсаль-

ных гиперграфических автоматов над эффективными гиперграфами сp-определимыми ребрами. Это

достаточно широкий и весьма важный класс автоматов, так как он содержит, в частности, автоматы,

у которых гиперграфы состояний и выходных символов являются плоскостями (например, проектив-

ными или аффинными) или разбиениями на классы нетривиальных эквивалентностей. Для решения

основной задачи работы показано, что алгебраическая структура эффективных гиперграфов с p-

определимыми ребрами полностью определяется отношением (p + 1)-ограниченности его вершин

и для универсальных гиперграфических автоматов над такими гиперграфами алгебраическая струк-

тура гиперграфов состояний и выходных символов полностью определяется каноническими отноше-

ниями полугруппы входных символов таких автоматов.

Ключевые слова: автомат, гиперграф, полугруппа, абстрактная характеризация.

DOI: 10.18500/1816-9791-2017-17-2-148-159

ВВЕДЕНИЕ

В последние 30 лет проявился заметный интерес к исследованию автоматов, у ко-

торых системы состояний и выходных символов являются объектами некоторой ка-
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тегории K (см., например, обзор в [1]). В категории таких автоматов для любых объ-
ектов K1, K2 ∈ K существует универсальный притягивающий объект Atm(K1, K2),
который называется универсальным автоматом над объектами K1, K2 категории K.
Ввиду проблемы С. Улама [2] об определимости математических структур их эндо-
морфизмами и результатов Б. Йонсона (Jonsson) [3] об абстрактной характеризации
алгебр отношений представляет интерес изучение следующей проблемы абстрактной
характеризации таких универсальных автоматов над категорией K : найти условия,
при которых абстрактный автомат A = (X, S, Y, δ, λ) будет изоморфен универсаль-
ному автомату Atm (K1, K2) над некоторыми объектами K1, K2 категории K. В
настоящей работе приводится решение данной задачи для категории Hgr эффек-
тивных гиперграфов с p-определимыми ребрами, которая охватывает, в частности,
проективные плоскости, множества с нетривиальными разбиениями и многие другие
гиперграфы.

Результаты работы докладывались на Международной научной конференции
«Компьютерные науки и информационные технологии» в Саратовском университете
(Саратов, 2016) [4].

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ

Пусть X, Y — непустые множества. Всюду определенное однозначное бинарное
отношение ϕ ⊂ X × Y называется отображением множества X в множество Y и
обозначается символом ϕ : X → Y . Через ∆X обозначим тождественное отображение
множества X в себя.

Обозначим через T (X) множество всех преобразований X, через F (X,Y ) — мно-
жество всех отображений X в Y и S(X, Y ) = T (X) × F (X,Y ) — декартово про-
изведение множеств T (X), F (X,Y ). Элементами множества S(X, Y ) являются упо-
рядоченные пары (f1, f2) отображений f1 : X → X, f2 : X → Y , которые могут
рассматриваться как вектор-функции f : X → X × Y , определяющиеся по формуле
f(x) = (f1(x), f2(x)) для x ∈ X. Отображения f1, f2 называются первой и второй ком-
понентами вектор-функции f соответственно. Таким образом, вектор-функции могут
отождествляться с упорядоченными парами их компонент.

Как известно [1], на множестве S(X, Y ) для вектор-функций f, g ∈ S(X,Y ) опре-
деляется ассоциативное умножение по правилу f · g = (f1, f2) · (g1, g2) = (f1g1, f1g2).
Множество S(X, Y ) с такой операцией умножения называется симметрической по-
лугруппой вектор-функций на X со значениями в X × Y . Подполугруппы такой
симметрической полугруппы называются полугруппами вектор-функций на X со зна-
чениями в X × Y .

Согласно [5] гиперграфом называется алгебраическая система вида H = (X,L),
где X — непустое множество вершин гиперграфа и L — семейство некоторых подмно-
жеств множества X, называемых ребрами гиперграфа. Множество вершин гипергра-
фа называется ограниченным, если оно содержится в некотором его ребре, и неогра-
ниченным, в противном случае. Вершины гиперграфа, принадлежащие некоторому
его ребру, называются смежными. Гиперграф H = (X, L) называется эффективным,
если любая его вершина принадлежит некоторому ребру этого гиперграфа.
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Пусть p — некоторое натуральное число. Гиперграф H будем называть гипергра-

фом с p-определимыми ребрами, если в каждом ребре этого гиперграфа найдется по

крайней мере p + 1 вершина и, с другой стороны, любые p вершин этого гиперграфа

содержатся не более чем в одном ребре.

Например, если рассматривать плоскости [6] как гиперграфы, вершинами кото-

рых являются точки, а ребрами — прямые этих плоскостей, то любая проективная

плоскость и любая аффинная плоскость с числом точек более четырех являются эф-

фективными гиперграфами с 2-определимыми ребрами. Кроме того, эффективными

гиперграфами с p-определимыми ребрами являются исследуемые в работе [7] сла-

бые p-гиперграфы. Наконец, эффективными гиперграфами с p-определимыми ребра-

ми являются гиперграфы, ребра которых образуют разбиения множества вершин на

классы, содержащие более p вершин.

Помимо этих известных примеров, для любого натурального числа p имеется

множество других нетривиальных эффективных гиперграфов с p-определимыми реб-

рами.

Пример. Для любого натурального числа p гиперграф H = (X, L) с мно-

жеством вершин X = {x0, x1, . . . , xp, xp+1, xp+2} и множеством ребер L = {{x0,

x1, x2, . . . , xp}, {x2, . . . , xp, xp+1, xp+2}} является эффективным гиперграфом с p-

определимыми ребрами (рисунок).

Эффективный гиперграф с p-определимыми ребрами H

An effective hypergraph with p-definable edges H

Пусть H = (X, L), H1 = (X1, L1) — произвольные гиперграфы. Гомоморфизмом

гиперграфа H = (X, L) в гиперграф H1 = (X1, L1) называется отображение ϕ мно-

жества X в множество X1, которое смежные в гиперграфе H вершины переводит в

смежные вершины гиперграфа H1, т. е. выполняется свойство

(∀ l ∈ L)(∃ l′ ∈ L1)(ϕ(l) ⊂ l′).

Заметим, что для ребра l ∈ L1 всякое отображение ϕ : X → l является гомоморфиз-

мом гиперграфа H в гиперграф H1.

Множество всех гомоморфизмов гиперграфа H в гиперграф H1 обозначим

Hom (H, H1).
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Гомоморфизм гиперграфов f : H → H1 называется изоморфизмом гиперграфа H

на гиперграф H1, если f — взаимно однозначное отображение множества X на

множество X1 и обратное отображение f−1 является гомоморфизмом гиперграфа H1

на гиперграф H, т. е. выполняется условие

(∀ Y ⊂ X)(Y ∈ L ⇐⇒ f(Y ) ∈ L1).

Если существует изоморфизм f : H → H1, то гиперграфы H и H1 называются изо-

морфными и записывают H ∼= H1. Гомоморфизм гиперграфа H = (X, L) в себя назы-

вается эндоморфизмом гиперграфа H. Множество всех эндоморфизмов гиперграфа

H с операцией композиции образует полугруппу End H.

Для гиперграфов HX = (X, LY ), HY = (Y, LY ) через S(HX , HY ) обозначим

полугруппу End HX × Hom (HX , HY ) с определенной выше операцией умноже-

ния вектор-функций по правилу [1]: (ϕ, ψ) · (ϕ1, ψ1) = (ϕϕ1, ϕψ1) для пар (ϕ, ψ),

(ϕ1, ψ1) ∈ End HX × Hom (HX , HY ).

Следуя [1], под автоматом будем понимать алгебраическую систему A = (X, S, Y,

δ, λ), состоящую из множества состояний X, полугруппы входных символов S, мно-

жества выходных символов Y , функции переходов δ : X × S → X и выходной

функции λ : X ×S → Y таких, что для любых x ∈ X и s, t ∈ S выполняются условия

δ(x, st) = δ(δ(x, s), t), λ(x, st) = λ(δ(x, s), t). (1)

Для любого s ∈ S определим отображения δs : X → X, λs : X → Y и вектор-

функцию fs = (δs, λs) по формулам δs(x) = δ(x, s), λs(x) = λ(x, s), где x ∈ X. По

определению автомата последовательное действие входных сигналов s, t ∈ S в силу

свойства (1) удовлетворяет следующим условиям:

(fsft)(x) = ft(fs(x)) = (δ(δ(x, s), t), λ(δ(x, s), t)) = (δ(x, st), λ(x, st)) = fst(x).

Это означает, что соответствие s 7−→ fs (s ∈ S) является гомоморфизмом полу-

группы S в симметрическую полугруппу вектор-функций S(X,Y ).

Автомат A = (X,S, Y, δ, λ) называется автоматом без равнодействующих входных

символов, если для произвольных s, t ∈ S, таких, что s 6= t, выполняется условие

fs 6= ft. В этом случае соответствие s 7−→ fs (s ∈ S) является мономорфизмом по-

лугруппы S в симметрическую полугруппу S(X, Y ), и действие каждого входного

символа s ∈ S полностью определяется действием пары отображений (δs, λs), т. е.

входной символ s можно отождествить с вектор-функцией fs = (δs, λs) и саму полу-

группу входных символов S можно рассматривать как полугруппу вектор-функций

на X со значениями в X × Y .

В то же время любая полугруппа S вектор-функций на X со значениями

в X × Y может рассматриваться как полугруппа входных символов автомата

A = (X, S, Y, δ′, λ′) с множеством состояний X, множеством выходных символов Y ,

функцией переходов δ′ : X × S → X и выходной функцией λ′ : X × S → Y , значения

которых для состояний x ∈ X и вектор-функций f = (f1, f2) из S определяются по

формулам:

δ′(x, f) = f1(x), λ′(x, f) = f2(x). (2)
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Изоморфизмом автомата A = (X, S, Y, δ, λ) на автомат A1 = (X1, S1, Y1, δ1, λ1) на-

зывается упорядоченная тройка γ = (f, π, g) биекций f : X → X1, π : S → S1 и

g : Y → Y1, сохраняющих алгебраическую структуру таких автоматов, т. е. π явля-

ется изоморфизмом полугруппы S на полугруппу S1, и для любых значений s, t ∈ S,

x ∈ X выполняются условия π(s · t) = π(s) · π(t), f(δ(x, s)) = δ1(f(x), π(s)) и

g(λ(x, s)) = λ1(f(x), π(s)).

Автомат A = (X, S, Y, δ, λ) будем называть гиперграфическим автоматом, если

множество состояний X и множество выходных символов Y наделены такими струк-

турами гиперграфов HX = (X, LX) и HY = (Y, LY ), что при каждом фиксированном

входном сигнале s ∈ S преобразование δs : X → X является эндоморфизмом гипер-

графа HX и отображение λs : X → Y — гомоморфизмом гиперграфа HX в гипер-

граф HY . Такие автоматы будем также обозначать A = (HX , S, HY , δ, λ).

Гомоморфизмом гиперграфического автомата A = (HX , S, HY , δ, λ) в гипергра-

фический автомат A1 = (HX1 , S1, HY1 , δ1, λ1) называется упорядоченная тройка

γ = (f, π, g) отображений f : X → X1, π : S → S1 и g : Y → Y1, сохраняющих

алгебраическую структуру таких автоматов, т. е. f является гомоморфизмом гипер-

графа HX в гиперграф HX1, π — гомоморфизмом полугруппы S в полугруппу S1,

g — гомоморфизмом гиперграфа HY в гиперграф HY1 и для любых значений

x ∈ X, s ∈ S выполняются условия f(δ(x, s)) = δ1(f(x), π(s)), g(λ(x, s)) =

= λ1(f(x), π(s)).

Важный пример гиперграфического автомата дает алгебраическая система

Atm (HX , HY ) = (HX , S(HX , HY ), HY , δ′, λ′), где HX = (X, LX), HY = (Y, LY ) — неко-

торые гиперграфы, и для любых состояний x ∈ X и вектор-функций f = (f1, f2)

из S(HX , HY ) значения функции переходов δ′(x, f) и функции выходов λ′(x, f)

определяются по формулам (2). Легко проверить, что Atm (HX , HY ) удовлетворя-

ет следующему универсальному свойству: для любого гиперграфического автомата

A = (HX , S,HY , δ, λ) существует такой гомоморфизм π : S → S(HX , HY ), что упо-

рядоченная тройка γ = (∆X , π, ∆Y ) является гомоморфизмом A в Atm (HX , HY ). По

этой причине такой гиперграфический автомат Atm (HX , HY ) называется универ-

сальным гиперграфическим автоматом над гиперграфами HX , HY .

2. АБСТРАКТНАЯ ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ УНИВЕРСАЛЬНЫХ ГИПЕРГРАФИЧЕСКИХ

АВТОМАТОВ

В работе исследуется проблема абстрактной характеризации универсальных ги-

перграфических автоматов, которая формулируется следующим образом: при каких

условиях абстрактный автомат A = (X,S, Y, δ, λ) будет изоморфен универсальному

автомату Atm (H1, H2) над некоторыми гиперграфами H1, H2?

Для решения этой задачи понадобятся следующие понятия из работы [8].

Пусть X — произвольное непустое множество, p — натуральное число и R —

(p + 1)-арное отношение на множестве X. Согласно [8] отношение R называется p-

эквивалентностью на множестве X, если оно удовлетворяет следующим условиям:

(T1) (x, . . . , x, x) ∈ R для любого x ∈ X;
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(T2) для любых 1 6 i1, . . . , ip, ip+1 6 p + 1,

(x1, . . . , xp, xp+1) ∈ R =⇒ (xi1 , . . . , xip , xip+1) ∈ R;

(T3) для любых попарно различных элементов x1, . . . , xp−1, xp ∈ X,

(x, x1, . . . , xp−1, xp), (x1, . . . , xp−1, xp, y) ∈ R =⇒ (x, x1, . . . , xp−1, y) ∈ R.

При этом p-эквивалентность R называется квазиполной, если выполняется усло-

вие

(T4) для любых элементов x1, . . . , xp ∈ X, удовлетворяющих условию (x1, . . . , xp,

xp) ∈ R, найдется такой, отличный от всех них, элемент x ∈ X, что

(x1, . . . , xp, x) ∈ R. Пусть X — произвольное непустое множество и R — некото-

рое n-арное отношение на этом множестве. Тогда множество Y ⊂ X называется

R-связным, если Y n ⊂ R.

Легко видеть, что множество MR всех R-связных множеств так упорядочено от-

ношением теоретико-множественного включения, что выполняются следующие усло-

вия:

1) любая цепь упорядоченного множества MR имеет максимальный элемент;

2) любое R-связное множество включается в некоторое максимальное R-связное

множество.

Для произвольного гиперграфа H = (X,L) определим на множестве X отноше-

ние Bp(H) (p + 1)-ограниченности вершин по следующей формуле:

Bp(H) = {(x1, . . . , xp, xp+1) ∈ Xp+1 : x1, . . . , xp, xp+1 ∈ l для некоторого l ∈ L}.

По аналогии с леммами 3.3, 3.5 из работы [8] получаем следующие результаты.

Лемма 1. Пусть H = (X, L) — произвольный эффективный гиперграф с

p-определимыми ребрами и Bp = Bp(H) — отношение (p + 1)-ограниченности

его вершин. Тогда отношение Bp является квазиполной p-эквивалентностью на

множестве X.

Предложение 1. Пусть X — произвольное непустое множество, p — некоторое

натуральное число и R — квазиполная p-эквивалентность на множестве X. То-

гда для множества всех максимальных R-связных множеств MR алгебраическая

система H = (X, MR) является эффективным гиперграфом с p-определимыми

ребрами, для отношения Bp(H) (p + 1)-ограниченности вершин которого выпол-

няется равенство Bp(H) = R.

Для автомата A = (X,S, Y, δ, λ) на множествах X, Y определим канонические

(p + 1)-арные отношения RX , RY по следующим формулам: упорядоченный набор

(a1, a2, . . . , ap+1) ∈ Xp+1 (соответственно (a1, a2, . . . , ap+1) ∈ Y p+1) в том и только

том случае принадлежит отношению RX (соответственно отношению RY ), если для

любых различных элементов x1, x2, . . . , xp+1 ∈ X найдется такой символ s ∈ S,

что для каждого i = 1, p + 1 выполняется равенство δ(xi, s) = ai (соответственно

λ(xi, s) = ai).
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Лемма 2. Для любого автомата A = (X,S, Y, δ, λ) канонические отноше-

ния RX , RY обладают следующим свойством: δp+1
s (RX) ⊂ RX , λp+1

s (RX) ⊂ RY

для любого символа s ∈ S.

Доказательство. Пусть (a1, a2, . . . , ap+1) ∈ RX и для некоторого символа s ∈ S

выполняются равенства δs(ai) = bi (соответственно λs(ai) = ci) при всех i = 1, p + 1.

Тогда для любых различных элементов x1, x2, . . . , xp+1 ∈ X найдется такой входной

символ t ∈ S, что для каждого i = 1, p + 1 выполняется равенство δt(xi) = ai. Так

как для каждого i = 1, p + 1 выполняются равенства δts(xi) = δs(δt(xi)) = δs(ai) = bi

(соответственно λts(xi) = λs(δt(xi)) = λs(ai) = ci), то по определению RX и RY

получаем, что (b1, b2, . . . , bp+1) ∈ RX , (c1, c2, . . . , cp+1) ∈ RY , т. е. δp+1
s (RX) ⊂ RX ,

λp+1
s (RX) ⊂ RY . ¤

Лемма 3. Для любых эффективных гиперграфов с p-определимыми ребрами

HX = (X,LX), HY = (Y, LY ) канонические отношения RX , RY универсального ги-

перграфического автомата Atm (HX , HY ) обладают следующими свойствами:

1) RX = Bp(HX), RY = Bp(HY );

2) отображение ψ : X → Y в том и только том случае будет гомоморфизмом

гиперграфа HX в гиперграф HY , если выполняется ψp+1(RX) ⊂ RY .

Доказательство. По определению отношения (p+1)-ограниченности вершин Bp

для любых точек x1, x2, . . . , xp+1 ∈ X условие (x1, x2, . . . , xp+1) ∈ Bp(H) выполняется

тогда и только тогда, когда вершины x1, x2, . . . , xp+1 смежны, т. е. принадлежат неко-

торому ребру l ∈ LX . В этом случае любое отображение ϕ : X → l является эндо-

морфизмом гиперграфа HX и по определению канонических отношений выполняется

условие (x1, x2, . . . , xp+1) ∈ RX . Значит, имеет место: Bp(HX) ⊂ RX . Аналогичным

образом доказывается, что Bp(HY ) ⊂ RY . Поскольку HX — эффективный гиперграф

с p-определимыми ребрами, то найдутся такие вершины z1, z2, . . . , zp+1 ∈ X, при-

надлежащие некоторому ребру r ∈ LX , что zi 6= zj для всех 1 6 i 6= j 6 p + 1.

Для любых элементов x1, x2, . . . , xp+1 ∈ X условие (x1, x2, . . . , xp+1) ∈ RX означает,

что найдется такой входной символ s ∈ S, что для всех i = 1, p + 1 выполняется

δs(zi) = xi. Так как z1, z2, . . . , zp+1 — смежные вершины, то вершины x1, x2, . . . , xp+1

также смежны и, следовательно, (x1, x2, . . . , xp+1) ∈ Bp(HX). Таким образом, выпол-

няется Rx ⊂ Bp(HX), a значит, RX = Bp(HX).

В то же время для любых элементов y1, y2, . . . , yp+1 ∈ Y условие (y1, y2, . . . , yp+1) ∈
∈ RY означает, что найдется такой входной символ s ∈ S, что для всех i = 1, p + 1

выполняется λs(zi) = yi. Следовательно, вершины y1, y2, . . . , yp+1 должны лежать в

одном ребре гиперграфа HY , а значит, (y1, y2, . . . , yp+1) ∈ Bp(HY ). Таким образом,

RY ⊂ Bp(HY ) и выполняется RY = Bp(HY ). Это доказывает пункт 1) леммы.

Пусть ψ : X → Y — гомоморфизм гиперграфа HX в гиперграф HY и (x1, x2, . . . ,

xp+1) ∈ RX . Тогда в силу уже доказанного пункта 1) данной леммы имеет место

(x1, x2, . . . , xp+1) ∈ Bp(HX). Это условие выполняется тогда и только тогда, когда

вершины x1, x2, . . . , xp+1 принадлежат некоторому ребру l ∈ LX . Поскольку ψ — го-

моморфизм гиперграфа HX в гиперграф HY , то в гиперграфе HY найдется ребро
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r ∈ LY такое, что ψ(l) ⊂ r. Значит, ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xp+1) ∈ r и, следователь-

но, (ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xp+1)) ∈ Bp(HY ). В силу пункта 1) этой леммы имеет место

(ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xp+1)) ∈ RY , т. е. ψp+1(RX) ⊂ RY .

Обратно, пусть отображение ψ : X → Y удовлетворяет условию ψp+1(RX) ⊂ RY .

Рассмотрим произвольное ребро l ∈ LX в силу p-определимости ребер гипергра-

фа HX найдутся попарно различные вершины x1, x2, . . . , xp+1, принадлежащие l. По

определению отношения Bp получаем (x1, x2, . . . , xp+1) ∈ Bp(H), а в силу пункта 1)

данной леммы имеем (x1, x2, . . . , xp+1) ∈ RX . Тогда из условия ψp+1(RX) ⊂ RY

получаем, что (ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xp+1)) ∈ RY . Из пункта 1) данной леммы сле-

дует, что (ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xp+1)) ∈ Bp(HY ). А это означает, что вершины

ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xp+1) смежные, т. е. принадлежат некоторому ребру r ∈ LY ги-

перграфа HY . Следовательно, ψ(l) ⊂ r. Таким образом, отображение ψ является

гомоморфизмом гиперграфа HX в гиперграф HY . ¤

Теорема 1. Автомат A = (X,S, Y, δ, λ) в том и только том случае будет

изоморфен универсальному гиперграфическому автомату Atm (H1, H2) над неко-

торыми эффективными гиперграфами с p-определимыми ребрами H1 и H2, если

выполняются следующие условия:

1) для различных s, t ∈ S найдется такой элемент x ∈ X, что либо δ(x, s) 6=
6= δ(x, t), либо λ(x, s) 6= λ(x, t);

2) канонические отношения RX и RY автомата A являются квазиполными

p-эквивалентностями соответственно на множествах X и Y ;

3) если для отображений f1 : X → X, f2 : X → Y при любых значениях

x1, x2, . . . , xp+1 ∈ X, удовлетворяющих условию (x1, x2, . . . , xp+1) ∈ RX , суще-

ствуют такие символы s, t ∈ S, что f1(xi) = δ(xi, s) и f2(xi) = λ(xi, t) для

всех i = 1, p + 1, то найдется такой символ a ∈ S, что f1(x) = δ(x, a) и

f2(x) = λ(x, a) для всех x ∈ X.

Доказательство. Пусть A = Atm (HX , HY ) для некоторых эффективных гипер-

графов с p-определимыми ребрами HX = (X, LX) и HY = (Y, LY ). Покажем, что для

такого автомата выполняются условия 1)–3).

Пусть f = (f1, f2), g = (g1, g2) — вектор-функции из полугруппы входных сиг-

налов S = S(HX , HY ), удовлетворяющие условию f 6= g. Тогда либо f1 6= g1, либо

f2 6= g2. Значит, либо для некоторого x ∈ X выполняется f1(x) 6= g1(x) и в си-

лу δ′(x, f) = f1(x), δ′(x, g) = g1(x) получаем δ′(x, f) 6= δ′(x, g), либо для некоторого

x ∈ X выполняется f2(x) 6= g2(x) и в силу λ′(x, f) = f2(x), λ′(x, g) = g2(x) получа-

ем λ′(x, f) 6= λ′(x, g). Следовательно, для автомата A = Atm (HX , HY ) выполняется

условие 1).

Согласно лемме 1 для универсального гиперграфического автомата Atm (H1, H2)

выполняются равенства: RX = Bp(HX), RY = Bp(HY ). Так как отношения

Bp(HX), Bp(HY ) удовлетворяют условиям 1)–4) леммы 1, то для канонических отно-

шений RX , RY выполняются условия (T1)− (T4). Значит, RX , RY являются квазипол-

ными p-эквивалентностями на множествах X, Y соответственно, т. е. для автомата

A = Atm (HX , HY ) выполняется условие 2).
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Пусть для отображений f1 : X → X, f2 : X → Y при любых значени-

ях x1, x2, . . . , xp+1 ∈ X, удовлетворяющих условию (x1, x2, . . . , xp+1) ∈ RX , су-

ществуют такие символы s, t ∈ S, что f1(xi) = δ′(xi, s) и f2(xi) = λ′(xi, t)

для всех i = 1, p + 1. По лемме 2 δ′s
p+1(RX) ⊂ RX , λ′

t
p+1(RX) ⊂ RY . То-

гда (f1(x1), f1(x2), . . . , f1(xp+1)) ∈ RX , (f2(x1), f2(x2), . . . , f2(xp+1)) ∈ RY . Значит,

fp+1
1 (RX) ⊂ RX , fp+1

2 (RX) ⊂ RY . В силу леммы 3 отображение f1 является эндо-

морфизмом гиперграфа HX , а отображение f2 является гомоморфизмом гипергафа

HX в гиперграф HY . Тогда из определения автомата A = Atm (HX , HY ) получаем,

что вектор-функция a = (f1, f2) принадлежит полугруппе входных сигналов S, при

этом по формулам (2) выполняется f1(x) = δ′(x, a) и f2(x) = λ′(x, a) для всех x ∈ X.

Таким образом, для автомата A = Atm (HX , HY ) выполняется условие 3).

Обратно, предположим, что абстрактный автомат A = (X, S, Y, δ, λ) удовлетворяет

условиям 1)–3). Тогда из условия 1) следует, что A является автоматом без равно-

действующих входных символов. Значит, соответствие f : s 7−→ fs = (δs, λs) (s ∈ S)

является мономорфизмом полугруппы S в симметрическую полугруппу S(X,Y ) и

действие каждого входного символа s ∈ S полностью определяется действием вектор-

функции fs = (δs, λs). Рассмотрим автомат A′ = (X, f(S), Y, δ′, λ′), у которого по-

лугруппа входных символов f(S) является полугруппой вектор-функций на X со

значениями в X × Y и действия функции переходов δ′ : X × f(S) → X и выходной

функции λ′ : X × f(S) → Y определяются по формулам (2). Легко убедиться, что

упорядоченная тройка биекций γ = (∆X , f, ∆Y ) является изоморфизмом автомата A

на автомат A′. В самом деле для любых x ∈ X, s ∈ S по формулам (2) выполняются

равенства:

δ′(x, f(s)) = δ′(x, (δs, λs)) = δs(x) = δ(x, s),

λ′(x, f(s)) = λ′(x, (δs, λs)) = λs(x) = λ(x, s),

т. е. γ = (∆X , f, ∆Y ) — изоморфизм автомата A на автомат A′. Очевидно, что авто-

мат A′ определяет на множествах X, Y такие же канонические отношения RX , RY ,

что и автомат A.

По построению автомата A′ = (X, f(S), Y, δ′, λ′) полугруппа входных симво-

лов f(S) является полугруппой вектор-функций на X со значениями в X × Y , дей-

ствия функции переходов δ′ : X × S → X и выходной функции λ′ : X × S → Y

определяются по формулам (2) и канонические отношения RX , RY этого автомата

являются квазиполными p-эквивалентностями соответственно на множествах X, Y .

По предложению 1 найдутся такие эффективные гиперграфы с p-определимыми реб-

рами HX = (X, LX), HY = (Y, LY ), что RX = Bp(HX), RY = Bp(HY ). Покажем,

что f(S) = S(HX , HY ). Для любой вектор-функции f = (f1, f2) из f(S) по фор-

мулам (2) выполняется δ′f = f1, λ
′
f = f2 и согласно лемме 2 fp+1

1 (RX) ⊂ RX ,

fp+1
2 (RX) ⊂ RY . Тогда по лемме 3 отображение f1 является эндоморфизмом гипергра-

фа HX , а отображение f2 является гомоморфизмом гиперграфа HX в гиперграф HY .

Значит, вектор-функция f = (f1, f2) принадлежит множеству S(HX , HY ) и выполня-

ется f(S) ⊂ S(HX , HY ). С другой стороны, если вектор-функция f = (f1, f2) принад-

лежит полугруппе S(HX , HY ), то по лемме 2 выполняются условия fp+1
1 (RX) ⊂ RX ,
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fp+1
2 (RX) ⊂ RY . Это означает, что для любых элементов x1, x2, . . . , xp+1 та-

ких, что (x1, x2, . . . , xp+1) ∈ RX имеет место (f1(x1), f1(x2), . . . , f1(xp+1)) ∈ RX ,

(f2(x1), f2(x2), . . . , f2(xp+1)) ∈ RY . По определению канонических отношений RX ,

RY найдутся такие символы s, t ∈ S ,что для каждого i = 1, p + 1 выполняются ра-

венства f1(xi) = δ(xi, s) и f2(xi) = λ(xi, t). По условию теоремы 3) найдется такой

символ a ∈ S, что f1(x) = δ(x, a) и f2(x) = λ(x, a) для всех x ∈ X. Это означает,

что f1 = δa, f2 = λa и по определению fa = (δa, λa) = (f1, f2) = f . Следователь-

но, вектор-функция f ∈ f(S) и выполняется S(HX , HY ) ⊂ f(S). Таким образом,

S(HX , HY ) = f(S) и упорядоченная тройка биекций γ = (∆X , f, ∆Y ) является изо-

морфизмом автомата A на автомат Atm (HX , HY ). ¤

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

С помощью полученных результатов можно доказать, что универсальные гипер-

графические автоматы над эффективными гиперграфами с p-определимыми ребрами

задаются с точностью до изоморфизма своими полугруппами входных символов, и

исследовать взаимосвязь между абстрактными свойствами таких автоматов и их по-

лугрупп входных символов.

Библиографический список

1. Плоткин Б. И., Гринглаз Л. Я., Гварамия А. А. Элементы алгебраической теории

автоматов. М. : Высш. шк., 1994. 192 с.

2. Улам С. Нерешенные математические задачи. М. : Наука, 1964. 168 с.

3. Jonsson B. Topics in universal algebra. Lecture Notes in Math. Berlin ; Heidelberg ; N.Y. :

Springer-Verlag, 1972. 220 p.

4. Молчанов В. А., Хворостухина Е. В. О задаче конкретной характеризации универсаль-

ных гиперграфических автоматов // Компьютерные науки и информационные техноло-

гии : материалы междунар. науч. конф. Саратов : ИЦ Наука, 2016. С. 284–285.

5. Bretto A. Hypergraph theory. An Introduction. Cham ; Heidelberg ; N.Y. ; Dordrecht ;

London : Springer, 2013. 133 p. DOI: 10.1007/978-3-319-00080-0.

6. Хартсхорн Р. Основы проективной геометрии. М. : Мир, 1970. 161 с.

7. Молчанов А. В. Полугруппы эндоморфизмов cлабых p-гиперграфов // Изв. вузов. Ма-

тем. 2000. № 3. С. 80–83.

8. Молчанов А. В. Об определяемости гиперграфических автоматов их выходными функци-

ями // Теоретические проблемы информатики и ее приложений. 1998. Вып. 2. С. 74–84.

Образец для цитирования:

Молчанов В. А., Хворостухина Е. В. О задаче абстрактной характеризации универсальных

гиперграфических автоматов // Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика.

Информатика. 2017. Т. 17, вып. 2. С. 148–159. DOI: 10.18500/1816-9791-2017-17-2-148-159.

157



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2017. Т. 17, вып. 2

On Problem of Abstract Characterization of Universal Hypergraphic Automata

V. A. Molchanov1, E. V. Khvorostukhina2

1Vladimir A. Molchanov, ORCID: 0000-0001-6509-3090, Saratov State University, 83, Astrakhanskaya str.,

Saratov, Russia, 410012, v.molchanov@inbox.ru
2Ekaterina V. Khvorostukhina, ORCID: 0000-0002-2775-5732, Yuri Gagarin Saratov State Technical Univer-

sity, 77, Politechnicheskaya str., 410054, Saratov, Russia, katyanew2007@rambler.ru

Hypergraphic automata are automata whose state sets and sets of output symbols are endowed with

algebraic structures of hypergraphs preserving by transition and exit functions. Universally attracting objects

in the category of hypergraphic automata are automata Atm (H1,H2), where H1 is a hypergraph of the

state set, H2 is a hypergraph of the set of output symbols and S = EndH1 × Hom(H1,H2) is a

semigroup of input symbols. Such automata are called universal hypergraphic automata. The semigroup of

input symbols S of such automatonAtm (H1,H2) is a derivative algebra of mappings for such automaton.

So its properties are interconnected with properties of the algebraic structure of the automaton. Thus we can

study universal hypergraphic automata by investigation of their semigroups of input symbols. In this paper

we study the problem of abstract characterization of universal hypergraphic automata. The problem is to find

the conditions of existence of isomorpism of arbitrary automaton to the universal hypergraphic automaton.

The main result of the paper is solving of this problem for universal hypergraphic automata over effective

hypergraphswithp-definable edges. It’s awide and a very important class of automata because such algebraic

systems contain automata whose state hypergraphs and hypergraphs of output symbols are projective or

affine planes. Also they include automata whose state hypergraphs and hypergraphs of output symbols are

divided into equivalence classes. To solve the main problem we also proved that the algebraic structure

of effective hypergraps with p-definable edges were determined by a relation of (p + 1)-boundedness of

vertices of this hypergraph and for automata under consideration, algebraic structures of state hypergraphs

and hypergraphs of output symbols are determined by canonical relations of the semigroup of input symbols

of the automata.

Key words: automaton, hypergraph, abstract characterization.
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РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ РИМАНА

С БЕСКОНЕЧНЫМ ИНДЕКСОМ ЛОГАРИФМИЧЕСКОГО ПОРЯДКА
НА ЛУЧЕ НОВЫМ МЕТОДОМ
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Рассматривается однородная краевая задача Римана с краевым условием на луче— положительной

действительной оси с началом в точке с координатой, равной единице, для функции, аналитической

в комплексной плоскости с разрезом по указанному лучу. В краевом условии значение искомой ана-

литической функции в любой точке левого (при движении в положительном направлении) берега

разреза представляется как произведение значения заданной функции, называемой коэффици-

ентом, и значения искомой функции в указанной точке правого берега разреза. Предполагая, что

модуль коэффициента удовлетворяет условию Гельдера всюду на луче, включая бесконечно уда-

ленную точку, а аргумент коэффициента удовлетворяет условию Гельдера на любой конечной части

луча и неограниченно растет как степень логарифма координаты точки луча при неограниченном

удалении этой точки от начала луча. Выводится формула, определяющая аналитическую в верхней

полуплоскости функцию, мнимая часть которой при стремлении координаты точки луча к бесконечно-

сти является бесконечно большой того же порядка, что и аргумент коэффициента краевого условия.

Далее строится соответствующая функция в нижней полуплоскости. Использование указанных двух

функций позволяет устранить бесконечный разрыв аргумента коэффициента краевого условия ана-

логично тому, как это делается в случае конечных разрывов этого коэффициента. На основе приемов,

применяемых Ф. Д. Гаховым, задача с условием на луче приводится к задаче с краевым условием на

всей действительной оси, для точек которой, нележащих на указанном луче, коэффициент краевого

условия равен единице. Для решения последней задачи используется методФ.Д. Гахова. Найденное

решение зависит от произвольной целой функции нулевого порядка, модуль которой подчинен од-

ному условию, в то время как в случае конечного индекса решение задачи зависит от произвольного

многочлена степени не выше индекса задачи.

Ключевые слова: краевая задача Римана, аналитическая функция, бесконечный индекс, логариф-

мический порядок.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть D — область в плоскости комплексного переменного z = x + iy, границей

которой служит L∗ — положительная действительная ось с началом в точке x = 1:

c© Салимов Р. Б., Хасанова Э. Н., 2017
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1 6 x < ∞. Требуется определить функцию Φ(z), аналитическую и ограниченную в

области D, если её граничные значения удовлетворяют условию

Φ+(t) = G(t)Φ−(t), t ∈ L∗, (1)

где Φ+(t), Φ−(t) — предельные значения функции Φ(t) при z → t слева и справа,

когда Im z > 0 и Im z < 0 соответственно, коэффициент G(t) — заданная функция,

удовлетворяющая условиям:

1) ln |G(t)| удовлетворяет условию Гельдера на L∗ — условию HL∗(ln |G(t)| ∈ HL∗);

2) для arg G(t) справедливо представление

arg G(t) = ν−(ln t)α + ν(t), t ∈ L∗, (2)

где ν−, α — заданные числа, ν− > 0, α > 0, (ln t)α > 0, ν(t) — заданная функция,

ν(t) ∈ HL∗ .

Рассматриваемая задача является задачей с бесконечным индексом, так как

arg G(t) → +∞ при t → +∞.

Эта задача впервые была исследована П. Г. Юровым [1] путём построения кано-

нической функции непосредственно из задачи (1), случай, когда условие (1) задано

на всей действительной оси рассмотрен в работе П. Ю. Алекны [2] аналогичным

способом.

Для решения поставленной задачи применяется основанный на построении вспо-

могательной аналитической функции, имеющей тот же разрыв, что и i arg G(t), ме-

тод, аналогичный использованному в работах [3,4], в последней из которых рассмот-

рена задача (1) с бесконечным индексом степенного порядка, в первой — эта задача

в случае, когда краевое условие (1) выполняется на всей действительной оси при

индексе того же порядка.

В статье [3] указаны основные этапы развития изучаемого научного направления.

Ключевая роль в развитии теории краевых задач Римана для аналитических функций

принадлежит Ф. Д. Гахову [5], Н. И. Мусхелишвили [6], а также Н. В. Говорову [7],

рассмотревшему впервые случай бесконечного индекса.

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Пусть ln z = ln |z|+ i arg z, 0 6 arg z 6 π, есть функция, непрерывная в полуплос-

кости Im z > 0, кроме точек z = 0, z = ∞.

Взяв произвольное положительное число α, под (ln z−iπ)α будем понимать непре-

рывную однозначную ветвь, аналитическую в полуплоскости Im z > 0, кроме точек

z = 0, z = ∞ и точки z = eiπ в случае, когда число α отличается от натураль-

ного, считая, что указанная ветвь принимает положительное значение (ln |x|)α при

z = |x|eiπ, |x| > 1 (arg(ln |x|)α = 0) и arg(ln z − iπ)α → 0 при z → x → +∞.

В дальнейшем нам понадобится представление функции (ln z−iπ)α+1 для больших

положительных значений z = x.

При z = x > eπ будем иметь

(ln x − iπ)α+1 = (ln x)α+1

(
1 − iπ

ln x

)α+1

, (3)
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считая, что (ln x)α+1 > 0,

(
1 − iπ

ln x

)α+1

→ 1 при x → +∞.

Пользуясь разложением [8, с. 302]

(1 + z)α∗ =
∞∑

j∗=0

(
α∗

j∗

)
zj∗ , |z| < 1, (4)

где α∗ — произвольное комплексное число,

(
α∗

j∗

)
=

α∗(α∗ − 1)(α∗ − 2) . . . (α∗ − j∗ + 1)

j∗!

при j∗ > 0,

(
α∗

j∗

)
= 1 при j∗ = 0, получим представление второго множителя правой

части формулы (3) для x > eπ. Учитывая последнее, для мнимой части функции (3)

при x > eπ получим выражение

Im (ln x − iπ)α+1 = (ln x)α
∞∑

j=0

(
α + 1

2j + 1

)
π (−1)j+1

( π

ln x

)2j

. (5)

Будем считать пока α > 1. Выберем натуральное число k так, чтобы выполнялось

соотношение

−3 < α − 2k 6 −1 (6)

(когда k > 2). В разложении (5) выделим первые k слагаемых и запишем его так

Im (ln x − iπ)α+1 = −π(α + 1) (ln x)α +

+
k−1∑

j=1

(
α + 1

2j + 1

)
π2j+1 (−1)j+1 (ln x)α−2j + rα−2k(x, α), x > eπ, (7)

где

rα−2k(x, α) = (ln x)α−2k π2k+1

∞∑

j=k

(
α + 1

2j + 1

)
(−1)j+1

( π

ln x

)2j−2k

. (8)

В формуле (7) число α заменим на α − 2m, число k — на k − m, считая, что m

принимает значения 1, 2, . . . , k − 1. Тогда сумме первых k слагаемых правой части

формулы (7) будет соответствовать сумма k − m слагаемых:

k−m−1∑

j1=0

(
α − 2m + 1

2j1 + 1

)
πj1+1(−1)j1+1 (ln x)α−2m−2j1 ,

в которой будем считать, что j1 = j −m, j = m, k − 1, поэтому формула (7) перейдет

в следующую

k−1∑

j=m

(
α − 2m + 1

2(j − m) + 1

)
π2(j−m)+1(−1)j−m+1(ln x)α−2j =

= Im (ln x − iπ)α−2m+1 − rα−2k(x, α − 2m), m = 1, k − 1, x > eπ, (9)
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где

rα−2k(x, α− 2m) = (ln x)α−2k π2(k−m)+1

∞∑

j=k

(
α − 2m + 1

2(j − m) + 1

)
(−1)j−m+1

( π

ln x

)2j−2k

(10)

при j = j1 + m.

Соотношения (9) будем рассматривать как систему (k − 1) уравнений с неиз-

вестными (ln x)α−2j, j = 1, k − 1, с треугольной матрицей коэффициентов системы,

элементы определителя ∆ которой обозначим amj. Согласно (9) имеем, в частности,

amj = 0 при j < m, amm = (α − 2m + 1)(−π), m = 1, k − 1. Поэтому

∆ = (−π)k−1

k−1∏

m=1

(α − 2m + 1) ,

причём ∆ 6= 0, так как согласно (6) имеем −3 < α − 2k и 0 < α − 2(k − 1) + 1

(при k > 1).

Пусть Amj — алгебраическое дополнение для элемента amj определителя ∆.

Обозначим ∆j определитель, получаемый из ∆, заменой элементов j-го столб-

ца на соответствующие свободные члены системы (9). Тогда по формулам Крамера

выражаем

(ln x)α−2j =
∆j

∆
, j = 1, k − 1, x > eπ,

поэтому

(ln x)α−2j =
1

∆

k−1∑

m=1

Amj

[
Im (ln x − iπ)α−2m+1 − rα−2k(x, α − 2m)

]
,

j = 1, k − 1, x > eπ.

Последнее выражение подставим в формулу (7), обозначая

Bm =
1

∆

k−1∑

j=1

Amj

(
α + 1

2j + 1

)
π2j+1 (−1)j+1 ,

получим

Im

[
(ln x − iπ)α+1 −

k−1∑

m=1

Bm (ln x − iπ)α−2m+1

]
=

= −π(α + 1) (ln x)α + rα−2k(x, α) −
k−1∑

m=1

Bmrα−2k(x, α − 2m), x > eπ. (11)

Введем в рассмотрение функцию

T0(z) = (ln z − iπ)α+1 −
k−1∑

m=1

Bm (ln z − iπ)α−2m+1 , (12)
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каждое слагаемое которой есть однозначная ветвь в полуплоскости Im z > 0, опре-

деляемая как указано выше.

Мнимая часть этой функции при z = |x|eiπ, |x| > 1, обращается в нуль, а при

z = x, x > eπ имеет представление, определяемое формулой (11), в которой все

слагаемые правой части, кроме первого, стремятся к нулю при x → +∞ в силу (6),

(8), (10).

Функция (12) здесь играет вспомогательную роль, так как в точке z = 0 она

имеет особенность. В дальнейшем нам понадобится функция с аналогичными свой-

ствами для точек z = x при достаточно больших значениях |x|, которая является
аналитической в полуплоскости Im z > 0 и непрерывной во всех конечных точках

действительной оси. В качестве такой функции возьмём

T (z) = (ln(z + i) − iπ)α+1 −
k−1∑

m=1

Bm (ln(z + i) − iπ)α−2m+1 , (13)

считая, что T (z) = T0(z + i), Im z > 0.

Для Im T (x) при x > eπ можно получить представление, аналогичное (11). Но

проще воспользоваться представлением (11) и учесть, что Im (T (x) − T0(x)) → 0 при

x → +∞.

Чтобы установить последнее, заметим, что при любом числе α1 > 0 имеем

(ln(x + i) − iπ)α1 − (ln x − iπ)α1 = (ln x − iπ)α1

[(
1 +

ln
(
1 + i

x

)

ln x − iπ

)α1

− 1

]
, (14)

здесь в правой части первое слагаемое в квадратных скобках разложим по форму-

ле (4), считая x > eπ, и придём к соотношению

[(ln(x + i) − iπ)α1 − (ln x − iπ)α1 ] ∼ iα1

x
(ln x)α1−1

при x → +∞. (15)

Аналогично, дифференцируя равенство (14) и учитывая формулу (4), получим

соотношение

[(ln(x + i) − iπ)α1 − (ln x − iπ)α1 ]
′
x ∼ −iα1

x2
(ln x)α1−1

при x → +∞. (16)

Обозначим

V (z) = Im (T (z) − T0(z)) . (17)

Подставим сюда выражения (12), (13). При z = x > eπ разности одинаковых сте-

пеней вида левой части формулы (15) заменим по последней формуле, полагая

α1 = α − 2m + 1, m = 0, k − 1, и придем к соотношению

V (x) ∼
(

α + 1

x
(ln x)α −

k−1∑

m=1

α − 2m + 1

x
(ln x)α−2m

)
∼ α + 1

x
(ln x)α , x → +∞. (18)

Используя (16), аналогично получим

V ′(x) ∼ −α + 1

x2
(ln x)α , x → +∞.
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Отсюда видно, что отношение V ′(x)

[α+1
x2 (ln x)α]

при x > eπ есть непрерывная функ-

ция, имеющая конечный предел при x → +∞. Используя последнее, заключаем [7,

с. 127], что V (x) — функция, удовлетворяющая условию Гёльдера в окрестности

точки x = +∞ (дифференцируемая в любой конечной точке x > eπ).

При z = x = |x|eiπ < 0, |x| > eπ на основании соотношений, аналогичных (15),

(16), получим

V (x) ∼ −α + 1

|x| (ln |x|)α, x → −∞,

V ′(x) ∼ −α + 1

|x|2 (ln |x|)α , x → −∞,
(19)

и убедимся в том, что функция V (x) удовлетворяет условию Гельдера в окрестности

точки x = −∞ (и дифференцируема в любой конечной точке x < −eπ).

Сумму функций rα−2k(x, α) формулы (11) обозначим

Rα−2k(x, α) = rα−2k(x, α) −
k−1∑

m=1

Bmrα−2k(x, α − 2m).

Эту формулу с учётом (8), (10) запишем так:

Rα−2k(x, α) = (ln x)α−2k
∞∑

j=k

Nj

( π

ln x

)2j−2k

, x > eπ, (20)

где

Nj = − (−1)j π2k+1

[(
α + 1

2j + 1

)
−

k−1∑

m=1

Bm

(
α − 2m + 1

2(j − m) + 1

)
(−1)mπ−2m

]
.

При 0 < α 6 1 мы должны взять k = 1, и в предыдущих формулах будут

отсутствовать конечные суммы, в которых m = 1, k − 1, при α = 1 дополнительно

будем иметь rα−2k(x, α) = 0 и Rα−2k(x, α) = 0, причём последние два равенства

выполняются и в случае α = 2k−1 > 1. В дальнейшем будем считать, что α−2k < −1,

при α = 2k − 1 надо положить rα−2k(x, α − 2m) = 0, m = 0, k − 1.

В силу (20) получаем

Rα−2k(x, α) =
1

(ln x)2k−α
M(x), x > eπ, (21)

где M(x) — сумма ряда правой части формулы (20),

M ′(x) = − π

x (ln x)2

∞∑

j=k+1

Nj (2j − 2k)
( π

ln x

)2j−2k−1

.

С учётом (12), (20) формулу (11) можно представить в виде

Im T0(x) = −π(α + 1) (ln x)α + Rα−2k(x, α), x > eπ.

Поэтому, принимая во внимание (17), будем иметь

Im T (x) = V (x) − π(α + 1) (ln x)α + Rα−2k(x, α), x > eπ. (22)
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При z = x = |x|eiπ < 0, |x| > eπ согласно (12) получаем Im T0(x) = 0 и с

учётом (17) приходим к равенству

Im T (x) = V (x), x < −eπ. (23)

Таким образом, в случае α > 0 приходим к следующей лемме.

Лемма 1. Для значений мнимой части аналитической в полуплоскости

Im z > 0 функции T (z) формулы (13) при z = x, |x| > eπ справедливы представле-

ния (22), (23), в которых V (x) — функция, удовлетворяющая условию Гельдера

и обращающаяся в нуль на бесконечности, Rα−2k выражается формулой (21) и

исчезает при натуральном числе α.

Наряду с функцией T (x) формулы (13) в дальнейшем нами будет использована

аналитическая в полуплоскости Im z < 0 функция, определяемая формулой [6, с. 140,

141]

T (z) = T (z). (24)

Для точек действительной оси z = z = x здесь имеем T (x) = T (x), поэтому

Im T (x) = − Im T (x). (25)

Полуплоскости Im z > 0, Im z < 0 будем обозначать D+, D− соответственно.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Значения искомой функции Φ(z) будем обозначать Φ+(z) = Φ(z) при Im z > 0,

Φ−(z) = Φ(z) при Im z < 0. Для предельных значений этих функций при z → t < 1

будем иметь Φ+(t) = Φ−(t), следовательно, как и в [5, с. 440], с учётом (1) приходим

к заключению, что искомые функции Φ+(z), Φ−(z) удовлетворяют краевому условию.

заданному на всей действительной оси L

Φ+(t) = G0(t)Φ
−(t), t ∈ L, (26)

где

G0(t) = G(t), t ∈ L∗,

G0(t) = 1, t ∈ L′ = L \ L∗.

Здесь будем считать, что

arg G0(t) = arg G(t), t ∈ L∗, (27)

arg G0(t) = 0, t ∈ L′. (28)

Для простоты предположим, что слагаемое ν(t) формулы (2) удовлетворяет усло-

виям

ν(1) = ν(1 + 0) = 0, ν(+∞) = 0, (29)

кроме того,

|G(1)| = |G(1 + 0)| = 1, |G(+∞)| = 1. (30)
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Используя функции T (z), T (z), определяемые формулами (13), (24) соответствен-

но, с учётом (25) краевое условие (26) представим следующим образом:

Φ+(t)eβT (t) = G1(t)Φ
−(t)eβT (t), t ∈ L, (31)

где

G1(t) = G0(t)
eβT (t)

eβT (t)
= |G0(t)|ei(arg G0(t)+2β Im T (t)),

β — действительная постоянная.

Принимая во внимание (2), (22), (27), выберем постоянную β так, чтобы

ν− − 2β(α + 1)π = 0,

тогда в силу вышеуказанных формул для arg G1(t) = arg G0(t) + 2β Im T (t), t ∈ L,

получим выражение

arg G1(t) = ν(t) + 2βV (t) + 2βRα−2k(t, α), t > eπ, (32)

и на основании (23), (28) будем иметь

arg G1(t) = 2βV (t), t < −eπ. (33)

Далее по известным значениям arg G1(t), как и в книге [5, с. 119], находим функцию

Γ(z) =
1

2πi

∫

L

ln G1(τ)
dτ

τ − z
, (34)

учитывая, что при Im z 6= 0 несобственный интеграл правой части сходится, так как

имеют место соотношения (21), (32), (33), (18), (19) и α − 2k < −1.

Переходя в последней формуле к пределу при z → t ∈ L, t 6= ∞, получим

Γ±(t) = ±1

2
ln G1(t) +

1

2πi

∫

L

ln G1(τ)
dτ

τ − t
. (35)

Здесь верхние знаки относятся к случаю Im z > 0, нижние – к случаю Im z < 0,

сингулярный интеграл последней формулы удовлетворяет условию Гельдера на лю-

бом конечном интервале действительной оси L, так как этим свойством обладает его

плотность ln G1(τ) [6, с. 61]. Принимая во внимание формулы (32), (33) и представ-

ление (21), можно показать, что сингулярный интеграл формулы (35) есть функция

непрерывная в окрестности точки t = ∞ и имеющая конечный предел при t → ∞.

(При α = 2k − 1 > 1 сказанное является следствием того, что ln G1(t) ∈ HL, так

как Rα−2k(t, α)=0.) Поэтому функции Γ±(t) формулы (35) являются непрерывными,

ограниченными на L функциями, а Γ+(z), Γ−(z), определяемые по формуле (34) со-

ответственно при Im z > 0, Im z < 0, представляют собой аналитические функции,

ограниченные в соответствующих полуплоскостях.

Согласно (35) имеем

Γ+(t) − Γ−(t) = ln G1(t),
eΓ+(t)

eΓ−(t)
= G1(t).
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Отсюда, обозначая X(z) = eΓ(z), X±(z) = eΓ±(z), получим X+(t) = G1(t)X
−(t).

Учитывая последнее, краевое условие (31) запишем в виде

Φ+(t)eβT (t)

X+(t)
=

Φ−(t)eβT (t)

X−(t)
, t ∈ L.

Отсюда, обозначая

T∗(z) =

{
T (z), Im z > 0,

T (z), Im z < 0,

приходим к заключению, что выражение

Φ(z)eβT∗(z)

X(z)
= F (z) (36)

является целой функцией, причём

F (t) =
Φ+(t)eβT (t)

X+(t)
, t ∈ L∗. (37)

Если задача (1) имеет ограниченное решение Φ(z) в области D, то, замечая,

что функции Γ+(z), Γ−(z) являются ограниченными в областях соответственно D+,

D− функциями, заключаем, что функция [X(z)]−1 = e−Γ(z) будет ограниченной в

области D, следовательно, существует постоянная C > 0, для которой справедливо

неравенство ∣∣∣∣
Φ(z)

X(z)

∣∣∣∣ < C, z ∈ D.

При этом согласно (36) будем иметь

|F (z)| < Ceβ Re T∗(z), z ∈ D, (38)

а из формулы (37) получим

|F (t)| < Ceβ Re T (t), t ∈ L∗. (39)

На основании формулы (38) с учётом (13) приходим к выводу, что порядок це-

лой функции F (z) равен нулю [9, с. 245; 10, с. 11]. Эта функция удовлетворяет

условию (39). В силу (36) решение рассматриваемой задачи выражается формулой

Φ(z) = e−βT∗(z)X(z)F (z). (40)

Таким образом, мы приходим к следующей теореме.

Теорема 1. Если краевая задача (1) имеет ограниченное решение, то оно пред-

ставляется формулой (40), в которой F (z) есть произвольная целая функция

нулевого порядка, удовлетворяющая условию (39).
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Справедливо и обратное утверждение.

Теорема 2. Если F (z) — любая целая функция нулевого порядка, удовлетво-

ряющая условию (39), то ограниченное решение краевой задачи (1) определяется

формулой (40).

Последняя теорема доказывается аналогично тому, как это сделано в работе [7,

с. 121] и статье [3].

Полученные результаты остаются в силе и в случае, когда α — натуральное число,

при этом в них произойдут очевидные изменения, о которых было сказано выше.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, рассматриваемая задача (1) имеет решение, определяемое тео-

ремой 2. Это решение содержит произвольную целую функцию нулевого порядка,

удовлетворяющую единственному действительному условию (39).

Следовательно, задача имеет бесконечное множество различных решений.

Замечание. Условие (29), (30) не ограничивают общности решения задачи. При

их невыполнении решение задачи (1) с помощью методов, аналогичных указанным в

книге [5, с. 428–436], можно привести к рассмотренному в данной статье случаю с

новой искомой функцией, для которой точка z = 1 может оказаться особой и в ней

функция может обращаться в бесконечность степенного порядка при «неудачном»

задании ν(t) в окрестности точки t = 1 [7, с. 114, условие −1 < ϕ(t0) 6 0].

В случае, когда для точки t = 1 условия (29), (30) не выполняются, решение (40)

остаётся в силе, его поведение вблизи точки z = 1 легко установить непосредственно,

учитывая, что функция X(z) = eΓ(z) выражается через интеграл типа Коши, плот-

ность которого ln G1(t) в точке t = 1 имеет разрыв первого рода и для указанного

интеграла справедливо известное представление вблизи точки z = 1 [5, с. 68].
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In this paper we consider the homogeneous Riemann boundary value problemwith infinite index of logarithmic

order and boundary condition on the unlimited ray. This ray goes by the positive real axis and has a vertex

at (1, 0). We solve the problem for analytic function with the cut along the ray. The value of the function at any

point of the left bank equals the product of the coefficient and the value of the function at the corresponding

point of the right bank of the cut. Let the modulus of the coefficient meet the Holder condition at each point

of the ray. Let the argument of the coefficient meet the Holder condition at each point of the finite part of the

ray. Let the argument of the coefficient come arbitrarily close to infinity with the logarithmic order. We obtain

the formula of analytic on the upper half-plane function. The imaginary component of this function is infinitely

large when the point of the ray tends to infinity. The order of the imaginary component of this function at

infinity is equal to the order of the coefficient. Then we obtain the formula of analytic on the lower half-plane

function. These two functions permit us to eliminate the infinite discontinuity of the argument of the coefficient

of the boundary condition exactly as in the case of finite discontinuities of coefficient. The problem with the

condition on the ray is reduced to the problem with the boundary condition on the real axis. We solve the

latter problem by the Gakhov method. The solution depends on an arbitrary entire function with zero order.

The modulus of the solution meet one and only one condition.

Key words: Riemann boundary value problem, analytic function, infinite index of logarithmic order.
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ГАРМОНИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ПЕРИОДИЧЕСКИХ
НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИЙ
В ПРОСТРАНСТВАХ СТЕПАНОВА

И. И. Струкова

Струкова Ирина Игоревна, кандидат физико-математических наук, Воронежский государственный

университет, 394036, Россия, Воронеж, Университетская пл., 1, irina.k.post@yandex.ru

В статье рассматриваются пространства Степанова функций, определенных на R со значениями в

комплексном банаховом пространстве. Вводятся понятия медленно меняющихся и периодических на

бесконечности функций из пространства Степанова. Основные результаты статьи связаны с гармо-

ническим анализом периодических на бесконечности функций из пространства Степанова. Вводится

понятие обобщенного ряда Фурье, коэффициенты которого являются медленно меняющимися на

бесконечности функциями (не обязательно постоянными). Получен ряд аналогов классических ре-

зультатов о суммируемости ряда Фурье методом Чезаро (теоремы 2 и 3). Результаты статьи получены

с использованием теории изометрических представлений.

Ключевые слова: банахово пространство, L1(R)-модуль, пространство Степанова, медленно меня-

ющаяся на бесконечности функция, периодическая на бесконечности функция, ряд Фурье.

DOI: 10.18500/1816-9791-2017-17-2-172-182

1. ОСНОВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Пусть X — комплексное банахово пространство, End X — банахова алгебра ли-

нейных ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X. Символом

L1
loc(R, X) обозначим пространство локально суммируемых (измеримых по Бохне-

ру) на R функций со значениями в банаховом пространстве X. Через Lp(R, X),

p ∈ [1,∞], обозначим банахово пространство функций x ∈ L1
loc(R, X), для которых

конечна величина (принимаемая за норму в соответствующем пространстве)

‖x‖p =




∫

R

‖x(t)‖p
Xdt




1/p

, p ∈ [1,∞), ‖x‖∞ = vrai sup
t∈R

‖x(t)‖X , p = ∞.

Если X = C, то символ X в обозначениях этих пространств будет опускаться.

Через Sp(R, X), где p ∈ [1,∞), будет обозначаться пространство Степанова [1],

состоящее из функций x ∈ L1
loc(R, X), для которых конечна величина

‖x‖Sp = sup
s∈R




1∫

0

‖x(s + t)‖p
Xdt




1/p

, p ∈ [1,∞).

Пространства Степанова играют важную роль при изучении дифференциальных

уравнений в банаховом пространстве [2,3].

c© Струкова И. И., 2017
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Также рассматриваются подпространства Cb(R, X) и Cb,u(R, X) простран-

ства L∞(R, X) соответственно непрерывных ограниченных и равномерно непрерыв-

ных ограниченных на R функций с нормой ‖x‖∞ = sup
t∈R

‖x(t)‖X .

В Sp(R, X) определена и ограничена группа S(t), t ∈ R, операторов сдвигов

функций

(S(t)x)(s) = x(s + t), s, t ∈ R, x ∈ Sp(R, X).

Для любых функций f ∈ L1(R), x ∈ Sp(R, X) их свертка

(f ∗ x)(t) =

∫

R

f(τ)x(t − τ)dτ =

∫

R

f(τ)(S(−τ)x)(t)dτ, t ∈ R, (1)

принадлежит Sp(R, X). Через Sp
c (R, X) обозначим замкнутое подпространство из

Sp(R, X) вида {x ∈ Sp(R, X): функция t 7→ S(t)x : R → Sp(R, X) непрерывна}. Через
Sp

0(R, X) обозначим наименьшее замкнутое подпространство из Sp(R, X), содержа-

щее все функции ϕx, x ∈ Sp(R, X), ϕ ∈ Cb(R, X), supp ϕ — компакт.

Если X = C, то вместо Sp(R, X) будем писать просто Sp(R).

2. О ГАРМОНИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ВЕКТОРОВ

Пусть X — комплексное банахово пространство и End X — банахова алгебра

линейных ограниченных операторов, действующих в X . Будем считать, что X явля-

ется невырожденным банаховым L1(R)-модулем [4, 5], структура которого ассоции-

рована с некоторым ограниченным изометрическим представлением T : R → End X .

Это означает, что выполняются два свойства следующего предположения:

Предположение 1. Для банахова L1(R)-модуля X выполняются следующие

условия:

1) из равенства fx = 0, справедливого для любой функции f ∈ L1(R), следу-

ет, что вектор x ∈ X — нулевой (свойство невырожденности банахова

модуля X );

2) для всех f ∈ L1(R), x ∈ X , t ∈ R, имеют место равенства (свой-

ство ассоциированности модульной структуры на X с представлением

T : R → End X ):

T (t)(fx) = (T (t)f)x = f(T (t)x).

Далее символом T (f) ∈ End X обозначается оператор свертки T (f)x = fx век-

тора x ∈ X с функцией f ∈ L1(R). Если T : R → End X — сильно непрерывное

ограниченное представление, то формула

T (f)x = fx =

∫

R

f(t)T (−t)xdt, f ∈ L1(R), x ∈ X , (2)

определяет на X структуру банахова L1(R)-модуля, удовлетворяющего условиям

предположения 2, причем эта модульная структура ассоциирована с представлени-

ем T [6].
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Замечание 1. С каждым невырожденным банаховым L1(R)-модулем X ассоци-

ировано единственное представление T : R → End X [2,4,6–9]. Чтобы это подчерк-

нуть, иногда используется обозначение (X , T ).

Определение 1. Вектор из банахова L1(R)-модуля X назовем T -непрерывным,

если функция ϕx : R → X , ϕx(t) = T (t)x, t ∈ R, непрерывна в нуле (и, значит,

непрерывна на R).

Совокупность всех T -непрерывных векторов из банахова L1(R)-модуля X обо-

значим через Xc. Непосредственно из последнего определения следует, что Xc —

замкнутый подмодуль из X , причем представление T на нем сильно непрерывно.

Пространства Sp(R, X) являются банаховыми L1(R)-модулями с модульной струк-

турой, определяемой равенствами (1), и эта структура ассоциирована с представле-

нием (группой сдвигов функций) S : R → End Sp(R, X). Далее через f̂ : R → C

обозначается преобразование Фурье

f̂(λ) =

∫

R

f(t)e−iλtdt, λ ∈ R, (3)

функции f ∈ L1(R).

Определение 2. Пусть ω > 0. Вектор x0 ∈ X назовем ω-периодическим (отно-

сительно представления T ), если T (ω)x0 = x0.

Множество ω-периодических векторов обозначим через Xω = Xω(T ). Оно обра-

зует замкнутое подпространство в X , инвариантное относительно операторов T (t),

t ∈ R.

Из равенств T (t+ω)x−T (t)x = T (t)(T (ω)x−x) = 0, t ∈ R, для любого x ∈ Xω сле-

дует, что функция ϕx : R → X , ϕx(t) = T (t)x, является непрерывной периодической

функцией. Рассмотрим ее ряд Фурье ϕx(t) ∼
∑
n∈Z

xnei 2πn
ω

t, где xn = 1
ω

ω∫
0

T (τ)xe−i 2πn
ω

τdτ ,

n ∈ Z.

Определение 3. Ряд

x ∼
∑

n∈Z

xn (4)

назовем рядом Фурье вектора x ∈ Xω, а векторы xn, n ∈ Z, — коэффициентами

Фурье вектора x.

Лемма 1. Для любой функции f ∈ L1(R) и x ∈ Xω вектор fx ∈ Xω и имеет

ряд Фурье вида fx ∼
∞∑

k=−∞

f̂
(

2πk
ω

)
xk.

Доказательство. Непосредственно из формулы (2) следует, что fx ∈ Xω. Далее

вектор fx обозначим через y. Для коэффициентов Фурье периодического вектора y

174 Научный отдел



И. И. Струкова. Гармонический анализ периодических на бесконечности функций

справедлива формула yk = 1
ω

ω∫
0

T (τ)(fx)e−i 2πk
ω

τdτ . Используя формулы (2) и (3) и

меняя порядок интегрирования, получаем следующую цепочку равенств:

yk =
1

ω

ω∫

0

T (τ)




∫

R

f(s)T (−s)xds


 e−i 2πk

ω
τdτ =

=
1

ω

ω∫

0




∫

R

f(s)T (τ − s)xds


 e−i 2πk

ω
τdτ =

∫

R

f(s)


 1

ω

ω∫

0

T (τ − s)xe−i 2πk
ω

τdτ


 ds =

=

∫

R

f(s)


−ei 2πk

ω
s

ω

ω∫

0

T (t)xe−i 2πk
ω

tdt


 ds =

∫

R

f(s)xke
−i 2πk

ω
sds = f̂

(
2πk

ω

)
xk.

¤

Отметим работы [8, 9], в которых многие классические результаты теории ря-

дов Фурье для периодических функций обобщались на векторы из банаховых про-

странств, в которых действует однопараметрическая группа операторов. Подпро-

странство Xω периодических векторов и следующая лемма фактически рассматри-

вались в [10, теорема 16.7.2]. Из указанных источников следует

Лемма 2. Пусть x ∈ Xω. Тогда операторы

Pnx =
1

ω

ω∫

0

T (τ)xe−i 2πn
ω

τdτ, n ∈ Z,

являются проекторами, xn = Pnx, n ∈ Z, — коэффициенты Фурье вектора x,

T (t)Pn = ei 2πn
ω

tPn, t ∈ R, n ∈ Z, и ‖Pn‖ = 1, если Pn 6= 0.

Лемма 3. Для любого x ∈ Xω справедливо соотношение

lim
n→∞

‖xn‖ = 0,

где xn, n ∈ Z, — коэффициенты Фурье вектора x.

Доказательство. Возьмем произвольный вектор x из области определения D(A)

генератора A («infinitesimal generator» в [11]) полугруппы операторов T . Справедлива

следующая оценка:

‖xn‖ = ‖ 1

ω

ω∫

0

T (τ)xe−i 2πn
ω

τdτ‖ = ‖ 1

ω

ω∫

0

T (τ)Ax
1

−i2πn
ω

e−i 2πn
ω

τdτ‖ 6
‖Ax‖
|n| , n ∈ Z\{0},

т. е. lim
n→∞

‖xn‖ = 0. Поскольку D(A) плотно в Xω, то свойство lim
n→∞

‖xn‖ = 0 верно

для любого x ∈ Xω. ¤

Определение 4. Функция ω(·, x) : R+ → R+, ω(δ, x) = sup|t|6δ ‖T (t)x − x‖, назы-
вается модулем непрерывности вектора x.
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Теорема 1. Для любого x ∈ Xω с рядом Фурье вида (4) справедливо равенство

lim
n→∞

‖x −
n∑

k=−n

(
1 − |k|

n + 1

)
xk‖ = 0.

Доказательство. Возьмем произвольный периодический вектор x ∈ Xω. Рас-

смотрим функции fn ∈ L1(R) следующего вида:

fn(t) =
ω sin2 (n+1)πt

ω

4π4t2(n + 1)
, t ∈ R, n ∈ N.

Отметим, что преобразование Фурье данных функций имеет вид

f̂n(λ) =

{
1 − ω|λ|

2π(n+1)
, |λ| 6

2π(n+1)
ω

,

0, |λ| > 2π(n+1)
ω

, λ ∈ R, n ∈ N.

Тогда

f̂n

(
2πk

ω

)
=

{
1 − |k|

n+1
, |k| 6 n + 1,

0, |k| > n + 1, k ∈ Z, n ∈ N,

и из леммы 1 следует, что свертка функции fn с вектором x определяется равенством

fnx =
n∑

k=−n

(
1 − |k|

n + 1

)
xk, n ∈ N.

Тогда имеет место оценка

∥∥∥∥∥x −
n∑

k=−n

(
1 − |k|

n + 1

)
xk

∥∥∥∥∥ = ‖x − fnx‖ =

∥∥∥∥∥∥

∫

R

fn(τ)x dτ −
∫

R

fn(τ)T (−τ)x dτ

∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥

∫

R

fn(τ) (x − T (−τ)x) dτ

∥∥∥∥∥∥
6

∥∥∥∥∥∥∥

δn∫

−δn

fn(τ)ω(δn, x)dτ‖ + 2‖x‖‖
∫

R\(−δn,δn)

fn(τ)dτ

∥∥∥∥∥∥∥
6

6 ω(δn, x)

δn∫

−δn

fn(τ)dτ + 2‖x‖
∫

R\(−δn,δn)

fn(τ) dτ 6

6 ω(δn, x)

∞∫

−∞

fn(τ) dτ +
ω‖x‖

2π4(n + 1)

∫

R\(−δn,δn)

sin2 (n+1)πτ
ω

τ 2
dτ 6

6 ω(δn, x) +
ω‖x‖

π4(n + 1)

∞∫

δn

dτ

τ 2
6 ω(δn, x) +

ω‖x‖
π4(n + 1)δn

→ 0, n → ∞,

для любой последовательности {δn}∞n=0, удовлетворяющей условиям lim
n→∞

δn = 0 и

lim
n→∞

(n + 1)δn = ∞. ¤
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3. МЕДЛЕННО МЕНЯЮЩИЕСЯ И ПЕРИОДИЧЕСКИЕ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИИ

ИЗ ПРОСТРАНСТВ СТЕПАНОВА

Определение 5. Функция x ∈ Sp
c (R, X) называется медленно меняющейся на

бесконечности, если (S(t)x − x) ∈ Sp
0(R, X) для любого t ∈ R.

Например, медленно меняющейся на бесконечности является функция x ∈
∈ Sp

c (R, X) вида x(t) = c + x0(t), t ∈ R, где c — вектор из банахова простран-

ства X и x0 — любая функция из Sp
0(R, X). В теории дифференциальных урав-

нений [12, п. 3.6.3] использовалось эквивалентное (если рассматривать функции

из Cb,u(R, X)) определение, при этом функции назывались стационарными на бес-

конечности. Медленно меняющиеся функции находят свое применение в теории

тригонометрических рядов [13], в теории вероятности [14], а также в теории целых

функций [15].

Определение 6. Функция x ∈ Sp
c (R, X) называется периодической на беско-

нечности периода ω > 0 (ω-периодической на бесконечности), если (S(ω)x − x) ∈
∈ Sp

0(R, X) или, что эквивалентно, lim
|t|→∞

‖x(t + ω) − x(t)‖X = 0.

Таким образом, каждая ω-периодическая на бесконечности функция x является

решением разностного уравнения вида x(t+ω)−x(t) = y(t), t ∈ R, где y ∈ Sp
0(R, X), а

каждая медленно меняющаяся на бесконечности функция является периодической на

бесконечности любого периода. В [16,17] получены аналоги теоремы Винера об абсо-

лютно сходящихся рядах Фурье для непрерывных периодических на бесконечности

функций с абсолютно сходящимися рядами Фурье и с рядами Фурье, суммируемыми

с весом. В работах [18,19] изучаются вопросы гармонического анализа непрерывных

периодических на бесконечности функций нескольких переменных. В [20] описан

спектр алгебры непрерывных периодических на бесконечности функций, определен-

ных на полуоси.

Множества медленно меняющихся и периодических на бесконечности функций

из Sp
c (R, X) обозначим через Sp

sl,∞ = Sp
sl,∞(R, X) и Sp

ω,∞ = Sp
ω,∞(R, X) соответствен-

но. Отметим,что они оба образуют линейные замкнутые подпространства банахо-

ва пространства Sp
c (R, X). Таким образом, имеют место включения Sp

sl,∞(R, X) ⊂
⊂ Sp

ω,∞(R, X) ⊂ Sp
c (R, X), при этом все указанные пространства инвариантны отно-

сительно операторов S(t), t ∈ R. Символом Sp
ω(R, X) обозначим подпространство ба-

нахова пространства Sp
c (R, X), состоящее из ω-периодических функций, т. е. функций

x ∈ Sp
c (R, X), для которых выполнено условие S(ω)x = x. Примерами периодических

на бесконечности функций из Sp
c (R, X) являются:

1) предельно периодические функции, т. е. функции x : R → X, представимые в

виде x = y + y0, где y ∈ Sp
ω(R, X), y0 ∈ Sp

0(R, X);

2) функция x ∈ Sp
c (R, X) такая, что она совпадает с x ∈ Sp

ω(R, X) на R+ и

lim
t→−∞

‖x(t)‖X = 0;

3) любая функция из Sp
sl,∞(R, X);

4) любая функция x ∈ Sp
c (R, X), представимая в виде x =

n∑
k=−n

xk(t)e
i 2πk

ω
t, t ∈ R,
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n ∈ N, где xk ∈ Sp
sl,∞(R, X), k ∈ Z. Далее введем определение рядов Фурье функций

из Sp
ω,∞(R, X).

Определение 7. Каноническим рядом Фурье функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) будем

называть ряд вида ∑

n∈Z

xn(t)ei 2πn
ω

t, t ∈ R,

где функции xn : R → X, n ∈ Z, определяются формулами

xn(t) =
1

ω

ω∫

0

x(t + τ)e−i 2πn
ω

(t+τ)dτ, t ∈ R, n ∈ Z, (5)

и называются каноническими коэффициентами Фурье функции x.

Ясно, что если x ∈ Cω(R, X), то xk(t) ≡ xk = 1
ω

ω∫
0

x(τ)e−i 2πk
ω

τdτ , t ∈ R, k ∈ Z, —

обычные коэффициенты Фурье непрерывной периодической функции x.

Определение 8. Обобщенным рядом Фурье функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) называется

любой ряд вида ∑

n∈Z

yn(t)ei 2πn
ω

t, t ∈ R, (6)

где yn, n ∈ Z, — такие функции из Sp(R, X), для которых yn − xn ∈ Sp
0(R, X), n ∈ Z,

а функции xn, n ∈ Z, определяются формулой (5).

Лемма 4. Канонические коэффициенты Фурье xn, n ∈ Z (определенные

формулой (5)) являются медленно меняющимися на бесконечности функциями

из Sp
c (R, X), т. е. xn ∈ Sp

sl,∞(R, X), n ∈ Z.

Утверждение леммы следует из равенств

xn(t + ω) − xn(t) =
1

ω

ω∫

0

(S(ω)x − x)(t + τ)e−i 2πn
ω

(t+τ) dτ, t ∈ R, n ∈ Z.

Непосредственно из определения 8 и леммы 4 следует, что коэффициенты любого

обобщенного ряда Фурье обладают свойством: yn ∈ Sp
sl,∞(R, X), n ∈ Z. Введем в

рассмотрение функции ek, k ∈ Z, вида ek(t) = ei 2πk
ω

t, t ∈ R. Основными результатами

данной статьи являются следующие две теоремы:

Теорема 2. Для любой функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) существует последователь-

ность функций (x0
n) из Sp

0(R, X) такая, что

lim
n→∞

‖x −
n∑

k=−n

(
1 − |k|

n + 1

)
xkek + x0

n‖Sp = 0,

где xk, k ∈ Z, — канонические коэффициенты Фурье функции x.
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Теорема 3. Для любой функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) и для любого ε > 0 существу-

ет последовательность функций (x0
n) из Sp

0(R, X) и последовательность функ-

ций (yn) из Sp
sl,∞(R, X) такие, что

lim
n→∞

‖x −
n∑

k=−n

(
1 − |k|

n + 1

)
ykek + x0

n‖Sp = 0.

При этом каждая из функций yk (k ∈ Z) эквивалентна функции xk, определяемой

формулой (5), и допускает продолжение на всю комплексную плоскость до целой

функции экспоненциального типа не выше ε.

Определение 9. Будем говорить, что обобщенный ряд Фурье (6) периодической

на бесконечности функции x ∈ Sp
ω,∞(R, X) сходится к x относительно подпро-

странства Sp
0(R, X), если существует последовательность функций (x0

n) из Sp
0(R, X)

такая, что lim
n→∞

∥∥∥∥x −
n∑

k=−n

ykek + x0
n

∥∥∥∥
Sp

= 0.

Важно отметить, что данное определение корректно, т. е. сходимость не зави-

сит от выбора обобщенного ряда Фурье функции x. Это объясняется тем, что

yn − xn ∈ Sp
0(R, X), где xn, n ∈ Z, — канонические коэффициенты Фурье функции x,

определяемые по формуле (5).

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВА ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ

Рассмотрим фактор-пространство X = Sp
c (R, X)/Sp

0(R, X), которое является ба-

наховым пространством с нормой ‖x̃‖ = inf
y∈x+Sp

0 (R,X)
‖y‖, где x̃ = x + Sp

0(R, X) —

класс эквивалентности, содержащий функцию x ∈ Sp
c (R, X). Отметим, что ба-

нахово пространство X становится банаховой алгеброй, если умножение вво-

дится следующим образом: x̃ỹ = x̃y, x̃, ỹ ∈ X . В X действует сильно

непрерывная изометрическая группа операторов S̃ : R → End X , действую-

щая по правилу S̃(t)x̃ = S̃(t)x = S(t)x + Sp
0(R, X), x ∈ Sp

c (R, X), t ∈ R.

Фактор-пространство X наделяется структурой банахова L1(R)-модуля с помо-

щью формулы fx̃ =
∫
R

f(τ)S̃(−τ)x̃dτ, f ∈ L1(R), x̃ ∈ X . Подпространство

Xω,∞ = Sp
ω,∞(R, X)/Sp

0(R, X) является замкнутым подмодулем из L1(R)-модуля X .

Непосредственно из определения представления S̃ : R → End X следует, что

S̃(ω)x̃ = x̃, x̃ ∈ X . Таким образом, функция t 7→ S̃(t)x̃ : R → Xω,∞, x̃ ∈ Xω,∞,

является непрерывной ω-периодической функцией, т. е. она принадлежит банахову

пространству Cω(R, Xω,∞). Следовательно, имеет место

Теорема 4. Функция x ∈ Sp
c (R, X) является ω-периодической на бесконечности

тогда и только тогда, когда класс эквивалентности x̃ = x + Sp
0(R, X) является

ω-периодическим вектором относительно представления S̃ ∈ End X .

Доказательства теорем 2 и 3 следуют из теорем 4 и 1, где в качестве простран-

ства Xω взято пространство Sp
ω,∞(R, X)/Sp

0(R, X).
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We consider Stepanov spaces of functions defined on R with their values in a complex Banach space. We

introduce the notions of slowly varying and periodic at infinity functions from Stepanov space. Themain results

of the article are concerned with harmonic analysis of periodic at infinity functions from Stepanov space. For

this class of functions we introduce the notion of a generalized Fourier series; the Fourier coefficients in this

case may not be constants, they are functions that are slowly varying at infinity. We prove analogs of the

classical results on Ćesaro summability. Basic results are derived with the use of isometric representations

theory.
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Рассматривается задача о распространении гармонических по вре-

мени волн в вязкоупругом сплошном цилиндре. Для описания коле-

баний цилиндра применяются трехмерные уравнения вязкоупругости

в цилиндрической системе координат. Поверхность цилиндра счита-

ется свободной от напряжений. Для описания вязкоупругих свойств

применяются интегральные операторы с дробно-экспоненциальным

ядром. Для случая рационального значения параметра сингуляр-

ности предложен метод асимптотического анализа дисперсионных

соотношений, основанный на разложении в обобщенный степенной

ряд. Для случая осесимметричных волн получены асимптотики корней

дисперсионного уравнения при малых и больших значениях частоты.

Приведены численные результаты, подтверждающие применимость

предложенного метода.

Ключевые слова: дисперсионное уравнение, сплошной цилиндр, вяз-

коупругость, асимптотикa, параметр сингулярности, параметр дробно-

сти, дробно-экспоненциальная функция.
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ВВЕДЕНИЕ

Проблема исследования корней дисперсионных урав-

нений является необходимым этапом решения целого ря-

да практических важных задач. В частности, исследова-

c© Вильде М. В., Сергеева Н. В., 2017
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ние асимптотического поведения корней при стремлении волновых параметров к

нулю либо бесконечности играет важную роль в анализе распространения нестаци-

онарных волн при действии ударной нагрузки [1], в задачах акустической спектро-

скопии [2], при изучении краевых колебаний упругих тел [3] и во многих других

теоретических и прикладных задачах динамики деформируемых тел.

В отличие от упругих волноводов, особенности дисперсии волн деформации в

наследственно-упругих телах изучены недостаточно. Первые исследования по данной

проблеме принадлежат А. Ю. Ишлинскому, А. Н. Герасимову, А. Р. Ржаницыну [4],

Ю. Н. Работнову [5]. Дисперсия волн, требующих для своего описания постановки

двумерных и трехмерных задач (волны в плоском слое, распространяющиеся вдоль

срединной поверхности, или волны в сплошном или полом цилиндре, распространя-

ющиеся вдоль оси), исследовалась до сих пор только на основе численного реше-

ния [6–9]. Асимптотический анализ применяется, как правило, для случая стандарт-

ного вязкоупругого тела [10]. В недавних работах [11–13] асимптотические методы

развиваются для наследственно-упругих тел, описываемых дробно-экспоненциальной

функцией Работнова с параметром сингулярности α = −0.5. Между тем обработка

экспериментальных данных для реальных материалов дает различные значения из

интервала −1 < α < 0 [14–17]. Таким образом, требуется разработать метод постро-

ения асимптотик дисперсионных кривых для произвольного значения параметра α.

Данная работа посвящена обобщению асимптотических методов исследования

дисперсионных соотношений для наследственно-упругого сплошного цилиндра на

случай произвольного рационального значения параметра сингулярности ядра ре-

лаксации при использовании дробно-экспоненциальной функции Работнова [14].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим задачу о колебаниях бесконечного сплошного кругового цилин-

дра радиуса R из наследственно-упругого материала. В цилиндрической систе-

ме координат (r, ϕ, z) (рис. 1) динамиче-

ское напряженно-деформированное состо-

яние цилиндра описывается следующей

системой уравнений:

уравнения движения:

∂σrr

∂r
+

1

r

∂σrϕ

∂ϕ
+

∂σrz

∂z
+

σrr

r
−σϕϕ

r
=ρ

∂2ur

∂t2
,

∂σϕr

∂r
+

1

r

∂σϕϕ

∂ϕ
+

∂σϕz

∂z
+

2σϕr

r
=ρ

∂2uϕ

∂t2
, (1)

∂σzr

∂r
+

1

r

∂σzϕ

∂ϕ
+

∂σzz

∂z
+

σzr

r
= ρ

∂2uz

∂t2
,

r

R

j

z

Рис. 1. Бесконечный сплошной круговой

цилиндр радиуса R

Fig. 1. An infinite solid circular cylinder

of radius R

уравнения состояния:

Ẽ
∂ur

∂r
= σrr − ν̃(σϕϕ + σzz),

1

r
Ẽ

(
ur +

∂uϕ

∂ϕ

)
= σϕϕ − ν̃(σrr + σzz), (2)

Ẽ
∂uz

∂z
= σzz − ν̃(σrr + σϕϕ),

1

2
Ẽ

(
1

r

∂ur

∂ϕ
+ r

∂

∂r

(uϕ

r

))
= (1 + ν̃) σrϕ, (3)
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1

2
Ẽ

(
∂ur

∂z
+

∂uz

∂r

)
= (1 + ν̃) σrz,

1

2
Ẽ

(
∂uϕ

∂z
+

1

r

∂uz

∂ϕ

)
= (1 + ν̃) σϕz, (4)

где σrr, σrϕ, σrz, σϕϕ, σϕz, σzz — компоненты тензора напряжений, ur, uϕ, uz —

компоненты вектора перемещений, ρ — плотность материала, t — время, Ẽ, ν̃ —

интегральные операторы, определяемые формулами

Ẽ = E(1 − Γ∗), ν̃ = ν +
1 − 2ν

2
Γ∗, Γ∗f(t) = k

∫ t

−∞

Эα(−β, t − τ)f(τ)dτ, (5)

E, ν — мгновенные значения модуля Юнга и коэффициента Пуассона, k, β — пара-

метры материала, α — параметр сингулярности, −1 < α 6 0 (α = 0 соответствует

модели стандартного вязкоупругого тела). Объемная деформация считается упругой.

В качестве ядра релаксации будем использовать дробно-экспоненциальную функ-

цию Работнова [14]:

Эα(−β, t) = tα
∞∑

n=0

(−β)ntn(1+α)

Г ((n + 1)(1 + α))
,

где Г(n) =
∫ ∞

0
yn−1 exp(−y)dy — гамма-функция.

При таком выборе ядра отношения длительных и мгновенных модулей упругости

и сдвига определяются следующими формулами:

e =
E∞

E
=

β − k

β
, g =

G∞

G
=

2 (1 + ν) (β − k)

2β (1 + ν) + k (1 − 2ν)
.

Изучим распространение волн, гармонических по времени. Тогда решение для

перемещений u следует представить в виде

u =
(
gradФ + rotH

)
exp (iωt) , (6)

где Ф, H — потенциалы, ω — частота.

Применяя операторы (5) к функциям (6), приходим к уравнениям состояния ви-

да (2)–(4), в которых операторы Ẽ и ν̃ заменяются соответственно на константы EEF

и νF , выражающиеся следующими формулами:

EF = 1 − k

β + (iω)1+α , νF = ν +
1 − 2ν

2

k

β + (iω)1+α , (7)

при этом однозначная ветвь степенной функции выделяется условием

−π < arg(iω) < π.

Введем безразмерные переменные:

ξ =
r

R
, ζ =

z

R
, t∗ =

tc2

R
(8)

и безразмерные величины

u∗
η =

uη

R
, σ∗

ηγ =
σηγ

E
, {β∗, k∗} =

(
R

c2

)1+α

{β, k}, ω∗ =
R

c2

ω, (9)
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где c2 =

√
E

2(1 + ν)ρ
, η, γ = r, ϕ, z. В дальнейшем звездочки будут опущены.

Выражая напряжения через перемещения из полученных уравнений состояния и

подставляя их в уравнения движения (1), с учетом (8) и (9) получаем уравнения

движения в перемещениях:

▽
2u +

(
k−2

F − 1
)
grad div u − Ω2u = 0, (10)

где

k−2
F =

2 − 2νF

1 − 2νF
, Ω2 = ω2 1 + νF

(1 + ν)EF
.

На поверхности цилиндра будем требовать выполнения условий

σrr = σrϕ = σrz = 0.

2. ВЫВОД ДИСПЕРСИОННЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим осесимметричную задачу. Тогда для нахождения решения в случае

продольно-радиальных колебаний потенциалы Ф и H можно взять в виде

Ф = f(ξ) exp(−iχ̃ζ), Hϕ = qϕ(ξ) exp(−iχ̃ζ), Hr = Hz = 0, (11)

где χ̃ = χ − iδ, χ — волновое число, δ > 0 — коэффициент затухания, определяю-

щий убывание амплитуды волны с увеличением координаты ζ. В случае крутильных

колебаний

Hz = qz(ξ) exp(−iχ̃ζ), Ф = Hr = Hϕ = 0. (12)

Получим сначала дисперсионное уравнение для случая продольно-радиальных

колебаний. Подставляя выражения (11) в (10), будем иметь для функций f(ξ) и qϕ(ξ)

следующие уравнения:

f ′′(ξ) +
1

ξ
f

′

(ξ) + a2f(ξ) = 0, q′′ϕ(ξ) +
1

ξ
q
′

ϕ(ξ) −
(

1

ξ2
− b2

)
qϕ(ξ) = 0,

где a2 = k2
F Ω2 − χ̃2, b2 = Ω2 − χ̃2.

Последние два уравнения для случая сплошного цилиндра имеют следующие

решения:

f(ξ) = A1J0(aξ), qϕ(ξ) = A2J1(bξ), (13)

где Jn(•) — функции Бесселя n-го порядка, A1, A2 — неизвестные постоянные.

Подставляя (13) в (11) и удовлетворяя граничным условиям, приходим к диспер-

сионному уравнению:

(
Ω2 − 2χ̃2

)2
J0(a)J1(b) + 4χ̃2abJ0(b)J1(a) − 2Ω2aJ1(a)J1(b) = 0. (14)

Используя представление (12) для функций Ф и H и выполняя аналогичные дей-

ствия, получим в случае крутильных колебаний дисперсионное уравнение:

bJ0(b) − 2J1(b) = 0. (15)

Уравнения (14), (15) имеют бесконечное счетное множество корней χ̃n(ω). Введем

фазовую скорость n-й моды, вычисляемую по формуле cph
n = ω/χ.
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3. АСИМПТОТИКИ КОРНЕЙ ДИСПЕРСИОННЫХ УРАВНЕНИЙ

Дисперсионные уравнения (14) и (15), совпадающие по форме с соответствующи-

ми дисперсионными уравнениями для упругого сплошного цилиндра [18], содержат

функции (7). В случае дробного значения α стандартная техника получения асимп-

тотических разложений корней дисперсионного уравнения [19, 20], основанная на

представлении искомой величины в виде асимптотического степенного ряда, оказы-

вается неприменимой из-за наличия точек ветвления ω = 0 и ω = ∞. Рассмотрим

обобщение этой техники для случая рационального значения параметра сингуляр-

ности α = − l
m
, где l,m (l < m) — натуральные числа. В этом случае ω = 0 и ω = ∞

являются алгебраическими точками ветвления конечного порядка m. В окрестно-

сти таких точек ветвления функция допускает разложение в обобщенный степенной

ряд [21].

Примем далее для простоты, что параметр сингулярности имеет вид α = −m−1
m

.

Анализ, аналогичный случаю упругого цилиндра, показывает, что при ω → 0 урав-

нение (14) имеет один корень χ ∼ ω и бесконечное множество корней χ ∼ 1. То

же самое верно для уравнения (15). Таким образом, асимптотики корней при ω → 0

следует искать в виде

χ̃ =
∞∑

p=p0

cpω
p(1+α), (16)

где p0 = m для первого корня и p0 = 0 для остальных корней. Для нахождения

коэффициентов разложения (16) подставим его в соответствующее дисперсионное

уравнение и разложим все функции, входящие в него, в обобщенные степенные

ряды по степеням ω1+α. Приравнивая нулю коэффициенты при одинаковых степе-

нях ω, получим бесконечную систему зацепляющихся уравнений для определения

искомых коэффициентов разложения. Решая полученную систему, находим коэффи-

циенты разложения (16). Для выполнения описанных выкладок удобно использовать

средства компьютерной алгебры пакета Maple.

В случае продольно-радиальных колебаний для первого корня получена асимпто-

тика

χ̃s
1 = cs

0ω

[
1 +

k

2β

4m−1∑

j=1

(−1)ji
j
m

(β − k)j d
(0)
j ω

j
m + ω2

2m−1∑

j=0

i
j
m d

(1)
j ω

j
m + O

(
ω4

)
]

, (17)

где cs
0 =

1√
2(1 + ν)e

, d
(0)
1 = 1, d

(0)
2 = 1 − 1

4

k

β
, d

(0)
3 = 1 − 1

2

k

β
+

1

8

k2

β2
,

d
(1)
0 =

(2βν + k(1 − 2ν))2

32β(β − k)(1 + ν)
, d

(0)
j (j > 3) — коэффициенты, зависящие только от па-

раметров k и β, d
(1)
j (j > 3) — коэффициенты, зависящие от параметров k, β, ν.

Асимптотики корней дисперсионного уравнения (13) для мод c номерами

n = 2, 3, . . . имеют вид

χ̃s
n =

1

2
ln (4π (n − 1)) + iπ (n − 1) + O

(
ω1+α

)
. (18)

Для нахождения коэффициентов разложений (16) в случае крутильных колеба-

ний, подставляем (16) в уравнение (15). Действуя аналогичным образом, получим
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асимптотики корней дисперсионного уравнения (15) в виде

χ̃t
1 =

1√
g
ω − 3k (−1)

1+α
2

4

√
g

(1 + ν) (β − k)2ω2+α−

−
(

1

2
√

g
− 3k (−1)1+α √g

4 (1 + ν) (β − k)3

)
ω3+2α + O

(
ω4+3α

)
, (19)

χ̃t
n = o (1) + i

(
−π

4
+ πn

)
+ O

(
ω1+α

)
, n = 2, 3, . . . . (20)

На рис. 2 представлены графики фазовой скорости для первой моды в случае

продольно-радиальных колебаний при k = 0.5, β = 1.
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Рис. 2. Фазовая скорость первой моды: а — α = −3/4; б — α = −2/3

Fig. 2. Phase velocity of the first mode: a — α = −3/4; b — α = −2/3

Кривые 1–6 построены по асимптотике (17), номер кривой соответствует числу

членов разложения. Сплошной линией представлено численное решение дисперсион-

ного уравнения (14).
На рис. 3 представлены графики величин δ1/ω для той же моды при тех же

значениях параметров материала.
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Рис 3. Мнимая часть первого корня: а — α = −3/4; б — α = −2/3

Fig. 3. Imaginary part of the first root: a — α = −3/4; b — α = −2/3
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Из графиков видно, что при небольшом числе членов разложения асимптотики

по дробным степеням применимы только при весьма малых значениях ω.

Сравнение рис. 2, а и 2, б, 3, а и 3, б показывает, что при увеличении |α| для
сохранения заданной точности требуется увеличить число членов разложения.

Первые члены разложений (18), (20) не зависят от параметров материала и сов-

падают с соответствующими членами разложения для упругого сплошного цилин-

дра [3]. Соответствующие им моды описывают статический погранслой, не представ-

ляющий большого интереса в динамических задачах.

Аналогичные выводы справедливы и в случае крутильных колебаний.

Ограничиваясь только первым членом разложения и возвращаясь к размерным пе-

ременным, получим предельные значения фазовой скорости фундаментальной моды

cs
∞ =

√
E∞

ρ
для продольно-радиальных колебаний и ct

∞ =
√

G∞

ρ
для крутильных ко-

лебаний. Величина cs
∞ соответствует длительной скорости по теории стержней [22],

что подтверждает правильность полученной асимптотики.

Свойства корней дисперсионных уравнений (14) и (15) таковы, что при ω → ∞ ко-

рень χ̃n (ω) имеет порядок O (ω). Следовательно, асимптотики корней дисперсионных

уравнений (14) и (15) при больших ω следует искать в виде

χ̃(∞)
n = d

(∞)
n1 ω + d

(∞)
n2 ω−α + d

(∞)
n3 ω−1−2α + O

(
ω−2−3α

)
. (21)

Если коэффициент dn1 > 1, то a и b, введенные в параграфе 2, становятся чисто

мнимыми. Используя асимптотики модифицированных функций Бесселя, запишем

дисперсионное уравнение (14) в виде

(
Ω2 − 2χ̃2

)2
(

1 + O

(
1

ω

)) (
1 + O

(
e−2b

))
− 4χ̃2ab

(
1 + O

(
1

ω

)) (
1 + O

(
e−2b

))
−

−2Ω2a

(
1 + O

(
1

ω

)) (
1 + O

(
e−2b

))
= 0. (22)

Подставим разложение (21) в уравнение (22) и разложим все функции, входящие

в него, в обобщенные степенные ряды по степеням ω−(1+α), пренебрегая при этом экс-

поненциально убывающими членами. Приравнивая нулю коэффициенты при каждой

из степеней, получим бесконечную систему зацепляющихся уравнений для опреде-

ления искомых коэффициентов разложения. Решая полученную систему, находим

коэффициенты разложения (21). Таким образом, асимптотика корней уравнения (14)

для первой моды имеет вид

χ̃
s(∞)
1 =

1

cR

ω + d
s(∞)
12 ω−α + d

s(∞)
13 ω−1−2α + O

(
ω−2−3α

)
, (23)

где

d
s(∞)
12 =

k(−i)1+α

4cR

[
3

1 + ν
− (1 − 2ν) (1 − c2

R)

(1 − ν) [3 (1 − c2
R) − (1 − 2ν)c2

R + (1 − ν)c4
R]

]
,

cR — скорость волны Рэлея, отнесенная к мгновенной скорости волны сдвига c2,

d
s(∞)
13 — комплексный коэффициент, зависящий от параметров материала k, β, ν.

Механика 189



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2017. Т. 17, вып. 2

Если коэффициент dn1 = 1, то a является мнимой величиной, а b — действитель-

ной. Дисперсионное уравнение (14) в этом случае можно заменить уравнением

J1(b) + O

(
1

ω

)
= 0.

Тогда асимптотики корней уравнения (14) для мод с номерами n = 2, 3, . . . имеют вид

χ̃s(∞)
n = ω − 3k

4 (1 + ν)
(−1)

1−α
2 ω−α +

3k

4

(
β − k

1 + ν
+

3k

8 (1 + ν)2

)
(−1)−α ω−1−2α+

+
3k

4

(
(β − k)2

1 + ν
− 3k (β − k)

4 (1 + ν)2 − 9k2

32 (1 + ν)3

)
(−1)

−1−3α
2 ω−2−3α + O

(
ω−3−4α

)
, (24)

где bn — корни уравнения J1 (b) = 0.

Следует отметить, что при любых значениях α слагаемое, содержащее bn, появ-

ляется в коэффициенте при ω−1.

Асимптотики корней дисперсионного уравнения (15) для больших значений ча-

стот также имеют вид (24), но теперь bn — корни уравнения

bnJ0 (bn) − 2J1 (bn) = 0, n = 1, 2, . . .

На рис. 4, a изображена фазовая скорость для первой моды в случае продольно-

радиальных колебаний для больших значений частот при α = −3/4, k = 0.5, β = 1

и её асимптотики, построенные по формуле (23), при этом номер кривой в легенде

соответствует числу учитываемых членов разложения. Сплошной линией показано

численное решение.

На рис. 4, б представлены графики величин δ1/ω для той же моды. Из графиков

видно, что хорошее приближение достигается при трех членах разложения (23) для

действительной части волновой постоянной и четырех — для мнимой части волновой

постоянной.
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Рис. 4. Фазовая скорость первой моды (а) и мнимая часть первого корня (б)

при α = −3/4, k = 0.5, β = 1

Fig. 4. Phase velocity of the first mode (a) and imaginary part of the first root (b)

for α = −3/4, k = 0.5, β = 1
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На рис. 5, а изображены фазовые скорости для случая продольно-радиальных

колебаний при α = −3/4, k = 0.5, β = 1, n = 2, 3, . . . Сплошные линии соответствуют

численному решению, пунктирные — асимптотикам, построенным по формулам (24).

На рис. 5, б представлены графики величин
δn

ω3/4
для того же случая. Для постро-

ения асимптотик было получено 8 членов разложения. Из графиков видно хорошее
согласование численного и асимптотического решений.
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Рис 5. Фазовые скорости (а) и коэффициенты затухания (б) высших мод в случае

продольно-радиальных колебаний

Fig. 5. Phase velocities (a) and attenuation coefficients (b) of higher modes in the case

of longitudinal-radial oscillations

Первые коэффициенты разложений (17)–(20), (23), (24) не зависят от α.

Отметим, что мгновенная скорость сдвига c2 является предельной для мод

продольно-радиальных колебаний высшего порядка и всех мод крутильных коле-

баний.

Сравнительный анализ асимптотик показывает, что действительная часть для

больших значений частот при различных значениях α имеет порядок O(ω), а мнимая

часть имеет порядок O (ω−α). Таким образом, поведение мнимой части волновой

постоянной существенно зависит от параметра сингулярности α.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные в данной работе асимптотики можно применить для изучения влия-

ния вязкоупругости на характер НДС в окрестности фронтов волн в тонких стержнях

и оценки возможностей приближенных теорий стержней при описании распростра-

нения ударных волн. Их также можно использовать для определения параметра α

из экспериментальных данных. Представляется очевидным, что предложенная мето-

дика построения асимптотик может быть распространена на случай произвольного

рационального значения параметра сингулярности α = −l/m.

В работах [23,24] показано, что интегральные операторы с ядром в виде дробно-

экспоненциальной функции Ю. Н. Работнова взаимосвязаны с оператором дробного

дифференцирования, широко применяемым для описания свойств вязкоупругих сред

различной природы (см. обзор [25]). В частности, такие операторы применяются в
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задачах о соударении упругих тел, при этом параметр дробности моделирует изме-

нения в микроструктуре материала после удара. Поскольку предложенная в данной

работе методика может быть легко распространена на случай моделей с дробными

производными при рациональных значениях параметра дробности, она может найти

применение в этом практически важном классе задач.
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Propagation of time-harmonic waves in a viscoelastic solid cylinder is considered. Vibrations of the cylinder are

described by three-dimensional viscoelasticity equations in cylindrical coordinates. The stress-free surface

boundary conditions are imposed. Viscoelastic properties are described by integral operators with a fractional-

exponential kernel. For the case of a rational singularity parameter the method of asymptotic analysis

of dispersion relations is proposed, which is based on the generalized power series expansion. For the

axisymmetric waves the asymptotic expansions of the dispersion equation roots are obtained for low and high

frequencies. The numerical results are presented to confirm the applicability of the proposed method.
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Рассмотрен переменный изгиб трехслойного упругопластического стержня со сжимаемым заполни-

телем в нейтронном потоке. Для описания кинематики несимметричного по толщине пакета приняты

гипотезы ломаной линии: в тонких несущих слоях справедливы гипотезы Бернулли; в сжимаемом

по толщине заполнителе выполняется гипотеза Тимошенко с линейной аппроксимацией перемеще-

ний по толщине слоя. Учитывается работа заполнителя в тангенциальном направлении. Физические

соотношения связи напряжений и деформаций соответствуют теории малых упругопластических де-

формаций. Система дифференциальных уравнений равновесия получена вариационным методом.

На границе предполагаются кинематические условия свободного опирания торцов стержня на не-

подвижные в пространстве жесткие опоры. Решение краевой задачи сведено к нахождению четырех

искомых функций — прогибов и продольных перемещений срединных поверхностей несущих сло-

ев. Аналитическое решение получено методом упругих решений с помощью теоремы о переменных

нагружениях Москвитина. Проведен его численный анализ в случае непрерывных и локально рас-

пределенных нагрузок.

Ключевые слова: трехслойный стержень, пластичность, повторный изгиб, сжимаемый заполнитель,

нейтронный поток.
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ВВЕДЕНИЕ

В связи с широким применением в промышленности и строительстве неодно-

родных элементов конструкций при квазистатических и динамических нагрузках

в различных физико-механических средах актуальной становится проблема созда-

ния адекватных математических моделей для описания их деформирования. В моно-

графиях [1, 2] рассмотрены различные математические модели квазистатического и

динамического деформирования слоистых элементов конструкций, приведены поста-

новки краевых задач, изложены методы их решения. В статьях [3–10] исследованы

свободные и вынужденные колебания неоднородных оболочек, а также рассмотрены

вопросы распространения волн и деформирования оболочек и пластин с термочув-

ствительной толщиной. Публикации [11–15] посвящены теоретическому и экспери-

ментальному исследованию параметров свободных колебаний трехслойных панелей

и квазистатическому деформированию трехслойных упругих и упругопластических

пластин при однократных и переменных нагрузках.
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Здесь теория переменного нагружения Москвитина [15] применена к трехслойным

упругопластическим стержням прямоугольного поперечного сечения со сжимаемым

заполнителем, находящимся в нейтронном потоке.

1. НАГРУЖЕНИЕ ИЗ ЕСТЕСТВЕННОГО СОСТОЯНИЯ

Рассматривается несимметричный по толщине трехслойный стержень (рис. 1).

Для изотропных несущих слоёв приняты гипотезы Бернулли. На границах контак-

та используются условия непрерывности перемещений. Материалы несущих слоев

несжимаемы в поперечном направлении, в заполнителе учитывается его обжатие,

деформации малые. Система координат x, y, z связывается со срединной плоскостью
заполнителя. На стержень действуют поверхностная нагрузка q(x) и подводится ней-
тронный поток плотностью ϕ0 в направлении, противоположном внешней нормали.

Через wk(x) и uk(x) обозначены прогибы и продольные перемещения срединных по-

верхностей несущих слоёв, hk — толщина k-го слоя, h3 = 2 (k = 1, 2, 3 — номер

слоя), b0 — ширина стержня.

w
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Несущий слой(1) / Bearing layer (1)

Заполнитель(3) / Filler (3)

Несущий слой /(2) Bearing layer (2)

Рис. 1. Расчетная схема трехслойного стержня

Fig. 1. The design scheme of a three-layer rod

Радиационное облучение твердых тел сопровождается многочисленными эффек-

тами, в результате которых возникает объемная деформация θI , изменяются упругие

и особенно пластические характеристики материала. Согласно известным экспери-

ментальным данным [16], рост величины нейтронного потока

I(t) = ϕt (1)

в пределах малых деформаций, как правило, приводит к радиационному упрочне-

нию материала, вызванному ростом предела текучести (ϕ — интенсивность потока,

нейтрон/(м2с), t — время), и возникновению объемной деформации, которую в ли-

нейном приближении можно считать прямо пропорционально потоку (см. [16]):

θI = BI(z), (2)

где B — константа, получаемая из опыта.
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Пусть на границу тела, занимающего полупространство z > 0, параллельно оси z

падают нейтроны с одинаковой интенсивностью ϕ0. Тогда интенсивность потока ней-

тронов, доходящих до плоскости параллельной границы z = const, будет (см. [16]):

ϕ(z) = ϕ0e
−µz, µ = σn0 = σ

A0ρ

A
, (3)

где µ — величина макроскопического эффективного сечения (1/см), σ — эффективное

сечение, отнесенное к одному ядру, n0 — число ядер в 1 см3, A0 — число Авогадро,

ρ — плотность, A — атомный вес.

Для алюминия σ = 0.21·10−24 см2, A0 = 6.022·1023 моль−1, плотность ρ = 2.7 г/см3,

A = 27 а.е.м., подставляя в (3), получим µ = 1.26м−1.

Если в (1) интенсивность ϕ = ϕ0 не зависит от времени, то к моменту t через

сечение с координатой z пройдет интегральный поток

I(z, t) = ϕ0te
−µz. (4)

В реакторах ϕ0 имеет порядок 1017 − 1018 нейтрон/(м2с), а I0 достигает значений

1023 − 1027 нейтрон/м2, причем θI достигает значений порядка 0.1. Следовательно,

величина B может быть порядка 10−28 − 10−23 м2/нейтрон.

Предположим, что в процессе деформирования материалы несущих слоев стерж-

ня проявляют упругопластические свойства, заполнитель — нелинейно упругий. Для

описания их деформирования с учетом объемной деформации (2) принимаем физи-

ческие уравнения состояния теории малых упругопластических деформаций [17]:

s(k)
xx = 2Gk(1 − ω(k)(ε (k)

u , I))e(k)
xx , σ(k) = Kk (3ε(k) − BkI) (k = 1, 2, 3),

s(3)
zz = 2Gk(1 − ω(3)(ε (3)

u , I))e(3)
zz , s(3)

xz = 2G3(1 − ω(3)(ε(3)
u , I))e(3)

xz ,
(5)

где s
(k)
i , e

(k)
i , σ(k), ε(k) — девиаторные и шаровые части тензоров напряжений и де-

формаций, s
(3)
xz , e

(3)
xz — тангенциальное напряжение и сдвиговая деформация в запол-

нителе, Gk, Kk — модули сдвига и объемного деформирования материала k-го слоя,

ω(k) — универсальные функции нелинейности материалов несущих слоев (k = 1, 2)

и заполнителя (k = 3) при нагружении из естественного состояния, например, для

сплава Д16Т:

ω(k)(ε(k)
u , I) =





0, ε
(k)
u 6 ε

(k)
y (I),

Ak

(
1 − ε

(k)
y (I)

ε
(k)
u

)αk

, ε
(k)
u > ε

(k)
y (I),

ε(k)
y (I) = εy0

[
1 + A(1 − exp (−ξI))1/2

]
,

(6)

где ε
(k)
u — интенсивность деформаций, ε

(k)
y — деформационный предел текучести

материала несущего слоя, I — интегральный нейтронный поток (4), Bk — константы

материалов, получаемые экспериментально.

Перемещения в слоях u(k)(x, z) и w(k)(x, z) можно выразить через четыре иско-

мые функции w1(x), u1(x), w2(x) и u2(x) — прогибы и продольные перемещения

срединных поверхностей несущих слоев:
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• в несущих слоях

u(1) = u1 −
(

z − c − h1

2

)
w1,x, w(1) = w1 (c 6 z 6 c + h1),

u(2) = u2 −
(

z + c +
h2

2

)
w2,x, w(2) = w2 (−c − h2 6 z 6 −c);

• в заполнителе

u(3) =
(
1 +

z

c

) (
1

2
u1 +

h1

4
w1,x

)
+

(
1 − z

c

) (
1

2
u2 −

h2

4
w2,x

)
,

w(3) =
1

2

(
1 +

z

c

)
w1 +

1

2

(
1 − z

c

)
w2 (−c 6 z 6 c),

(7)

где z — координата рассматриваемого волокна, запятая в нижнем индексе обозначает

операцию дифференцирования по следующей за ней координате.

Компоненты тензора деформаций следуют из (7) и соотношений Коши [2]. Внут-

ренние усилия в слоях вводятся соотношениями

N (k)
x = b0

∫

hk

σ(k)
xx d z, M (k)

x = b0

∫

hk

σ(k)
xx z d z, Q(3) = b0

∫

h3

σ(3)
xz d z,

N (3)
z = b0

∫

h3

σ(3)
zz d z, M (3)

xz = b0

∫

h3

σ(3)
xz z d z,

(8)

где σ
(k)
xx , σ

(3)
xz , σ

(3)
zz — компоненты тензора напряжений.

Уравнения равновесия в усилиях для рассматриваемого стержня получены вари-

ационным методом Лагранжа:





H1 − P1,x = 0,

H1 + P2,x = 0,

S1,xx + H2 − T1,x = b0q,

S2,xx − H2 − T2,x = 0.

(9)

Обобщенные внутренние усилия в (9) выражаются через усилия (8)

H1 =
Q(3)

2c
, H2 =

N
(3)
z

2c
, P1 =

N
(3)
x

2
+

M
(3)
x

2c
+ N (1)

x , P2 =
N

(3)
x

2
− M

(3)
x

2c
+ N (2)

x ,

T1 =

(
1 +

h1

2c

)
Q(3)

2
+

M
(3)
xz

2c
, S1 =

(
c +

h1

2

)
N (1)

x − M (1)
x +

h1

4
N (3)

x +
h1

4c
M (3)

x , (10)

T2 =

(
1 +

h2

2c

)
Q(3)

2
− M

(3)
xz

2c
, S2 = −

(
c +

h2

2

)
N (2)

x − M (2)
x − h2

4
N (3)

x +
h2

4c
M (3)

x .

В дальнейшем принимаются кинематические граничные условия свободного опи-

рания торцов стержня на неподвижные в пространстве жесткие опоры. Тогда в по-

перечных сечениях x = 0, l (l — длина стержня) должны выполняться требования

wk = uk,x = wk,xx = 0 (k = 1, 2). (11)
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Используя соотношения (5), выделим в тензоре напряжений упругие (индекс e) и

нелинейные (индекс ω) слагаемые, которые будут включать и радиационные добавки

(k = 1, 2):

σ(k)
xx = σ(k)e

xx − σ(k)ω
xx , σ(k)e

xx = 2Gke
(k)
xx + 3Kkε

(k) = K+
k ε(k)

xx ,

σ(k)ω
xx =

4

3
Gkε

(k)
xx ω(k) + KkBkI, σ(3)

xx = σ(3)e
xx − σ(3)ω

xx ,

σ(3)e
xx = K+

3 ε(3)
xx + K−

3 ε(3)
zz , σ(3)ω

xx =
2

3
G3(2ε

(3)
xx − ε(3)

zz )ω(3) + K3B3I,

σ(3)
zz = σ(3)e

zz − σ(3)ω
zz , σ(3)e

zz = K+
3 ε(3)

zz + K−
3 ε(3)

xx , σ(3)ω
zz =

2

3
G3(2ε

(3)
zz − ε(3)

xx )ω(3) + K3B3I,

σ(3)
xz = σ(3)e

xz − σ(3)ω
xz , σ(3)e

xz = 2G3ε
(3)
xz , σ(3)ω

xz = 2G3ε
(3)
xz ω(3),

K+
k = Kk +

4

3
Gk, K−

k = Kk −
2

3
Gk.

Проведя подобную операцию с внутренними усилиями (8), получим

N (k)
x = N (k)e

x − N (k)ω
x , M (k)

x = M (k)e
x − M (k)ω

x (k = 1, 2, 3),

N (3)
z = N (3)e

z − N (3)ω
z , M (3)

z = M (3)e
z − M (3)ω

z , M (3)
xz = M (3)e

xz − M (3)ω
xz ,

Q(3) = Q(3)e − Q(3)ω.

(12)

Линейные (индекс e) и нелинейные слагаемых (индекс ω) в (12) будут вычис-

ляться по формулам типа (8) , в которых подынтегральные выражения принимаются

из (12) с соответствующими индексами.

Подставив в обобщенные усилия (10) внутренние усилия (12), в которых дефор-

мации выражены через перемещения (7), и отправив полученное в уравнения (9),

придем к системе нелинейных дифференциальных уравнений, описывающей дефор-

мирование упругопластического стержня в нейтронном потоке. Для решения этой

системы применим метод упругих решений Ильюшина [17]. В этом случае получим

следующую систему линейных дифференциальных уравнений в итерациях:

a1u
n
1 − a1u

n
2 − a4u

n
1 ,xx − a5u

n
2 ,xx + a2w

n
1 ,x + a3w

n
2 ,x − 2a6w

n
1 ,xxx+

+a7w
n
2 ,xxx = p + p(n−1)

ω ,

−a1u
n
1 + a1u

n
2 − a5u

n
1 ,xx − a9u

n
2 ,xx − a10w

n
1 ,x − a17w

n
2 ,x − a6w

n
1 ,xxx+

+2a7w
n
2 ,xxx = h(n−1)

ω ,

−a2u
n
1 ,x + a10u

n
2 ,x + 2a6u

n
1 ,xxx + a6u

n
2 ,xxx + a11w

n
1 ,xx − a12w

n
2 ,xx+

+a15w
n
1 ,xxxx − a16w

n
2 ,xxxx + a8w

n
1 − a8w

n
2 = q + q(n−1)

ω ,

−a3u
n
1 ,x + a17u

n
2 ,x − a7u

n
1 ,xxx − 2a7u

n
2 ,xxx − a12w

n
1 ,xx + a14w

n
2 ,xx−

−a16w
n
1 ,xxxx + a13w

n
2 ,xxxx − a8w

n
1 + a8w

n
2 = g(n−1)

ω ,

(13)

где n — номер линейного приближения, un
k , wn

k — линейные приближения искомых

перемещений, коэффициенты

a1 =
G3

2c
, a2 =

G3

2

(
1 +

h1

2c

)
− K−

3

2
, a3 =

G3

2

(
1 +

h2

2c

)
+

K−
3

2
,
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a4 = K+
1 h1 +

2K+
3 c

3
, a5 =

K+
3 c

3
, a6 =

K+
3 ch1

6
, a7 =

K+
3 ch2

6
,

a8 =
K+

3

2c
, a9 = K+

2 h2 +
2K+

3 c

3
, a10 =

G3

2

(
1 +

h1

2c

)
+

K−
3

2
,

a11 =
K−

3 h1

2
− G3c

2

(
1 +

h1

2c

)2

− G3c

6
,

a12 =
K−

3 (h1 + h2)

4
+

G3c

2

(
1 +

h1

2c

)(
1 +

h2

2c

)
− G3c

6
,

a13 =
K+

2 h3
2

12
+

K+
3 ch2

2

6
, a14 =

K−
3 h2

2
− G3c

2

(
1 +

h2

2c

)2

− G3c

6
,

a15 =
K+

1 h3
1

12
+

K+
3 ch2

1

6
, a16 =

K+
3 ch2h1

12
, a17 =

G3

2

(
1 +

h2

2c

)
− K−

3

2
.

В дополнительных нагрузках p
(n−1)
ω , h

(n−1)
ω , q

(n−1)
ω , g

(n−1)
ω на первом шаге прибли-

жения нелинейные слагаемые принимаются равными нулю (ω
(1)
k = 0), а в дальнейшем

вычисляются по результатам предыдущей итерации:

p(n−1)
ω =

1

b0

(
H

ω(n−1)
1 − P

ω(n−1)
1 ,x

)
,

q(n−1)
ω =

1

b0

(
S

ω(n−1)
1 ,xx + H

ω(n−1)
2 − T

ω(n−1)
1 ,x

)
,

h(n−1)
ω =

1

b0

(
H

ω(n−1)
1 + P

ω(n−1)
2 ,x

)
,

g(n−1)
ω =

1

b0

(
S

ω(n−1)
2 ,xx − H

ω(n−1)
2 − T

ω(n−1)
2 ,x

)
.

(14)

Обобщенные усилия в (14) вычисляются по формулам типа (10), в которых нужно

добавить в верхний индекс знак нелинейности ω и номер приближения (n − 1).

Граничные условия (11) должны выполняться на каждом шаге приближения.

Применение метода упругих решений позволяет на каждом шаге приближения

задачу об упругопластическом изгибе рассматриваемого трехслойного стержня в

нейтронном потоке поле сводить к соответствующей линейной задаче упругости с

дополнительными нагрузками.

2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

Решение системы дифференциальных уравнений (13) принимается в виде разло-

жения в тригонометрические ряды, которые автоматически удовлетворяют гранич-

ным условиям (11):

un
1 =

∞∑

m=1

Un
1m cos

(πmx

l

)
, un

2 =
∞∑

m=1

Un
2m cos

(πmx

l

)
,

wn
1 =

∞∑

m=1

W n
1m sin

(πmx

l

)
, wn

2 =
∞∑

m=1

W n
2m sin

(πmx

l

)
,

где Un
1m, Un

2m, W n
1m, W n

2m — искомые амплитуды перемещений.
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Поперечная нагрузка и дополнительные усилия в слоях стержня также представ-

ляются в виде разложений в тригонометрические ряды:

q =
∞∑

m=1

qm sin
(πmx

l

)
, qm =

2

l

l∫

0

q(x) sin
(πmx

l

)
d x,

qn−1
ω =

∞∑

m=1

qn−1
ωm sin

(πmx

l

)
, qn−1

ωm =
2

l

l∫

0

qn−1
ω (x) sin

(πmx

l

)
d x,

gn−1
ω =

∞∑

m=1

gn−1
ωm sin

(πmx

l

)
, gn−1

ωm =
2

l

l∫

0

gn−1
ω (x) sin

(πmx

l

)
d x,

hn−1
ω =

∞∑

m=1

hn−1
ωm cos

(πmx

l

)
, hn−1

ωm =
2

l

l∫

0

hn−1
ω (x) cos

(πmx

l

)
d x,

pn−1
ω =

∞∑

m=1

pn−1
ωm cos

(πmx

l

)
, pn−1

ωm =
2

l

l∫

0

pn−1
ω (x) cos

(πmx

l

)
d x.

Пусть поверхностная нагрузка равномерно распределена в интервале a 6 x 6 b,

тогда

qm = − 2q0

πm

(
cos

πmb

l
− cos

πma

l

)
. (15)

После подстановки перемещений (15), дополнительных усилий (15) и коэффици-

ентов (15) в уравнения равновесия (13) получим систему линейных алгебраических

уравнений для определения искомых амплитуд перемещений Un
1m, Un

2m, W n
1m, W n

2m:




b1U
n
1m + b2U

n
2m + b3W

n
1m + b4W

n
2m = pn−1

ωm ,

b2U
n
1m + b5U

n
2m + b6W

n
1m − b7W

n
2m = hn−1

ωm ,

b3U
n
1m + b6U

n
2m + b8W

n
1m + b9W

n
2m = qm + qn−1

ωm ,

b4U
n
1m − b7U

n
2m + b9W

n
1m + b10W

n
2m = gn−1

ωm ,

(16)

где коэффициенты bi зависят от параметра m и от температуры через коэффициен-

ты an, определенные в (13).

Решение системы (16) можно выписать в определителях, либо решать численно.

Далее по формулам (15) вычисляются искомые функции. Перемещения в несущих

слоях и заполнителе следуют из соотношений (7), деформации — из соотношений

Коши, напряжения — из (5).

3. ПОВТОРНОЕ ЗНАКОПЕРЕМЕННОЕ НАГРУЖЕНИЕ

Пусть, начиная с момента t = t1, осуществляется мгновенная разгрузка и повтор-

ное нагружение усилиями обратного знака q′′. Они создадут в k-м слое стержня поле

перемещений u′′
k(x), w′′

k(x), деформаций ε′′
(k)
ij (x, z) и напряжений σ′′(k)

ij (x, z), i, j = x, y.

При этом будем предполагать, что за время разгрузки и последующего переменного

нагружения воздействие нейтронного потока прекратилось, интегральный нейтрон-

ный поток зафиксирован и совпадает с уровнем к моменту начала разгрузки.
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Пределы текучести материалов ε′′(k)
y , σ

′′(k)
y в каждой точке стержня зависят, вооб-

ще говоря, от величин ε′(k)
u , σ′(k)

u и I1(z, t1), существовавших непосредственно перед

началом разгрузки — конкретно от того, происходило ли в данной точке тела пласти-

ческое деформирование или нет. Следовательно, материалы слоев после нагружения

из естественного состояния становятся деформационно анизотропными.

Введем параметры со звездочками, в которых величины с одним штрихом — на-

пряжения, деформации и перемещения в стержне перед разгрузкой, двумя штрихами

помечены аналогичные параметры в процессе второго полуцикла:

σ
(k)∗
ij = σ′(k)

ij − σ′′(k)
ij , ε

(k)∗
ij = ε′

(k)
ij − ε′′

(k)
ij , q∗ = q′ − q′′ (k = 1, 2, 3),

u1
∗ = u′

1 − u′′
1, w1

∗ = w′
1 − w′′

1 , u2
∗ = u′

2 − u′′
2, w2

∗ = w′
2 − w′

2.
(17)

Для введенных напряжений и деформаций со звездочками примем физические

уравнения состояния типа (5):

s(k)∗
xx = 2Gk(1 − ω(k)∗(ε(k)∗

u , I1))e
(k)∗
xx , σ(k)∗ = 3Kk ε(k)∗ (k = 1, 2, 3),

s(3)∗
zz = 2Gk(1 − ω(3)∗(ε(3)∗

u , I1))e
(3)∗
zz , s(3)∗

xz = 2G3(1 − ω(3)∗(ε(3)∗
u , I1))e

(3)∗
xz .

(18)

Отличие соотношений (18) в том, что в связь шаровых частей тензоров интегральный

нейтронный поток не входит.

Следует отметить, что выражения (7)–(11) и соотношения Коши в силу их линей-

ности будут выполняться и для величин со звездочками. После проведения анало-

гичных преобразований получим систему нелинейных дифференциальных уравнений

равновесия в итерациях для перемещений со звездочками, которая будет подобна си-

стеме (13). Дополнительные «внешние» нагрузки p
∗(n−1)
ω , h

∗(n−1)
ω , q

∗(n−1)
ω , g

∗(n−1)
ω в ней

вычисляются по формулам (14), в которых нелинейные составляющие будут иметь

вид

N (k)ω∗(n−1)
x =

4

3
b0

∫

hk

Gkε
(k)∗(n−1)
x ω(k)∗(ε(k)∗(n−1)

u , I1)dz,

M (k)ω∗(n−1)
x =

4

3
b0

∫

hk

Gkε
(k)∗(n−1)
x ω(k)∗(ε(k)∗(n−1)

u , I1)zdz,

N (3)ω∗(n−1)
x =

2

3
b0

∫

h3

G3(2ε
(3)∗(n−1)
x − ε(3)∗(n−1)

z )ω(3)∗(ε(3)∗(n−1)
u , I1)dz,

N (3)ω∗(n−1)
z =

2

3
b0

∫

h3

G3(2ε
(3)∗(n−1)
z − ε(3)∗(n−1)

x )ω(3)∗(ε(3)∗(n−1)
u , I1)dz,

M (3)ω∗(n−1)
x =

2

3
b0

∫

h3

G3(2ε
(3)∗(n−1)
x − ε(3)∗(n−1)

z )ω(3)∗(ε(3)∗(n−1)
u , I1)zdz,

M (3)ω∗(n−1)
xz = 2b0

∫

h3

G3ε
(3)∗(n−1)
xz ω(3)∗(n−1)(ε(3)∗(n−1)

u , I1)zdz,

Q(3)ω∗(n−1) = 2b0

∫

h3

G3ε
(3)∗(n−1)
xz ω(3)∗(n−1)(ε(3)∗(n−1)

u , I1)dz (k = 1, 2).
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Входящая в них функция нелинейности со звездочкой ω(k)∗(n−1)(ε
(k)∗(n−1)
u , I1), со-

гласно гипотезе Москвитина, может быть выражена через соответствующую функ-

цию нелинейности при нагружении из естественного состояния (6):

ω(k)∗(ε(k)∗
u , I1) = ω(k)(ε(k)∗

u , I1),

но с другими константами A∗
k, α∗

k.

В случае граничных условий свободного опирания стержня по торцам на непо-

движные в пространстве жесткие опоры краевая задача для величин со звездочками

с точностью до обозначений совпадает с задачей о нагружении стержня из есте-

ственного состояния. Поэтому искомое аналитическое решение краевой задачи для

величин со звездочками можно принять в тригонометрических рядах по типу (15).

Входящие в них искомые амплитуды перемещений U∗n
1m, U∗n

2m, W ∗n
1m, W ∗n

2m определя-

ются по рассмотренной ранее схеме. Искомые перемещения на втором полуцикле

следуют из (17).

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Численно исследованы перемещения стержня, слои которого составлены из ма-

териалов Д16Т-фторопласт–Д16Т. Относительные толщины слоев h1 = h2 = 0.03,

c = 0.09; упругие и радиационные параметры материалов приведены в [2]. Кроме

этого принималось: B = 10−23 м2/нейтрон, что обеспечивает объемную деформацию

в слоях рассматриваемого стержня 3–3.5 %; для дюралюминия — µ = 1.26 см, для

фторопласта µ = 3.21 см. Воздействие нейтронного потока моделировалось увели-

чением предела текучести материала внешнего слоя на 20 %, предела физической

нелинейности заполнителя — на 10 %.

На рис. 2 показано изменение прогибов первого слоя по середине стержня

(x = 0, 5) в зависимости от координат краев интервала нагрузки: 1 — упругий, 2′,

2′′ — упругопластический при прямом и обратном нагружениях в нейтронном потоке.

1

2’
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0.02
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w
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1
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-0.015

0 0.15 0.30 0.45 0.60 0 75.a

w
1

0
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2’

2’’

а / a б / b

Рис. 2. Изменение прогиба вдоль оси стержня в зависимости от длины интервала нагрузки

Fig. 2. Change in deflection along the axis of the rod, depending on the length of the load

interval

Рис. 2, а иллюстрирует зависимость прогиба от длины интервала нагрузки b

(a = 0); рис. 2, б — зависимость прогиба от координаты a левого края интервала

нагрузки (b − a = 0.25).
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Следует отметить, что за счет воздействия нейтронного потока на первом полу-
цикле нагружения происходит увеличение пределов текучести и жесткости материа-
лов слоев. Это приводит к уменьшению упругопластического прогиба на 3–4 %. При
повторном знакопеременном нагружении и равномерно распределенной и локальной
прямоугольной нагрузками предел текучести материала несущих слоев изменяется
только за счет силового упрочнения материала, так как воздействие нейтронного по-
тока прекращается. Поэтому максимальное значение прогибов при повторных нагру-
жениях в нейтронном потоке уменьшается на 1–2 %, однако в случае последующих
циклических изменениях нагрузки это расхождение будет накапливаться.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная методика исследования переменного деформирования трехслойных
стержней со сжимаемым заполнителем может быть применена при любом количестве
циклов нагружения. Она позволяет учитывать в инженерных расчетах воздействие
нейтронного облучения и физическую нелинейность материалов слоев. Численные
расчеты показали их существенное влияние на перемещения в стержне.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского на-
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Variable Bending of a Three-layer Rod with a Compressed Filler in the Neutron Flux
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The present paper considers variable bending of a three-layer elastoplastic bar with a compressible filler

in the neutron flux. To describe kinematic properties of an asymmetric through thickness pack we have

accepted the hypotheses of a broken line as follows: Bernoulli’s hypothesis is true in the thin bearing layers;

Timoshenko’s hypothesis is true in the compressible through thickness filler with a linear approximation of

displacements through the layer thickness. The filler’s work is taken into account in the tangential direction.

The physical stress-strain relations correspond to the theory of small elastoplastic deformations. By the

variational method a system of differential equilibrium equations has been derived. The kinematic conditions

of simply supported faces of the bar on the immovable in space rigid bases are presumed on the boundary.

The solution of the boundary problem is reduced to the search for four functions, namely: deflections and

longitudinal displacements of the medial surfaces of the bearing layers. An analytical solution has been

derived by the method of elastic solutions by using the Moskvitin’s theorem about variable loadings. Its

numerical analysis has been performed for the case of the uniform distribution of the continuous and local

loads.

Key words: three-layer rod, plastic, variable bending, compressible filler, neutron flux.
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УДК 539.3/51-76

ВЛИЯНИЕ ТОЛЩИНЫ МНОГОСЛОЙНОЙ РОГОВОЙ ОБОЛОЧКИ
НА ПОКАЗАТЕЛИ ВНУТРИГЛАЗНОГО ДАВЛЕНИЯ

Д. В. Франус

Франус Дмитрий Валерьевич, аспирант кафедры теоретической и прикладной механики, Санкт-

Петербургский государственный университет, Россия, 199034, Санкт-Петербург, Университетская

наб., д. 7–9, franus@mavis.ru

Проводится исследование изменения напряжённо-деформированного состояния роговой оболочки

при нагружении плоским штампом. Представлено трёхмерное конечно-элементное моделирование

контактной задачи нагружения роговой оболочки в программном математическом пакете ANSYS. Ро-

говица моделируется как трансверсально-изотропная сферическая оболочка переменной толщины,

состоящая из четырёх слоёв: эпителий роговицы, боуменова мембрана, строма роговицы и десцемето-

ва оболочка. Причем все слои имеют свои упругие характеристики, которые существенно отличаются

в тангенциальном направлении и в направлении толщины роговой оболочки. Проводится расчёт диа-

метра зоны контакта роговицы и штампа. Рассчитываются значения поправочных коэффициентов

внутриглазного давления в зависимости от толщины роговой оболочки в центре, позволяющие точнее

определить истинное внутриглазное давление.

Ключевые слова: внутриглазное давление, роговая оболочка, толщина роговицы.

DOI: 10.18500/1816-9791-2017-17-2-209-218

1. КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНАЯ МОДЕЛЬ

Для оценки риска возникновения различных глазных заболеваний, в том чис-

ле развития и прогрессирования глаукомы, важно точнее определять внутриглазное

давление (ВГД) [1] и, значит, понимать, как толщина роговицы в центре может вли-

ять на показатели ВГД. Несмотря на то что до сих пор не найдена взаимосвязь

между истинным внутриглазным давлением, толщиной роговой оболочки в центре

и аппланационным внутриглазным давлением, полученным при помощи измерения

соответствующим тонометром, ряд авторов [2] считают, что давление необходимо

корректировать на 1 мм рт.ст. при каждом изменении толщины роговой оболочки

на 20 мкм отличающегося от среднего значения (540 мкм).

Для оценки предлагаемой корректировки строится трёхмерная конечно-

элементная (КЭ) модель контактной задачи нагружения корнеосклеральной оболоч-

ки штампом с плоским основанием в математическом программном пакете ANSYS.

Роговая оболочка моделируется сферическим сегментом внешним радиусом R0 пе-

ременной толщины, который разбивается на четыре слоя: эпителий, боуменову мем-

брану, строму роговицы и десцеметову оболочку. Толщина основного слоя роговой

оболочки — стромы — изменяется с шагом в 20 мкм таким образом, что общая

толщина меняется в диапазоне от 405 до 705 мкм; остальные слои задаются с по-

стоянными толщинами. Дополнительно сторится склеральная оболочка сферической

c© Франус Д. В., 2017
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формы с внешним радиусом 12 мм [3], имеющая переменную толщину, изменяю-

щуюся от 1 мм у основания роговой оболочки до 0.8 мм [4] и далее до 0.6 мм в

экваториальной зоне склеральной оболочки, как указано на рис. 1, 2.

При генерации КЭ сетки элементы всех оболочек и штампа создаются мето-

дом «Tetrahedrons», то есть тетраэдрической формы. При этом размеры элементов

штампа и оболочки эпителия на соприкасающихся поверхностях ограничиваются

величиной 0.3 мм.

Общее количество узлов в конечно-элементной модели 125 667 штук, а самих эле-

ментов — 56 526 штук. Количество конечных элементов выбирается таким образом,

что при увеличении их числа точность проводимого расчёта не имеет существенно-

го улучшения (менее 0.1%), при этом сокращение количества конечных элементов

приводит к заметному понижению точности проводимых вычислений вплоть до пе-

ресечения сеток конечных элементов различных тел и/или оболочек.

По данным [5] роговицу и склеру можно рассматривать как трансверсально-

изотропные оболочки. Коэффициенты упругости должны удовлетворять следующей

системе неравенств [6]:

|ν ′
i| <

(
E ′

i

Ei

)1/2

, −1 < νi < 1 − 2 (ν ′
i)

2 E ′
i

Ei

, (Ei > 0, E ′
i > 0) , i = 1, ..., 4,

где Ei и E ′
i — модули упругости при растяжении – сжатии на поверхности изотропии

и в направлении, перпендикулярном к ней; νi и ν ′
i — коэффициенты Пуассона. Модуль

сдвига для поверхности изотропии определяется соотношением

Gi =
Ei

2 (1 + νi)
.

В табл. 1 указаны толщины слоёв роговицы и значения их модулей упругости и

коэффициентов Пуассона в тангенциальном направлении и в направлении толщины,

использованные при решении задачи. Предполагается, что ткани роговой и склераль-

ной оболочек близки к несжимаемым, поэтому в расчётах коэффициент Пуассона νi

принят равным 0.48, а ν ′
i = 0.02. Для построения конечно-элементной модели при-

лагаемого плоского штампа используется изотропный материал со значением модуля

Юнга равным 2 ∗ 1011 Па и коэффициентом Пуассона ν = 0.3 (сталь).

Таблица 1 / Table 1

Значения толщин и упругих коэффициентов

Values of thicknesses and elastic coefficients

Параметр Эпителий Боуменова мембрана Строма Десцеметова оболочка Склера

Parameter Epithelium Bowman’s membrane Stroma Descemet’s membrane Sclera

hi, мм 0.043 0.012 0.5–1.1 0.01 0.6–1.2

Ei, МПа 0.06 0.6 0.3 0.9 5

E′
i, МПа 0.003 0.03 0.015 0.045 0,5

Gi, МПа 0.03 0.3 0.15 0.45 2.48

G′
i, МПа 0.001 0.01 0.005 0.015 0.17
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Рис. 1. Элемент вращения, используемый для построения модели

Fig. 1. The rotation element used to build the model

Рис. 2. Сечение конечно-элементной модели плоскостью Y Z с нанесённой сеткой КЭ

Fig. 2. The cross-section of the finite element model by the Y Z plane with a mesh of FE
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а / a

б / b

в / c

г / d

Рис. 3. Перемещения роговой оболочки (вид сверху) при нагружении плоским штампом

весом, г: а — 5, б — 7.5, в — 10, г — 15

Fig. 3. Deformation of the cornea (top view) loaded with a flat base stamp with weight of:

a — 5 g, b — 7.5 g, c — 10 g, d — 15 g
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При построении модели сила приложения штампа к поверхности роговой обо-

лочки направлена по вектору нормали к поверхности штампа. Корнеосклеральная

оболочка нагружается внутренним давлением, которое задается в направлении, пер-

пендикулярном к внутренней поверхности.

Для построения компьютерной конечно-элементной модели существенным яв-

ляется корректная постановка граничных условий. Предлагаются такие граничные

условия, которые отвечают осесимметричному нагружению оболочки, позволяя ей

равномерное раздувание, но препятствующие сдвигам, кручению и смещению обо-

лочки как жёсткого целого. Применяется жёсткая фиксация сечения внешней по-

верхности склеры в экваториальной зоне глазного яблока в перпендикулярном на-

правлении, а также жёсткая фиксация сечения внешней поверхности плоскости XY
в направлении оси Z, плоскости Y Z — в направлении оси X. Такой выбор граничных

условий связан с предположением, что корнеосклеральная оболочка является осесим-

метричным телом вращения и при её нагружении плоскости, проходящие через ось

вращения (симметрии), не могут смещаться в перпендикулярном направлении.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ

Проводится серия расчётов, соответствующая приложению плоских штампов раз-

личной массы — 5, 7.5, 10 и 15 г, имитирующих процесс измерения внутриглазного

давления аппланационным тонометром Маклакова с использованием стандартных

грузов.

На рис. 3 представлены распределения перемещений при нагружении плоским

штампом различной массы (вид сверху).

Следует отметить, что при нагружении плоским штампом весом 5 г в зоне контак-

та на самом краю имеется ярко выраженное «кольцо», соответствующее минималь-

ным перемещениям, близким по значению к нулю. Причём эти минимальные переме-

щения переходят в максимальные перемещения (порядка 0.4 мм) роговой оболочки

вне зоны контакта также в форме кольца. При увеличении массы плоского штампа

до 7.5 г диаметр зоны контакта увеличивается и появляется другая область деформа-

ций, соответствующая максимальным перемещениям — в центре роговой оболочки.

Последующее увеличение массы штампа до 10 г приводит к усилению деформаций

в центре и увеличению диаметра зоны контакта. Этот эффект усиливается при на-

гружении плоским штампом массой 15 г, в итоге перемещения в центре роговой

оболочки на внешней поверхности достигают 1.06 мм, превышая тем самым почти в

2 раза величину максимальных перемещений вне зоны контакта. По сути, на рис. 3

за счёт кольца минимальных перемещений на внешней поверхности роговой обо-

лочки, обозначенного синим цветом, который находится на «краю» зоны контакта с

прилагаемым плоским штампом, отчётливо виден увеличивающийся диаметр зоны

контакта при увеличении массы штампа.

Площадь зоны контакта между тонометром и роговой оболочкой рассчитывается

по формуле S = πd2/4. Выражая диаметр d зоны контакта, получим cоотношение

d = 2

√
W

πPt

. (1)

Полученные по (1) результаты, модифицированные на основе клинических дан-

ных, были систематизированы и занесены в калибровочные таблицы [7].
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На основе проведённого конечно-элементного моделирования построен график

(рис. 4) зависимости изменения диаметра зоны контакта при изменении внутри-

глазного давления и при нагружении плоским штампом различных весов.

Рис. 4. График зависимости диаметра зоны контакта от ВГД при при-

ложении различных по весу штампов к роговице

Fig. 4. Dependence of the contact zone diameter on IOP when flat base

stamp different by weight is applied

На графике (см. рис. 4) пунктирными параболическими линиями обозначены рас-

чётные данные, соответствующие формуле (1), для каждого веса штампа. Из полу-

ченного графика видно хорошее совпадение результатов конечно-элементного моде-

лирования при значениях внутриглазного давления выше нормального, то есть более

15 мм рт.ст., при этом для области пониженного давления (менее 15 мм рт.ст.), как

видно из графика на рис. 4, необходимо дополнительное исследование.

На основе проведённого КЭ моделирования получены данные, которые аппрокси-

мируются с помощью метода наименьших квадратов, и соотношение для расчёта зна-

чения истинного внутриглазного давления в зависимости от полученного диаметра

отпечатка при использовании тонометра Маклакова для толщины роговой оболочки

в центре 600 мкм [8]:

P5 = 4.59d2 − 56.68d + 188.15, P7.5 = 2.18d2 − 32.94d + 138.45,

P10 = 0.087d2 − 9.09d + 79.64, P15 = −0.004d2 − 8.13d + 86.39.
(2)

Проводя серию расчётов КЭ моделирования получены значения диаметра зон

контакта между эпителием роговой оболочки и прикладываемым штампом, соответ-

ствующие различным значениям толщины роговой оболочки в её центре hi, но при

постоянном ВГД P0 = 2000 Па. Расчёты, проведённые для тонометров разного веса,
показывают, что чем меньше вес тонометра, тем больше зависимость получаемых

при измерении показателей ВГД от толщины роговицы. Однако в клинической прак-

тике для уточнения измерения ВГД наиболее часто используют тонометр весом 10 г.
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В связи с этим данные, характеризующие поправочные коэффициенты для тонометра

весом 10 г, можно представить в следующем виде:

Pi_corr = P0 − P10i,

где P10i — внутриглазное давление, полученное по формуле (2) для соответствующей

толщины роговой оболочки. В табл. 2 приведены значения полученных поправочных

коэффициентов.
Таблица 2 / Table 2

Поправочные коэффициенты ВГД при различной толщине роговой оболочки в центре

IOP correction coefficients for different thickness of the corneal shell in the center

h, Pi_corr, h, Pi_corr, h, Pi_corr, h, Pi_corr,

мкм мм рт.ст. мкм мм рт.ст. мкм мм рт.ст. мкм мм рт.ст.

µm mm Hg µm mm Hg µm mm Hg µm mm Hg

405 +3.339 485 +1.298 565 +0.352 645 −0.550

425 +2.499 505 +1.006 585 +0.115 665 −0.614

445 +2.118 525 +0.756 605 −0.059 685 −0.721

465 +1.697 545 +0.457 625 −0.353 705 −0.981

На основании полученных значений можно построить график (рис. 5), который

в последующем аппроксимируется полиномом 2-й степени и получается следующее

соотношение:

Pi_corr = 33.26h2 − 49.85h + 17.79, (3)

где h — это толщина роговой оболочки в её центре (в диапазоне от 405 до 705 мкм),

выраженная в микрометрах. Получаемое значение корректировочного коэффициента

Pi_corr измеряется в мм рт.ст.

Рис. 5. Величина корректировочного коэффициента ВГД в зависимости

от толщины роговицы

Fig. 5. Dependence of IOP correction coefficients on corneal thickness
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, получены значения поправочных коэффициентов в табличном ви-

де для определения внутриглазного давления в зависимости от толщины роговой

оболочки в её центре. Определено соотношение (3) для расчёта поправочного коэф-

фициента в зависимости от толщины оболочки в центре.

Построенная конечно-элементная модель нагружения роговой оболочки плоским

штампом позволяет проводить расчёт внутриглазного давления в зависимости от

веса прикладываемого штампа, внутреннего и внешнего радиусов кривизны и тол-

щины роговой оболочки глаза в её центре. А также КЭ модель позволяет провести

больше расчётов для дальнейших исследований в части эластотонометрии и попра-

вочных коэффициентов при различных показателях ВГД, измеряемых тонометром

Маклакова, в зависимости от толщины роговицы, которые могут помочь в оценке

биомеханических свойств роговицы и склеры.

Полученные результаты подтверждают клинические наблюдения [9, 10] о суще-

ственном влиянии толщины роговой оболочки в её центре на показатели внутриглаз-

ного давления. Причём это влияние тем больше, чем меньше груз прикладываемого

тонометра, что представляет большой практический интерес [10, 11].
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A research of changes in the stress-strain state of the corneoscleral shell of the human eye under loading

by a flat base stamp is made. In this paper a three-dimentional finite-element model of contact problem

under loading of multilayer corneal shell with flat base stamp is presented. This mathematical model is

made in software package ANSYS. Cornea is modeled as a transversely isotropic spherical shell of variable

thickness composed of four layers: epithelium, Bowman’s membrane, stroma of the cornea, and Descement’s

membrane. Moreover, all layers have individual elastic properties, which are significantly different in tangential

direction and in thickness direction. Detailed description of the contact interaction of the corneal shell and flat

stamp is presented. Since the thickness of the corneal shell changes in the center, the attached flat stamp

deforms the corneal shell in different ways. The paper describes the numerical calculation of the diameter

of the contact zone between the shell and the stamp, on the basis of which it is judged in clinical practice

about the value of intraocular pressure. Values of correction coefficients of intraocular pressure are obtained

depending on the thickness of the corneal shell in its center.
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Предлагаются модели, методы и алгоритмы для анализа процессов

развития и предотвращения критических сочетаний событий различ-

ного рода, приводящих к авариям и катастрофам в человекомашин-

ных и организационных системах. Критические сочетания представля-

ют собой комбинации событий, которые по отдельности относительно

неопасны, но в совокупности приводят к аварии. В техногенных си-

стемах такими событиями являются отдельные ошибки операторов,

отказы техники и неблагоприятные воздействия внешней среды. Для

исследования таких сочетаний и определения мер по их предотвра-

щению используются подходы вероятностного анализа безопасности,

строятся логическиедеревья, минимальные сечения которыхрассмат-

риваются как модели критических сочетаний событий. Для минималь-

ных сечений строятся графы событий и системы дифференциальных

уравнений, из решений которых можно определить вероятность реа-

лизации того или иного минимального сечения, а также интенсивность

мер по снижению этих вероятностей, которые следует предпринимать

на различных интервалах времени для данной системы. В качестве

примера анализируются ситуации, связанные с возникновением кри-

тических сочетаний событий, приводящих кпожарамвдвигателедвух-

моторного воздушного судна и его последующей аварийной посадке.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время одним из центральных вопросов безопасности техногенных

систем является транспортная безопасность (Федеральный закон 16–ФЗ: «О транс-

портной безопасности»), в которой важную роль играет задача обеспечения безопас-

ности авиационных транспортных систем (АТС).

Современные воздушные суда (ВС) обладают высокой устойчивостью к неблаго-

приятным воздействиям среды, к проявлениям дефектов аппаратного и программно-

го обеспечения, ошибкам персонала в случаях, когда эти неблагоприятные события

проявляются по отдельности. Это означает, что система успевает парировать очеред-

ное неблагоприятное событие до возникновения следующего, действует «принцип

единичного отказа» [1]. Поэтому причиной большинства авиационных аварий и ка-

тастроф, как правило, являются сочетания неблагоприятных воздействий, которые по

отдельности не фатальны и могут не выделяться из ряда устранимых отказов, оши-

бок и внешних воздействий. Аварию вызывает появление нескольких разнородных

неблагоприятных событий, некоторым образом распределенных по времени и поряд-

ку проявления. Такие сочетания названы критическими сочетаниям событий [2,3].

Возникновение критических сочетаний событий — проблема, снижающая безо-

пасность объектов различного масштаба и назначения, в том числе безопасность

АТС. Решение этой проблемы требует математического обеспечения в виде моделей,

методов и комплексов программ анализа критических сочетаний событий.

Предлагаемый подход к решению проблемы критических сочетаний событий ос-

нован на математическом аппарате, который используется при анализе надежности

техники, видов, последствий и критичности отказов [4]. Научная и практическая

новизна предлагаемого подхода заключается в том, что разрабатываемые модели, ме-

тоды и алгоритмы предназначаются для применения в процессе функционирования

системы, тогда как аппарат теории надежности, позволяющий получить численные

рекомендации относительно множественных отказов, традиционно применяется в ос-

новном на стадиях разработки, производства и модернизации технических объектов,

в частности, атомной энергетики [5]. По нашему мнению, сфера применения данных

методов и алгоритмов имеет значительные перспективы расширения.

В известных системах предупреждения критических режимов полетов воздушных

судов в реальном времени возможности аппарата теории надежности не раскрыты

полностью и такие системы не ориентированы на анализ критических сочетаний

взаимодействующих неблагоприятных событий и вычисление их вероятностей. Кро-

ме того, предлагаемое математическое обеспечение направлено на определение мер,

которые может осуществить персонал (экипаж, диспетчер) для снижения вероятно-

сти критических сочетаний событий, если эта вероятность превышает допустимый

предел.

1. ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ ПРЕДОТВРАЩЕНИЯ КРИТИЧЕСКИХ
СОЧЕТАНИЙ СОБЫТИЙ

Пусть задана S — подсистема АТС, Ā = {A1, . . . , An} — множество аварий, воз-

можных при выполнении S заданных функций, E = {e1, . . . , ek} — множество собы-
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тий в системе S и внешней среде, составляющих критические сочетания, которые

приводят к авариям A1, . . . , An, λ̄(t) = (λ1(t), . . . , λk(t)), µ̄(t) = (µ1(t), . . . , µk(t)) —

интенсивности потоков возникновения и парирования событий из множества E.

При этом каждому значению µi(t), i ∈ 1, . . . , k, соответствует комплекс инструк-

ций Q(µi(t)), выполняемых экипажем для обеспечения данного значения интенсив-

ности парирования события ei.

Кроме того, задан отрезок [t0, t1] и множество событий Et0 ⊆ E, произошедших

к моменту t0. Требуется для всех допустимых внешних воздействий x(t) ∈ X(t)

определить на отрезке [t0, t1]

• вероятности Pi(S, A,Et0, x̄(t), λ̄(t), µ̄(t), t) аварий из множества Ā, i ∈ 1, . . . , n;

• интенсивности µ̄(t) = (µ1(t), . . . , µk(t)) парирования событий e1, . . . , ek та-

кие, при которых Pi(S,A, Et0 , x̄(t), λ̄(t), µ̄(t), t) 6 pi, i ∈ 1, . . . , n, где

pi > 0 — заданные числа, и при этом F (S, Ā, x̄(t), λ̄(t), µ̄(t), t) → min, где

F (S, Ā, x̄(t), λ̄(t), µ̄(t), t) — заданный функционал с заданными ограничениями

и начальными условиями.

2. ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ПРОБЛЕМЫ ПРЕДОТВРАЩЕНИЯ КРИТИЧЕСКИХ

СОЧЕТАНИЙ СОБЫТИЙ

Предлагаемый подход к проблеме предотвращения критических сочетаний собы-

тий состоит из двух этапов, первый из которых проводится при подготовке к функци-

онированию АТС, второй осуществляется на основе результатов первого в процессе

функционирования АТС. Этапы предлагаемого решения состоят из следующих ос-

новных шагов.

Этап 1. Разработка информационно-управляющей системы для решения задачи.

1. Определить множество аварий Ā = {A1, A2, . . . , An}.
2. Для каждой аварии A ∈ Ā построить множество элементарных событий

и множество D(A) деревьев отказов, приводящих к этой аварии. Пусть

D̄ =
⋃

A∈Ā

D(A), E = {e1, . . . , ek} — множество элементарных событий деревьев

из D̄.

3. Для каждого дерева D ∈ D̄ определить все минимальные сечения.

4. Для каждого события ei, i ∈ 1, . . . , k, определить список действий экипажа

по парированию ei и соответствие между значениями интенсивности парирова-

ния µi(t) и действиями экипажа Q(µi(t)) для обеспечения такой интенсивности.

5. Разработать комплекс алгоритмов для решения поставленной выше задачи

определения вероятностей критических сочетаний событий и действий по сни-

жению этих вероятностей.

6. Разработать математическое и программно-аппаратное обеспечение

информационно-управляющей системы для применения полученных алго-

ритмов решения поставленной выше задачи.
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Этап 2. Предотвращение критических сочетаний событий в процессе функциони-

рования АТС.

1. Исходя из текущего состояния ВС, информационно-управляющая система ре-

шает поставленную выше задачу и находит в качестве решения интенсивности

восстановления µ∗
j(t), i ∈ 1, . . . , k.

2. Найденным значениям µ∗
j(t), i ∈ 1, . . . , k, информационно-управляющая система

ставит в соответствие комплексы инструкций Q(µ∗
i (t)), j = 1, . . . , m, содержа-

щие регламентированные действия экипажа по восстановлению работоспособ-

ности подсистем ВС, управлению режимами функционирования и парированию

внешних воздействий. Эти действия система предлагает осуществить экипажу.
3. Руководствуясь полученными рекомендациями, экипаж выполняет соответству-

ющие действия с целью снижения вероятностей критических сочетаний собы-

тий до значений, не превышающих допустимых пределов.

Во время функционирования АТС этап 2 повторяется с необходимой частотой на-

блюдения, получаемая при этом информация используется для коррекции моделей и

методов, разрабатываемых на этапе 1. Каждый из приведенных выше шагов предпо-

лагает решение ряда нетривиальных подзадач, в частности, определения множества

элементарных событий и причинно-следственных связей, которые, вообще говоря,

являются переменными и зависят от времени, действий внешней среды и других

факторов.

Пример решения задачи предотвращения критических сочетаний событий.

Проиллюстрируем предлагаемый подход в применении к конкретному виду слож-

ных ситуаций — возникновению пожара при посадке воздушного судна.

Рассматривается ситуация частичного разрушения двухмоторного ВС при посадке

вследствие возникновения и развития пожара в мотогондоле. Мотогондола — отсек

летательного аппарата, предназначенный для монтажа двигателя и выступающий за

пределы фюзеляжа или крыла, на котором установлен двигатель. Мотогондолы —

наиболее пожароопасные подсистемы ВС, ликвидация пожаров в них осложнена тем,

что набегающий поток воздуха в полёте значительно снижает концентрацию подава-

емого огнегасящего состава. При возникновении пожара на этапе посадки ситуация

дополнительно осложняется рядом факторов, в частности, небольшое располагаемое

время и резкое снижение управляемости воздушного судна.

Требуется определить критические сочетания событий, приводящих к указанной

ситуации, их вероятность и меры по предотвращению аварии в процессе полета.

Ключевые события, участвующие в процессах возникновения и развития подоб-

ных ситуаций, и сведения о причинно-следственных связях между этими событи-

ями взяты из нормативной документации и результатов расследования причин, ко-

торые имели место при развитии происшедших аварий и катастроф [6–8]. В каж-

дый момент времени пространство событий с их причинно-следственными связями

представляет собой сложную причинно-следственную сеть, разновидность причинно-

следственного комплекса [9, 10]. Анализу подвергаются фрагменты этой сети, кото-

рые выбираются исходя из актуальности элементарных событий с использованием

разработанного программного обеспечения [11]. В данном случае в качестве такого

фрагмента рассматривается дерево с 30 элементарными событиями, изображенное

на рис. 1.
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Под «сложными событиями» на рис. 1 понимаются вершины, которым соответ-

ствуют свои поддеревья аналогичных размеров, не рассматривающиеся в докладе

из-за его ограниченного объема.

Один из возможных сценариев развития критического сочетания событий выгля-

дит следующим образом. На этапе снижения в одной из мотогондол разрывается

топливный трубопровод (событие 12) и из-за перегрева поверхностей (событие 15)

вытекшее топливо воспламеняется. При этом отказывает пожарный кран двигателя

(событие 16), а подача топлива продолжается, что усиливает пожар (огнегасители

в таких ситуациях, как правило, его не устраняют). Поступает сигнал экипажу,

но экипаж ошибается (событие 9) и задействует стоп-кран другого двигателя, тот

останавливается. В это время в первом двигателе продолжается пожар, пассажиры

замечают шлейф дыма и экипаж получает сообщение об этом. Экипаж задейству-

ет стоп-кран горящего двигателя, тот останавливается, оба двигателя оказываются

отключенными. В результате длительного и сильного пожара в первом двигателе

прогорает и разрушается пилон, двигатель отделяется от самолета, из-за чего при

этом возникает поперечный дисбаланс. В этих условиях на запуск отключенного ра-

нее исправного двигателя не хватает времени и реализуется событие (событие 2) —

ситуация отключения обоих двигателей (фактически, вершина 18 реализуется как

последствие события 9). Возникает необходимость экстренной посадки, условия ко-

торой усложняются паникой в салоне, сниженной скоростью, потерей основных ис-

точников электро- и гидропитания вследствие выключения двигателей. Посадка за-

канчивается частичным разрушением самолета и эвакуацией пассажиров и экипажа.

В приведенном выше сценарии реализуется одно из возможных минимальных

сечений дерева отказов. С использованием разработанного программного обеспече-

ния [11] показано, что в приведенном выше фрагменте насчитывается 6 минимальных

сечений из 2 событий и 30 минимальных сечений из 4 событий каждое.

Определим вероятность критических сочетаний событий на примере приведенного

выше сценария для событий 9, 12, 15, 16. Будем предполагать, что рассматриваемые

неблагоприятные события независимы, и их интенсивности представляют собой по-

стоянные величины, что традиционно допускается для периодов нормальной работы

сложных объектов. Эти допущения позволяют представить исследуемые процессы

с использованием марковских систем и для определения вероятностей критических

сочетаний событий воспользоваться решением систем дифференциальных уравне-

ний Колмогорова –Чепмена. Модель Маркова традиционно используется в теории

надежности, а в области авиации она рекомендована [7].

При использовании модели Маркова неблагоприятные события рассматриваем

как «отказы», а действия по их парированию/профилактике — как «восстановле-

ния». Для сечения из n событий строится граф с вершинами, которые обозначают

состояния s0, . . . , s2n−1 системы, соответствующие всевозможным комбинациям из

0, . . . , n рассматриваемых событий.

Переходы между вершинами графа соответствуют «отказам» и их «восстанов-

лениям». По графу строится система линейных дифференциальных уравнений, ре-

шение которой при заданных интенсивностях «отказов» и «восстановлений» пред-

ставляет собой вероятности P0(t), . . . , P2n−1(t) нахождения системы в состояниях

s0, . . . , s2n−1 соответственно. Вероятность P2n−1(t) состояния s2n−1, в котором реали-
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зуются все рассматриваемые события, соответствует вероятности реализации крити-

ческого сочетания событий. При известных интенсивностях «отказов» интенсивности

«восстановлений» могут быть подобраны путем численного эксперимента таким об-

разом, чтобы значение вероятности P2n−1(t) (максимум этой функции на рассматри-

ваемом отрезке) не превосходила допустимого предела. На основании найденной ми-

нимальной интенсивности «восстановления», при которой вероятность P2n−1(t) ока-

зывается в допустимых пределах, подбираются меры, позволяющие достичь такой

интенсивности.

Приведем примеры расчета. Рассмотрим ситуацию, когда интенсивности собы-

тий 9, 12, 15, 16 равны 1 1/ч, причем разрыв топливного трубопровода (событие 12)

и отказ пожарного крана двигателя (событие 16) не восстанавливаются, а интенсив-

ность восстановления «отказа» в виде ошибки пилота при переключении рычагов

равна: раз в полчаса происходит взаимодействие с другим членом экипажа. Бе-

ря в качестве начальных условий P1(0) = 0.0003, P2(0) = 0.001, P3(0) = 0.00005,

P4(0) = 0.005, что соответствует накопленной статистике нарушений в работе топ-

ливного трубопровода, перегревам поверхностей мотогондолы, отказам пожарно-

го крана двигателя и ошибок пилотов при работе с органами управления ВС,

P5(0) = . . . = P15(0) = 0, P0(0) = 0.99365. Цель численного эксперимента — выяс-

нить, при каком значении интенсивности µ2 мероприятий по устранению перегрева

поверхностей мотогондолы вероятность критического сочетания событий не будет

превышать 5 × 10−5. Решая систему дифференциальных уравнений Колмогорова –

Чепмена при µ2 от 10 до 50 с шагом 2 методом Рунге –Кутты четвертого порядка

точности находим из результатов численного решения (рис. 2), что при µ2 > 40 1/ч

вероятность критического сочетания событий (авария при посадке в результате воз-

горания в мотогондоле) будет меньше 5 × 10−5.
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Рис. 2. Вероятность наступления критического сочетания событий при различных значениях

интенсивности устранения перегрева поверхностей мотогондолы

Fig. 2. The probability of the onset of a critical combination of events for different values

of the intensity of eliminating the overheating of nacelle surfaces
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В следующем численном примере рассмотрим ситуацию вхождения воздушного

судна в область повышенной атмосферной активности, что означает повышенное зна-

чение для начальной вероятности перегрева поверхностей мотогондолы: P2(0) = 0.5.

Остальные начальные условия: P1(0) = 0.0001, P3(0) = 0.001, P4(0) = 0.001 соответ-

ственно для разрывов топливного трубопровода, отказов пожарного крана и ошибок

пилота. Частоты возникновения «отказов» по прежнему равны 1 1/ч.

Цель численного эксперимента — изучение областей, в которые должна попасть

интенсивность восстановления отказа «ошибка пилота» для того, чтобы вероят-

ность рассматриваемого критического сочетания событий была достаточно низкой

при условии, что восстановление отказов «разрыв топливного трубопровода», «пе-

регрев поверхностей мотогондолы», «отказ пожарного крана двигателя» не произ-

водится.

На рис. 3 представлен ряд результатов численного эксперимента, частота восста-

новления варьируется от 0 до 20 с шагом 2.
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Рис. 3. Вероятность наступления критического сочетания событий при

различных значениях интенсивности предупреждения ошибок пилота

Fig. 3. The probability of the onset of a critical combination of events for

different values of the pilot error warning intensity

Как показывают результаты численного эксперимента, значение µ4 (частота вос-

становления отказа «ошибка пилота») должно быть достаточно высоким для того,

чтобы вероятность критического сочетания событий в рассматриваемой ситуации не

превышала 0.001: необходимо выполнение условия µ4 > 8 1/ч. Это значение показы-

вает необходимую интенсивность взаимодействия между членами экипажа, смены

пилота, проведения дополнительного контроля над его действиями.

Таким образом, предлагаемые методы, модели и алгоритмы позволяют определить

составляющие комплекса ресурсов и частей техногенной системы [12–15], которые
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могут быть использованы для предотвращения вероятных критических сочетаний

событий, приводящих к авариям.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье представлены некоторые результаты, полученные при исследовании про-

блемы критических сочетаний событий, вызывающих аварии и катастрофы в челове-

комашинных системах. Сформулирована задача предотвращения критических соче-

таний событий. При решении этой задачи анализ критических сочетаний осуществ-

ляется на базе математического аппарата теории надежности. Полученные резуль-

таты будут использованы в концепции перспективной информационно-управляющей

системы, которая исходя из реальной ситуации определяет вероятности критических

сочетаний событий и возможные меры по снижению этой вероятности в случае, если

она превышает допустимые пределы. Приводится пример анализа возникновения и

путей предотвращения критических сочетаний событий в процессе аварийной посад-

ки воздушного судна.
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Models, methods and algorithms are proposed for analyzing the processes of development and preventing

critical combinations of events of various kinds that lead to accidents and catastrophes in man-machine

and organizational systems. Critical combinations are combinations of events that are individually relatively

harmless, but in combination lead to an accident. In technogenic systems, such events are individual operator

errors, equipment failures and adverse environmental effects. To investigate such combinations and identify

measures to prevent them, the approaches of probabilistic safety analysis are used. Logical trees are

constructed, the minimum sections of which are considered as models of critical combinations of events. For

minimal sections, graphs of events and systems of differential equations are constructed, from the solutions

of which one can determine the probability of realizing a particular minimum section, and also the intensity of

measures to reduce these probabilities, which should be undertaken at different time intervals for the given

system. As an example, situations associated with the emergence of critical combinations of events leading

to fires in the engine of a twin-engine aircraft and its subsequent emergency landing are analyzed.

Key words: aviation transport system, critical combination of events, accident, probabilistic safety analysis,

fault tree, minimum section.

Acknowledgements: This work was supported by the Russian Foundation for Basic Research

(projects no. 16-01-00536).

228 Научный отдел



А. С. Богомолов. Анализ событий в человекомашинных системах р

References

1. Novozhilov G. V., Neymark M. S., Tsesarskiy L.G. Bezopasnost’ poleta samoleta. Kon-

cepciya i tekhnologiya [The Aircraft flight safety. The concept and technology]. Мoscow,

Mashinostroenie, 2003. 144 p. (in Russian).

2. Rezchikov A. F., Bogomolov A. S. The Critical Combinations of events are a causes of

accidents in Man-Machine Systems. Management of Large-Scale System Development

MLSD’2015 : Proc. Seventh Intern. Conf. Moscow, ICS RAS, 2015, vol. 1, pp. 130–135

(in Russian).

3. Novozhilov G. V., Rezchikov A. F., Neymark M. S., Bogomolov A. S., Tsesarskiy L. G.,

Filimonyuk L. Yu. The Problem of Events Critical Combination. „Crew – Airplane-Air –

Traffic Controller“ Systems. Polet, 2015, no. 2, pp. 10–16 (in Russian).

4. State Standard 27.31-95 (IEC 812-1985). Dependability in technics. Failure mode, effects

and criticality analisys. Basic principles. Moscow, Standartinform, 1997. 12 p. (in Russian).

5. Ostreykovsky V. A., Shvyryaev Yu. V. Bezopasnost’ atomnyh stancij. Veroyatnostnyj

analiz [Safety of nuclear power stations. Probabilistic analysis]. Moscow, Fizmatlit, 2008,

352 p. (in Russian).

6. Safety Management Manual (SMM). Document ICAO 9859 AN/474. Third Edition /

International Civil Aviation Organization, 2013. Available at: https://www.icao.int/safety/

SafetyManagement/Documents/Doc.9859.3rd%20Edition.alltext.en.pdf (accessed 15, Feb-

ruary, 2017).

7. The management and implementation of safety assessment methods for airborne systems

and equipment ARP-4761. SAE International. Aerospace Sector. Moscow, Aviaizdat, 2010.

265 p. (in Russian).

8. The Interstate Aviation Committee (IAC). Available at: http://www.mak-iac.org/rassle-

dovaniya/ (accessed 23, October, 2016) (in Russian).

9. Rezchikov A. F., Tverdohlebov V. A. Cause-and-Effect Complexes for Modeling of Pro-

cesses in Complicated Systems. Mekhatronika, Avtomatizatsiya, Upravlenie, 2007, iss. 7,

pp. 1–9. (in Russian).

10. Rezchikov A. F., Tverdohlebov V. A. Cause-and-Effect Complexes of Interaction in Pro-

duction Processes. Control Sciences, 2010, iss. 3, pp. 51–59 (in Russian).

11. Sholomov K. I. The complex of simulation programs and analysis of critical combinations

of events based on construction and processing of dynamic Cause-And-Effect Trees. Math-

ematical Methods in Technics and Technologies – ММТТ-28. Saratov, Yuri Gagarin State

Technical University of Saratov Publ., 2015, pp. 300–304 (in Russian).

12. Rezchikov A., Kushnikov V., Ivaschenko V., Bogomolov A., Filimonyuk L., Kachur K.

Control of the air transportation system with flight safety as the criterion. Automation

control theory perspectives in intelligent systems : Proc. 5th Computer Science On-line

Conference, 2016 (CSOC2016), vol. 3. Shpringer Intern. Publ., 2016, pp. 423–432. DOI:

10.1007/978-3-319-33389-2_40.

13. Rezchikov A., Dolinina O., Kushnikov V., Ivaschenko V., Kachur K., Bogomolov A.,

Filimonyuk L. The Problem of a Human Factor in Aviation Transport Systems. Indian

Journal of Science & Technology, 2016, vol. 9, iss. 46, pp. 16–20. DOI: 10.17485/i-

jst/2016/v9i46/107351.

14. Kushnikov V. A., Rezchikov A. F., Tsvirkun A. D. Сontrol in man-machine systems with

automated correction of objectives. Meitan Kexue Jishu, 1998, vol. 26, no. 11, pp. 168–175.

Информатика 229



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2017. Т. 17, вып. 2

15. Adamovich K. Yu. Matematicheskaia model’ dlia prognozirovaniia znachenii pokazatelei

bezopasnosti transportnoi sistemy [A mathematical model for predicting the values of

safety indicators of the transport system]. Mathematical Methods in Technics and Tech-

nologies – ММТТ. Saratov, Yuri Gagarin State Technical University of Saratov Publ.,

2015, no. 6 (76), pp. 146–151 (in Russian).

Cite this article as:

Bogomolov A. S. Analysis of the Ways of Occurrence and Prevention of Critical Combinations

of Events in Man-machine Systems. Izv. Saratov Univ. (N. S.), Ser. Math. Mech. Inform., 2017,

vol. 17, iss. 2, pp. 219–230 (in Russian). DOI: 10.18500/1816-9791-2017-17-2-219-230.

230 Научный отдел



М. В. Хамутова, В. А. Кушников. Модель прогнозирования характеристик наводнения

УДК 004.942

МОДЕЛЬ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК НАВОДНЕНИЯ,

ВЛИЯЮЩИХ НА ВЕЛИЧИНУ ПРИЧИНЯЕМОГО УЩЕРБА

М. В. Хамутова1, В. А. Кушников2

1Хамутова Мария Васильевна, Саратовский национальный исследовательский государствен-

ный университет имени Н. Г. Чернышевского, Россия, 410012, Саратов, Астраханская, 83,

mariuka7d@rambler.ru
2Кушников Вадим Алексеевич, доктор технических наук, директор, Институт проблем точной меха-

ники и управления РАН, Россия, 410024, Саратов, Рабочая, 24, kushnikoff@yandex.ru

В соответствии с ГОСТ выбраны характеристики наводнений, влияющие на величину причиняемого

им ущерба, прогнозирование которых позволит повысить эффективность ликвидации последствий

наводнений. На основе формального аппарата системной динамики, который учитывает причинно-

следственные связи между моделируемыми переменными, разработана математическая модель,

позволяющая прогнозировать характеристики наводнений. Построен граф причинно-следственных

связей, существующих между моделируемыми характеристиками наводнений. Математическая мо-

дель для прогнозирования характеристик наводнений описывается системой нелинейных диффе-

ренциальных уравнений первого порядка. Представлены функциональные зависимости правых ча-

стей системы уравнений, описывающие математическую модель. Численное решение системы урав-

нений получено с помощью метода Рунге – Кутты. Проведены вычислительные эксперименты, позво-

ляющие на различных временных интервалах и с учетом изменяющихся параметров внешней среды

определить моделируемые характеристики. Сравнение прогнозируемых характеристик, рассчитанных

по модели с реальными значениями наводнения, произошедшего в Приморье в августе 2001 г., под-

тверждает адекватность математической модели. Полученные результаты могут быть использованы

при разработке информационных систем прогнозирования последствий наводнения для оперативно-

диспетчерского персонала МЧС.

Ключевые слова: математическая модель, системная динамика, прогнозирование характеристик

наводнений.
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ВВЕДЕНИЕ

Наводнения встречаются практически по всей территории России, причиняют ма-

териальный ущерб, наносят вред здоровью населения и приводят к гибели людей.

Для повышения эффективности ликвидации последствий наводнений необходимо

спрогнозировать в режиме чрезвычайной ситуации характеристики наводнения, вли-

яющие на величину ущерба. Существующие модели прогнозирования не позволяют

определить совокупность характеристик наводнения с учетом большого количества

нелинейных обратных связей между ними [1, 2]. Данное обстоятельство проводит к
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уменьшению точности прогнозирования, что негативно влияет на процессы ликвида-

ции последствий наводнений в условиях чрезвычайной ситуации.

В статье приведена математическая модель для прогнозирования характеристик

наводнений, влияющих на величину ущерба. Предложен и обоснован ориентирован-

ный граф причинно-следственных связей, существующий между прогнозируемыми

характеристиками наводнения. При разработке математической модели использован

формальный аппарат системной динамики, учитывающий причинно-следственные

связи между моделируемыми переменными. Результаты вычислительного экспери-

мента подтверждают адекватность математической модели.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В соответствии с ГОСТ1 в качестве прогнозируемых характеристик наводне-

ния были выбраны: X1 — численность группировки сил, участвующих в аварийно-

спасательных работах; X2 — количество жилых домов, разрушенных и поврежден-

ных в результате наводнения; X3 — численность населения, эвакуированного из

зоны затопления; X4 — количество погибших; X5 — протяженность железных и

автомобильных дорог, оказавшихся в зоне затопления; X6 — количество промыш-

ленных предприятий в зоне наводнения; X7 — количество транспортных средств,

участвующих в аварийно-спасательных работах; X8 — численность населения в зоне

затопления; X9 — площадь сельскохозяйственных угодий, охваченных наводнением;

X10 — количество погибших сельскохозяйственных животных.

Математическая модель прогнозирования характеристик наводнения, влияющих

на величину ущерба, разрабатывается на основе аппарата системной динамики, где

при описании моделируемых переменных используется система нелинейных диффе-

ренциальных уравнений 1-го порядка:

dXi

dt
= X+

i + X−
i , i = 1, n, (1)

где X+
i , X−

i , i = 1, n — непрерывные или кусочно-непрерывные функции, определяю-

щие положительную и отрицательную скорость изменения переменной Xi [3]. В свою

очередь, X+
i = f+

i (F1, F2, . . . , Fm), X−
i = f−

i (F1, F2, . . . , Fm) — функции от факторов

Fj, j = 1, m , влияющих на скорость изменения переменной, при этом факторы Fj

могут быть функциями от прогнозируемых переменных Xi, i = 1, n [4,5].

На основании анализа причинно-следственных связей, существующих между

прогнозируемыми характеристиками наводнений, разработан ориентированный граф,

представленный на рис. 1. Моделируемые характеристики Xi являются вершинами

графа, а исходящие и входящие ребра характеризуют функциональные связи между

ними.

1ГОСТ 22.0.06-97/ГОСТ Р 22.0.06-95. Безопасность в чрезвычайных ситуациях. Источники при-

родных чрезвычайных ситуаций. Поражающие факторы. Номенклатура параметров поражающих воз-

действий. Принят постановлением Госстандарта РФ № 308 от 20.06.1995 г.
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Рис. 1. Граф причинно-следственных связей

Fig. 1. The graph of cause-effect relations

Учитывая ориентированный граф причинно-следственных связей между прогно-

зируемыми характеристиками и параметрами внешней среды, разработанная матема-

тическая модель имеет вид




dX1(t)
dt

= f1
+(S(t), X8(t)),

dX2(t)
dt

= f2
+(F (t), G(t), S(t), X8(t), t) − f−

2 (X1(t), X7(t)),

dX3(t)
dt

= f3
+(X8(t), X1(t), X7(t)),

dX4(t)
dt

= f4
+(F (t), G(t), T (t), X8(t), X7(t), X1(t)),

dX5(t)
dt

= f5
+(A(t), S(t)) − f−

5 (X1(t), X7(t)),

dX6(t)
dt

= f6
+(S(t), X8(t)),

dX7(t)
dt

= f7
+(X1(t)),

dX8(t)
dt

= f8
+(D(t), S(t)) − f−

8 (X4),

dX9(t)
dt

= f9
+(I(t), S(t)) − f−

9 (X1(t), X7(t)),

dX10(t)
dt

= f10
+(F (t), G(t), T (t), S(t), X1(t), X7(t)),

(2)
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где A(t) — плотность транспортных сетей в зоне затопления, D(t) — плотность

населения, F (t), G(t), T (t) — средняя скорость течения, глубина и температура воды

соответственно, I(t) — доля площади сельскохозяйственных угодий, S(t) — площадь

зоны затопления.

Зависимости f−
i и f+

i определяются на основе анализа статистических данных

и аппроксимируются полиномами. При отсутствии или недостоверности статистиче-

ских данных, используемых при построении модели (2), эти зависимости могут быть

определены исходя из физического смысла моделируемого процесса [6, 7]. Площадь

зоны затопления S(t), средняя скорость течения F (t), средняя глубина воды G(t) и

средняя температура воды T (t) рассчитываются экспертами по известным методи-

кам. В частности, для определения площади зоны затопления могут использоваться

методы, позволяющие моделировать динамику поверхностных вод на произвольном

рельефе местности.

2. ПРОВЕРКА АДЕКВАТНОСТИ МОДЕЛИ

Проверка адекватности модели осуществляется посредством сравнения характе-

ристик, определенных по модели (2), с реальными характеристиками наводнения,

происшедшего в августе 2001 г. в Приморье. В таблице представлены функции f−
i

и f+
i системы (2), построенные для данного наводнения по методикам, представлен-

ным в [6,7].

Аналитический вид функций f−
i и f+

i

The analytic form of the functions f−
i and f+

i

f1
+





k1

√
S(t)X8, S(t) > ε,

0, S(t) 6 ε,
f6

+





k6S(t)0.5X8
0.1, S(t) > ε,

0, S(t) 6 ε,

f2
+





k2F (t)G(t)t 3
√

S(t)X8, S(t) > ε,

0, S(t) 6 ε,
f7

+ k7X1

f3
+ k3

X8X1
X7

f8
+





k8D(t)S(t), S(t) > ε,

0, S(t) 6 ε,

f4
+ k4

F (t)G(t)T (t)X8

X7X1
f9

+





k9I(t)S(t), S(t) > ε,

0, S(t) 6 ε,

f5
+





k5A(t)S(t), S(t) > ε,

0, S(t) 6 ε,
f10

+





k10
F (t)G(t)T (t)S(t)

X1X7
, S(t) > ε,

0, S(t) 6 ε,

f2
− k11X1X7 f5

− k12X1X7

f8
− k13X4 f9

− k14X1X7

В частности, функция f+
1 (S(t), X8(t)), характеризующая скорость изменения пе-

ременной X1, выбрана прямо пропорционально площади зоны затопления и числен-

ности населения в зоне затопления, что соответствует экспериментальным данным.
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Для нормирования произведения факторов S(t) и X8(t) используется возведение в

степень 0.5, что обеспечивает наиболее точное совпадение с реальными результата-

ми. Таким образом, искомая зависимость имеет вид

f1
+(S(t), X8(t)) =





k1

√
S(t)X8, S(t) > ε,

0, S(t) 6 ε.

Коэффициенты ki, i = 1, 14, определяются посредством вычислительного эксперимен-

та на этапе адаптации модели к объекту исследования. Система дифференциальных

уравнений (2) с учетом данных, приведенных в таблице, была решена численным

методом Рунге –Кутты 4-го порядка при начальных условиях t0 = 1, Xi(t0) = Xi0,

i = 1, 10.

На рис. 2 представлено решение системы уравнений (2), нормированное относи-

тельно максимальных значений моделируемых характеристик: XN
i = Xi/X

max
i .
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Рис. 2. Результаты прогнозирования характеристик наводнения

Fig. 2. Results of forecasting flood characteristics

В частности, анализ зависимости XN
4 (t) позволяет сделать вывод, что максималь-

ные потери среди населения приходятся на первые сутки наводнения и в дальней-

шем их рост незначителен, что подтверждается экспертами. Увеличение остальных

прогнозируемых характеристик обусловлено ростом площади зоны затопления, пик

которого приходится на 4-й день наводнения.

На рис. 3 выполнено сравнение характеристики XN
4 (t), определенной по моде-

ли (2), с реальными статистическими данными, интерполированными многочленом

Лагранжа Y4(t).
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Рис. 3. Сравнение значений моделируемой характеристики XN
4 (t)

с реальными данными

Fig. 3. Comparison of the values of the simulated characteristic XN
4 (t)

with real data

Анализ полученных графиков позволяет утверждать, что значения XN
4 (t) лишь

незначительно отличаются от реальных данных в узлах t = 1, 4 ∆
XN

4
cp ≈ 3%. При

сравнении остальных моделируемых характеристик модели (2) с их реальными зна-

чениями, среднее значение относительных погрешностей в узлах моделирования для

каждой характеристики не превышает 10%, что позволяет утверждать, что разрабо-

танная математическая модель является адекватной [8,9].
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According to GOST (State Standard) characteristics of floods are selected that have influence on the extent

of damage. Forecasting of such characteristics will improve the efficiency of liquidation of floods effects. On

the basis of formal apparatus of system dynamics that takes into account the casual relationships between

modeled variables a mathematical model is developed to forecast characteristics of floods. A graph of

cause-effect relations that exist between modeled characteristics is constructed. The mathematical model is

described by a system of first order nonlinear differential equations. The numerical solution of the system was

obtained with the aid of Runge – Kutta method. Computational experiments were conducted that allowed to

determine themodeled characteristics for different time intervals. Comparison of the characteristics calculated

according to the model with their real values during the Primorski Krai’s flood in August 2001 confirms the

adequacy of the mathematical model. The results obtained can be used in the development of information

systems of forecasting the flood effects for operative and dispatching personnel of the EMERCOM.

Key words: mathematical model, system dynamics, forecasting the characteristics of floods.
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