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В работе метод дифференциала Стилтьеса, предложенный

Ю.В. Покорным [1], распространяется на так называемые динами-

ческие уравнения вида

(p(t)x△(t))△ + q(t)x(σ(t)) = 0, (1)

где △-производная означает

x△(t0) = lim
s→t0

x(σ(t0)) − x(s)

σ(t0) − s
,

а через σ(t) обозначено: σ(t) := inf{s ∈ T : s > t}.
Теория уравнений (1) на протяжении нескольких десятилетий

является предметом бурного внимания англоязычных авторов [2–7].

В этой теории под временной шкалой T понимается произвольное

замкнутое множество из R, так что аргументы решения уравнения

(1) принадлежат заведомо несвязному множеству. Если T связно, то

уравнение (1) совпадает с обычным:

(px′)′(t) + q(t)x(t) = 0. (2)

В связи с разрывностью аргумента у решения уравнения (1)

Ю.В. Покорным была высказана гипотеза о возможности погруже-

ния этой науки, развитой в работах [2–7] (мы эту науку называем

[ДУВШ] — аббревиатура динамических уравнений на временных

шкалах), в систему стандартных представлений и методов современ-
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ного анализа. Существующие здесь препятствия — это очевидная аномалия уравнения (1) (помимо

разрывности области определения) — необычность определения производной и присутствие в уравне-

нии (1) эффекта опережения, так как аргумент решения во втором слагаемом имеет вид σ(t), причем

если σ(t) не совпадает с t, то наверняка σ(t) превосходит t.

Дифференциал Стилтьеса, введенный в [1], облегчает описание и изучение дифференциальных

уравнений вида (2) с существенными особенностями в коэффициентах, когда, например, q(t) мо-

жет содержать компоненты типа δ-функций и когда, строго говоря, при отсутствии особенностей на

концах, уравнение (2) допускает запись в виде

(p(t)
d

dt
x(t))′ + Q′(t)x(t) = 0,

где d
dt — обычная производная, а штрихи являются символами обобщенных производных. При этом

Q(t) — функция ограниченной вариации. Последнее уравнение с помощью дифференциала Стилтьеса

допускает перезапись в виде

D(p(t)
d

dt
x(t)) + x(t)DQ(t) = 0,

что оказывается адекватным следующему интегродифференциальному уравнению, имеющему приро-

ду, аналогичную обыкновенному дифференциальному уравнению:

(pu′)(x) − (pu′)(0) +

x∫

0

udQ =

x∫

0

dF. (3)

Оказывается верна следующая теорема 1.

Теорема 1. Пусть для уравнения (1) выполняются допустимые условия [ДУВШ]. Тогда су-

ществуют функции P (t) и Q(t) с ограниченным изменением на R и такие, что каждому из

допустимых решений x(t) уравнения (1) соответствует определенное и непрерывное на всей оси

R = (−∞,∞) решение x̂(t) уравнения

[Px′]βα +

β∫

α

x(t)dQ(t) = 0, (4)

совпадающее с x(t) на шкале T.

В приведенной формулировке допустимыми условиями на коэффициенты из [ДУВШ] мы называем

типичные для этой теории предположения о непрерывности p(t), q(t). О необходимости наличия у p(t)

каких-либо производных в [ДУВШ] не упоминается. Далее, в [ДУВШ] не обсуждается и вопрос о

существовании решения. Просто предполагается, что рассматриваемые решения имеют непрерывные

как первую, так и вторую производные.

Дополнение W шкалы T до R является открытым множеством и потому является объединением

непересекающихся интервалов (α, β). Каждый из таких интервалов (α, β) мы называем для удобства

дыркой в T. Множество левых краев дырок обозначим через N .

Лемма 1. Для того чтобы интервал (α, β) был дыркой в T, необходимо и достаточно, чтобы

β = σ(α).

Сформулированная теорема 1 означает, что уравнение (1) может иметь разумное с точки зрения

обычного дифференцирования решение, допускающее непрерывное расширение на всю ось. При этом

коэффициенты P (t) и Q(t) могут быть всего лишь суммируемыми. Соответствующее расширяющее

уравнение (4) соотносится с уравнением (1) с помощью равенства вида

Q(t) =

t∫

α

q0ds +
∑

τ∈N,τ≤t

q(τ)θ(t − σ(τ)), (5)

где q0 = q(t) при t = σ(t) и q0 ≡ 0 на W, θ(t) — функция Хевисайда.

Последнее представление показывает, что исходное в [ДУВШ] уравнение (1) не явно содержит

сингулярные особенности (как δ-функции в коэффициенте q уравнения (2)). Эти особенности, порож-
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денные левыми краями дырок, в теории [ДУВШ] оказываются незамеченными. Кроме того, поня-

тийная среда, создаваемая в [ДУВШ] для преодоления нестандартности этой теории, приводит к

невообразимо сложной технологии анализа, позволяющей добиться некоторых асимптотических при-

ближений решений (при t → ∞).

Основой доказательства теоремы 1 является расширение пространства допустимых решений. На

временную шкалу за счет компактности каждого ее ограниченного множества легко переносятся

основные факты теории непрерывных на отрезке функций. Следуя классическим идеям, мы через

Varx(t) на промежутке [α, β] обозначаем sup
n∑

k=1

|xk+1(t) − xk(t)|, где супремум берется по всем

«разбиениям» t1 < t2 < ... < tn из [α, β]
⋂

T. Мы рассматриваем функции, каждая из которых имеет

локально ограниченную вариацию, т.е. ограниченную на каждом ограниченном сегменте [α, β] ⊂ T.

Для таких функций справедлив аналог теоремы Жордана, а именно

Лемма 2. Для любой функции x(t) с локально ограниченной на T вариацией существуют

неубывающие функции u(t) и v(t), для которых (локально на T) x(t) = u(t) − v(t) (локально).

Обозначим через AC множество функций, абсолютно непрерывных на T, и через EAC - множество

функций, у каждой из которых обычная первая производная имеет ограниченную вариацию на T.

Доказательство теоремы 1 основано на расширении пространства EAC до множества функций E
0
T
,

сужение каждой из которых на T принадлежит EAC, а на каждой из дырок эти функции линейны.

Соответствующее расширение x(t) из EAC в E
0
T
мы обозначаем через x̂.

Лемма 3. Для того чтобы определенная на T функция x(t) с абсолютно непрерывной произ-

водной принадлежала EAC, необходимо и достаточно, чтобы ее соответствующее линейчатое

продолжение x̂(t) было абсолютно непрерывным и его обычная вторая производная имела ло-

кально ограниченную вариацию на T.

Мы не останавливаемся на доказательствах приведенных лемм, поскольку они проводятся совер-

шенно стандартными методами, хотя и не совсем в стандартных ситуациях. Эти леммы позволяют

установить следующий результат, усиливающий теорему 1:

Теорема 2. Если P и Q имеют ограниченные вариации, то в пространстве E
0
T
существует

решение задачи (4), которое на T совпадает с обобщенным решением уравнения (1).

Здесь мы под обобщенным решением уравнения (1) понимаем функцию x(t). (px△)△ в каждом

левом краю дырки оказывается второй правой обычной производной, и при этом при t = α − 0

(α — левый край) (1) адекватно обыкновенному уравнению вида (2).

Автор выражает благодарность Ю.В.Покорному за постановку задачи, М.Б. Зверевой и С.А. Ша-
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Статья посвящена исследованию четырехэлементной краевой
задачи типа Карлемана для кусочно-бианалитических функций
с линией скачков L = {t : |t| = 1}. Получен конструктив-
ный метод решения рассматриваемой задачи в так называе-
мом невырожденном случае. Установлено, что решение иссле-
дуемой задачи сводится к решению двух обобщенных и двух
обычных скалярных задач Римана для кусочно-аналитических
функций с линией скачков L.

Ключевые слова: четырехэлементная краевая задача типа
Карлемана, кусочно-бианалитические функции, линия скачков,
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The article is devoted to the investigation of four-element boundary
value problem of Karleman type for sectionally bianalytical functions
with discontinuity line L = {t : |t| = 1}. A constructive method for
solution of the problem concerned in a so called nondegenerate case
was found. It is established that solution of the investigated problem
consists of solution of two generalized and two usual scalar boundary
value problems of Riemann for sectionally analytical functions with
discontinuity line L.

Key words: four-element boundary value problem of Karleman,
sectionally bianalytical functions, discontinuity line, scalar boundary
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть T+ — конечная односвязная область на расширенной плоскости комплексного переменного

z = x + iy, ограниченная простым гладким замкнутым контуром L, а T− = C \ (T+ ∪ L). Для

определенности будем предполагать, что начало координат принадлежит области T+. Далее будем

пользоваться в основном терминами и обозначениями, принятыми в монографиях [1, 2]. Рассмотрим

следующую краевую задачу.

Требуется найти все кусочно-бианалитические функции F (z) = {F+(z), F−(z)} класса

A2(T
±) ∩ H(2)(L), исчезающие на бесконечности и удовлетворяющие на контуре L следующим

условиям:

A11(t)
∂F+(t)

∂x
+ A12(t)

∂F+[α(t)]

∂x
= G11(t)

∂F−(t)

∂x
+ G12(t)

∂F−[α(t)]

∂x
+ g1(t), (1)

A21(t)
∂F+(t)

∂y
− A22(t)

∂F+[α(t)]

∂y
= G21(t)

∂F−(t)

∂y
− G22(t)

∂F−[α (t)]

∂y
− ig2(t), (2)

где Akj(t), Gkj(t), gj(t) (k = 1, 2; j = 1, 2) — заданные на L комплекснозначные функции

класса H(L) (Гельдера), i — мнимая единица, α(t) — прямой или обратный сдвиг контура L,

удовлетворяющий условию Карлемана

α [α(t)] = t, (3)

причем α′(t) ∈ H(L).

В формуле (2) множитель (−1) перед A22(t) и G22(t), а также множитель (−i) перед g2(t) введёны

для удобства в дальнейших обозначениях.

Сформулированную задачу будем называть первой основной четырехэлементной краевой зада-

чей типа Карлемана в классах бианалитических функций, или, короче, — задачей K41, а соответ-

ствующую однородную задачу (g1(t) ≡ g2(t) ≡ 0) — задачей K0
41.
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Сразу отметим, что в частном случае, когда A12(t) ≡ A22(t) ≡ G12(t) ≡ G22(t) ≡ 0,

A11(t) ≡ A21(t) ≡ 1, используя оператор сопряжения, задача K41 элементарно сводится к основной

(двухэлементной) краевой задаче типа Римана для бианалитических функций, сформулированной

Ф.Д. Гаховым в его известной монографии [1, c. 319].

Если же, например, на контуре L выполняются условия A11(t) ≡ A21(t) ≡ G12(t) ≡ G22(t) ≡ 0,

A12(t) ≡ A22(t) ≡ 1, то задача K41 представляет собой основную (двухэлементную) краевую за-

дачу типа Газемана для бианалитических функций. Двухэлементные задачи типа задачи Римана и

типа задачи Газемана для бианалитических функций в случае произвольных конечносвязных обла-

стей с гладкими границами подробно исследованы в работах К.М. Расулова (см., например, моно-

графию [2] и имеющуюся там библиографию). В работах [3, 4] задача K41 изучалась при условии

A11(t) ≡ A21(t) ≡ 0, A12(t) ≡ A22(t) ≡ 1 и α(t) ≡ t.

Следует отметить также, что в частном случае, когда α(t) ≡ t, задача K41 была исследована в

работах Ю.A. Медведева [5, 6].

Здесь задача K41 исследуется в указанной выше постановке в случае, когда контур L — есть

единичная окружность: L = { t : | t | = 1}, а T+ = { z : | z | < 1}. Кроме того, в дальнейшем без огра-

ничения общности будем считать, что выполняется следующее начальное условие:

F+(0) = 0. (4)

2. О СВЕДЕНИИ ЗАДАЧИ K41 К ДВУМ ТРЕХЭЛЕМЕНТНЫМ ВЕКТОРНО-МАТРИЧНЫМ ЗАДАЧАМ РИМАНА
ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Первым важным шагом при исследовании задачи K41 является доказательство следующего утвер-

ждения.

Теорема 2.1. Если на контуре L = { t : | t | = 1} выполняются условия

δk(t) = Ak1(t)Gk1[α(t)] − Ak2[α(t)]Gk2(t) 6= 0, t ∈ L, k = 1, 2, (5)

то решение задачи K41 сводится к решению следующих двух векторно-матричных задач типа

Римана относительно кусочно-аналитических вектор-функций:

ψ+
k (t) = Wk1(t)ψ

−
k (t) + Wk2(t)ψ

−
k [α(t)] + Qk(t), t ∈ L, k = 1, 2, (6)

где

ψ±
k (z) =

(
ψ±

k1(z)

ψ±
k2(z)

)
, ψ±

k1(z) = Φ±
k (z), ψ±

k2(z) =
1

z
Φ∓

k

(
1

z

)
, z ∈ T±, (7)

Φ±
k (z) = z

dϕ±
0 (z)

dz
+

dϕ±
1 (z)

dz
+ (−1)k−1zϕ±

1 (z), z ∈ T±, (8)

Wk1(t) =

(
∆k1(t)
δk(t) 0

0 Vk2[α(t)]
δk[α(t)]

)
, Wk2(t) =

(
0 t[α(t)]2∆k2(t)

δk(t)
Vk1[α(t)]

t2[α(t)]δk[α(t)] 0

)
, Qk(t) =

(
t·Qk1(t)

δk(t)
Qk2[α(t)]
t2δk[α(t)]

)
,

∆k1(t) = Gk1[α(t)]Gk1(t) − Gk2(t)Gk2[α(t)], ∆k2(t) = Ak1[α(t)]Gk2(t) − Ak2(t)Gk1[α(t)],

Vk1(t) = Ak2[α(t)]Gk1(t) − Ak1(t)Gk2[α(t)], Vk2(t) = Ak1[α(t)]Ak1(t) − Ak2(t)Ak2[α(t)],

Qk1(t) = Gk1[α(t)]gk(t) − Gk2(t)gk[α(t)], Qk2(t) = Ak2[α(t)]gk(t) − Ak1(t)gk[α(t)].

(9)

Доказательство. Как известно (см., например, [1, 2, 7]), всякую исчезающую на бесконечности

кусочно-бианалитическую функцию F (z) с линией скачков L можно представить в виде

F (z) =

{
F+(z) = ϕ+

0 (z) + zϕ+
1 (z), z ∈ T+,

F−(z) = ϕ−
0 (z) + zϕ−

1 (z), z ∈ T−,
(10)

где ϕ+
k (z), ϕ−

k (z) — аналитические функции соответственно в T+ и T−, для которых выполняются

условия:
∏ {ϕ−

k ,∞} ≥ 1 + k, k = 0, 1; здесь
∏ {ϕ−

k ,∞} — обозначение порядка функции ϕ−
k (z) в

точке z = ∞.
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С учетом представления искомой кусочно-бианалитической функции в виде (10) и в силу извест-

ных соотношений
∂

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z
,

∂

∂y
= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z

)

краевые условия (1) и (2) перепишем в следующем виде:

A11(t)

(
dϕ+

0 (t)

dt
+ t

dϕ+
1 (t)

dt
+ ϕ+

1 (t)

)
+ A12(t)

(
dϕ+

0 [α(t)]

dt
+ α(t)

dϕ+
1 [α(t)]

dt
+ ϕ+

1 [α(t)]

)
=

= G11(t)

(
dϕ−

0 (t)

dt
+ t

dϕ−
1 (t)

dt
+ ϕ−

1 (t)

)
+G12(t)

(
dϕ+

0 [α(t)]

dt
+ α(t)

dϕ+
1 [α(t)]

dt
+ ϕ+

1 [α(t)]

)
+g1(t), (11)

A21(t)

(
dϕ+

0 (t)

dt
+ t

dϕ+
1 (t)

dt
− ϕ+

1 (t)

)
+ A22(t)

(
dϕ+

0 [α(t)]

dt
+ α(t)

dϕ+
1 [α(t)]

dt
− ϕ+

1 [α(t)]

)
=

= G21(t)

(
dϕ−

0 (t)

dt
+ t

dϕ−
1 (t)

dt
− ϕ−

1 (t)

)
+G22(t)

(
dϕ+

0 [α(t)]

dt
+ α(t)

dϕ+
1 [α(t)]

dt
− ϕ+

1 [α(t)]

)
+g2(t). (12)

Поскольку во всех точках окружности L = {t : |t| = 1} выполняется равенство t · t = 1, то,

используя функции Φ+
k (z) и Φ−

k (z), задаваемые формулами (8), краевые условия (11) и (12), в свою

очередь, можно записать так:

tAk1(t)Φ
+
k (t) + [α(t)]−1Ak2(t)Φ

+
k [α(t)] = tGk1(t)Φ

−
k (t) + [α(t)]−1Gk2(t)Φ

−
k [α(t)] + gk(t), k = 1, 2. (13)

Из равенств (13), переходя к комплексно-сопряженным значениям функций, получим

t−1Ak1(t)Φ
+
k (t) + [α(t)]2Ak2(t) · α(t)Φ+

k [α(t)] =

= t−1Gk1(t)Φ
−
k (t) + [α(t)]2Gk2(t) · α(t)Φ−

k [α(t)] + gk(t), k = 1, 2. (14)

Подставив всюду в соотношения (13) вместо t выражение α(t) (с учетом условия Карлемана (3)),

будем иметь:

α2(t)Ak1[α(t)]α(t)Φ+
k [α(t)] + t−1Ak2[α(t)]Φ+

k (t) =

= α2(t)Gk1[α(t)]α(t)Φ−
k [α(t)] + t−1Gk2[α(t)]Φ−

k (t) + gk[α(t)], k = 1, 2. (15)

Далее, с помощью формул (7) введем в рассмотрение аналитические функции ψ+
k1(z), ψ+

k2(z) и

ψ−
k1(z), ψ−

k2(z) (k = 1, 2) соответственно в T+ и T−.

Важно заметить, что в силу формул (7) предельные значения функций ψ±
k1(z), ψ±

k2(z) должны

удовлетворять условиям «симметрии»:

ψ±
k1(t) = Φ±

k (t), ψ±
k2(t) = tΦ∓

k (t), ψ±
k2[α(t)] = α(t)Φ∓

k [α(t)], t ∈ L, k = 1, 2. (16)

С учетом формул (16), равенства (14) и (15) запишем в виде следующей системы (при каждом

фиксированном значении k):




t−1Ak1(t)ψ
+
k1(t) + [α(t)]2Ak2(t)ψ

−
k2[α(t)] =

= t−1Gk1(t)ψ
−
k1(t) + [α(t)]2Gk2(t)ψ

+
k2[α(t)] + gk(t),

[α(t)]2Ak1[α(t)]ψ−
k2[α(t)] + t−1Ak2[α(t)]ψ+

k1(t) =

= [α(t)]2Gk1[α(t)]ψ+
k2[α(t)] + t−1Gk2[α(t)]ψ−

k1(t) + gk[α(t)],

k = 1, 2. (17)

Выразив из первого уравнения системы (17) функцию ψ+
k1(t), а из второго уравнения этой системы

— функцию ψ+
k2[α(t)], будем иметь:





ψ+
k1(t) =

∆k1(t)

δk(t)
ψ−

k1(t) +
t[α(t)]2∆k2(t)

δk(t)
ψ−

k2[α(t)] +
tQk1(t)

δk(t)
,

ψ+
k2[α(t)] =

Vk1(t)

t[α(t)]2δk(t)
ψ−

k1(t) +
Vk2(t)

δk(t)
ψ−

k2[α(t)] +
Qk2(t)

[α(t)]2δk(t)
,

k = 1, 2. (18)
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Наконец, заменив во втором уравнении системы (18) t на α(t), с учетом условия Карлемана (3)

окончательно получим





ψ+
k1(t) =

∆k1(t)

δk(t)
ψ−

k1(t) +
t[α(t)]2∆k2(t)

δk(t)
ψ−

k2[α(t)] +
tQk1(t)

δk(t)
,

ψ+
k2(t) =

Vk1[α(t)]

t2[α(t)]δk[α(t)]
ψ−

k1[α(t)] +
Vk2[α(t)]

δk[α(t)]
ψ−

k2(t) +
Qk2[α(t)]

t2δk[α(t)]
,

k = 1, 2. (19)

Но система (19) есть «развернутая» форма записи краевого условия (6).

Таким образом, установлено, что при выполнении условий (5) решение исходной задачи K41 дей-

ствительно можно свести к решению двух трехэлементных векторно-матричных задач Римана вида

(6) относительно кусочно-аналитических вектор-функций.

Для завершения доказательства осталось показать, как после решения двух векторно-матричных

задач Римана вида (6) можно восстановить искомые кусочно-бианалитические функции F+(z) и

F−(z).

Для этого сначала находим функции Φ±
k (z) :

Φ±
k (z) = ψ±

k1(z), k = 1, 2,

где ψ±
k (z) =

(
ψ±

k1(z)

ψ±
k2(z)

)
— решение задачи Римана (6) (при фиксированном значении параметра k).

Затем определяем аналитические компоненты ϕ+
k (z), ϕ−

k (z) (k = 0, 1) искомых кусочно-

бианалитических функций из следующих двух систем, которые должны выполняться в силу обо-

значений (8): 



z
dϕ+

0 (z)

dz
+

dϕ+
1 (z)

dz
+ zϕ+

1 (z) = Φ+
1 (z), z ∈ T+,

z
dϕ+

0 (z)

dz
+

dϕ+
1 (z)

dz
− zϕ+

1 (z) = Φ+
2 (z), z ∈ T+,

(20)





z
dϕ−

0 (z)

dz
+

dϕ−
1 (z)

dz
+ zϕ−

1 (z) = Φ−
1 (z), z ∈ T−,

z
dϕ−

0 (z)

dz
+

dϕ−
1 (z)

dz
− zϕ−

1 (z) = Φ−
2 (z), z ∈ T−.

(21)

Из формул (20) и (21) видно, что функции Φ+
1 (z) и Φ+

2 (z) в точке z = 0 должны удовлетворять

следующему условию:

Φ+
1 (0) = Φ+

2 (0) =
dϕ+

1 (0)

dz
. (22)

Решив систему (20) относительно ϕ+
0 (z) и ϕ+

1 (z), а систему (21) — относительно ϕ−
0 (z) и ϕ−

1 (z),

с учетом соотношений (22) и начального условия (4) будем иметь:

ϕ±
1 (z) =

1

2z

(
Φ±

1 (z) − Φ±
2 (z)

)
,

ϕ+
0 (z) =

∫

Γ+

1

2ζ

(
Φ+

1 (ζ) + Φ+
2 (ζ) − 2

dϕ+
1 (ζ)

dζ

)
dζ,

ϕ−
0 (z) =

∫

Γ−

1

2ζ

(
Φ−

1 (ζ) + Φ−
2 (ζ) − 2

dϕ−
1 (ζ)

dζ

)
dζ,

(23)

где Γ+ (Γ−) — произвольная гладкая кривая, лежащая в T+ (T−) и соединяющая точки 0 и z (∞ и z).

Таким образом, решение задачи K41 можно находить по формуле (5), где функции ϕ±
k (z), k = 0, 1,

определяются по формулам (23). Теорема полностью доказана.

Из приведенных при доказательстве теоремы 2.1 рассуждений следует, что в случае выполнения

условий (5) проблема исследования задачи K41 в классах кусочно-бианалитических функций сводится

к проблеме исследования двух векторно-матричных задач Римана вида (6).
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Из краевых условий (6) видно, что если выполняются условия (5), то целесообразно изучать

векторно-матричные задачи Римана вида (6) (а значит, и краевую задачу K41) отдельно в следующих

четырех случаях:

I. det Wk1(t) 6= 0, det Wk2(t) 6= 0, t ∈ L, k = 1, 2 (невырожденный случай).

II. det Wk1(t) 6= 0, det Wk2(t) ≡ 0, t ∈ L, k = 1, 2 (1-й полувырожденный случай).

III. det Wk2(t) 6= 0, det Wk1(t) ≡ 0, t ∈ L, k = 1, 2 (2-й полувырожденный случай).

IV. det Wk1(t) ≡ 0, det Wk2(t) ≡ 0, t ∈ L, k = 1, 2 (вырожденный случай).

В настоящей заметке ограничимся решением задачи K41 в случае I.

3. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ K41 В НЕВЫРОЖДЕННОМ СЛУЧАЕ

Пусть α(t) — прямой сдвиг контура L, δk(t) 6= 0, det Wk1(t) 6= 0 и det Wk2(t) 6= 0, t ∈ L, k = 1, 2.

Отсюда следует, что ∆kj(t) 6= 0 и Vkj(t) 6= 0, t ∈ L (k = 1, 2; j = 1, 2).

Рассмотрим далее «развернутую» форму записи краевых условий (6), т.е. систему (19). Зафикси-

руем значение параметра k и перепишем первое равенство из системы (19) в следующем виде:

ψ+
k1(t) = Dk1(t)ψ

−
k1(t) + qk1(t), t ∈ L, (24)

где

Dk1(t) =
∆k1(t)

δk(t)
, qk1(t) =

t[α(t)]2∆k2(t)

δk(t)
ψ−

k2[α(t)] +
tQk1(t)

δk(t)
. (25)

Будем считать временно qk1(t) известной функцией. Тогда равенство (24) (при фиксированном

значении параметра k) представляет собой краевое условие обычной скалярной задачи Римана отно-

сительно исчезающей на бесконечности кусочно-аналитической функции ψk1(z) = {ψ+
k1(z), ψ−

k1(z)} с

линией скачков L (см., например, [1, с. 109]).

Пусть χk1 = IndDk1(t) — индекс задачи Римана (24). Как известно (см., например, [1, с. 113]),

если χk1 ≥ 0, то скалярная задача Римана (24) безусловно разрешима и ее общее решение можно

задавать формулой

ψ±
k1(z) =

X±
k1(z)

2πi

∫

L

qk1(τ)

X+
k1(τ)

dτ

τ − z
+ X±

k1(z)Pχk1−1(z), z ∈ T±, (26)

где X±
k1(z) — канонические функции задачи Римана (24), а Pχk1−1(z) — произвольный многочлен

степени не выше χk1−1. Если же χk1 < 0, то при выполнении следующих −χk1 условий разрешимости

∫

L

qk1(τ)

X+
k1(τ)

τm−1dτ = 0, m = 1, 2, . . . ,−χk1, (27)

единственное решение задачи Римана (24) также задается формулой (26), где положено Pχk1−1(z) ≡ 0.

Переходя к пределу при z → t ∈ L и с учетом формул Сохоцкого (см., например, [1, с. 38]), а

также обозначений (25), из (26) будем иметь:

ψ−
k1(t) = −1

2

t[α(t)]2∆k2(t)

∆k1(t)
ψ−

k2[α(t)] +
X−

k1(t)

2πi

∫

L

τ [α(τ)]2∆k2(τ)

δk(τ)X+
k1(τ)

ψ−
k2[α(τ)]dτ

τ − t
−

−1

2

tQk1(t)

∆k1(t)
+

X−
k1(t)

2πi

∫

L

τQk1(τ)

δk(τ)X+
k1(τ)

dτ

τ − t
+ X−

k1(t)Pχk1−1(t). (28)

Поскольку ψ−
k2(t) — граничное значение аналитической в T− и исчезающей на бесконечности

функции ψ−
k2(z), то справедливо равенство (см., например, [1, с. 40]):

1

2
ψ−

k2(t) = − 1

2πi

∫

L

ψ−
k2(τ)dτ

τ − t
, t ∈ L. (29)
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Из (29), в свою очередь, вытекает следующее равенство (см., например, [8, c. 117]):

1

2
ψ−

k2[α(t)] = − 1

2πi

∫

L

ψ−
k2[α(τ)]α′(τ)dτ

α(τ) − α(t)
, t ∈ L. (30)

Далее, с учетом (30) из формулы (28) будем иметь:

ψ−
k1(t) = − t[α(t)]2∆k2(t)

∆k1(t)
ψ−

k2[α(t)] +

∫

L

Bk1(t, τ)ψ−
k2[α(τ)]dτ + Mk1(t), (31)

где

Bk1(t, τ) =
X−

k1(t)

2πi

{
τ [α(τ)]2∆k2(τ)

δk(τ)X+
k1(τ)

1

τ − t
− t[α(t)]2∆k2(t)

δk(t)X+
k1(t)

α′(τ)

α(τ) − α(t)

}
, (32)

Mk1(t) = −1

2

tQk1(t)

∆k1(t)
+

X−
k1(t)

2πi

∫

L

τQk1(τ)

δk(τ)X+
k1(τ)

dτ

τ − t
+X−

k1(t)Pχk1−1(t).

Нетрудно проверить, что при сделанных в условии задачи K41 предположениях относительно

заданных на контуре L функций Akj(t), Gkj(t), gj(t) (k = 1, 2; j = 1, 2) и α(t), будем иметь:

Mk1(t) ∈ H(L), а Bk1(t, τ) ∈ H∗(L × L), т.е. Bk1(t, τ) — фредгольмовы ядра.

Подставив в формулу (31) вместо t функцию сдвига α(t), получим

ψ−
k1[α(t)] = − t2[α(t)]∆k2[α(t)]

∆k1[α(t)]
ψ−

k2(t) +

∫

L

Bk1[α(t), α(τ)]ψ−
k2(τ)α′(τ)dτ + Mk1[α(t)]. (33)

Наконец, подставив в правую часть второго равенства системы (19) вместо функции ψ−
k1[α(t)] ее

значение, задаваемое формулой (33), будем иметь:

ψ+
k2(t) = Dk2(t)ψ

−
k2(t) +

∫

L

Bk2(t, τ)ψ−
k2(τ)dτ + qk2(t), t ∈ L, (34)

где

Dk2(t) =
βk(t)

∆k1[α(t)]
, βk(t) = Ak1(t)Gk1[α(t)] − Ak2[α(t)]Gk2(t),

Bk2(t, τ) =
Vk1[α(t)]

t2[α(t)]δk[α(t)]
Bk1[α(t), α(τ)]α′(τ), (35)

qk2(t) =
Vk1[α(t)]

t2[α(t)]δk[α(t)]
Mk1[α(t)] +

Qk2[α(t)]

t2δk[α(t)]
.

Итак, если выполняется условие

βk(t) = Ak1(t)Gk1[α(t)] − Ak2[α(t)]Gk2(t) 6= 0, t ∈ L (36)

(т.е. Dk2(t) 6= 0, t ∈ L), то равенство (34) (при каждом фиксированном значении параметра k) пред-

ставляет собой краевое условие хорошо изученной обобщенной скалярной задачи Римана нормаль-

ного типа относительно исчезающей на бесконечности кусочно-аналитической функции ψk2(z) =

= {ψ+
k2(z), ψ−

k2(z)} (см., например, [1, с. 365] или [2, с. 40]).

Таким образом, установлена справедливость следующего утверждения.

Теорема 3.1. Если на L = { t : |t| = 1 } выполняются условия (5), (36), α(t) — прямой сдвиг

контура L и det Wk1(t) 6= 0, det Wk2(t) 6= 0, t ∈ L, k = 1, 2, то решение задачи K41 сводит-

ся к последовательному решению двух обобщенных скалярных задач Римана вида (34) и двух

обычных скалярных задач Римана вида (24) в классах исчезающих на бесконечности кусочно-

аналитических функций с линией скачков L. При этом задача K41 разрешима тогда и только

тогда, когда одновременно разрешимы краевые задачи (34), (24) и выполнены условия (22).

Замечание 3.1. Важно отметить, что, при выполнении условий теоремы 3.1, задача K41 будет

нетеровой. Это следует из того, что в рассматриваемом случае скалярные задачи Римана вида (24)

и (34) являются нетеровыми.
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О НЕСЕПАРАБЕЛЬНЫХ
ВСПЛЕСК-ФУНКЦИЯХ ТИПА МЕЙЕРА
В ПРОСТРАНСТВАХ БЕСОВА
И ЛИЗОРКИНА – ТРИБЕЛЯ
С.А. Гарьковская

Воронежский государственный университет,
кафедра функционального анализа и операторных уравнений
E-mail: GarkovskayaSA@mail.ru

Статья посвящена доказательству возможности использования
несепарабельных всплеск-функций типа Мейера в качестве раз-
биения единицы в определении шкал пространств Бесова и Ли-
зоркина – Трибеля. Этот результат является первым шагом в до-
казательстве безусловной базисности вышеназванных всплеск-
функций в рассматриваемых шкалах.

Ключевые слова: всплеск, несепарабельные всплески, про-
странства Бесова, пространства Лизоркина – Трибеля, разбие-
ние единицы.

Nonseparable Wavelets of Meyer Type in Besov and Lizorkin –
– Triebel Spaces

S.A. Garkovskaya

Voronezh State University,
Chair of Functional Analysis and Operator Equations
E-mail: GarkovskayaSA@mail.ru

It is proved that Fourier transforms of nonseparable wavelets of Meyer
type can be used as decomposition of unity in definition of Besov
and Lizorkin – Triebel spaces. The result is the first step in the proof
of unconditional basisness of above mentioned wavelets in scales
under consideration.

Key words: wavelet, nonseparable wavelets, Besov spaces,
Lizorkin – Triebel spaces, decomposition of unity.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определение 1 [1, c. 93]. Совокупность замкнутых пространств Vj ⊂ L2(R
n), j ∈ Z, называ-

ется кратномасштабным анализом в L2(R
n) с матричным коэффициентом расширения M , если

выполнены следующие условия (аксиомы):

MR1. Vj ⊂ Vj+1 для всех j ∈ Z;

MR2.
⋃

j∈Z

Vj плотно в L2(Z);

MR3.
⋂

j∈Z

Vj = {0};

MR4. f ∈ V0 ⇐⇒ f
(
M j ·

)
∈ Vj для всех j ∈ Z;

MR5. существует функция ϕ ∈ V0, такая что последовательность {ϕ(· + n)}n∈Z образует базис

Рисса в V0.

Функция ϕ называется масштабирующей. Если масштабирующая функция некоторого кратно-

масштабного анализа не является тензорным произведением функций одной переменной, то такой

кратномасштабный анализ называют несепарабельным.
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Построение всплеск-функций, соответствующих кратномасштабному анализу {Vj}j∈Z, подробно

описано в работе [1, c. 120]. Всплеск-функции для несепарабельного кратномасштабного анализа в

дальнейшем будем называть несепарабельными всплеск-функциями.

В данной работе рассматривается семейство несепарабельных всплеск-функций типа Мейера, по-

строенное в работе [2]. Доказана возможность использования преобразований Фурье функций этого

семейства в качестве обобщенного разбиения единицы в определении шкал пространств Бесова и Ли-

зоркина – Трибеля. Этот результат является первым шагом в доказательстве безусловной базисности

вышеназванных всплесков в рассматриваемых шкалах. На наш взгляд, он имеет и самостоятельный

интерес. Базисность сепарабельных всплесков, построенных на основе всплесков Мейера – Давида,

изучена в работе [1, c. 498]. Базисность несепарабельных всплесков в шкале пространств Бесова

рассмотрена в работе [3]. Базисность несепарабельных всплесков в шкале пространств Лизоркина –

Трибеля, насколько известно автору, исследуется впервые.

Напомним определение пространств Бесова и Лизоркина – Трибеля [4, с. 57].

Пусть S(Rn) — пространство Шварца комплекснозначных быстроубывающих бесконечно диффе-

ренцируемых функций на R
n, S′(Rn) — множество всех умеренных распределений на R

n.

Определение 2. Обозначим через Σ(Rn) совокупность всех систем σ = {σj(x)}∞j=0 ⊂ S(Rn), таких

что:

(i) suppσ0 ⊂ {x ∈ R
n| |x| 6 2}, suppσj ⊂ {x ∈ R

n| 2j−1 6 |x| 6 2j+1}, j = 1, 2, 3, . . . ;

(ii) для каждого мультииндекса α существует положительное число cα, при котором

2j|α||Dασj(x)| 6 cα для всех j = 1, 2, 3, . . . и всех x ∈ R
n, где |α| = α1 + α2 + · · · + αn;

(iii)
∞∑

j=0

σj(x) = 1 для каждого x ∈ R
n.

Определение 3. Пусть −∞ < s < ∞, 0 < q 6 ∞ и σ = {σj(x)}∞j=0 ∈ Σ(Rn).

(i) Если 0 < p 6 ∞, то пространства Бесова Bs
p,q(R

n) определяются следующим образом:

Bs
p,q(R

n) =
{

f | f ∈ S′(Rn), ‖f |Bs
p,q(R

n)‖ = ‖2sjF−1σjFf |lq(Lp(R
n))‖ =

=
( ∞∑

k=0

(∫

Rn

|2sjF−1σjFf(x)|pdx
) q

p
) 1

q

< ∞
}

с естественным видоизменением при q = ∞.

(ii) Пусть 0 < p < ∞. Пространства Лизоркина – Трибеля F s
p,q(R

n) определяются следующим

образом:

F s
p,q(R

n) =
{

f | f ∈ S′(Rn), ‖f |F s
p,q(R

n)‖ = ‖2sjF−1σjFf |Lp(R
n, lp)‖ =

=
(∫

Rn

( ∞∑

k=0

|2sjF−1σjFf(x)|q
) p

q

dx
) 1

p

< ∞
}
.

с естественным видоизменением при q = ∞.

Доказательство основной теоремы основано на использовании известных результатов о мульти-

пликаторах [1, предлож. 11.4.7; 4, теорема 1.6.3].

Будем использовать обозначение A(t) ≪ B(t) в случае, когда A(t) 6 cB(t), где c — константа, не

зависящая от t.

Предложение 1. Пусть 0 < p < ∞, 0 < q 6 ∞, {fk(x)}∞k=0 — последовательность целых

функций экспоненциального типа µk = (µk1, . . . , µkn). Тогда при κ > n
2 + n

min(p,q) для любой

системы функций Mk(ξ), ξ ∈ R
n, Mk ∈ Hκ

2 , k = 0, 1, 2, . . . ,

‖{F−1(MkFfk)}∞k=0, Lp(lq)‖ ≪ ‖{Ml(µl1ξ1, . . . , µlnξn)}∞l=0, l∞(Hκ

2 )‖ · ‖{fk}∞k=0, Lp(lq)‖,

где Hκ
2 — пространство бесселевых потенциалов, а константа не зависит от fk и Mk.

Предложение 2. Пусть 0 < p 6 ∞, Ω = Bb = {y| y 6 b}, b > 0. Тогда

‖F−1MFf |Lp‖ 6 c‖M(b·)|Hκ

2 ‖‖f |Lp‖,

Математика 13
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где c не зависит от b, f ∈ LΩ
p , LΩ

p = {f | f ∈ S′(Rn), supp fF ⊂ Ω, ‖f |Lp‖ < ∞}, M(x) ∈ Hκ
2 ,

κ > n
min(p,1) − n

2 .

Пусть n = 2, M :=

(
0 −1

2 1

)
. Рассмотрим семейство несепарабельных всплеск-функций типа

Мейера, соответствующих матрице M . Построение этого семейства всплеск-функций описано в ра-

боте [2]. Согласно [2], несепарабельные всплеск-функции типа Мейера могут быть построены для

любой матрицы размерности 2 × 2 с определителем, равным ±2. Для удобства читателя напомним

основные этапы построения.

Полагаем g : R → [0,∞) — бесконечно дифференцируемая функция, такая что supp g := {η ∈ R :

g(η) 6= 0} = (−∞, 1/4), ν1 = (3
8 , 1

2 ), ν2 = (3
8 ,− 1

2 ), ν3 = (− 3
8 , 1

2 ), ν4 = (− 3
8 ,− 1

2 ). Определим бесконечно

дифференцируемую функцию h : R
2 → [0,∞) формулой h(ξ) :=

4∏
j=1

g(〈ξ, νj〉), где ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R
2.

Обозначим через conv X выпуклую линейную оболочку множества X ⊂ R
2 и через Xo — внут-

ренность множества X. Очевидно, supph = (conv{(±2/3, 0), (0,±1/2)})o.

Пусть f — Z
2-периодическая функция, задаваемая выражением f(ξ) :=

∑
k∈Z2

h(ξ + k) для ξ ∈ R
2.

Маска (определение маски см. [1, с. 94]) задается формулой

m0(ξ) :=
√

f(ξ)/(f(ξ) + f(ξ + (1/2, 1/2))).

Заметим, что m0 ∈ C∞ — Z
2-периодическая функция, удовлетворяющая условиям |m0(ξ)|2 +

+ |m0(ξ + (1/2, 1/2))|2 = 1, для всех ξ ∈ R
2, m0(0) = 1.

Полагаем ϕ̂(ξ) :=
∞∏

j=0

m0((M
∗)−jξ), где M∗ — матрица, сопряженная с матрицей M . Тогда функ-

ция ϕ является масштабирующей функцией для кратномасштабного анализа {Vj}j∈Z, соответствую-

щего матрице M .

Преобразование Фурье всплеск-функции типа Мейера определяется формулой

ψ̂(ξ) := m0((M
∗)−1ξ + (

1

2
,
1

2
))eπi(ξ1+ξ2)ϕ̂((M∗)−1ξ) для ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R

2.

Функции ϕ̂ и ψ̂ имеют компактные носители. Из построения следует, что supp ϕ̂ ⊂ [−1; 1]2,

supp ψ̂ ⊂
[
− 3

2 ; 3
2

]2
, supp ψ̂((M∗)−(j−1)·) ⊂

[
−3 · 2 j+1

2 ; 3 · 2 j+1
2

]2

.

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема 1. Полагаем ϕ, ψ ∈ L2(R
2) — масштабирующая функция типа Мейера и всплеск-

функция типа Мейера, соответствующие матрице M =

(
0 −1

2 1

)
, ν = {νj(ξ)}∞j=0, ν0(ξ) = ϕ̂(ξ),

νj(ξ) = ψ̂((M∗)−(j−1)ξ) при j = 1, 2, 3, . . .

(i). Пусть −∞ < s < ∞, 1 < q 6 ∞, 1 < p 6 ∞. Тогда ‖f |Bs
p,q(R

2)‖ν = ‖2sjF−1νjFf |lq(Lp(R
2))‖

является эквивалентной нормой в Bs
p,q(R

2).

(ii). Пусть −∞ < s < ∞, 1 < q 6 ∞, 1 < p < ∞. Тогда ‖f |F s
p,q(R

2)‖ν = ‖2sjF−1νjFf |Lp(lq, R
2)‖

является эквивалентной нормой в F s
p,q(R

2).

Доказательство. Шаг 1. Вначале докажем, что систему функций {|νj(ξ)|}∞j=0, где ν0(ξ) = ϕ̂(ξ),

νj(ξ) = ψ̂((M∗)−(j−1)ξ) при j = 1, 2, 3, . . . можно использовать в качестве обобщенного разбиения

единицы в определении шкал пространств Бесова и Лизоркина – Трибеля.

Отметим следующий факт. По построению функция |ϕ̂| является бесконечно дифференцируемой

и 0 6 |ϕ̂(ξ)| 6 1. Поскольку функция |ψ̂(ξ)| = m0

(
(M∗)−1ξ +

(
1
2 , 1

2

))
ϕ̂((M∗)−1ξ) является беско-

нечно дифференцируемой и supp ψ̂ ∈ [− 3
2 ; 3

2 ]2, то для |ψ̂(ξ)| и всех ее производных Dαψ̂ = ∂|α|ψ̂
∂ξ

α1
1 ∂ξ

α2
2

выполнено следующее свойство: для любого мультииндекса α существует положительное число cα,

при котором для всех ξ ∈ R
2 выполнено неравенство |Dαψ̂| 6 cα.

14 Научный отдел
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Рассмотрим функции |νj(ξ)| = |ψ̂((M∗)−(j−1)ξ)| при j = 1, 2, 3, . . . Если обозначить

M j−1 :=

(
m11(j − 1) m12(j − 1)

m21(j − 1) m22(j − 1)

)
,

то матрицу (M∗)−(j−1) можно найти по формуле

(M∗)−(j−1) :=
1

2j−1

(
m22(j − 1) −m21(j − 1)

−m12(j − 1) m11(j − 1)

)
.

Для коэффициентов матрицы M j−1 справедлива оценка |mik(j − 1)| 6 2
j+1
2 , которая легко дока-

зывается по индукции.

Обозначим

ηj−1(ξ) =

(
ηj−1,1(ξ1, ξ2)

ηj−1,2(ξ1, ξ2)

)
:= M∗−(j−1)ξ =

1

2j−1

(
m22(j − 1)ξ1 − m21(j − 1)ξ2

−m12(j − 1)ξ1 + m11(j − 1)ξ2

)
.

Заметим, что |∂ηj−1,k

∂ξm
(ξ1, ξ2)| 6 2−

j+1
2 для k,m = 1, 2. Тогда, используя доказанные ранее неравен-

ства для производных функции ψ̂(ξ), получим

|Dα|νj(ξ)|| = |Dα|ψ̂(M∗−(j−1)ξ)|| = |Dα|ψ̂(ηj−1,1(ξ1, ξ2), ηj−1,2(ξ1, ξ2))| 6

6
∑

β:|β|=|α|

∣∣∣ ∂|β|ψ̂

∂ηβ1

j−1,1∂ηβ2

j−1,2

(ξ1, ξ2)
∣∣∣ 2−

j+1
2 |β|

6 cα2−
j
2 |α| .

Таким образом доказано, что функции |νj(ξ)| удовлетворяют условию: для каждого мультиин-

декса α существует положительное число cα, при котором для всех j = 0, 1, 2, . . . и всех x ∈ R
2

выполнено неравенство 2
j
2 |α||Dα|νj(x)|| 6 cα.

Шаг 2. Докажем утверждение (ii) теоремы. Вначале покажем, что

‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν| = ‖2sjF−1|νj |Ff |Lp(lq, R
2)‖ 6 ‖f |F s

p,q(R
2)‖.

Поскольку функции |νj | имеют компактные носители, то, полагая σ−3(ξ) ≡ 0, σ−2(ξ) ≡ 0,

σ−1(ξ) ≡ 0, можно переписать функции |νj | в виде

|νj(ξ)| = |νj(ξ)|
5∑

r=−3

σ[ j
2 ]+r(ξ),

где [ j
2 ] обозначает целую часть числа [ j

2 ]. Тогда

‖F−1|νj |Ff |Lp(lq, R
2)‖ 6

5∑

r=−3

‖F−1|νj |FF−1σ[ j
2 ]+rFf |Lp(lq, R

2)‖.

Применим предложение 1, в котором заменим Mj(ξ) и fj(x) на |νj(ξ)|, и Fσ[ j
2 ]+rFf(x)

соответственно. Функции F−1σ[ j
2 ]+rFf являются целыми функциями экспоненциального типа

µj = (2[ j
2 ]+r+1, 2[ j

2 ]+r+1). Так как Hκ
2 = W κ

2 при κ = 1, 2, 3, . . . и для любого j = 0, 1, 2, . . .

‖νj |W κ

2 ‖ =
∑

|α|6κ

‖Dα|νj(ξ1, ξ2)||L2(R
2)‖ 6

∑

|α|6κ

(∫

R2

|D|α||νj |(ξ)|2dξ
) 1

2

6

6
∑

|α|6κ

( ∫

supp νj

c2
α2−j|α|dξ

) 1
2

6
∑

|α|6κ

cα2−
j
2 |α|6 · 2 j+1

2 6 c 6 ∞,

т. е. |νj(ξ)| ∈ Hκ
2 для любого j = 1, 2, . . . и для любого κ.
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В соответствии с предложением 1 при κ > 1 + 2
min(p,q) получим

‖F−1|νj |F−1Fσ[ j
2 ]+rFf |Lp(lq, R

2)‖ ≪ ‖{|νj |(µj1ξ1, µj2ξ2)}∞j=0, l∞(Hκ

2 )‖‖F−1σ[ j
2 ]+rFf, Lp(lq, R

2)‖.

Согласно оценкам, доказанным для производных функций |νj(ξ)|,

‖νj(µj1ξ1, µj2ξ2)|W κ

2 ‖ =
∑

|α|6κ

‖Dα|νj(2
[ j
2 ]+r+1ξ1, 2

[ j
2 ]+r+1ξ2)||L2(R

2)‖ 6
∑

|α|6κ

cα2−
j
2 |α|2([ j

2 ]+r+1)|α|
6 c

для любого j = 0, 1, 2, . . . Следовательно, существует постоянная c, такая что

‖{|νj |(µj1ξ1, µj2ξ2)}∞j=0, l∞(Hκ

2 )‖ < c < ∞,

‖F−1|νj |Ff |Lp(lq, R
2)‖ 6 c‖F−1σ[ j

2 ]+rFf, Lp(lq, R
2)‖.

Таким образом, доказано, что величину ‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν| можно оценить сверху через c‖f |F s
p,q(R

2)‖.
Шаг 3. Докажем обратное неравенство: ‖f |F s

p,q(R
2)‖ 6 ‖f |F s

p,q(R
2)‖|ν|. Поскольку для функций ϕ̂

и ψ̂ выполняется условие |ψ̂(M∗ξ)|2 = |ϕ̂(ξ)|2 − |ϕ̂(M∗ξ)|2, то
∞∑

j=0

ν2
j (ξ) = lim

k→∞
(|ϕ̂(ξ)|2 +

k∑

j=1

|ψ̂((M∗)−(j−1)ξ)|) = lim
k→∞

|ϕ̂((M∗)−kξ)|2 = 1.

Так как функции |νj | финитны, то ряд
∞∑

j=0

ν2
j (ξ) в каждой точке ξ ∈ R

2 содержит конечное число

слагаемых. Тогда справедливо неравенство

( ∞∑

j=0

|νj(ξ)|
)2

>

∞∑

j=0

ν2
j (ξ) = 1.

Таким образом, доказано, что
∞∑

j=0

|νj(ξ)| > 1 для любого ξ ∈ R
2.

Поскольку функции σj по условию имеют компактные носители, то, полагая ν−3(ξ) ≡ 0,

ν−2(ξ) ≡ 0, ν−1(ξ) ≡ 0, можно переписать функции σj в виде

σj(ξ) =
σj(ξ)

∞∑
k=0

|νk(ξ)|

8∑

r=−3

|ν2j+r(ξ)|.

Далее, получим

‖F−1σjFf |Lp(lq, R
2)‖ 6

8∑

r=−3

∥∥∥∥∥∥∥∥
F−1 σj

∞∑
k=0

|νk|
F−1F |ν2j+r|Ff |Lp(lq, R

2)

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Учитывая, что
∣∣∣Dα

(
σj(ξ)

∞∑
k=0

|νk(ξ)|

)∣∣∣ 6 cα2−j|α|, несложно проверить, что σj(ξ)
∞∑

k=0

|νk(ξ)|
∈ Hκ

2 . Функции

F−1|ν2j+r|Ff являются целыми функциями экспоненциального типа µj = (3 · 2j+ r+1
2 , 3 · 2j+ r+1

2 ).

Применим предложение 1 о мультипликаторах. Получим

∥∥∥∥∥ F−1 σj
∞∑

k=0

|νk|
F−1F |ν2j+r|Ff |Lp(lq, R

2)

∥∥∥∥∥ ≪

≪
∥∥∥∥∥

{
σj

∞∑
k=0

|νk|
(3 · 2j+ r+1

2 ξ1, 3 · 2j+ r+1
2 ξ2)

}∞

j=0

, l∞(Hκ

2 )

∥∥∥∥∥
∥∥∥F−1|ν2j+r|Ff, Lp(lq)

∥∥∥.
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С помощью оценок для производных функций σj(ξ)
∞∑

k=0

|νk(ξ)|
, полученных ранее, доказано, что

∥∥∥∥∥

{
σj

∞∑
k=0

|νk|
(3 · 2j+ r+1

2 ξ1, 3 · 2j+ r+1
2 ξ2)

}∞

j=0

, l∞(Hκ

2 )

∥∥∥∥∥ 6 c.

Таким образом, величину ‖f |F s
p,q(R

2)‖ можно оценить сверху через c‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν|. Следователь-
но, ‖f |F s

p,q(R
2)‖|ν| является эквивалентной нормой в пространстве F s

p,q(R
2).

Шаг 4. Заметим теперь, что по определению ϕ̂ — вещественная неотрицательная функция,

|ϕ̂(ξ)| = ϕ̂(ξ). Для преобразования Фурье всплеск-функции справедливо равенство

ψ̂(ξ) = eπi(ξ1+ξ2)|ψ̂(ξ)|.

Определим систему функций {gj(ξ)}∞j=0 ∈ C∞(R2) следующим образом: g0(ξ) — финит-

ная функция, равная 1 на supp ϕ̂; g1(ξ) — финитная функция, g1(ξ) = eπi(ξ1+ξ2) на supp ψ̂;

gj(ξ) = g1((M
∗)−(j−1)ξ) для j = 2, 3, . . . Тогда νj(ξ) = gj(ξ)|νj(ξ)| и выражение для нормы при-

мет следующий вид:

‖F−1νjFf |Lp(lq, R
2)‖ = ‖F−1gj |νj |Ff |Lp(lq, R

2)‖ = ‖F−1gjFF−1|νj |Ff |Lp(lq, R
2)‖.

Применим предложение 1. Функции F−1|νj |Ff являются целыми функциями экспоненциального

типа µj = (3 · 2 j+1
2 , 3 · 2 j+1

2 ). Поскольку

|Dαgj(ξ)| =
π|α|

2(j−1)|α| |m22(j − 1) − m12(j − 1)|α1 |m11(j − 1) − m21(j − 1)|α2 6

6
π|α|

2(j−1)|α| (2 · 2 j−1
2 +1)|α| = 4|α|π|α|2−

j−1
2 |α|,

и носители функций gj компактны, то

‖gj |W κ

2 ‖ =
∑

|α|6κ

‖Dαgj |L2(R
2)‖ =

∑

|α|6κ

( ∫

R2

|Dαgj(ξ)|2dξ
) 1

2

6

6
∑

|α|6κ

( ∫

supp gj

42|α|π2|α|2−
j−1
2 2|α|dξ

) 1
2

6 c · 4κπκ2−
j−1
2 κ6 · 2 j+1

2 < ∞.

Таким образом, gj(ξ) ∈ Hκ
2 для любого j = 1, 2, . . . и для любого κ. Тогда

‖F−1νjFf |Lp(lq, R
2)‖ ≪

∥∥∥{gj(3 · 2 j+1
2 ξ1, 3 · 2 j+1

2 ξ2)}∞j=0, l∞(Hκ

2 )
∥∥∥

∥∥∥{F−1|νj |Ff}∞k=0, Lp(lq)
∥∥∥.

Пользуясь оценкой для производных функций gj(ξ) получим, что

|Dαgj(3 · 2 j+1
2 ξ1, 3 · 2 j+1

2 ξ2)| 6 4|α|π|α|2−
j−1
2 |α|

(
3 · 2 j+1

2

)|α|
= 12|α|π|α|.

Заметим, что supp gj(3 · 2 j+1
2 ·, 3 · 2 j+1

2 ·) ⊂ [−1; 1]2 для всех j = 0, 1, 2, . . . . Тогда,

‖gj(3 · 2 j+1
2 ξ1, 3 · 2 j+1

2 ξ2), W κ

2 ‖ =
∑

|α|6κ

(∫

R2

|Dαgj(3 · 2 j+1
2 ξ1, 3 · 2 j+1

2 ξ2)|2dξ
) 1

2

6

6
∑

|α|6κ

12|α|π|α|4 6 c · 12κπκ для любого j = 0, 1, 2, . . .

Следовательно, ‖{gj(3 · 2 j+1
2 ξ1, 3 · 2 j+1

2 ξ2)}∞j=0, l∞(Hκ
2 )‖ 6 c < ∞. Таким образом, доказано, что

величину ‖f |F s
p,q(R

2)‖ν можно оценить сверху через c‖f |F s
p,q(R

2)‖|ν|.
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Доказательство обратного неравенства проводится аналогично c помощью системы функций

{hj(ξ)}∞j=0, таких что hj(ξ) ∈ C∞(R2), h0(ξ) — финитная функция, равная 1 на supp ϕ̂; h1(ξ) —

финитная функция, h1(ξ) = e−πi(ξ1+ξ2) на supp ψ̂; hj(ξ) = h1((M
∗)−(j−1)ξ) для j = 2, 3, . . .

Таким образом, будет доказано, что ‖f |F s
p,q(R

2)‖ν является нормой в пространстве F s
p,q(R

2).

Шаг 5. Аналогичные рассуждения с использованием скалярного варианта теоремы о мульти-

пликаторах приводят к доказательству эквивалентности норм для пространств Бесова. Как и для

пространств Лизоркина – Трибеля, вначале доказывается, что

‖f |Bs
p,q(R

2)‖|ν| = ‖2sjF−1|νj |Ff |lq(Lp(R
2))‖

является эквивалентной нормой в Bs
p,q(R

2). Для этого, как и на шаге 2 доказательства, используется

представление функций |νj(ξ)| в виде

|νj(ξ)| = |νj(ξ)|
5∑

r=−3

σ[ j
2 ]+r(ξ)

и применяется предложение 2 о мультипликаторах. При κ > 1 + 2
min(p,q) имеем

‖F−1|νj |F−1Fσ[ j
2 ]+rFf |Lp(R

2)‖ ≪ ‖|νj(2
[ j
2 ]+r+1ξ1, 2

[ j
2 ]+r+1ξ2)|Hκ

2 ‖ ‖F−1σ[ j
2 ]+rFf, Lp‖.

Согласно полученным ранее оценкам ‖F−1|νj |Ff |Lp(R
2)‖ 6 c‖F−1σ[ j

2 ]+rFf, Lp(R
2)‖.

Затем, аналогично шагу 3 доказательства, представим функции σj(ξ) в виде

σj(ξ) =
σj(ξ)

∞∑
k=0

|νk(ξ)|

8∑

r=−3

|ν2j+r(ξ)|.

Применяя предложение 2, получим:

∥∥∥∥∥F−1 σj
∞∑

k=0

|νk|
F−1F |ν2j+r|Ff |Lp(R

2)

∥∥∥∥∥ ≪
∥∥∥∥∥

σj
∞∑

k=0

|νk|
(3·2j+ r+1

2 ξ1, 3·2j+ r+1
2 ξ2),H

κ

2

∥∥∥∥∥
∥∥∥F−1|ν2j+r|Ff, Lp(R

2)
∥∥∥.

На шаге 3, в частности, было доказано, что
∥∥∥∥∥

σj
∞∑

k=0

|νk|
(3 · 2j+ r+1

2 ξ1, 3 · 2j+ r+1
2 ξ2),H

κ

2

∥∥∥∥∥ 6 c

для любого j = 0, 1, 2, . . . Следовательно, величина ‖f |Bs
p,q(R

2)‖|ν| является эквивалентной нормой

в Bs
p,q(R

2).

Доказательство эквивалентности нормы ‖f |Bs
p,q(R

2)‖ν проводится аналогично шагу 4. Таким об-

разом, теорема полностью доказана.
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О ДИФФУЗИИ
И МЕДЛЕННОЙ КОНВЕКЦИИ
ПРИМЕСИ В СЛАБОСЖИМАЕМОЙ
ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

Св.А. Гриценко

Белгородский государственный университет,
кафедра прикладной математики и механики
E-mail: sgritsenko@bsu.edu.ru

В работе изучается диффузия и медленная конвекция приме-
си в слабосжимаемой вязкой жидкости, описываемой системой
уравнений Стокса, в которой вязкость жидкости зависит от кон-
центрации примеси. Система Стокса дополняется уравнением
диффузии с конвективным слагаемым. Для указанной системы
уравнений доказывается корректность начально-краевой зада-
чи в ограниченной области с однородными условиями Дирихле
для скорости жидкости и однородным условием Неймана для
концентрации примеси на границе области течения.

Ключевые слова: медленная конвекция, диффузия, система
уравнений Стокса.

On the Diffusion and Slow Convection in Slightly Compressible
Viscous Fluid

Sv.A. Gritsenko

Belgorod State University,
Chair of Applied Mathematics and Mechanics
E-mail: sgritsenko@bsu.edu.ru

We consider diffusion and slow convection of admixture in slightly
compressible viscous fluid, described by the Stokes system, where
viscous of fluid depends on the concentration of admixture. The
Stokes system supplied by the diffusion equation with the convective
term. We prove for this system the correctness of the initial-boundary
problem in the limited domain with the homogeneous Dirichlet
conditions for the fluid velocity and the homogeneous Neuman
condition for the concentration of admixture on the boundary of
domain.

Key words: diffusion convection, slow convection, convective term,
Stokes system.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В ограниченной области Ω ∈ R
3 с липшицевой границей S рассматривается система уравнений

∂v

∂t
= div (µ(c)∇v) −∇p + F, (1.1)

∂p

∂t
+ λ divv = 0 (1.2)

для скорости жидкости v(x, t), дополненная уравнением диффузии

∂c

∂t
+ v∇c = D ∆c (1.3)

для концентрации примеси c(x, t).

Здесь D — коэффициент диффузии, λ — константа, связанная о скоростью звука в жидкости,

µ(c) — безразмерная вязкость.

Задача замыкается однородными краевыми условиями

v(x, t) = 0,
∂c(x, t)

∂ν
= 0 при x ∈ S, (1.4)

где ν — единичный вектор внешней нормали к S, и начальными условиями

v(x, 0) = v0(x), c(x, 0) = c0(x). (1.5)

2. ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Основным результатом статьи является корректность задачи (1.1)–(1.5) в соответствующим обра-

зом выбранном функциональном пространстве. Мы придерживаемся обозначений функциональных

пространств и норм в этих пространствах, принятых в [1].
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Определение 1. Функции v(x, t), p(x, t) и c(x, t) называются обобщенным решением задачи (1.1)–

(1.5) в области ΩT = Ω × (0, T ), если:

1) ∂p/∂t ∈ L
2(ΩT ), v ∈ W

1,0
2 (ΩT ), c ∈ L

∞(ΩT )
⋂

W
1,0
2 (ΩT );

2) почти всюду в области ΩT выполнено уравнение неразрывности

∂p

∂t
+ λ divv = 0; (2.1)

3) функции v, p и c удовлетворяют интегральным тождествам:

∫

ΩT

(
v

∂ϕ

∂t
− µ(c)∇v : ∇ϕ + p divϕ + F · ϕ

)
dx dt = −

∫

Ω

v0(x) · ϕ(x, 0) dx, (2.2)

∫

ΩT

(
c

∂ψ

∂t
− v · ∇c ψ − D ∇c · ∇ψ

)
dx dt = −

∫

Ω

c0(x)ψ(x, 0) dx (2.3)

для произвольной гладкой вектор-функции ϕ(x, t), равной нулю на границе S и при t = T , и для

произвольной гладкой функции ψ(x, t), также равной нулю на границе S и при t = T .

Здесь используется обозначение A : B ≡ tr(ABT ), где A и B — квадратные матрицы.

Теорема 1. Пусть граница S ограниченной связной области Ω ∈ R
3 является липшицевой

поверхностью, функция F ограничена в L2(ΩT ), функция v0 ограничена в L2(Ω):

‖F‖2,ΩT
≡ F < ∞, ‖v0‖2,Ω ≡ V < ∞,

а начальное распределение концентрации примеси c0 удовлетворяет ограничению

0 ≤ c0(x) ≤ |c0|(0)Ω ≡ C ≤ 1. (2.4)

Пусть, кроме того,

µ(c) ∈ C
2(−∞,∞), |µ|(2)ΩT

< µ−1
∗ , 0 < µ∗ < µ(c) < µ−1

∗ . (2.5)

Тогда на произвольном интервале времени (0, T ) у задачи (1.1)–(1.5) существует обобщенное

решение v, p и c такое, что

0 ≤ c (x, t) ≤ C, ‖∇c‖2,ΩT
≤ M C, (2.6)

max
0<t<T

(
1√
λ
‖p(t)‖2,Ω + ‖v(t)‖2,Ω

)
+ ‖∇v‖2,ΩT

+

∥∥∥∥
1

λ

∂p

∂t

∥∥∥∥
2,ΩT

≤ M (F + V ), (2.7)

где постоянная M зависит только от µ∗ и D.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Для доказательства теоремы воспользуемся следующей стандартной процедурой. Приблизим об-

ласть Ω областями Ωε с границей Sε ∈ C
2+α, а функции F и c0 – функциями F

ε ∈ C
α(ΩT ) и

cε
0 ∈ C

2+α(Ω) с некоторым α, 0 < α < 1, таким что suppF
ε ⊂ Ω, supp cε

0 ⊂ Ω и 0 ≤ cε
0 ≤ 1. Всюду

ниже, если это не будет вызывать разночтений, опустим индекс ε.

Далее попытаемся решить задачу для сглаженных данных, получить для соответствующих реше-

ний оценки (2.6) и (2.7), равномерные по параметру регуляризации, и далее на основе этих равно-

мерных оценок совершить предельный переход в интегральных тождествах (2.2) и (2.3) при ε → 0.

В свою очередь, задачу (1.1)–(1.5) для гладких данных будем решать, используя теорему о непо-

движной точке.

Фиксируем множество MT =
{
c ∈ C(ΩT ) : −2 ≤ c(x, t) ≤ 2

}
. Очевидно, что множество MT можно

рассматривать как метрическое пространство с метрикой, индуцированной пространством C(ΩT ).

Для c(x, t) ∈ MT рассмотрим задачу

∂u

∂t
= div (µ(c)∇u) −∇p + F, (3.1)
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∂p

∂t
+ λ divu = 0, (3.2)

u(x, t) = 0, x ∈ S; u(x, 0) = v0(x). (3.3)

Решение u(x, t) задачи (3.1)–(3.3) является некоторым оператором

u = R1(c) (3.4)

на множестве MT .

Далее для функции u, определяемой равенством (3.4), рассматривается задача

∂c

∂t
+ u · ∇c = D△c, (3.5)

∂c

∂ν
(x, t) = 0, x ∈ S; c(x, 0) = c0(x), (3.6)

которая определяет оператор c = R2(u). В конечном итоге получаем оператор R:

c = R(c) = R2(R1(c)), (3.7)

отображающий множество MT в некоторое множество N.

Таким образом, основным при доказательстве теоремы 1 является установление следующих фак-

тов:

1) задачи (3.1)–(3.3) и (3.5), (3.6) разрешимы;

2) N ⊂ MT ;

3) оператор R на множестве MT имеет хотя бы одну неподвижную точку, по построению являю-

щуюся решением задачи (1.1)–(1.5).

Лемма 1. Для заданной функции c ∈ C
1+α, 1+α

2 (ΩT ) задача (3.1)–(3.3) имеет единственное

решение u ∈
◦
C

2+α, 2+α
2 (ΩT ).

Доказательство. Для произвольной вектор-функции w ∈ X =
◦
C

2+α, 2+α
2 (Ωt0) линейное отобра-

жение A: X → X, u = Aw, определяется как решение уравнения

∂u

∂t
= a∆u + a · ∇u + λ

∫ t

0

∇(divw(x, τ)) dτ + F, (3.8)

удовлетворяющее условиям (3.3), где a = µ(c), a = µ′(c)∇c.

Согласно общей теории параболических уравнений [1, с. 361], оператор A корректно определен.

Покажем, что этот оператор является сжимающим при достаточно малом t0. В самом деле, для

разности ũ = u
(1) − u

(2) = A(w(1) − w
(2)) = Aw̃ справедлива оценка [1, с. 364]

|ũ|(2+α)
Ωt0

≤ λNε |Ψ|(α)
Ωt0

,

где

Ψ =

∫ t

0

∇( div (w(1)(x, τ) − w
(2)(x, τ)) ) dτ =

∫ t0

0

∇( div w̃(x, τ) dτ,

а постоянная Nε зависит только от нормы c в C
1+α, 1+α

2 (ΩT ), µ∗, гладкости границы области в C
2+α

и не зависит от t0 ≤ 1.

Легко видеть, что |Ψ|(α)
ΩT

≤ t0|w̃|(2+α)
ΩT

. Таким образом,

‖A‖ ≤ t0 λNε < 1 при t0 ≤ 1

2λNε
.

По теореме о неподвижной точке существует u, такое что u = Au, то есть существует решение

задачи (3.1) – (3.3) на интервале (0, t0). Продолжая решение на интервалы (t0, 2t0), (2t0, 3t0) и так

далее, мы исчерпаем весь промежуток (0, T ) за конечное число шагов, что завершает доказательство

леммы.
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Лемма 2. Для решения u задачи (3.1)–(3.3) с функцией c ∈ MT

⋂
C

1+α, 1+α
2 (ΩT ) справедливы

оценки

max
0<t<T

∫

Ω

(
1

λ
p2(x, t) + |u(x, t)|2

)
dx +

∫

ΩT

((
1

λ

∂p

∂t

)2

+ |∇u|2
)

dx dt ≤ M (F + V ) ≡ U, (3.9)

где постоянная M зависит только от µ∗.

Доказательство. Оценка (3.9) является следствием хорошо известного энергетического тожде-

ства, которое получается после умножения уравнения (3.1) на u, интегрирования по частям по обла-

сти Ω и привлечения уравнения неразрывности (3.2):

1

2

d

dt

∫

Ω

(
|u(x, t)|2 +

1

λ
p2(x, t)

)
dx +

∫

Ω

µ(c)|∇u(x, t)|2 dx =

∫

Ω

F · u dx.

Далее достаточно воспользоваться неравенствами Гельдера и Гронуолла [1, с. 112] для оценки норм

‖p(t)‖2,Ω, ‖u(t)‖2,Ω и ‖∇u‖2,ΩT
. Оценка нормы ‖∂p/∂t‖2,ΩT

следует из оценки нормы ‖∇u‖2,ΩT
и

уравнения неразрывности (3.2).

Лемма 3. Пусть u
(i) = R1(c

(i)), i = 1, 2, где c(1), c(2) ∈ MT

⋂
C

1+α, 1+α
2 (ΩT ). Тогда

max
0<t<T

‖(u(1) − u
(2))(t)‖2

2,Ω + ‖∇(u(1) − u
(2))‖2

2,ΩT
≤ M U

(
|c(1) − c(2)|(0)2,ΩT

)2

, (3.10)

где M зависит от тех же величин, что и в лемме 2.

Доказательство. Разность ũ = u
(1) − u

(2) удовлетворяет дифференциальному уравнению

∂ũ

∂t
= div

(
µ(c(1))∇ũ + µ′(c∗)∇u

(2) c̃ )
)

, (3.11)

где c̃ = c(1)−c(2), а c∗ — некоторое промежуточное значение между c(1) и c(2), и однородным краевым

и начальным условиям (3.3).

Оценка (3.10) получится, если мы умножим уравнение (3.11) на ũ, проинтегрируем по частям:

1

2

d

dt

∫

Ω

(
|ũ(x, t)|2 +

1

λ
p̃ 2(x, t)

)
dx +

∫

Ω

µ(c (1))|∇ũ(x, t)|2 dx = I,

где p̃ = p(1) − p(2) и I ≡
∫

Ω

µ′(c∗) c̃∇u
(2) · ∇ũ dx ≤

(∫

Ω

|∇ũ|2 dx

) 1
2

(∫

Ω

|∇u
(2)|2 dx

) 1
2

|c̃|(0)2,ΩT
,

и воспользуемся неравенством Гронуолла.

Определение 2. Функции u(x, t) и p(x, t) называются обобщенным решением задачи (3.1)–(3.3)

в области ΩT , если:

1) ∂p/∂t ∈ L
2(ΩT ), u ∈ W

1,0
2 (ΩT );

2) почти всюду в области ΩT выполнено уравнение неразрывности (3.2);

3) функции u и p удовлетворяют интегральному тождеству
∫

ΩT

(
u · ∂ϕ

∂t
− µ(c)∇u : ∇ϕ + p divϕ + F · ϕ

)
dx dt = −

∫

Ω

v0 · ϕ(x, 0) dx (3.12)

для произвольной гладкой вектор-функции ϕ(x, t), равной нулю на границе S и при t = T .

Лемма 4. Для заданной функции c ∈ MT задача (3.1)–(3.3) имеет единственное обобщенное

решение u = R1(c), для которого справедлива оценка (3.9) и оценка

‖u‖q,ΩT
≤ M U, (3.13)

с произвольным q < 6. При этом, если u
(i) = R1(c

(i)), i = 1, 2, где c(1), c(2) ∈ MT , то для функций

u
(i), i = 1, 2, справедлива оценка

‖(u(1) − u
(2))‖2

q,ΩT
≤ M U

(
|c(1) − c(2)|(0)ΩT

)2

, (3.14)

где q < 6.
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Доказательство. Пусть c ∈ MT . Приблизим эту функцию функциями c δ ∈ MT

⋂
C

1+α, 1+α
2 (ΩT ),

так что c δ → c в MT при δ → 0. В силу леммы 2 для решений u
δ = R1(c

δ) задачи (3.1)–(3.3) спра-

ведлива оценка (3.9). В силу известного результата о слабой компактности ограниченных множеств

в пространстве L
2(ΩT ) можно считать, переходя при необходимости к подпоследовательностям, что

последовательности {u δ}, {p δ} и {∂p δ/∂t} сходятся слабо при δ → 0 соответственно в W
1,0
2 (ΩT )

и L
2(ΩT ) к функциям u ∈ W

1,0
2 (ΩT ), p ∈ L

2(ΩT ) и ∂p/∂t ∈ L
2(ΩT ). Более того, поскольку произ-

водные по времени функций u
δ равномерно по параметру аппроксимации ограничены в пространстве

L
2
(
(0, T ); [W1

2(Ω)]
)
, то последовательность {u δ} слабо сходится в L

2(Ω) при почти всех t ∈ (0, T ) [2].

При этом для предельных функций очевидным образом остается справедливой оценка (3.9). Посколь-

ку µ(c δ) → (c) в MT при δ → 0, то переходя к слабому пределу в уравнении (3.2) и в интегральном

тождестве (3.10) убеждаемся в том, что функции u и p являются обобщенным решением задачи

(3.1)–(3.3).Единственность этого решения следует из интегрального тождества (3.10) для разности

ũ = u
(2)−u

(1) двух возможных обобщенных решений u
(1) и (u)

2, если воспользоваться результатами

[1, с. 171]. Наконец, оценка (3.13) следует из оценки (3.9) и теоремы вложения пространства W
1,0
2 (ΩT )

в пространство L
q(ΩT ) [1, с. 78].

Аналогичным образом доказывается оценка (3.14).

Лемма 5. Пусть c ∈ MT и u = R1(c). Тогда для решения c(x, t) = R2(u) задачи (3.5)–(3.6)

справедливы оценки

‖c‖(2)
q,ΩT

≤ Nε, (3.15)

|c|(1+β)
ΩT

≤ Nε‖c‖(2)
q,ΩT

≤ Nε, (3.16)

где постоянные Nε зависят от тех же величин, что и в лемме 1, а q и β удовлетворяют

неравенствам: 5 < q < 6, β < (q − 5)/q.

Доказательство. В силу леммы 3.4 функция u принадлежит пространству L
q(ΩT ) для всех q < 6.

Обращаясь к результатам о разрешимости основных краевых задач для параболических уравнений в

пространствах W
2,1
q (ΩT ) [1, с. 388], видим, что задача (3.5)–(3.6) разрешима в пространстве W

2,1
q (ΩT )

как задача для линейного уравнения с коэффициентами при младших производных из пространства

L
q(ΩT ). Последний факт влечет оценку (3.15). Оценка (3.16) следует при q > 5 из теоремы вложения

пространства W
2,1
q (ΩT ) в пространство C

1+β, 1+β
2 (ΩT ) с β < q−5

q [1, глава II, §3].

Лемма 6. Пусть c(1), c(2) ∈ MT , u
(i) = R1(c

(i)), c(i) = R2(u
(i)), i = 1, 2. Тогда

‖c(1) − c(2)‖(2)
q,ΩT

≤ Nε‖u(1) − u
(2)‖q,ΩT

, (3.17)

где Nε зависит от тех же величин, что и в лемме 5, а q > 5.

Доказательство. Разность c̃ = c(1) − c(2) удовлетворяет линейной начально-краевой задаче

∂c̃

∂t
− D∆ c̃ = −u

(1) · ∇c̃ − ũ · ∇c(2),

∂ c̃

∂ν
= 0, x ∈ S, c(x, 0) = 0, ũ = u

(1) − u
(2).

Требуемая оценка (3.16) следует теперь из результатов о разрешимости основных начально-краевых

задач в пространствах W 2,1
q (ΩT ) при q > 5, если воспользоваться оценкой (3.16): |∇c(2)(x, t)| ≤ Nε.

Лемма 7. На достаточно малом интервале времени (0, T0) оператор R, определенный форму-

лой (3.7), переводит множество MT0
в себя и является на этом множестве вполне непрерывным.

Доказательство. Непрерывность оператора R следует из оценок (3.14), (3.16) и (3.17):

|c(1) − c(2)|(0)ΩT
≤ |c(1) − c(2)|(1+β)

ΩT
≤ Nε‖c(1) − c(2)‖(2)

q,ΩT
≤ Nε‖u(1) − u

(2)‖q,ΩT
≤ Nε

(
|c(1) − c(2)|(0)ΩT

) 1
2

.

Полная непрерывность оператора R следует из оценки (3.15): |R(c)|(1+β)
ΩT

≤ Nε, поскольку всякое огра-

ниченное множество в пространстве C
1+β, 1+β

2 (ΩT ) является компактным в пространстве C
(0)(ΩT ).

Наконец, оценка (3.16) и неравенства
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|c(x, t)| = |c0(x) + (c(x, t) − c0(x)) | ≤ 1 + |c|(β)
ΩT

T β < 1 + NεT
β < 2

при

T ≤ T0, где NεT
β
0 < 2, (3.18)

означают, что оператор R переводит множество MT0
в себя.

Полученные выше результаты и теорема Шаудера о неподвижной точке [2] доказывают следующую

лемму:

Лемма 8. На достаточно малом интервале времени (0, T0) у задачи (1.1)–(1.5) существует

обобщенное решение.

Завершает доказательство теоремы 1 для сглаженных данных задачи следующая лемма:

Лемма 9. На произвольном интервале времени (0, T0) для обобщенного решения задачи (1.1)–

(1.5) справедлива оценка

0 ≤ c (x, t) ≤ C ≤ 1. (3.19)

Доказательство. В силу свойств оператора R (оценка (3.16)) обобщенное решение c (x, t) задачи

(1.1)–(1.5) принадлежит пространству C
1+β, 1+β

2 (ΩT0
). Поэтому (см. лемму 3.1) u ∈ C

2+β, 2+β
2 (ΩT0

).

Следовательно решение c (x, t) задачи (3.5)–(3.6) принадлежит пространству C
2+β, 2+β

2 (ΩT0
) [1], как

решение линейного параболического уравнения с гельдеровыми коэффициентами. В частности, для

классических решений однородного параболического уравнения, удовлетворяющих однородному усло-

вию Неймана не границе области, справедлив принцип максимума [1], выраженный неравенствами

(3.19).

Таким образом, всякое обобщенное решение задачи (1.1)–(1.5), отвечающее гладким данным зада-

чи, является классическим и удовлетворяет уравнениям, краевым и начальным условиям в обычном

смысле.

Доказанная лемма позволяет продолжить решение задачи (1.1)–(1.5) на произвольный интервал

времени (0, T ) за конечное число шагов, поскольку выбор величины T0 не зависит от шага.

Наконец, для последнего предельного перехода при ε → 0 докажем следующую лемму:

Лемма 10. На произвольном интервале времени (0, T ) для обобщенного решения задачи (1.1)–

(1.5) справедлива оценка (2.6).

Доказательство. Для доказательства леммы достаточно умножить уравнение (1.3) на c (x, t) и

проинтегрировать по частям по области Ω:

1

2

d

dt

∫

Ω

|c(x, t)|2dx + D

∫

Ω

|∇c(x, t)|2dx = I ≡ −
∫

Ω

cv · ∇c dx.

Необходимая оценка (2.6) следует из последнего тождества, оценок (3.9) и (3.19) и неравенства

Гельдера: I ≤ D
2

∫
Ω
|∇c(x, t)|2 dx + 1

2 D

∫
Ω
|v(x, t)|2 dx.

Пусть v
ε и cε — решения задачи (1.1)–(1.5), отвечающие параметру регуляризации ε. Оценки

(3.9) позволяют выбрать подпоследовательность {vε}, слабосходящуюся в пространстве
◦
W

1,0
2 (ΩT ) к

функции v ∈
◦
W

1,0
2 (ΩT ). Более того, поскольку производные по времени функций v

ε равномерно по

параметру регуляризации ограничены в пространстве L
2
(
(0, T ); [W1

2(Ω)]
)
, то последовательность {v ε}

сильно сходится в L
2(ΩT ) к функции v [2]. Аналогично, оценки (2.6) позволяют выбрать подпосле-

довательность {cε}, слабосходящуюся в пространстве W
1,0
2 (ΩT ) и сильносходящуюся в пространстве

L
2(ΩT ) к функции c ∈ W

1,0
2 (ΩT ). Переходя к пределу в уравнении (2.1) и в интегральных тождествах

(2.2) и (2.3) при ε → 0 убеждаемся, что предельные функции v и c являются обобщенным решением

задачи (1.1)–(1.5).
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иллюстрирующий пример –- задача о ветвлении сегнетоэлек-
трических фаз неоднородных кристаллов (в геликоидальной
модели). Использован модифицированный метод Ляпунова –
Шмидта (редукция к ключевой функции на R

n), оснащенный
элементами теории особенностей гладких функций. Акцент сде-
лан на случай ключевой функции с симметрией квадрата.
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A description of Fredholm functionals extremal distribution,
bifurcating from minima points with two-dimensional degeneration
and features of the sixth order is given. The main illustrating
example is the problem of heterogeneous crystal ferroelectric phases
branching (based on helical model). We use modified Lyapunov –
Schmidt method ( reduction to key function on R

n), equipped with
the elements of singularities theory of smooth functions. Emphasis
is put on key function with square symmetry.
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Широко известно, что в теории Л.Д. Ландау [1, 2] сегнетоэлектрические фазы неоднородных кри-

сталлов определяются нелинейными дифференциальными уравнениями (уравнениями Эйлера – Ла-

гранжа экстремалей функционалов энергии). Нелинейность уравнений задается термодинамическими

потенциалами, алгебраическая структура которых определяется как на основе опытных данных, так

и на основе общих теоретических соображений.

Общематематический аспект задачи о фазовых переходах в кристаллах заключен в бифуркацион-

ном анализе экстремалей гладкого фредгольмова функционала (с параметрами) вблизи точки мини-

мума с многомерным вырождением [3]. Решение этой задачи можно получить посредством редукции

Ляпунова – Шмидта, то есть сведением к анализу ключевых функций, представленных в виде мно-

гопараметрических семейств полиномов от нескольких переменных [3–6]. Вычисление главной части

ключевой функции осуществляется через ритцевскую аппроксимацию (вообще говоря, нелинейную)

функционала по конечной совокупности мод бифуркации.

Основной результат статьи — описание всех допустимых раскладов экстремалей вблизи симмет-

ричной min-особенности шестого порядка.

1. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КЛЮЧЕВОЙ ФУНКЦИИ ПРИ ОПРЕДЕЛЕНИИ ФАЗОВЫХ СОСТОЯНИЙ КРИСТАЛЛА

В случае двухкомпонентного параметра порядка при описании геликоидальных сегнетоэлектриче-

ских структур кристаллов часто используется [1] потенциал

Π = |w|6 + β |w|4 + α |w|2 + q w2
1w

2
2 |w|2 + κ w2

1w
2
2, w := (w1, w2)

⊤ ,

входящий в лагранжиан

L =
1

2

(∣∣∣∣
∂2w

∂z2

∣∣∣∣
2

− µ

∣∣∣∣
∂w

∂z

∣∣∣∣
2
)

+ Π(w)

функционала энергии

V =
1

2π

2π∫

0

L
(

∂2w

∂z2
,
∂w

∂z
,w

)
dz.
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Сегнетоэлектрические фазы, соответствующие экстремалям этого функционала при условии перио-

дичности

w(z + 2π) = w(z), (1)

определяются уравнением

f(w) = 0, w ∈ E, f(w) ∈ F, (2)

где

f(w) :=
∂4w

∂z4
+ µ

∂2w

∂z2
+ grad Π(w) .

Нелинейный оператор f , действующий из банахова пространства

E := Π4
2π = {w ∈ C4(R, R2)

∣∣ w(z + 2π) = w(z)}

(пространства четырежды дифференцируемых 2π-периодических функций со значениями в R
2) в

банахово пространство F := Π0
2π (пространство непрерывных периодических функций со значениями

в R
2), является фредгольмовым и (аналитического) индекса нуль [7]. Исследование уравнения (2)

можно провести, перейдя к ключевой функции.

2. ГРУППА СИММЕТРИЙ ОСНОВНОГО УРАВНЕНИЯ И НОРМАЛЬНАЯ ФОРМА ГЛАВНОЙ ЧАСТИ КЛЮЧЕВОЙ
ФУНКЦИИ

Легко заметить, что группа G симметрий исходного уравнения (2) порождена преобразованиями

J1 :

(
w1

w2

)
−→

(
−w1

w2

)
, J2 :

(
w1

w2

)
−→

(
w1

−w2

)
, J3 :

(
w1

w2

)
−→

(
w2

w1

)
,

J4 :

(
w1(z)

w2(z)

)
−→

(
w1(−z)

w2(−z)

)
, Jϕ :

(
w1(z)

w2(z)

)
−→

(
w1(z + ϕ)

w2(z + ϕ)

)
, ∀ ϕ ∈ R.

При некоторой локализации параметров получаем в нуле 4-мерное вырождение со следующими

модами бифуркации:

e1 =

(
s1(z)

0

)
, e2 =

(
s2(z)

0

)
, e3 =

(
0

s1(z)

)
, e4 =

(
0

s2(z)

)
,

где s1(z) =
√

2 cos(z), s2(z) =
√

2 sin(z). В линейной оболочке N = Span(e1, e2, e3, e4), естестственно

отождествляемой с R
4 (пространством ключевых параметров), индуцируется действие группы G. По-

лученный сужением образ этой группы в SO(4) (в специальной ортогональной группе размерности 4,

SO(4) = {A ∈ O(4) : detA = 1}, O(4) = {A ∈ GL(4) : AT A = I} ) также обозначим G. Нетрудно

убедиться в том, что действие группы G в R
4 порождено матрицами

U1 =




−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1


 , U2 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


 , U3 =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1


 ,

U4 =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0


 , Uϕ =




cos(ϕ) − sin(ϕ) 0 0

sin(ϕ) cos(ϕ) 0 0

0 0 cos(ϕ) − sin(ϕ)

0 0 sin(ϕ) cos(ϕ)


 .

Теорема 1. Ключевая функция

W (ξ) := inf
w:g(w)=ξ

V (w), ξ ∈ R
4, (3)

26 Научный отдел



И.В. Колесникова. Двухмодовые ветвления экстремалей гладких функционалов в точках минимума

где g(w) = (g1, g2, g3, g4)
⊤, gj(w) := 〈w, ej〉 (〈w, ej〉 =

2π∫
0

wejdx), наследует симметрию функцио-

нала V : функция W инвариантна относительно действия G на R
4.

Доказательство этой теоремы несложно провести, если воспользоваться общими теоремами о

наследовании симметрий ключевыми функциями [3].

Если воспользоваться алгоритмом вычисления тейлоровских разложений ключевых функций [3]

и указанной ранее симметрией, то можно получить следующее утверждение.

Теорема 2. Ключевая функция W (ξ) имеет (с точностью до масштабирующих преобразова-

ний аргумента и общего множителя, зависящего от констант термодинамического потенциала)

следующий вид:

(I1 + I2)
3 + ε(I1 + I2)

2 + δ(I1 + I2) + γ1I
2
3 + γ2I

2
4 +

(
p1I

2
3 + p2I

2
4

)
(I1 + I2) + O(|ξ|8) ,

где I1, I2 I3, I4 — образующие инварианты действия окружности z −→ exp(iϕ)z : вектор ξ ∈ R
4

отождествлен с комплексным вектором z = (z1, z2)
⊤ ∈ C

2, z1 = ξ1 + iξ2, z2 = ξ3 + iξ4; коэффици-

енты ε, δ, γ1, γ2, p1, p2 — новые коэффициенты, явно выраженные через коэффициенты исходной

функции V : I1 = ξ2
1 + ξ2

2 , I2 = ξ2
3 + ξ2

4 , I3 = ξ1ξ3 + ξ2ξ4, I4 = −ξ1ξ4 + ξ2ξ3.

В данной статье зависимость новых переменных от старых не важна.

Образующей системой инвариантов действия группы G является следующий набор многочленов:

J1 = I1 + I2, J2 = I2
3 , J3 = I2

4 .

После введения полярных координат z1 = r1 exp(iψ1), z2 = r2 exp(iψ2) получим функцию W в форме,

удобной для проведения дискриминантного анализа:

U = J3
1 + ε J2

1 + δ J1 + γ1 J2 + γ2 J3 + (p1 J2 + p2 J3)J1 + · · · =

= σ3
1 + ε σ2

1 + δ σ1 + (γ1 cos2(ψ) + γ2 sin2(ψ))σ2 + (p1 cos2(ψ) + p2 sin2(ψ))σ1σ2 + . . . ,

σ1 = r2
1 + r2

2, σ2 = r2
1r

2
2, ψ = ψ1 − ψ2.

Перейдя к двойному углу, получим

U = σ3
1 + ε σ2

1 + δ σ1 +
(γ1 + γ2)

2
σ2 +

(p1 + p2)

2
σ1σ2 +

(γ1 − γ2)

2
σ2 +

(p1 − p2)

2
σ1σ2 cos(2ψ) + . . . .

Точки, стационарные по ψ, находятся из уравнения ∂U
∂ψ = 0. Так как

∂U

∂ψ
= −2σ2

(
(γ1 − γ2)

2
+

(p1 − p2)

2
σ1

)
sin(2ψ) + . . . ,

то стационарные по ψ точки определяются нулями функции sin(2ψ). Знак второй производной опре-

деляется знаком выражения (γ1 − γ2) + (p1 − p2)σ1 (при отыскании точек минимума по ψ).

Из теорем о локальной конечной определенности гладких функций в конечнократных критических

точках [8, 9] следует, что поиск экстремалей W сводится к изучению поведения следующей пары

симметричных функций: W1 = σ3
1 +ε σ2

1 +δ σ1+γ1 σ2+p1 σ1σ2, W2 = σ3
1 +ε σ2

1 +δ σ1+γ2 σ2+p2 σ1σ2.

3. НЕКОТОРЫЕ ЗАПРЕТЫ ДЛЯ bif–РАСКЛАДОВ

Пусть

W = σ3
1 + ε σ2

1 + δ σ1 + p σ1σ2 + γ σ2. (4)

Через L = (l0, l1, l2) обозначим bif–расклад (количества минимумов, седел индекса (Морса) 1 и

седел индекса 2).

Теорема 3. Если W — развертка min−особенности шестого порядка, то p > −4.

Доказательство. Для невозмущенной функции имеем W = σ3
1 + p σ1σ2 = σ1(σ

2
1 + p σ2). Так

как σ1 ≥ 0, то проверка утверждения теоремы сводится к проверке положительной определенности

Математика 27



Известия Саратовского университета. 2009. Т.9. Сер. Математика. Механика. Информатика, вып.2

квартичной формы σ2
1 + p σ2 = ξ4

1 + ξ4
2 + aξ2

1 + ξ2
2 , a = 2 + p, которая положительна, как известно [3],

тогда и только тогда, когда a > −2. Отсюда следует утверждение теоремы. Теорема доказана.

Из формулы Эйлера следует, что для максимального расклада l1 = 12, l0 + l2 = 13.

Теорема 4. Если L — максимальный bif-расклад для min-особенности шестого порядка, то для

соответствующей ему возмущенной функции W начало координат является точкой локального

минимума.

Доказательство проводится через рассмотрение сужений W |ξk=0. В случае максимального рас-

клада соответствующие расклады критических точек для W |ξk=0 также будут максимальными. Сле-

довательно, ∂2W
∂ξ2

k
(0) > 0 при каждом k (для функции с симметрией квадрата ∂2W

∂ξ1∂ξ2
(0) = 0). Теорема

доказана.

Теорема 5. Если L — bif-расклад для min-особенности шестого порядка, то на каждой из

полуосей кооординат и на диагональных полуосях существует не более двух ненулевых крити-

ческих точек.

Если на одной из этих (восьми) полуосей имеется пара ненулевых критических точек, то

эти точки разнотипны (с различными значениями индекса Морса).

Доказательство. Первое утверждение очевидно проверяется через рассмотрение сужений W |ξk=0.

Невозможность существования на каждой оси пары минимумов или максимумов также легко прове-

ряется через рассмотрение сужений W |ξk=0.

Менее тривиален случай пары седел. Предположим противное: пусть на положительной полуоси

ξ2 = 0, ξ1 ≥ 0 имеется пара ненулевых седел (или, что эквивалентно, имеется четыре седла на всей

оси ξ2 = 0, в случаях остальных осей рассуждения аналогичны. Так как для критической точки на

оси координат ξ2 = 0 выполняется соотношение

∂W

∂ξ1
(ξ1, 0) = 2ξ1(3ξ

4
1 + 2εξ2

1 + δ) = 0, (5)

то получим

ξ2
1 = −ε

3
± 1

3

√
ε2 − 3δ, ε < 0, δ <

ε2

3
.

В случае левого корня (ξ2
1 = − ε

3 − 1
3

√
ε2 − 3δ) имеем ∂2W

∂ξ2
k

> 0, а в случае правого (ξ2
1 = − ε

3 +

+ 1
3

√
ε2 − 3δ) имеем ∂2W

∂ξ2
k

< 0. Так как ∂2W
∂ξ2

k
(ξ1, 0) = 2((3 + p)ξ4

1 +(ε + γ)ξ2
1 + δ), то в силу (8) получим

pξ2
1 + γ − ε > 0 для левого корня и pξ2

1 + γ − ε < 0 — для правого. Или соответственно

p

3

(
−ε −

√
ε2 − 3δ

)
+ γ − ε > 0 и

p

3

(
−ε +

√
ε2 − 3δ

)
+ γ − ε < 0.

После вычитания неравенств получим при p > 0 (случай p < 0 сводится к рассматриваемому поворо-

том осей на угол π/4) получим противоречивое неравенство p
√

ε2 − 3δ < 0. Теорема доказана.

Теорема 6. Если L — максимальный bif-расклад для min-особенности шестого порядка, то

l0 ≥ 5 и l2 ≥ 4.

Доказательство следует из того, что орбита каждой ненулевой критической точки состоит из 4

или 8 точек (вследствие симметрии квадрата).

Из этих теорем вытекают следующие утверждения.

Теорема 7. Если L — произвольный bif-расклад, то l2 ≤ 8.

Теорема 8. Если L — максимальный bif-расклад, то вне диагональных и координатных осей

находятся лишь седловые критические точки (8 точек).

4. ОПИСАНИЕ РАСКЛАДОВ БИФУРЦИРУЮЩИХ ЭКСТРЕМАЛЕЙ

В случае двух переменных главная часть U ключевой функции имеет следующий вид:

σ3
1 + ε σ2

1 + δ σ1 + p σ1σ2 + γ σ2, σ1 = r2
1 + r2

2, σ2 = r2
1r

2
2.

После замены r2
1 = y1, r2

2 = y2 получим омбилическую точку минимума в вершине угла

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0. Из результатов M.А. Хуссаина по угловым особенностям омбилического типа [10]
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следует, что максимальные bif-расклады особенности в нуле функции W исчерпываются раскла-

дами (9, 12, 4), (5, 12, 8). В полярных координатах r1 = r cos(ϕ), r2 = r sin(ϕ) получим σ1 = r2,

σ2 = r4

8 (1 − cos(4ϕ)) и, следовательно,

W = r6 + ε r4 + δ r2 +
r4

8
(p r2(1 − cos(4ϕ)) + γ (1 − cos(4ϕ))). (6)

Множество критических точек является пересечением кривых M1 и M2 (рис. 1), определяемых

уравнениями ∂V
∂r = 0 (кривая радиально стацинарных точек) и ∂V

∂ϕ = 0 (кривая тангенциально стаци-

нарных точек). Из (6) следует, что M1 задается уравнением

6r5 + 4ε r3 + 2δ r +
r3

4
(3p r2(1 − cos(4ϕ)) + 2γ (1 − cos(4ϕ)))r3 = 0

или, после приведения подобных слагаемых и сокращения на множитель r, уравнением

(6 +
3p

4
(1 − cos(4ϕ)))r4 + (4ε + 2γ (1 − cos(4ϕ)))r2 + 2δ = 0. (7)

Кривая M2 задается уравнением

(p r2 + γ) sin(4ϕ) = 0. (8)

Рис. 1. Компьютерные изображение кривых M1 и M2

Из уравнения (8) видно, что кривая M2 состоит из координатных и диагональных прямых линий

и окружности r2 = −γ
p (рис. 2).

Рис. 2. Варианты пересечения кривых M1 и M2

Каждому типу пересечения M1 ∩ M2 соответствует определенный тип строения линий уровня

ключевой функции и схема взаимных примыканий критических точек.

По изображениям линий уровней легко проследить взаимные примыкания раскладов (рис. 3).

Рис. 3. Cхемы взаимных примыканий критических точек M1 ∩ M2
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Таким образом, имеем следующий список бифурцирующих наборов (bif-раскладов) критических

точек функции W : (9, 12, 4), (5, 12, 8), (8, 8, 1), (4, 4, 1), (5, 8, 4), (5, 4, 0), (1, 4, 4), (1, 0, 0). Им со-

ответствуют (с точностью до поворота на угол π/4) графы, приведенные на рис. 4 (комплексы

Морса [11]).

Рис. 4. Комплексы Морса
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ВВЕДЕНИЕ

Определение. Наипростейшей дробью (н.д.) n-й степени называется рациональная функция вида

Rn(z) =

n∑

k=1

1

z − zk
, n ≥ 1, (1)

где точки zk ∈ C — полюсы функции Rn — не обязательно геометрически различны. Таким об-

разом, н.д. есть логарифмическая производная некоторого многочлена Qn(z) = C
n∏

k=1

(z − zk), т.е.

Rn(z) = Q′
n(z)/Qn(z).

Как аппарат приближения н.д., по-видимому, впервые применялись в работах [1] и [2] (аппрокси-

мация аналитических функций в интегральных пространствах L1(G, ρ·mes2) относительно плоской

меры mes2 с определенным весом ρ(z) на ограниченных областях G ⊂ C). В работе [3] предложе-

на явная конструкция н.д., аппроксимирующих функции в равномерной метрике, и доказан аналог

теоремы Мергеляна (т.е. всякую функцию, непрерывную на не разделяющем плоскость компакте K

и аналитическую в его внутренних точках, можно сколь угодно точно аппроксимировать на K по-

средством н.д.). Дальнейшее развитие эта тематика получила в других работах [4–12]. Оказалось,

что аппроксимативные свойства н.д. и многочленов во многом сходны. Так, при аппроксимации по-

средством н.д. справедливы аналоги классических теорем Джексона, Уолша. Вместе с тем имеются

и существенные отличия, связанные в основном со своеобразной нелинейностью н.д. Например, опе-

рации вычитания н.д. или умножения их на не натуральное число выводят из класса н.д. Отметим

также, что н.д. наилучшего равномерного приближения может быть неединственной, соответствую-

щие примеры построены П.А. Бородиным (устное сообщение).

Аппроксимации нашли различные приложения в численном анализе и в теории потенциала [10–

12]. Последнее связано с тем, что н.д. (1) задают (с точностью до постоянных множителей и операции

комплексного сопряжения) плоские поля различной природы, создаваемые равновеликими источни-

ками, расположенными в точках zk. Задача аппроксимации здесь состоит в том, чтобы определить

расположение источников zk, создающих заранее заданное поле.

Конструкция, предложенная в [3], использует кратную интерполяцию Паде. В данной заметке

изучается интерполяция посредством н.д. с простыми вещественными узлами. В разделе 1 предла-

гается несколько способов построения интерполирующих н.д. В разделе 2 рассматривается интерпо-

ляция вещественных констант на отрезке действительной оси. Основная трудность здесь возникает

при оценке погрешности интерполяции, это связано с тем, что полюсы интерполирующих н.д. мо-

гут близко подступать к отрезку интерполяции или даже попадать между узлами интерполяции. В

разделе 3 получены некоторые необходимые и достаточные условия существования, единственности

интерполяционных н.д. Отметим, что интерполяционные н.д. не всегда существуют, а если суще-

ствуют, то необязательно единственны; и для существования, и для единственности важны также

свойства интерполируемой функции. Другими словами, важен выбор не только узлов, но и таблицы

интерполяции.

1. ПОСТРОЕНИЕ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ НАИПРОСТЕЙШИХ ДРОБЕЙ

1.1. Поскольку дробь (1) имеет n свободных параметров {zk}, то интерполирующую н.д. есте-

ственно строить по n узлам (для многочлена степени n таких узлов n + 1). Пусть задана таблица

интерполяции (xk, yk), k = 1, . . . , n, n ≥ 2, с попарно различными вещественными узлами интерполя-

ции xk и вещественными значениями yk. Требуется найти многочлен Qn(x) = xn +qn−1x
n−1 + . . .+q0

с вещественными коэффициентами, такой что для н.д. Rn(z) = Q′
n(z)/Qn(z) выполнены условия

интерполяции

Rn(xk) = yk, k = 1, . . . , n. (2)

Для этого перепишем условия (2) в виде Q′
n(xk) − ykQn(xk) = 0 и получим систему линейных

уравнений относительно неизвестных qj :
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


y1 y1x1 − 1 . . . y1x
n−1
1 − (n − 1)xn−2

1

y2 y2x2 − 1 . . . y2x
n−1
2 − (n − 1)xn−2

2
...

...
... . . .

yn ynxn − 1 . . . ynxn−1
n − (n − 1)xn−2

n







q0

q1

...

qn−1




=




nxn−1
1 − y1x

n
1

nxn−1
2 − y2x

n
2

...

nxn−1
n − ynxn

n




. (3)

Через An = An(x1, y1, . . . , xn, yn) обозначим матрицу этой системы. Будем записывать систему (3)

кратко в виде An · q = Bn. Отсюда сразу получается

Теорема 1.1. Решение Rn = Q′
n/Qn интерполяционной задачи (2) существует и единственно

тогда и только тогда, когда det An 6= 0. При этом коэффициенты многочлена Qn получаются

как решение системы (3).

Приведем еще один способ построения интерполяционной н.д. Положим

Dn(x, y) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 y1x1 − 1 . . . y1x
n−1
1 − (n − 1)xn−2

1 y1x
n
1 − nxn−1

1

y2 y2x2 − 1 . . . y2x
n−1
2 − (n − 1)xn−2

2 y2x
n
2 − nxn−1

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn ynxn − 1 . . . ynxn−1
n − (n − 1)xn−2

n ynxn
n − nxn−1

n

y yx − 1 . . . yxn−1 − (n − 1)xn−2 yxn − nxn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (4)

Предположим, что главный минор an, находящийся в левом верхнем углу определителя (4), отличен

от нуля, т.е. an = detAn 6= 0.

Теорема 1.2. Если det An 6= 0, то детерминантное уравнение Dn(x, y) = 0 задает единствен-

ную интерполяционную н.д. y = Rn(x), удовлетворяющую условию (2).

Доказательство. Имеем Dn(xk, yk) = 0 при всех k = 1, . . . , n, поскольку в определителе

Dn(xk, yk) имеется две одинаковые строки. Следовательно, все точки (xk, yk) лежат на кривой

Dn(x, y) = 0. Покажем, что функция y = R(x), неявно задаваемая детерминантным уравнением,

является наипростейшей дробью. Разложим определитель Dn(x, y) по последней строке и запишем

уравнение Dn(x, y) = 0 в виде

a1y + a2(yx − 1) + a3(yx2 − 2x) + . . . + an(yxn − nxn−1) = 0,

где ak — алгебраические дополнения к соответствующим элементам последней строки,

an = detAn 6= 0. Отсюда получаем

y =
nxn−1 + (n − 1)qn−1x

n−2 + . . . + 2q2x + q1

xn + qn−1xn−1 + . . . + q2x2 + q1x + q0
,

где qk = ak/an. Таким образом, детерминантное уравнение Dn(x, y) = 0 действительно определяет

некоторую н.д. R(x). Единственность следует из теоремы 1.1. ¤

1.2. Рассмотрим вопрос об интерполяции константы f(x) = c = const. В этом случае имеем yk = c,

и задача (2) принимает вид

Rn(xk) =
Q′

n(xk)

Qn(xk)
= c, k = 1, . . . , n, (5)

где многочлен Qn(x) = xn + qn−1x
n−1 + . . . + q0 требуется определить. Система (3) в данном случае

принимает вид Anq = Bn, где элементы матриц An = (ak,m) и Bn = (bk) вычисляются по формулам

ak,m = cxm−1
k − (m − 1)xm−2

k , bk = nxn−1
k − cxn

k , k,m = 1, . . . , n.

Несложно проверить, что элементарными преобразованиями столбцов определитель матрицы An сво-

дится к определителю Вандермонда. При этом det An = cn
∏

1≤k<m≤n

(xk − xm) и, значит, det An 6= 0.

Отсюда и из теоремы 1.1 получается

Теорема 1.3. Решение Rn(x) интерполяционной задачи (5) при c 6= 0 всегда существует и

единственно. При этом коэффициенты многочлена Qn можно получить как решение системы (3).
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В случае интерполяции констант для вычисления этих коэффициентов можно получить более

удобные формулы. Докажем следующее утверждение.

Теорема 1.4. Коэффициенты многочлена Qn(x) = xn + qn−1x
n−1 + . . . + q0 из задачи (5) вычис-

ляются по формуле

qn−j =

j∑

k=0

(−1)kck−j (n − k)!

(n − j)!
σk, j = 1, . . . , n, σ0 = 1, (6)

где σk, k = 1, . . . , n, суть элементарные симметрические многочлены

σk = σk(x1, x2, . . . , xn) =
∑

1≤j1<j2<...<jk≤n

xj1xj2 · · ·xjk
. (7)

Доказательство. Заметим, что из (5) получается тождество

Q′
n(x) − cQn(x) = −c

n∏

k=1

(x − xk). (8)

Перепишем его в виде

n∑

k=1

xn−k ((n − k + 1)qn−k+1 − cqn−k) = −c

n∑

k=1

(−1)kσkxn−k, qn = 1.

Далее, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях переменной x, получаем рекуррентное

соотношение между коэффициентами многочлена Qn:

qn = 1, qn−j = c−1(n − j + 1)qn−j+1 + (−1)jσj , j = 1, . . . , n. (9)

Отсюда последовательно находим

qn−1 = c−1(nqn − cσ1) = c−1n − σ1, qn−2 = c−2n(n − 1) − c−1σ1(n − 1) + σ2,

и, вообще, qn−j = c−jn(n − 1) . . . (n − j + 1) +

j∑

k=1

(−1)kck−j(n − k) . . . (n − j + 1)σk, j = 1, n.

Тем самым формула (6) доказана. ¤

В заключение приведем еще одну формулу для вычисления Qn(x), которая легко получается как

решение дифференциального уравнения (8):

Qn(x) = −c

(∫ x

0

e−ctP (t)dt + q0

)
ecx, P (t) = (t − x1) · · · (t − xn), (10)

где параметр q0 подбирается так, что выражение Qn(x) в (10) не содержит экспонент. А именно

q0 =
n∑

k=0

(−1)k+1σk(n − k)!ck−n−1.

Если, в частности, узлы xk являются корнями многочлена Чебышева, то P (t) = 21−n cos(n arccos t),

и из (10) получаем

Q1(x) = x +
1

c
, Q2(x) = x2 +

2

c
x +

2

c2
− 1

2
, Q3(x) = x3 +

3

c
x2 +

(
6

c2
− 3

4

)
x +

(
6

c3
− 3

4c

)

и т.д.

2. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ КОНСТАНТ

Хорошо известно, что чебышевская система узлов {xk} является в определенном смысле наилуч-

шей в случае интерполяции многочленами [13]. Используем ее для интерполяции константы f(x) = c

посредством н.д. на отрезке [−1, 1]. Итак, пусть узлы xk ∈ [−1, 1] являются нулями многочлена

Чебышева Tn(x) = cos(n arccos x), т.e.
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21−nTn(x) = (x − x1) · · · (x − xn), xk = cos
( π

2n
(−1 + 2k)

)
, k = 1, . . . , n.

Через Rn(x) обозначим интерполяционную н.д. и положим

ρn(x) = Rn(x) − c =
Q′

n(x) − cQn(x)

Qn(x)
,

где Qn(x) = xn + qn−1x
n−1 + . . . + q0. Тогда, очевидно,

ρn(x) = −c

n∏
k=1

(x − xk)

Qn(x)
= − c

2n−1

Tn(x)

Qn(x)
. (11)

Теорема 2.1. Пусть c — положительная постоянная, 0 < c < 15/31. Тогда погрешность ин-

терполяции этой постоянной посредством н.д. по чебышевской системе узлов оценивается сле-

дующим образом:

‖ρn‖ ≤ c

2n−1
· 1

|Qn(−1)| <
c

22n−1n!
· 1 − c

1 − 2c
, n ≥ 2. (12)

Предварительно докажем две леммы.

Лемма 2.1. Если Qn(−1) ≥ a21−n с произвольной постоянной a > 1, то функция Qn(x) моно-

тонно возрастает на отрезке [−1, 1].

Доказательство. Если выполнено предположение леммы, то, переписав равенство (11) в виде

Q′
n(x) = cQn(x) − c21−nTn(x), (13)

получим Q′
n(−1) ≥ cQn(−1) − c21−n ≥ c(a − 1)21−n = 2ε, где ε > 0. Выберем величину δ = δ(ǫ) > 0,

такую что |Q′
n(x)−Q′

n(y)| ≤ ε при всех x, y ∈ [−1, 1] с |x−y| ≤ δ. Пусть натуральное N удовлетворяет

условию 2N−1 ≤ δ. Разобьем отрезок [−1, 1] на N равных отрезков

∆k = [xk−1, xk], x0 = −1, xk = −1 + 2 k N−1, k = 1, . . . , N.

Пусть x ∈ ∆1. Тогда из неравенств Q′
n(x0) = Q′

n(−1) ≥ 2ε и |Q′
n(x0) − Q′

n(x)| ≤ ε находим

Q′
n(x) ≥ Q′

n(x0) − |Q′
n(x0) − Q′

n(x)| ≥ 2ε − ε = ε > 0.

Таким образом, Q′
n(x) > 0 на ∆1 и, значит, функция Qn(x) возрастает на ∆1. Отсюда получаем, что

Qn(x1) > Qn(x0) ≥ a21−n и из (13) получаем оценку Q′
n(x1) ≥ cQn(x1) − c21−n ≥ c(a − 1)21−n = 2ε.

Дословно повторив предыдущее рассуждение для x ∈ ∆2, получим, что

Q′
n(x) ≥ Q′

n(x1) − |Q′
n(x1) − Q′

n(x)| ≥ 2ε − ε = ε > 0.

Так что и на ∆2 производная Q′
n(x) положительна, и функция Qn(x) возрастает. Повторив аналогич-

ную процедуру N раз, придем к заключению леммы 2.1. ¤

Лемма 2.2. При 0 < c < 1/2 имеет место неравенство

Qn(−1) >
1 − 2c

1 − c
n!c−n >

1 − 2c

1 − c
n!2n > 0. (14)

Доказательство. Положим T (x) = 21−nTn(x). Тогда из равенства (13) последовательно получаем

Q′
n(x) = cQn(x) − cT (x), Q′′

n(x) = c2Qn(x) − c2T (x) − cT ′(x)

и, наконец, Q
(n)
n (x) = n! = cnQn(x) − cnT (x) − cn−1T ′(x) − . . . − cT (n−1)(x). Отсюда находим

Qn(−1) ≥ n!c−n −
n−1∑

k=0

c−k|T (k)(−1)|. (15)
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Для оценки суммы в (15) воспользуемся неравенством В.А. Маркова [14] для max-нормы на отрезке

[a, b] производной многочлена P степени n, ограниченного на [a, b] некоторой величиной M :

‖P (k)‖ ≤ M 2k

(b − a)k

2kk!

(2k)!
n2(n2 − 12) . . . (n2 − (k − 1)2) =

M 2k

(b − a)k

2kk!

(2k)!

n(n + k − 1)!

(n − k)!
.

В нашем случае имеем [a, b] = [−1, 1], P = T , M = 21−n и, следовательно,

|T (k)(−1)| ≤ ckak, ak := c−k2k n

2n−1

k!

(2k)!

(n + k − 1)!

(n − k)!
.

Пусть 0 < c < 1. Тогда

an−1 = c−n+1n!,
ak

ak+1
= c

2k + 1

n2 − k2
≤ c < 1, k = 0, . . . , n − 2, (16)

откуда an−2 ≤ can−1, an−3 ≤ c2an−1, и, вообще, ak ≤ cn−k−1an−1. Отсюда с учетом того, что

an−1 = c−n+1n!, получаем

Qn(−1) ≥ n!c−n −
n−1∑

k=0

ak ≥ n!c−n − an−1

n−1∑

k=0

cn−k−1 > n!c−n − c

1 − c
n!c−n =

1 − 2c

1 − c
n! c−n > 0,

что и доказывает лемму 2.2. ¤

Доказательство теоремы 2.1. Заметим, что при 0 < c < 15/31 и n ≥ 2 выполнение условия

леммы 2.1 следует из первого неравенства в (14). Поэтому утверждение теоремы 2.1 сразу получается

из (11) и лемм 2.1 и 2.2:

|ρn(x)| ≤ c

2n−1
· 1

|Qn(x)| ≤
c

2n−1
· 1

|Qn(−1)| <
c

22n−1n!
· 1 − c

1 − 2c
. ¤

Теорема 2.2. Пусть 0 < c < 1/2. Тогда все полюсы интерполяционной н.д. Rn(x), n ≥ 2, лежат

вне круга |z| < 1.

Доказательство. Воспользуемся следующей оценкой корней многочлена.

Теорема (Энестрём – Какейя, [15]). Если коэффициенты многочлена Qn(x) = xn + qn−1x
n−1 +

+ . . . + q0 строго положительны, то все его корни лежат в кольце

min
k=0,...,n−1

qk

qk+1
≤ |z| ≤ max

k=0,...,n−1

qk

qk+1
, qn = 1.

Нам понадобится только первая оценка. Достаточно показать, что все коэффициенты qj мно-

гочлена Qn из (11) положительны и δj := qn−j/qn−j+1 > 1, j = 1, . . . , n, qn = 1. Воспользуемся

формулой (6). Для этого заметим, что поскольку многочлены Tn(x) являются либо четными, либо

нечетными функциями, то

T (x) = 21−nTn(x) = xn +

[n
2 ]∑

j=1

σ2jx
n−2j ,

где [·] — целая часть. Поэтому симметрические многочлены σk (7) от корней xk многочлена T с

нечетными номерами равны нулю. С учетом этого формула (6) принимает вид

qn−j = c−j n!

(n − j)!
+

[ j
2 ]∑

k=1

c2k−j (n − 2k)!

(n − j)!
σ2k, j = 1, . . . , n.

Учтем, что все |xk| < 1, тогда из (7) получаются неравенства |σk| < Ck
n (биномиальные коэффициен-

ты). Поэтому при 0 < c < 1 и при всех j = 1, . . . , n имеем

qn−j > c−j n!

(n − j)!


2 −

[ j
2 ]∑

k=0

c2k

(2k)!


 > c−j n!

(n − j)!
(2 − ch c) > 0. (17)
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Теперь докажем, что δj > 1, j = 0, . . . , n. Воспользуемся рекуррентными соотношениями (9).

При нечетных j = 2m + 1 имеем σj = 0 и, следовательно, при 0 < c < 1/2 из (9) получаем:

δj = (n − j + 1)c−1 > 2. Пусть теперь j = 2m. Тогда из (17) и из неравенств |σj | < Cj
n получаем

δj =
n − j + 1

c
+

σj

qn−j+1
>

n − j + 1

c
− Cj

n (n − j + 1)! cj−1

n! (2 − ch c)
=

= (n − j + 1)

(
1

c
− cj−1

j! (2 − ch c)

)
= (n − j + 1)Fj(c).

При j = 2 имеем F2(c) ≥ F2(1/2) > 1, отсюда δ2 = (n − 1)F2(c) > (n − 1) ≥ 1. Из того, что функция

Fj(c) возрастает с ростом j ≥ 2, находим δj > 1 · Fj(c) ≥ F2(c) > 1. ¤

3. УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ И ЕДИНСТВЕННОСТИ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ Н.Д.

Рассмотрим сначала пример интерполяции с таблицей (x1, y1), (x2, y2). В силу теоремы 1.1 со-

ответствующая интерполяционная н.д. R2(x) существует и единственна тогда и только тогда, когда

определитель d(x1, y1, x2, y2) = detA2 отличен от нуля, где

A2 = A2(x1, y1, x2, y2) =

(
y1 y1x1 − 1

y2 y2x2 − 1

)
.

Уравнение d(x1, y1, x, y) = 0 определяет н.д. y = (x + 1/y1 − x1)
−1. Значит, если выбрать вторую

точку (x2, y2), не лежащей на графике этой н.д., то существует единственная интерполяционная н.д.

R2(x). В противном случае, возможны две ситуации: либо интерполяционных н.д. бесконечно много,

либо не существует ни одной. Эти случаи возникают, когда система уравнений A2q = B2 (3) имеет

бесконечно много решений или не имеет их вообще.

Пример. Для таблицы (0,−2), (1, 2) существует бесконечно много различных интерполяционных

н.д. второго порядка. Они имеют вид

R2(b;x) = 2
x − b

x2 − 2bx + b
,

где b — произвольный отличный от нуля параметр. Здесь не выполнено условие теоремы 1.1 поскольку

d(x1, y1, x2, y2) = 0, то есть вторая точка таблицы лежит на графике y = (x − 1/2)−1, проходящем

через первую точку. Кроме того, система уравнений A2q = B2 имеет бесконечно много решений.

Если же взять на этом графике вместо (1, 2) любую другую точку (x2, y2), то интерполяционных н.д.

вообще не существует, так как указанная система не имеет решений.

Перейдем к случаю произвольного n.

Определение. Таблица интерполяции (xk, yk), k = 1, . . . , n, с попарно различными узлами xk

называется допустимой, если через точки (xk, yk) ∈ R
2 проходит график единственной интерполяци-

онной н.д. y = Rn(x). Другими словами, допустимая таблица удовлетворяет условию существования

и единственности теоремы 1.1.

Пусть задана допустимая таблица интерполяции (xk, yk), k = 1, . . . , n. Тогда по теореме

1.2 детерминантное уравнение Dn(x, y) = 0 определяет единственную интерполяционную н.д.

y = Rn(x). Выберем какую-либо новую точку (xn+1, yn+1), не лежащую на графике этой н.д. То-

гда Dn(xn+1, yn+1) 6= 0, или, что то же самое, det An+1 6= 0, где An+1 = An+1(x1, y1, . . . , xn+1, yn+1)

(см. обозначение после системы (3). По теореме 1.1 новая таблица (xk, yk), k = 1, . . . , n + 1, также

является допустимой.

Пусть теперь точка (xn+1, yn+1) лежит на графике y = Rn(x), т.e. det An+1 = 0. Тогда система

уравнений (3) (где следует заменить n на n + 1) по критерию Кронекера – Капелли [16] либо име-

ет бесконечно много решений, если ранги расширенной матрицы и матрицы An+1 равны, либо, в

противном случае, не имеет их вовсе.

Сравним ранги. Поскольку таблица (xk, yk), k = 1, . . . , n, является допустимой, то ранг матрицы

An+1 равен n. Поэтому ранг расширенной матрицы системы (3) (где следует заменить n на n + 1)

равен n, если и только если равен нулю определитель матрицы
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D∗
n+1(xn+1, yn+1) =




y1 . . . y1x
n−1
1 − (n − 1)xn−2

1 (n + 1)xn
1 − y1x

n+1
1

y2 . . . y2x
n−1
2 − (n − 1)xn−2

2 (n + 1)xn
2 − y2x

n+1
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yn . . . ynxn−1
n − (n − 1)xn−2

n (n + 1)xn
n − ynxn+1

n

yn+1 . . . yn+1x
n−1
n+1 − (n − 1)xn−2

n+1 (n + 1)xn
n+1 − yn+1x

n+1
n+1




.

Значит, для существования бесконечного числа интерполяционных н.д. степени n + 1 для таблицы

(xk, yk), k = 1, . . . , n + 1, необходимо и достаточно, чтобы новая точка (xn+1, yn+1) удовлетворяла

уравнению det D∗
n+1(x, y) = 0. Как и в теореме 1.2 доказывается эквивалентность

det D∗
n+1(x, y) = 0 ⇔ y = R∗

n+1(x), (18)

где R∗
n+1(x) есть некоторая н.д. степени n + 1.

Из предыдущих рассуждений получается

Теорема 3.1. Пусть (xk, yk), k = 1, . . . , n, является допустимой таблицей интерполяции.

Новая таблица (xk, yk), k = 1, . . . , n + 1, является допустимой тогда и только тогда, когда

точка (xn+1, yn+1) не лежит на графике интерполяционной н.д. y = Rn(x), построенной по

первоначальной таблице (xk, yk), k = 1, . . . , n.

Для новой таблицы (xk, yk), k = 1, . . . , n+1, существует бесконечно много интерполяционных

н.д. Rn+1 тогда и только тогда, когда точка (xn+1, yn+1) лежит на пересечении двух графиков

y = Rn(x) и y = R∗
n+1(x) (см. (18)).

Для новой таблицы (xk, yk), k = 1, . . . , n + 1, не существует ни одной интерполяционной н.д.

Rn+1 тогда и только тогда, когда точка (xn+1, yn+1) лежит на графике y = Rn(x), но не лежит

на графике y = R∗
n+1(x).

Работа выполнена при финансовой поддержке АВЦП РНПВШ (рег. номер 2.1.1/5568) и гранта

РФФИ (проект 08-01-00648).
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В работе указаны условия на ряд по системе характеров диа-
дической группы, при которых конечное или счетное множество
является множеством единственности.
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On the Uniqueness of Series with Respect to Characters
of Dyadic Groups

N.S. Polyakova
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Conditions on series with respect to characters of dyadic groups are
specified by which finite or countable set is the set of uniqueness.

Key words: set of uniqueness; dyadic group; characters; series with
respect to characters.

Пусть Z2 — группа целых диадических чисел. Элементами этой группы являются последо-

вательности t = (t0, . . . , tn, . . . ), где tn может принимать значения 0 или 1. Топология в мно-

жестве таких последовательностей определяется следующим образом: n-я окрестность элемента

t0 = (t
(0)
0 , t

(0)
1 , t

(0)
2 , . . . , t

(0)
n , . . . ) состоит из элементов t = (t0, . . . , tn, . . . ), для которых tj = t0j при

0 ≤ j ≤ n − 1. Будем обозначать такую окрестность как Vn(t0), число n называют рангом окрест-

ности. В дальнейшем, если нам будет неважно, где располагается окрестность, и будет интересовать

лишь ее ранг, то будем писать просто Vn.

Отметим, что две произвольные окрестности ранга n или совпадают, или не пересекаются. В

дальнейшем для объединения двух непересекающихся окрестностей будем использовать знак «
⊔
».

Операция сложения в Z2 определяется как покоординатное сложение по модулю 2 с переносом

единицы в следующий разряд [1, с. 23]. В дальнейшем эту групповую операцию будем обозначать «+̇».

Функции

χa,n(g) = exp

(
2πi

n−1∑

k=0

agk2k−n

)
, χ0(g) ≡ 1, (1)

где g = (g0, . . . , gn, . . . ), a = 1, 3, . . . , 2n − 1 являются характерами диадической группы [1, с. 62].

Преобразуем (1) к виду

χa,n(g) = exp

(
n−1∑

k=0

a2πi

2n−k
gk

)
=

n−1∏

k=0

(
exp

(
a2πi

2n−k

))gk

.

Обозначим

ea,k = exp

(
a2πi

2k

)
. (2)

Тогда

χa,n(g) =

n∏

k=1

(ea,k)gn−k = (ea,1)
gn−1 · (ea,2)

gn−2 · · · · · (ea,n)g0 . (3)

Отметим, что ea,1 = −1 для любого нечетного a. Тогда

χa,n(g) = (−1)gn−1 · (ea,2)
gn−2 · · · · · (ea,n)g0 . (4)

Отметим несколько свойств, связанных с характерами диадической группы и вытекающих непо-

средственно из определения и формул (2), (3).

1◦. ea,m = eb,m, где a = b(mod 2m).

2◦. χa,n(g) — постоянна на окрестностях Vn.
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3◦. Пусть χa,n(g) ≡ c, c 6= 0 на некоторой окрестности Vn. Рассмотрим окрестность Vn−1, содер-

жащую данную окрестность Vn. Тогда для всех g ∈ Vn−1 \ Vn χa,n(g) = −c.

4◦. (χa,n(g))2 = (χa,n(g))(χa,n(g)) = χa,n−1(g), в частном случае (ea,n)2 = (ea,n)(ea,n) = ea,n−1.

5◦. Если нечетные числа a, b, c связаны соотношением a + b = 2mc, то (χa,n(g))(χb,n(g)) =

= χc,n−m(g).

6◦. Пусть m > n. Тогда χa,n(g)χa,m(g) = χ(2m−n+1)a,m(g), χa,n(g) · χb,m(g) = χ(2m−na+b),m(g).

7◦. Пусть a — произвольное целое положительное нечетное число, такое что 1 ≤ a < 2n, и

пусть 0 < k ≤ n − 1. Рассмотрим последовательность чисел {aj}2k−1

j=1 , таких что a1 = a, aj+1 =

= (aj + 2n−k+1)mod 2n, j = 1, . . . , 2k−1 − 1. Тогда eam,n−k+1 = eaj ,n−k+1, 1 ≤ m, j ≤ 2k−1.

8◦. Пусть a — произвольное целое положительное нечетное число, такое что 1 ≤ a < 2n−1. Тогда

χ2n−a,n(g) = χa,n(g).

Для целых неотрицательных a и b положим по определению a ⊕ b = (a + b)mod 2.

Выберем произвольную точку t = (t0, . . . , tn, . . . ). Точку t̃ = (t0, . . . , tn−1, tn ⊕ 1, tn+1, . . . ) будем

называть симметричной к точке t относительно окрестности Vn и писать t̃ ∼n t. При этом, если tn = 0,

то будем говорить, что t — левая симметричная точка, а t̃ — ее правая симметричная относительно

Vn точка. Если tn = 1, то наоборот.

Пусть t, τ, t̃, g, ρ ∈ Z2, тогда очевидны следующие свойства:

9◦. t ∼n t̃ <=> t̃ ∼n t.

10◦. g ∼n t, τ ∼n+1 t, ρ ∼n+1 g => τ ∼n ρ.

Обозначим 10 = (1, 0, 0, . . . ), 1k = 1k−1+̇1k−1, где k ∈ N.

Пусть k и n некоторые натуральные числа, такие что k > n, t ∼n g. Окрестности Vk(t) и Vk(g)

будем называть симметричными относительно окрестности Vn и обозначать Vk(t) ∼n Vk(g), то есть

Vk(t) = Vk(g)⊕1n. Будем говорить, что Vk(t) — левая симметричная окрестность, а Vk(g) — ее правая

симметричная относительно Vn окрестность, если t — левая симметричная точка, а t̃ — ее правая

симметричная относительно Vn точка.

Разобьем Z2 на 2n дизъюнктных окрестностей Vn и пронумеруем их следующим образом:

V (1)
n = Vn(0, . . . , 0, . . . ), V (2k+i)

n ∼n−(k+1) V (i)
n ,

т.е. V
(2k+i)
n = V

(i)
n ⊕ 1n−(k+1), где k = 0, . . . , (n − 1), i = 1, . . . , 2k. Используя формулу (4), получим

χa,n(V (1)
n ) = 1, χa,n(V (j)

n ) = χa,n(V (j−2k−1)
n )ea,k, (5)

где j — произвольное целое число, такое что 1 < j ≤ 2n, а k выбрано таким образом, что

2k−1 < j ≤ 2k. При этом V
(j)
n = V

(j−2k−1)
n ⊕ 1n−k.

Укажем еще одно свойство характеров диадической группы, которое непосредственно следует из

свойства 7◦ и формулы (5).

11◦. Пусть p — произвольное число, такое что 1 ≤ p ≤ n, a, b — нечетные числа, удовлетворяющие

условию a = (b + k2p)mod 2n, где 1 ≤ k ≤ 2n−p − 1. Тогда в любой точке g окрестности V
(1)
n−p

χa,n(g) = χb,n(g).

Рассмотрим ряд

c0χ0(g) +
∞∑

n=1

2n−1∑

a=1

ca,nχa,n(g), (6)

где a — нечетные целые числа, ca,n — комплексные числа, g = (g0, . . . , gn, . . . ).

Обозначим Xn(g) =
2n−1∑
a=1

ca,nχa,n(g), X0(g) = c0. Тогда ряд (6) примет вид

∞∑

n=0

Xn(g). (7)

Через Sn обозначим частные суммы Sn(g) =
∑n

k=0 Xk(g). Очевидны следующие свойства пачек Xn(g)

12◦. Xn(g) постоянны на Vn.

13◦. Если Xn(Vn) = c = const, то Xn(Vn−1 \ Vn) = −c.
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Теорема 1. Для любой последовательности (cj)
2n−1

j=1 комплексных чисел найдется такая функ-

ция Xn(g), что

Xn(g) =

{
cj , если g ∈ V

(2j−1)
n ,

−cj , если g ∈ V
(2j)
n .

Доказательство. Выберем в каждой окрестности V
(2j−1)
n по одной произвольной фиксированной

точке gj . Рассмотрим следующую систему уравнений:

2n−1∑

a=1

ca,nχa,n(gj) = cj , (8)

где j = 1, . . . , 2n−1. Очевидно, что доказав совместность этой системы, мы докажем утверждение

теоремы.

Выпишем матрицу Cn размерности 2n−1 × 2n−1 системы (8). При этом j-я строка матри-

цы Cn будет иметь вид (χ1,n(gj), χ3,n(gj), χ5,n(gj), . . . , χ2n−1,n(gj)), где j = 1, . . . , 2n−1. Вос-

пользуемся определением характеров диадической группы, формулами (5), а также свойствами

2◦ и 7◦. Тогда первая строка матрицы будет иметь вид (1, 1, 1, . . . , 1), где единицы повторяют-

ся 2n−1 раз. Вторая строка матрицы имеет вид (e1,2, e3,2, . . . , e1,2, e3,2), где кортеж (e1,2, e3,2) по-

вторяется 2n−2 раз. Строка матрицы Cn с номером (2k−2 + 1), k = 2, . . . , n, будет иметь вид

(e1,k, e3,k, . . . , e2k−1,k, e1,k, . . . , e2k−1,k, . . . , e1,k, . . . , e2k−1,k), где кортеж (e1,k, . . . , e2k−1,k) повторяется

2n−k раза. Пусть число m такое, что 2k−2 + 1 ≤ m ≤ 2k−1, где 2 ≤ k ≤ n. Используя формулы (5),

получим, что элементы m-й строки матрицы Cn получаются умножением соответствующих элементов

(2k−2 + 1)-й и (m − 2k−2)-й строк.

Договоримся об обозначении. Если A = (ak,j) — матрица размерности n× n, то через (A)k будем

обозначать k-ю строку матрицы A. Будем говорить, что k-я строка есть s-я степень m-й строки

матрицы A и писать (A)k = ((A)m)s, если akj = (amj)
s для каждого j, 1 ≤ j ≤ n. Аналогично, через

(A)k(A)m будем обозначать почленное произведение строк (A)k и (A)m).

Вернемся к доказательству теоремы. Покажем, что для любого натурального числа n > 1 матри-

ца Cn содержит все натуральные степени до (2n−1 − 1) включительно своей (2n−2 + 1)-й строки и

строку, состоящую только из единиц. Доказательство проведем по индукции.

Заметим, что случай n = 2 тривиален, так как матрица C2 содержит только две строки, причем

первая состоит только из единиц.

Пусть n = 3. Тогда матрица C3 имеет вид




1 1 1 1

e1,2 e3,2 e1,2 e3,2

e1,3 e3,3 e5,3 e7,3

e1,3e1,2 e3,3e3,2 e5,3e1,2 e7,3e3,2


 .

Используя свойства 1◦ и 4◦ видим, что (C3)2 = ((C3)3)
2. Так как по построению (C3)4 = ((C3)3)×

× ((C3)2), то получаем, что (C3)4 = ((C3)3)
3. Таким образом, матрица C3 имеет вид




1 1 1 1

e2
1,3 e2

3,3 e2
5,3 e2

7,3

e1,3 e3,3 e5,3 e7,3

e3
1,3 e3

3,3 e3
5,3 e3

7,3


 .

Предположим, что для случая n = N − 1 утверждение верно. Докажем теперь, что матрица CN

содержит все натуральные степени до (2N−1 − 1) включительно своей (2N−2 + 1)-й строки и строку,

состоящую только из единиц. Разобьем матрицу CN на три блока

(
A1 A2

A3

)
,
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где матрица A1 имеет размерность 2N−1×2N−1, матрица A2 — размерность 2N−1×2N−1, матрица A3

— размерность 2N−1×2N . При этом можно заметить, что матрицы A1 и A2 совпадают и равны матрице

CN−1, которая по предположению содержит все натуральные степени до (2N−2 − 1)-й включительно

своей (2N−3+1)-й строки и строку, состоящую только из единиц. Объединим матрицы A1 и A2 в один

блок B размерности (N − 1) × N . Таким образом, матрица CN примет вид (B A3)
T . Заметим, что

блок B так же как и матрица CN−1 содержит все натуральные степени до (2N−2−1)-й включительно

своей (2N−3 + 1)-й строки и строку, состоящую только из единиц. Используя свойства 1◦ и 4◦ видно,

что (CN )2N−3+1 = ((CN )2N−2+1)
2. Отсюда получаем, что блок B состоит из строки, состоящей только

из единиц, и строк, являющихся различными четными степенями от степени 2 до степени (2N−1 − 2)

включительно строки матрицы CN с номером (2N−2+1). По построению матрицы CN видно, что если

1 < j ≤ 2N−2, то (A3)j = ((A3)1)((B)j). Поэтому блок A3 состоит из различных нечетных степеней

от 1 до (2N−1 − 1) включительно строки матрицы CN с номером (2N−2 + 1). Таким образом, вся

матрица CN содержит все натуральные степени до (2N−1 − 1)-й включительно своей (2N−2 + 1)-й

строки и строку, состоящую только из единиц.

Осталось только заметить, что определитель матрицы CN — определитель Вандермонда с ин-

версией строк. Поскольку элементы (2N−2 + 1)-й строки матрицы CN являются различными, то ее

определитель не равен нулю, а значит, исходная система совместна, что и требовалось доказать.

Теорема 2. Каждая функция f(g), которая принимает постоянные значения на окрестностях

ранга m, есть многочлен вида

c0χ0(g) +
m∑

n=1

2n−1∑

a=1

ca,nχa,n(g).

Доказательство. Доказательство проведем по индукции. Пусть m = 0. Тогда V0 = Z2 и f(g) ≡ λ.

Отсюда следует, что f(g) = λ = λχ0(g). Предположим, что для m = N − 1 любую функцию f(g),

принимающую постоянные значения на окрестностях ранга N − 1, можно представить в виде

f(g) = c0χ0(g) +

N−1∑

n=1

2n−1∑

a=1

ca,nχa,n(g).

Пусть функция f(g) постоянна на окрестностях ранга N , то есть f(g) = λj , если g ∈ V
(j)
N

(1 ≤ j ≤ 2N ). Рассмотрим функцию f1(g), постоянную на окрестностях ранга N − 1, и пусть

f1(g) = µl, если g ∈ V
(l)
N−1 (1 ≤ l ≤ 2N−1). И рассмотрим функцию XN (g), которую по теореме

1 можно представить в виде

XN (g) =

{
cl, если g ∈ V

(2l−1)
N ,

−cl, если g ∈ V
(2l)
N ,

где 1 ≤ l ≤ 2N−1. Причем коэффициенты cl и µl выбраны таким образом, чтобы для любого l,

1 ≤ l ≤ 2N−1, выполнялось {
µl + cl = λ2l−1,

µl − cl = λ2l.

Но тогда функцию f(g) можно представить в виде

f(g) = f1(g) + XN (g) = c0χ0(g) +
N−1∑

n=1

2n−1∑

a=1

ca,nχa,n(g) +
2N−1∑

a=1

ca,Nχa,N (g) =

= c0χ0(g) +
N∑

n=1

2n−1∑

a=1

ca,nχa,n(g),

что и требовалось доказать.

Определение 1. Пусть E ⊂ Z2 — конечное или счетное множество. Множество IE = {k ∈ N∪{0} :

∃ Vk,∀ Vk+1 ⊂ Vk, Vk+1 ∩ E 6= ∅} будем называть индексным множеством для множества E.
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Теорема 3. Пусть: 1) E ⊂ Z2 — конечное или счетное множество, IE — индексное множество

для E; 2) ряд (7) сходится к нулю всюду на Z2 \ E; 3) X0 ≡ 0,Xk+1(g) ≡ 0, для любого k ∈ IE .

Тогда Xk(g) ≡ 0 для всех k ∈ N.

Доказательство. Доказательство будем проводить от противного. Предположим, что не все

Xk ≡ 0. Пусть k1 — наименьший из таких индексов. Тогда существует g ∈ Z2, что Xk1
(g) = c, c 6= 0 и

для любого k < k1, Xk(g) ≡ 0. Но тогда по свойствам 12◦ и 13◦ найдется такая окрестность V
(j)
k1

, что

Xk1
(V

(j)
k1

) = c и Xk1
(Vk1−1 \V

(j)
k1

) = −c. Заметим также, что номер k1−1 не принадлежит индексному

множеству IE . Следовательно, одна из окрестностей V j
k1

или Vk1−1 \ V j
k1

не содержит точек из E.

Будем обозначать такую окрестность просто Vk1
. При этом Xk1

(g) ≡ c1 для всех g ∈ Vk1
, где c1 = c,

если Vk1
= V

(j)
k1

, c1 = −c, если Vk1
= Vk1−1 \ V

(j)
k1

. Отметим также, что поскольку c1 6= 0, то либо

Re c1 6= 0, либо Im c1 6= 0. Пусть для определенности Re c1 = a1, a1 > 0.

Если бы при всех k > k1 на Vk1
имело место тождество Xk(g) ≡ 0, то ряд (7) не сходился

бы к нулю на Vk1
, что противоречит условию теоремы. Поэтому существует наименьший индекс k2

(k2 > k1), такой что (Xk2
) 6≡ 0 на Vk1

, но тогда Re(Xk2
(g)) ≡ a2, a2 ≥ 0, на некоторой окрестности

Vk2
⊂ Vk1

.

Продолжая это рассуждение, найдем последовательность вложенных окрестностей Vk1
⊃ Vk2

⊃
⊃ . . . ⊃ Vkp

⊃ . . . , имеющих в пересечении точку g0, в которой действительная часть ряда (7) равна

a1 + a2 + · · · + ap + · · · > 0. Но это невозможно, так как g0 6∈ E. Теорема доказана.

Теорема 3 является окончательной в том смысле, что если рассмотреть индексное множество хотя

бы без одного какого-либо элемента, то теорема будет неверна.

Определение 2. Пусть Vn — некоторая окрестность ранга n. Возьмем любую точку g = (gk) ∈ Vn.

Точки (g0, g1, . . . , gn−1, 1, 0, 0, . . . ) и (g0, g1, . . . , gn−1, 0, 1, 1, . . . ) будем называть крайними точками

окрестности Vn.

В дальнейшем будем обозначать N0 = N ∪ {0}.
Теорема 4. Для любого непустого множества I ⊂ N0, такого что множество N0\I счетно,

существует множество E ⊂ Z2, такое что

1) его индексное множество совпадает с указанным множеством I,

2) для любого фиксированного ki ∈ I найдется ряд вида (7), такой что Xki+1 6= 0,X0 ≡ 0 и

Xk+1 ≡ 0 для всех k ∈ I, k 6= ki, и который сходится к нулю всюду на Z2 \E, расходится во всех

точках множества E, и при этом неверно, что все остальные Xk(g) ≡ 0.

3) найдется ряд вида (7), такой что X0 6= 0 и Xk+1 ≡ 0 для всех k ∈ I, и который сходится

к нулю всюду на Z2 \ E, расходится во всех точках множества E, и при этом неверно, что все

остальные Xk(g) ≡ 0.

Доказательство. Доказательство проведем для счетного множества I. Случай, когда I конечно

рассматривается аналогично.

1) Пусть нам дано счетное множество I = {k1, . . . , kp, . . . } ⊂ N0, такое что множество N0\I счетно,

и пусть k1 < k2 < . . . . Будем строить множество E, для которого множество I будет индексным

множеством. Представим группу Z2 в виде объединения окрестностей ранга k1: Z2 =
⊔

Vk1
, где k1 —

наименьший элемент из множества I. Выберем одну такую окрестность Vk1
, отметим ее крайние точки

и включим их в множество E. Представим Vk1
в виде дизъюнктного объединения окрестностей Vk2

:

Vk1
=

⊔
Vk2

. В тех окрестностях Vk2
, которые уже содержат точку из E, отметим оставшиеся крайние

точки и включим их в E. Продолжая этот процесс, мы получим множество E = {t1, t2, . . . , t2p

, . . . }
такое, что его индексное множество совпадает с данным I = {k1, . . . , kp, . . . }.

2) Выберем теперь произвольное kj ∈ I и зафиксируем его. Пусть X0 ≡ 0, Xk+1 ≡ 0 для всех

k ∈ I, k 6= kj . Построим такой ряд вида (7), который будет сходиться всюду на Z2 \ E, расходиться

во всех точках множества E и для которого Xkj+1 6= 0.

Положим Xk ≡ 0 для k = 0, . . . , kj .

Шаг 1. Представим группу Z2 в виде объединения окрестностей ранга kj , т.е. Z2 =
⊔

Vkj
. По по-

строению, среди них есть 2j−1 окрестностей, которые содержат точки из E. Обозначим их V
(α)
kj

, α ∈ J .

Построим Xkj+1(g) так, чтобы Xkj+1(g) = 0 вне
⊔

α∈J

V
(α)
kj

, и при этом Xki+1(g) ≡ a, если g ∈ V
(2α−1)
kj+1 ,
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Xki+1(g) ≡ −a, если g ∈ V
(2α)
kj+1, где a — некоторое комплексное число не равное нулю. В этом случае,

∣∣Skj+1(g)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

kj+1∑

k=0

Xk(g)

∣∣∣∣∣∣
=

{
|a|, если g ∈ Vkj+1 и Vkj+1

⋂
E 6= ∅

0, если g ∈ Vkj+1 и Vkj+1

⋂
E = ∅.

Шаг 2. Представим заданное множество I в следующем виде:

I = {K1,K1 + 1, . . . ,K1 + m1 − 1,K2, . . . ,K2 + m2 − 1, . . . ,Kp, . . . ,Kp + mp − 1, . . . },

где Kl + ml < Kl+1 для всех l ≥ 1.

Таким образом, мы множество I разбиваем на пачки последовательно идущих элементов. При

таком разбиении окажется, что для каждого l ≥ 1 число ml есть количество элементов в l-й пачке.

Тогда в новом представлении множества I указанное kj будет иметь вид Kl + r, где

l ≥ 1, 0 ≤ r < ml — фиксированные числа. Тогда XKl+r+1 = Xkj+1 и SKl+r+1 = Skj+1.

Рассмотрим два случая: А) r = ml − 1, В) r < ml − 1.

А) Пусть r = ml−1, тогда kj будет иметь вид Kl+ml−1. Представим рассматриваемые окрестности

Vkj
в виде дизъюнктного объединения двух окрестностей Vkj+1. Так как kj + 1 = Kl + ml 6∈ I, то

для каждой такой окрестности Vkj+1 только одна окрестность Vkj+2 ⊂ Vkj+1 содержит точки из E.

Поэтому Xkj+2(g) = XKl+ml+1(g) будем строить так, чтобы

XKl+ml+1(g) =





0, если SKl+ml
(g) = 0,

SKl+ml
(g), если g ∈ VKl+ml+1 и VKl+ml+1

⋂
E 6= ∅,

−SKl+ml
(g), если g ∈ VKl+ml+1 и VKl+ml+1

⋂
E = ∅.

Таким образом,

|SKl+ml+1(g)| =

∣∣∣∣∣

Kl+ml+1∑

k=0

Xk(g)

∣∣∣∣∣ =

{
2|a|, если g ∈ VKl+ml+1 и VKl+ml+1

⋂
E 6= ∅,

0, если g ∈ VKl+ml+1 и VKl+ml+1

⋂
E = ∅.

В) Пусть r < ml − 1. Тогда положим XKl+r+2 ≡ 0, . . . ,XKl+ml
≡ 0, а значит и SKl+r+2 = . . .

. . . = SKl+ml
≡ SKl+r+1. Представим рассматриваемые окрестности VKl+r в виде дизъюнктного

объединения окрестностей VKl+ml
. Так как Kl + ml 6∈ I, то для каждой такой окрестности VKl+ml

только одна окрестность VKl+ml+1 ⊂ VKl+ml
содержит точки из E. Поэтому XKl+ml+1(g) будем

строить так, чтобы

XKl+ml+1(g) =





0, если SKl+ml
(g) = 0,

SKl+ml
(g), если g ∈ VKl+ml+1 и VKl+ml+1

⋂
E 6= ∅,

−SKl+ml
(g), если g ∈ VKl+ml+1 и VKl+ml+1

⋂
E = ∅.

Таким образом,

|SKl+ml+1(g)| =

∣∣∣∣∣

Kl+ml+1∑

k=0

Xk(g)

∣∣∣∣∣ =

{
2|a|, если g ∈ VKl+ml+1 и VKl+ml+1

⋂
E 6= ∅,

0, если g ∈ VKl+ml+1 и VKl+ml+1

⋂
E = ∅.

Шаг 3. Поскольку Kl + ml < Kl+1, то Kl+1 = Kl + ml + rl, где rl ≥ 1. Обозначим

Kl + ml + h (1 ≤ h ≤ rl) как Hl. Строим XHl+1(g), так чтобы

XHl+1(g) =





0, если SHl
(g) = 0,

SHl
(g), если g ∈ VHl+1 и VHl+1

⋂
E 6= ∅,

−SHl
(g), если g ∈ VHl+1 и VHl+1

⋂
E = ∅.

Тогда

|SHl+1(g)| =

∣∣∣∣∣

Hl+1∑

k=0

Xk(g)

∣∣∣∣∣ =

{
2h+1|a|, если g ∈ VHl+1 и VHl+1

⋂
E 6= ∅,

0, если g ∈ VHl+1 и VHl+1

⋂
E = ∅.
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Шаг 4. Повторяя рассуждения, аналогичные рассуждениям в пункте В) шага 2 и в шаге 3, полу-

чаем при q > l

∣∣SKq+1
(g)

∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

Kq+1∑

k=0

Xk(g)

∣∣∣∣∣∣
=

{
2Kq+1−Kl−(ml+...+mq)|a|, если g ∈ VKq+1

и VKq+1

⋂
E 6= ∅,

0, если g ∈ VKq+1
и VKq+1

⋂
E = ∅.

Видно, что полученный таким образом ряд вида (7) сходится к нулю всюду на Z2 вне E и расходится

во всех точках множества E.

В случае конечного множества I, когда все kl исчерпаны, дальнейшие шаги описываются следую-

щим образом.

Пусть kl ∈ I и для любого j ∈ N kl + j 6∈ I, тогда полагаем

Xkl+j+1(g) =





0, если Skl+j(g) = 0,

−Skl+j(g), если g ∈ Vkl+j+1 и Vkl+j+1

⋂
E = ∅,

Skl+j(g), если g ∈ Vkl+j+1 и Vkl+j+1

⋂
E 6= ∅.

При этом |Skl+j+1(g)| =

∣∣∣∣∣

kl+j+1∑

k=0

Xk(g)

∣∣∣∣∣ =

{
2j |Skl

| , если g ∈ Vkl+j+1 и Vkl+j+1

⋂
E 6= ∅,

0, если g ∈ Vkl+j+1 и Vkl+j+1

⋂
E = ∅.

Аналогично 2) доказывается 3).

Работа поддержана грантом Президента РФ для государственной поддержки коллективов
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ОБ АСИМПТОТИКЕ
ПОЛИНОМОВ ЧЕБЫШЕВА,
ОРТОГОНАЛЬНЫХ
НА РАВНОМЕРНОЙ СЕТКЕ
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В настоящей работе исследуются асимптотические свойства по-
линомов Чебышева Tn(x, N) (0 ≤ n ≤ N − 1), ортогональ-
ных на равномерной сетке ΩN = {0, 1, . . . , N −1} с постоян-
ным весом µ(x) = 2

N
(дискретный аналог полиномов Лежанд-

ра) при n = O(N
1
2 ), N → ∞. Установлена асимптотическая

формула, связывающая полиномы Tn(x, N) с полиномами Ле-
жандра Pn(t) для x = N

2
(1 + t) − 1

2
, для остаточного члена

которой получена равномерная относительно t ∈ [−1, 1] оцен-
ка, которая, в свою очередь, позволяет доказать неулучшаемую
весовую оценку для полиномов Чебышева Tn(x, N).

Ключевые слова: ортогональные многочлены, асимптотика.

About Asymptotics of Chebyshev Polynomials Orthogonal
on an Uniform Net

E.Sh. Sultanov

Dagestan Center of Science RAN,
Department of Mathematics and Informatics
E-mail: math.dag@mail.ru

In this article asymptotic properties of the Chebyshev polynomials
Tn(x, N) (0 ≤ n ≤ N − 1) orthogonal on an uniform net
ΩN = {0, 1, . . . , N − 1} with the constant weight µ(x) = 2

N

(discrete analog of the Legendre polynomials) by n = O(N
1
2 ),

N → ∞ were researched. The asymptotic formula that is
relating polynomials Tn(x, N) with Legendre polynomials Pn(t)
for x = N

2
(1 + t) − 1

2
was determined. The uniform estimation

of remainder term of the formula relative to t ∈ [−1, 1], that in turn
allows to prove unimprovable estimation of Chebyshev polynomials
Tn(x, N), was obtained.

Key words: orthogonal polynomials, asymptotics.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть N — натуральное число, ΩN = {0, 1, . . . , N − 1},

Tn(x) = Tn(x,N) =
1

n!(N − 1)[n]
∆n

{
(x − N)[n]x[n]

}
(0 ≤ n ≤ N − 1), (1)

где здесь и далее a[0] = 1, a[n] = a(a − 1) . . . (a − n + 1), ∆n — оператор конечной разности порядка

n с единичным шагом. Как было показано впервые П.Л. Чебышевым в работе [1] (см. также [2, 3]),

равенство (1) определяет для каждого n (0 ≤ n ≤ N − 1) алгебраический многочлен Tn(x) степени n,

а в совокупности T0(x), . . . , TN−1(x) образуют ортогональную систему на ΩN , точнее,

2

N

∑

x∈ΩN

Tn(x,N)Tm(x,N) = hn,Nδnm, (2)

где

hn,N =
2

2n + 1

(N + n)[n]

(N − 1)[n]
. (3)

Многочлены (1) представляют собой дискретный аналог классических полиномов Лежандра

Pn(t) =
(−1)n

2nn!

{
(1 − t2)n

}(n)
,

образующих ортогональную систему в следующем смысле [2]:

1∫

−1

Pn(t)Pm(t) dt =
2

2n + 1
δnm.

Ставится задача об исследовании асимптотической связи между полиномами Чебышева Tn(x,N)

и полиномами Лежандра Pn(t) при n,N → ∞. Нам будет удобно рассмотреть поставленную задачу

для ортонормированных полиномов Чебышева

τn(x,N) = Tn(x,N) {hn,N}−1/2
, (4)

сопоставляя их с ортонормированными полиномами Лежандра

P̂n(t) =

√
2n + 1

2
Pn(t). (5)

Для

x =
N − 1

2
(1 + t) (6)

в работах И.И.Шарапудинова [4–6], в частности, была установлена следующая асимптотическая

формула

τn,N (t) = τn

(
N − 1

2
(1 + t), N

)
= P̂n(t) + vn,N (t), (7)

в которой для остаточного члена vn,N (t) при 1 ≤ n ≤ aN1/2 получена оценка

|vn,N (t)| ≤ c(a)
n√
N

[
(1 − t2)1/2 +

1

n

]−1/2

,

где здесь и далее через c, c(α), c(α, β), . . . , c(α, β, . . . , γ) обозначаются положительные числа, завися-

щие лишь от указанных параметров, вообще говоря, различные в разных местах. Если мы введем

замену переменной t = cos θ, то эта оценка приобретает следующий вид:

|vn,N (cos θ)| ≤ c(a)
n√
N

[
sin θ +

1

n

]−1/2

≤ c(a)
n√
N

{
θ−1/2, если n−1 ≤ θ ≤ π

2 ,

n1/2, если 0 ≤ θ ≤ n−1.
(8)

Следует также отметить, что при соблюдении условий −1 < t < 1 и 0 ≤ n ≤ N − 1 была

установлена следующая асимптотическая формула [3, гл. 3, § 3.8, теорема 3.8.2]:

(N − 1)[n]

Nn
Tn

(
N

2
(1 + t), N

)
= Pn

(
t +

1

N

)
+ wn,N (t), (9)
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для остаточного члена wn,N (t) которой справедлива оценка

|wn,N (t)| ≤ (6 + 2
√

2)2e2/3

(n + 1)1/2

( n

N

)2

(1 − t)−5/4 exp

(
n(6 + 2

√
2)e1/3

N(1 − t2)1/2

)
+

+
n4e(6 + 2

√
2)

N2(n + 1)1/2
(1 − t2)−1/4λ2 exp(λ

n2

N

√
e(2 +

√
2)), (10)

где λ = (1 + t)−1/2 + (1 − t)−1/2 + 2(2+
√

2)
(1−t2)1/2 ln 2

.

Заметим, что в асимптотической формуле (9) переменные t и x связаны между собой равенством

x =
N

2
(1 + t) − 1

2
, (11)

при этом оценка (10) для ее остаточного члена wn,N (t) ухудшается при стремлении переменной t к

1 и −1. Вопрос о получении оценки остаточного члена формулы (9), справедливой на всем отрезке

[−1, 1], оставался открытым. В настоящей работе предпринята попытка восполнить этот пробел. При

этом будет удобно вести изложение в терминах соответствующих ортонормированных полиномов. С

этой целью положим

τ̃n,N (t) = τn(x,N), (12)

где связь между x и t определяется равенством (11).

Для формулировки и доказательства основного результата настоящей работы нам понадобится

интегральный аналог известного неравенства типа Маркова об оценке производной алгебраического

полинома, который имеет следующий вид. Для произвольного целого m ≥ 1 найдется положительное

число c = c(m), зависящее лишь от m, что для произвольного алгебраического полинома qn(x)

степени n справедливо следующее неравенство:

1∫

−1

|q(m)
n (t)| dt ≤ c(m)n2m

1∫

−1

|qn(t)| dt. (13)

Обозначим через κ(m) нижнюю грань чисел c(m), для которых справедливо неравенство (13). Ос-

новным результатом настоящей работы является следующая

Теорема. Пусть b = 8κ(2), 0 < a < b−
1
4 . Тогда имеет место асимптотическая формула

τ̃n,N (t) = P̂n(t) + rn,N (t), (14)

в которой для остаточного члена rn,N (t) при 1 ≤ n ≤ aN1/2, q > 0 справедлива оценка

|rn,N (cos θ)| ≤ c(q)
n

5
2

N

(
1

1 − bn4

N2

) 1
2

{
θ−1/2, если qn−1 ≤ θ ≤ π

2 ,

n
1
2 , если 0 ≤ θ ≤ qn−1.

(15)

Замечание. Сопоставляя (8) и (15), нетрудно заметить, что если n3

N → 0, то правая часть оценки

(15) стремится к нулю в
√

n3

N раз быстрее, чем правая часть оценки (8), в то время как при n3

N → ∞

максимальное по θ ∈ [0, π
2 ] значение правой части оценки (15) стремится к бесконечности в

√
n3

N раз

быстрее, чем аналогичное значение правой части оценки (8).

При доказательстве этой теоремы нам понадобятся некоторые результаты из теории полиномов

Лежандра Pn(t) и Чебышева Tn(x,N).

1. НЕКОТОРЫЕ ДАЛЬНЕЙШИЕ СВЕДЕНИЯ О ПОЛИНОМАХ ЧЕБЫШЕВА Tn(x,N) И ЛЕЖАНДРА Pn(t)

Следующие свойства полиномов Чебышева Tn(x,N) и Лежандра Pn(t) хорошо известны [2, 3]:

явный вид

Tn(x,N) = (−1)n
n∑

k=0

(−1)k n[k](n + 1)kx[k]

(k!)2(N − 1)[k]
, (16)
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Pn(t) =

n∑

k=0

(−n)k(n + 1)k

(k!)2

(
1 − t

2

)k

, (17)

где (z)l — символ Похгаммера,

симметрия

Tn(x,N) = (−1)nTn(N − 1 − x,N), Pn(t) = (−1)nPn(−t).

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ

Начнем с оценки интеграла

1∫

−1

(rn,N (t))2 dt =

1∫

−1

(τ̃n,N (t))2 dt +

1∫

−1

(P̂n(t))2dt − 2

1∫

−1

τ̃n,N (t)P̂n(t) dt = I1 + I2 − I3. (18)

Очевидно, что I2 = 1, поэтому остановимся на оценках для I1 и I3. Рассмотрим сначала

I3 = 2

1∫

−1

τ̃n,N (t)P̂n(t) dt. (19)

Если мы воспользуемся свойством ортонормированности полиномов Лежандра P̂n(t), то из (19) вы-

водим

I3 = 2
k̃n,N

k̂n

, (20)

где k̃n,N и k̂n — старшие коэффициенты полиномов τ̃n,N (t) и P̂n(t) соответственно. Найдем явные

выражения для k̃n,N и k̂n. С этой целью обратимся к явным видам полиномов Чебышева Tn(x,N) и

Лежандра Pn(t). Из явного вида (16) и равенств (4), (11) и (12) можем записать

τ̃n,N (t) = {hn,N}−1/2
Tn

[
N

2
(1 + t) − 1

2
, N

]
= {hn,N}−1/2 (n + 1)nNn

n!(N − 1)[n]2n
tn + . . .

Отсюда мы замечаем, что старший коэффициент k̃n,N полинома τ̃n,N (t) равен

k̃n,N = {hn,N}−1/2 (n + 1)nNn

n!(N − 1)[n]2n
. (21)

Аналогично, из (17) и (5) находим старший коэффициент полинома P̂n(t):

k̂n =

√
2n + 1

2

(n + 1)n

n!2n
. (22)

Из (20)–(22) получим значение интеграла I3 = 2
{

2
(2n+1)hn,N

}1/2
Nn

(N−1)[n] . Отсюда и из (3) имеем:

I3 = 2
Nn

{
(N + n)[n](N − 1)[n]

}1/2
= 2

[
n∏

k=1

N2

(N + k)(N − k)

]1/2

. (23)

Рассмотрим общий член произведения в правой части равенства (23):

N2

(N + k)(N − k)
=

N2

N2 − k2
= 1 +

k2

N2 − k2
> 1. (24)

Из (23) и (24) получим оценку снизу для интеграла I3: I3 > 2.

Теперь оценим интеграл I1. Разобьем отрезок [−1, 1] на части точками tj = −1 + 2j
N , j = 0, . . . , N .

Тогда точки t̃j = −1+ 2j+1
N будут серединами отрезков [tj , tj+1] при j = 0, . . . , N−1. Формула Тейлора
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для функции f(t) = {τ̃n,N (t)}2 относительно точек t̃j с оcтаточным членом в интегральной форме

имеет следующий вид:

f(t) = f(t̃j) + f ′(t̃j)(t − t̃j) +

t∫

t̃j

f ′′(x)(t − x) dx. (25)

Проинтегрировав обе части равенства (25) по отрезку [tj , tj+1], получим

Jj =

tj+1∫

tj

f(t) dt = f(t̃j)(tj+1 − tj) + f ′(t̃j)

tj+1∫

tj

(t − t̃j) dt +

tj+1∫

tj

dt

t∫

t̃j

f ′′(x)(t − x) dx.

Первый из интегралов в правой части этого равенства обращается в ноль, поэтому

Jj = f(t̃j)(tj+1 − tj) +

tj+1∫

tj

dt

t∫

t̃j

f ′′(x)(t − x) dx =

= f(t̃j)(tj+1 − tj) +

t̃j∫

tj

dt

t∫

t̃j

f ′′(x)(t − x) dx +

tj+1∫

t̃j

dt

t∫

t̃j

f ′′(x)(t − x) dx =

= f(t̃j)(tj+1 − tj) −
t̃j∫

tj

dt

t̃j∫

t

f ′′(x)(t − x) dx +

tj+1∫

t̃j

dt

t∫

t̃j

f ′′(x)(t − x) dx =

= f(t̃j)(tj+1 − tj)−
t̃j∫

tj

f ′′(x) dx

x∫

tj

(t− x) dt +

tj+1∫

t̃j

f ′′(x) dx

tj+1∫

x

(t− x) dt = f(t̃j)(tj+1 − tj) + rj(f), (26)

где

rj(f) =
1

2




t̃j∫

tj

f ′′(x)(x − tj)
2dx +

tj+1∫

t̃j

f ′′(x)(tj+1 − x)2dx


 . (27)

Тогда, поскольку tj+1 − tj = 2
N для любого j = 0, . . . , N − 1, то из (26) и (27) выводим

Jj =
2

N
f(t̃j) + rj(f), |rj(f)| ≤ 1

2N2

tj+1∫

tj

|f ′′(x)| dx.

Отсюда
1∫

−1

f(t) dt =
N−1∑

j=0

tj+1∫

tj

f(t) dt =
N−1∑

j=0

[
2

N
f(t̃j) + rj(f)

]
=

2

N

N−1∑

j=0

f(t̃j) + r(f),

где |r(f)| =

∣∣∣∣∣
N−1∑
j=0

rj(f)

∣∣∣∣∣ ≤
1

2N2

1∫
−1

|f ′′(t)| dt. Таким образом,

I1 =

1∫

−1

{τ̃n,N (t)}2
dt =

2

N

N−1∑

j=0

{
τ̃n,N (t̃j)

}2
+ r(n,N), (28)

причем

|r(n,N)| ≤ 1

2N2

1∫

−1

∣∣∣∣
[
{τ̃n,N (t)}2

]′′∣∣∣∣ dt. (29)

48 Научный отдел



Э.Ш. Султанов. Об асимптотике полиномов Чебышева, ортогональных на равномерной сетке

Из (2), (11) и (12) имеем 2
N

N−1∑
j=0

{
τ̃n,N (t̃j)

}2
= 1. Поэтому равенство (18) можно переписать в следу-

ющем виде:

I1 =

1∫

−1

{τ̃n,N (t)}2
dt = 1 + r(n,N). (30)

Чтобы оценить сверху остаточный член r(n,N), мы обратимся к неравенству (13) типа Маркова [7]

об оценке интеграла от производных алгебраического полинома qn(x). Воспользуемся неравенством

(13) при m = 2. Тогда, учитывая (13) и (29), находим

r(n,N) ≤ 1

2N2

1∫

−1

∣∣∣∣
[
{τ̃n,N (t)}2

]′′∣∣∣∣ dt ≤ bn4

N2

1∫

−1

{τ̃n,N (t)}2
dt =

bn4

N2
I1, (31)

где b = 8κ(2). Из (30) и (31) имеем I1 ≤ 1

1 − bn4

N2

= 1 +
bn4

N2

1 − bn4

N2

. В результате, оценка интеграла (18)

примет следующий вид:

1∫

−1

(rn,N (t))2 dt ≤ 1 +
bn4

N2

1 − bn4

N2

+ 1 − 2 = b
n4

N2

1

1 − bn4

N2

. (32)

Как известно [2, гл. 7, § 7.71, теорема 7.71.2], для произвольного алгебраического многочлена qn(x),

удовлетворяющего условию
1∫

−1

|qn(x)|2dx ≤ A, имеет место следующее неравенство:

|qn(cos θ)| ≤ c(q)A1/2

{
θ−1/2n1/2, если qn−1 ≤ θ ≤ π

2 ,

n, если 0 ≤ θ ≤ qn−1,
(33)

где q > 0. Тогда из (32) и (33) получим

|τ̃n,N (cos θ) − P̂n(cos θ)| ≤ c(q)
n2

N

(
1

1 − bn4

N2

) 1
2

{
θ−1/2n1/2, если qn−1 ≤ θ ≤ π

2 ,

n, если 0 ≤ θ ≤ qn−1,

где q > 0. Теорема доказана.
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КРАТНАЯ НЕПОЛНОТА
СИСТЕМЫ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ
ОДНОГО КЛАССА ПУЧКОВ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
О.В. Шигаева

Саратовская государственная академия права,
кафедра информатики
E-mail: Oksana_Shigaeva@mail.ru

Рассматривается класс пучков обыкновенных дифференциаль-
ных операторов n-го порядка с постоянными коэффициентами.
Предполагается, что корни характеристического уравнения пуч-
ков этого класса лежат на одной прямой, проходящей через
начало координат. Главное предположение состоит в том, что
порождающие функции для системы собственных и присоеди-
ненных функций являются линейными комбинациями экспонент.
Описываются случаи, когда система собственных и присоеди-
ненных функций n-кратно и m-кратно (3 ≤ m ≤ n − 1)
неполна с бесконечным дефектом в пространстве суммируемых
с квадратом функций на любом конечном отрезке.

Ключевые слова: кратная полнота, кратная неполнота, соб-
ственные и присоединенные функции, пучок обыкновенных
дифференциальных операторов.

Multiple Non-Completeness for the System of Eigenfunctions
of a Class of the Pencils of Ordinary Differential Operators

O.V. Shigaeva

Saratov State Academy of Law,
Chair of Informatics
E-mail: Oksana_Shigaeva@mail.ru

A class of the pencils of ordinary differential operators of n-th
order with constant coefficients is considered. The roots of the
characteristic equation of the pencils from this class is supposed
to lie on a straight line coming through the origin. The main condition
is such that the generating functions for the system of eigen- and
associated functions are linear combinations of exponential functions.
The cases when the system of eigen- and associated functions is
n-fold and m-fold (3 ≤ m ≤ n − 1) non-complete with infinity
defect in the space of square summable functions on an arbitrary
finite interval are described.

Key words: multiple completeness, multiple non-completeness,
eigen- and associated functions, pencil of ordinary differential
operators.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим в пространстве L2[0, 1] пучок операторов L(λ), порожденный однородным дифферен-

циальным выражением

l(y, λ) = y(n)(x) + λp1y
(n−1)(x) + · · · + λnpny(x),

и двухточечными линейно независимыми краевыми условиями:

∑

s+k≤n−1

λs
(
αjsky(k)(0) + βjsky(k)(1)

)
= 0, j = 1, n,

где n ≥ 3, а pj , αjsk, βjsk ∈ C.

Пусть корни ωj , j = 1, n, характеристического уравнения ωn + p1ω
n−1 + · · · + pn = 0 для диффе-

ренциального уравнения l(y, λ) = 0 попарно различны, отличны от нуля и лежат на одной прямой,

проходящей через начало координат, причем так, что один корень ωn лежит по одну сторону от начала

координат, а остальные корни — по другую сторону.

Не нарушая общности, можно считать, что

ωn < 0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn−1. (1)

Пусть собственные значения (с.з.) пучка L(λ) образуют счетное множество {λj}∞j=1, занумерова-

ны в порядке неубывания модулей, и собственные и присоединенные функции (с.п.ф.) пучка L(λ),

соответствующие ненулевым собственным значениям, начиная с некоторого номера N , порождаются

одной порождающей функцией:

y(x, λ) = a1e
λω1x + a2e

λω2x + · · · + an−1e
λωn−1x + aneλωnx, aj ∈ C. (2)

Обозначим Λ = {λj}∞j=1 и рассмотрим следующие системы функций: YΛ — система с.п.ф. пучка

L(λ), а

YC = {y(x, λ) | λ ∈ C}. (3)
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Задача состоит в исследовании n- и m-кратной неполноты (1 ≤ m ≤ n) систем YΛ и YC в про-

странствах L2[0, σ], σ > 0. Ранее в [1–3] был исследован случай, когда корни характеристического

уравнения лежат на одном луче по одну сторону от начала координат, и порождающая функция так-

же имеет вид (2). В работе [4] анонсирована теорема об n-кратной, а в работе [5] — об m-кратной

неполноте систем YΛ и YC в пространствах L2[0, σ], σ > 0 при условиях (1) и (2).

Данным условиям, очевидно, удовлетворяет следующий класс пучков, рассмотренный в работе [6]:
∑

s+k=n

pskλsy(k),

∑

s+k=κj

λsαjsky(k)(0) = 0, j = 1, n − 1,

∑

s+k=κn

λs(αnsky(k)(0) + βnsky(k)(1)) = 0,

где psk ∈ C, p0n 6= 0, αjsk, βjsk ∈ C, κj ∈ {0, 1, . . . , n − 1} — порядки краевых условий, если корни

характеристического уравнения удовлетворяют неравенствам (1). Для данного класса пучков порож-

дающая функция имеет вид (2). В работе [6] исследована полнота собственных и присоединенных

функций в случае, когда корни характеристического уравнения удовлетворяют неравенствам

0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn.

В данной статье доказываются следующие результаты.

Теорема 1. Предположим, что выполняется условие (1), и функция y(x, λ) в (3) определяется

формулой (2). Тогда при любых aj ∈ C, j = 1, n, в (2) система YC не является n-кратно полной ни

в каком пространстве L2[0, σ], где σ > 0, и имеет в каждом таком пространстве бесконечный

дефект относительно n-кратной полноты.

Следствие 1. Система YΛ не является n-кратно полной ни в каком пространстве L2[0, σ], где

σ > 0, и имеет в каждом таком пространстве бесконечный дефект относительно n-кратной

полноты.

Теорема 2. Предположим, n ≥ 4, выполняется условие (1), и функция y(x, λ) в (3) определяется

формулой (2). Если коэффициенты aj ∈ C, j = 1, n, в (2) таковы, что выполняется условие

q = min
r,l=1,m

r 6=l

n−2∑

s=1

∣∣∣∣
as

an−1

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
ω−l

s − ω−r
s ωr−l

n

ω−l
n−1 − ω−r

n−1ω
r−l
n

∣∣∣∣∣ < 1, (4)

то система YC не является m-кратно полной (3 ≤ m ≤ n − 1) ни в каком пространстве L2[0, σ],

σ > 0, и имеет в каждом таком пространстве бесконечный дефект относительно m-кратной

полноты.

Следствие 2. Предположим n ≥ 4, выполняется условие (1), и функция y(x, λ) в (3) определя-

ется формулой (2). Тогда если коэффициенты aj ∈ C, j = 1, n в (2) таковы, что выполняется

условие (4), то система YΛ не является m-кратно полной (3 ≤ m ≤ n − 1) ни в каком про-

странстве L2[0, σ], где σ > 0, и имеет в каждом таком пространстве бесконечный дефект

относительно m-кратной полноты.

Замечание 1. Условие (4) выполняется, например, для пучка

y(4) − 5.2λy(3) + 2.36λ2y(2) + 20.848λ3y(1) − 25.344λ4y,

y(0) = y′(0) = y(3)(0) − 3.1λy(2)(0) = y′(1) = 0.

Корни характеристического уравнения данного пучка есть ω1 = 1.8, ω2 = 2.2, ω3 = 3.2, ω4 = −2,

и, очевидно, удовлетворяют неравенствам (1), а порождающая функция (2) имеет вид y(x, λ) =

= −6, 552e1.8λx − 2.7664e2.2λx + 7.0224e3.2λx + 2.296e−2λx.

Для этого пучка при l = 1 и r = 3 получаем
2∑

s=1

∣∣∣as

a3

∣∣∣
∣∣∣ω−l

s −ω−r
s ωr−l

4

ω−l
3 −ω−r

3 ωr−l
4

∣∣∣ ≈ 0.801678 < 1, а следовательно,

и подавно будет q < 1.

Доказательство сформулированных результатов существенно использует теорему об ортогональ-

ном дополнении к системе Ŷ m
C

= {ŷ(x, λ)|λ ∈ C}, где m ∈ N, 1 ≤ m ≤ n, ŷ(x, λ) = (y(x, λ), λy(x, λ), . . .

. . . , λm−1y(x, λ))T .
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2. ТЕОРЕМА ОБ ОРТОГОНАЛЬНОМ ДОПОЛНЕНИИ

Пусть как и перед этим σ ∈ R, σ > 0, m ∈ N, 1 ≤ m ≤ n. Будем использовать следующие обозна-

чения: f̂(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x))T , ∀ g ∈ L[0, σ] : (g)1(x) =
x∫
0

g(ξ)dξ, (g)j(x) =
x∫
0

(g)j−1(ξ)dξ =

=
x∫
0

(x−ξ)j−1

(j−1)! g(ξ)dξ, j = 2,m − 1.

Теорема 3. Если

fk ∈ L2[0, σ], k = 1,m, (5)

(fk)j(σ) = 0, j = 1,m − k, k = 1,m − 1, (6)

тогда для того, чтобы

Ŷ m
C ⊥ f̂ (7)

в пространстве Lm
2 [0, σ], необходимо и достаточно, чтобы выполнялись соотношения:





an

|ωn|Fn

(
x

|ωn|

)
= 0, п.в. x ∈ [0, σ|ωn|],

n−1∑
s=1

as

ωs
Fs

(
x
ωs

)
= 0, п.в. x ∈ [0, σω1],

n−1∑
s=2

as

ωs
Fs

(
x
ωs

)
= 0, п.в. x ∈ (σω1, σω2],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑

s=n−2

as

ωs
Fs

(
x
ωs

)
= 0, п.в. x ∈ (σωn−3, σωn−2],

an−1

ωn−1
Fn−1

(
x

ωn−1

)
= 0, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1],

(8)

где

Fs(x) =

m∑

k=1

(−1)m−kωm−k
s (fk)m−k(x), s = 1, n. (9)

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть выполняется условие (5). Условие (7) запишем

в следующем виде:

0 =
m∑

k=1

λk−1

σ∫

0

y(x, λ)fk(x)dx, λ ∈ C. (10)

Для каждого k = 1,m − 1 проинтегрируем k-е слагаемое справа в (10) по частям m − k раз. Для

первого слагаемого получим

σ∫

0

y(x, λ)f1(x)dx =

σ∫

0

y(x, λ)d(f1)1(x) = y(σ, λ)(f1)1(σ) −
σ∫

0

y′(x, λ)(f1)1(x)dx =

= y(σ, λ)(f1)1(σ) −
σ∫

0

y′(x, λ)d(f1)2(x) = y(σ, λ)(f1)1(σ) − y′(σ, λ)(f1)2(σ) +

σ∫

0

y′′(x, λ)(f1)2(x)dx =

= y(σ, λ)(f1)1(σ) − y′(σ, λ)(f1)2(σ) +

σ∫

0

y′′(x, λ)d(f1)3(x) = · · · = y(σ, λ)(f1)1(σ) − y′(σ, λ)(f1)2(σ)+

+y′′(σ, λ)(f1)3(σ) + · · · + (−1)m−2y(m−2)(σ, λ)(f1)m−1(σ) + (−1)m−1

σ∫

0

y(m−1)(x, λ)(f1)m−1(x)dx,

для второго слагаемого повторяем аналогичные действия:

λ

σ∫

0

y(x, λ)f2(x)dx = λ

σ∫

0

y(x, λ)d(f2)1(x) = λy(σ, λ)(f2)1(σ) − λ

σ∫

0

y′(x, λ)(f2)1(x)dx =
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= λy(σ, λ)(f2)1(σ) − λ

σ∫

0

y′(x, λ)d(f2)2(x) = λy(σ, λ)(f2)1(σ) − λy′(σ, λ)(f2)2(σ)+

+λ

σ∫

0

y′′(x, λ)(f2)2(x)dx = λy(σ, λ)(f2)1(σ) − λy′(σ, λ)(f2)2(σ) + λ

σ∫

0

y′′(x, λ)d(f2)3(x) = · · · =

= λy(σ, λ)(f2)1(σ) − λy′(σ, λ)(f2)2(σ) + λy′′(σ, λ)(f2)3(σ) + · · · + λ(−1)m−3y(m−3)(σ, λ)(f2)m−2(σ)+

+λ(−1)m−2

σ∫

0

y(m−2)(x, λ)(f2)m−2(x)dx;

и так далее. Для (m − 1)-го слагаемого в (10) получим

λm−2

σ∫

0

y(x, λ)fm−1(x)dx = λm−2

σ∫

0

y(x, λ)d(fm−1)1(x) =

= λm−2y(σ, λ)(fm−1)1(σ) − λm−2

σ∫

0

y′(x, λ)(fm−1)1(x)dx.

Подставив найденные формулы в (10), будем иметь

0 =

m−1∑

k=1

λk−1
m−k∑

j=1

(−1)j−1y(j−1)(σ, λ)(fk)j(σ) +

σ∫

0

m∑

k=1

λk−1(−1)m−ky(m−k)(x, λ)(fk)m−k(x)dx.

Из этого равенства в силу условия (6) ∀λ ∈ C получим соотношения

0 =

σ∫

0

m∑

k=1

λk−1(−1)m−ky(m−k)(x, λ)(fk)m−k(x)dx. (11)

Так как y(m−k)(x, λ) = λm−k
n∑

s=1
ase

λωsxωm−k
s , то, используя обозначение (9), из (11) получим

0 =

σ∫

0

m∑

k=1

λk−1(−1)m−kλm−k
n∑

s=1

ase
λωsxωm−k

s (fk)m−k(x)dx =

= λm−1
n∑

s=1

σ∫

0

ase
λωsxFs(x)dx, λ ∈ C. (12)

Сделаем в интегралах замену переменных ξ = ωsx. В результате будем иметь

0 = λm−1




n−1∑

s=1

σωs∫

0

as

ωs
eλxFs

(
x

ωs

)
dx +

σωn∫

0

an

ωn
eλxFn

(
x

ωn

)
dx


 .

Считаем, что λ 6= 0. Разделим обе части последнего равенства на λm−1, получим

0 =
n−1∑

s=1

σωs∫

0

as

ωs
eλxFs

(
x

ωs

)
dx +

σωn∫

0

an

ωn
eλxFn

(
x

ωn

)
dx,

или
0 =

n−1∑

s=1

σωs∫

0

as

ωs
eλxFs

(
x

ωs

)
dx +

0∫

−σ|ωn|

an

|ωn|
eλxFn

(
− x

|ωn|

)
dx,

или

0 =

σωn−1∫

−σ|ωn|

F (x)eλxdx, ∀ λ ∈ C\{0}, (13)
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где

F (x) =





an

|ωn|Fn

(
x

ωn

)
, п.в. x ∈ [−σ|ωn|, 0],

n−1∑
s=1

as

ωs
Fs

(
x
ωs

)
, п.в. x ∈ [0, σω1],

n−1∑
s=2

as

ωs
Fs

(
x
ωs

)
, п.в. x ∈ (σω1, σω2],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑

s=n−2

as

ωs
Fs

(
x
ωs

)
, п.в. x ∈ (σωn−3, σωn−2],

an−1

ωn−1
Fn−1

(
x

ωn−1

)
, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1].

(14)

Очевидно, из (13) следует, что F (x) = 0 для почти всех x ∈ [−σ|ωn|, σωn−1], а это с учетом

(14) эквивалентно (8). Нетрудно заметить, что проведенные рассуждения в предположении (5)–(6)

обратимы, а именно из (8) вытекает (13), а затем (12). Из (12) следует (10) на основании (6). А (10)

равносильно (7). Tаким образом, достаточность условия (8) доказана, а следовательно, и теорема 3

доказана.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Запишем (8) подробнее:





an

|ωn|Fn

(
x

|ωn|

)
= 0, п.в. x ∈ [0, σ|ωn|],

a1

ω1
F1

(
x
ω1

)
+ a2

ω2
F2

(
x
ω2

)
+ · · · + an−1

ωn−1
Fn−1

(
x

ωn−1

)
= 0, п.в. x ∈ [0, σω1],

a2

ω2
F2

(
x
ω2

)
+ · · · + an−1

ωn−1
Fn−1

(
x

ωn−1

)
= 0, п.в. x ∈ (σω1, σω2],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1

ωn−1
Fn−1

(
x

ωn−1

)
= 0, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1].

(15)

Пусть m = n, σ > 0 — любое фиксированное число и hj ∈ Cn−1[0, σ], j = 1, n — произвольные

функции, такие что

hj(σ) = h′
j(σ) = · · · = hn−1

j (σ) = 0, (16)

hn(x) = 0, x ∈ [0, σ], и

hn−1

(
x

ωn−1

)
=





−
n−2∑
j=1

hj

(
x
ωj

)
, x ∈ [0, σω1],

−
n−2∑
j=2

hj

(
x
ωj

)
, x ∈ (σω1, σω2],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−hn−2

(
x

ωn−2

)
, x ∈ (σωn−3, σωn−2],

0, x ∈ (σωn−2, σωn−1].

Очевидно, множество функций h = (h1(x), . . . , hn(x))T , обладающих указанными свойствами, явля-

ется бесконечномерным подпространством в L2[0, σ].

Положим

Fs(x) =
ωs

as
hs(x), x ∈ [0, σ], s = 1, n. (17)

Функции Fs(x) удовлетворяют соотношениям (8).

Подставив (17) в левые части формул (9), получим для нахождения функций (f1)n−1(x),

(f2)n−2(x), . . . , (fn−1)1(x), fn(x) систему из n уравнений.

n∑

k=1

(−ωs)
n−k(fk)n−k(x) =

ωs

as
hs(x), s = 1, n. (18)
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При фиксированном x ∈ [0, σ] система (18) является системой линейных алгебраических уравнений с

определителем Вандермонда от попарно различных чисел −ω1,−ω2, . . . ,−ωn, который не зависит от

x и отличен от нуля.

Из (18) имеем (fk)n−k(x) =
n∑

s=1
ckshs(x), k = 1, n, отсюда, так как hn(x) ≡ 0, получим

(fk)n−k(x) =

n−1∑

s=1

ckshs(x), k = 1, n, (19)

где cks — числовые коэффициенты, определяемые однозначно из системы (18).

Дифференцируя k-е соотношение в (19) n − k раз и полагая x = σ, получим с учетом (16)

(fk)j(σ) =

n−1∑

s=1

cksh
(n−k−j)
s (σ) = 0, j = 1, n − k, k = 1, n,

fk(x) =

n−1∑

s=1

cksh
(n−k)
s (x), k = 1, n.

Отсюда следует, что функции fk(x) удовлетворяют свойствам (5)–(6) теоремы 3 в случае m = n.

Тогда по этой теореме с учетом того, что функции Fs(x), определяемые формулами (17), удовлетво-

ряют соотношениям (8), семейство функций f̂ = (f1, f2, . . . , fn)T ортогонально семейству функций

(y(x, λ), λy(x, λ), . . . , λn−1y(x, λ))T при любом λ ∈ C. По построению семейство функций f̂ , обладаю-

щих этим свойством, образует бесконечномерное подпространство в L2[0, σ]. Таким образом, теорема 1

доказана.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

Зафиксируем m ∈ {3, 4, . . . , n − 1}. Для доказательства теоремы 2 будем использовать функци-

ональное соотношение (8), полученное в теореме 3. Построим функции f1(x), f2(x), . . . , fm(x), для

которых выполняются условия (5) и (6), а функции Fs(x), s = 1, n, строящиеся по формулам (9),

удовлетворяют соотношениям (8).

Подставим (9) в (8):





an

|ωn|
m∑

k=1

(−1)m−kωm−k
n (fk)m−k

(
x

|ωn|

)
= 0, п.в. x ∈ [0, σ|ωn|],

n−1∑
s=1

as

ωs

m∑
k=1

(−1)m−kωm−k
s (fk)m−k

(
x
ωs

)
= 0, п.в. x ∈ [0, σω1],

n−1∑
s=2

as

ωs

m∑
k=1

(−1)m−kωm−k
s (fk)m−k

(
x
ωs

)
= 0, п.в. x ∈ (σω1, σω2],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
n−1∑

s=n−2

as

ωs

m∑
k=1

(−1)m−kωm−k
s (fk)m−k

(
x
ωs

)
= 0, п.в. x ∈ (σωn−3, σωn−2],

an−1

ωn−1

m∑
k=1

(−1)m−kωm−k
n−1 (fk)m−k

(
x

ωn−1

)
= 0, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1].

(20)

Рассмотрим первое уравнение в (20), сделаем замену переменных x
|ωn| = t и разделим на an

|ωn| .

Получим
m∑

k=1

(−1)m−kωm−k
n (fk)m−k(x) = 0, x ∈ [0, σ]. (21)

Зададим произвольные r, l ∈ 1,m, r 6= l. Для k 6= r и k 6= l выберем (fk)m−k(x) произвольно, так

что fk ∈ Cm[0, σ] и

(fk)j(σ) = 0, (fk)(j)(σ) = 0, k, j = 1,m, k 6= r, k 6= l.
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Выразим (fr)m−r из соотношения (21) через (fl)m−l и остальные m−2 функции (fk)m−k, которые

m раз непрерывно дифференцируемы. Функцию (fl)m−l считаем пока не заданной. Получим

(fr)m−r(x) =

m∑

k=1
k 6=r,l

(−1)r+1−kωr−k
n (fk)m−k(x) + (−1)r+1−lωr−l

n (fl)m−l(x), x ∈ [0, σ]. (22)

Обозначим (fl)m−l(x) = ϕ(x). Тогда из (22) видно, что если ϕ(x) такова, что ϕ(x) ∈ Cm[0, σ],

ϕ(σ) = ϕ′(σ) = · · · = ϕ(m)(σ) = 0, тогда и (fr)m−r(x) будет, по крайней мере, из Cm−r[0, σ] и

(fr)j(σ) = 0, j = 1,m − r.

Перепишем (за исключением первого) соотношения в (20) с учетом (22) таким образом, чтобы

слева остались только слагаемые с функцией ϕ. Будем иметь последовательно:





n−1∑
s=1

as

ωs

m∑
k=1
k 6=r

(−ωs)
m−k(fk)m−k

(
x
ωs

)
−

n−1∑
s=1

as

ωs
(−ωs)

m−r×

×
(

m∑
k=1

k 6=r,l

(−ωn)r−k(fk)m−k

(
x
ωs

)
+ (−ωn)r−lϕ

(
x
ωs

))
= 0, п.в. x ∈ [0, σω1],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1

ωn−1

m∑
k=1
k 6=r

(−ωn−1)
m−k(fk)m−k

(
x

ωn−1

)
− an−1

ωn−1
(−ωn−1)

m−r×

×


 m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωn)r−k(fk)m−k

(
x

ωn−1

)
+ (−ωn)r−lϕ

(
x

ωn−1

)

 = 0, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1];





n−1∑
s=1

as

ωs
(−ωs)

m−lϕ
(

x
ωs

)
−

n−1∑
s=1

as

ωs
(−ωn)r−lϕ

(
x
ωs

)
(−ωs)

m−r =

= −
n−1∑
s=1

as

ωs

m∑
k=1

k 6=r,l

(−ωs)
m−k(fk)m−k

(
x
ωs

)
+

n−1∑
s=1

as

ωs
(−ωs)

m−r×

×
m∑

k=1
k 6=r,l

(−1)r+1−kωr−k
n (fk)m−k

(
x
ωs

)
, п.в. x ∈ [0, σω1],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1

ωn−1
(−ωn−1)

m−lϕ
(

x
ωn−1

)
− an−1

ωn−1
(−ωn)r−lϕ

(
x

ωn−1

)
(−ωn−1)

m−r =

= − an−1

ωn−1

m∑
k=1

k 6=r,l

(−ωn−1)
m−k(fk)m−k

(
x

ωn−1

)
+ an−1

ωn−1
(−ωn−1)

m−r×

×
m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωn)r−k(fk)m−k

(
x

ωn−1

)
, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1];





n−1∑
s=1

asω
m−1
s (−1)m−l(ω−l

s − ωr−l
n ω−r

s )ϕ
(

x
ωs

)
=

= −
n−1∑
s=1

as

ωs

(
m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωs)
m−k(fk)m−k

(
x
ωs

)
−

−
m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωs)
m−r(−ωn)r−k(fk)m−k

(
x
ωs

))
, п.в. x ∈ [0, σω1],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1ω
m−1
n−1 (−1)m−l(ω−l

n−1 − ωr−l
n ω−r

n−1)ϕ
(

x
ωn−1

)
=

= − an−1

ωn−1

(
m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωn−1)
m−k(fk)m−k

(
x

ωn−1

)
−

−
m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωn−1)
m−r(−ωn)r−k(fk)m−k

(
x

ωn−1

))
, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1].

(23)
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Обозначим

h

(
x

ωn−1

)
=





−
n−1∑
s=1

as

ωs

(
m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωs)
m−k(fk)m−k

(
x
ωs

)
−

−
m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωs)
m−r(−ωn)r−k(fk)m−k

(
x
ωs

))
, п.в. x ∈ [0, σω1],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

− an−1

ωn−1

(
m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωn−1)
m−k(fk)m−k

(
x

ωn−1

)
−

−
m∑

k=1
k 6=r,l

(−ωn−1)
m−r(−ωn)r−k(fk)m−k

(
x

ωn−1

))
, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1].

Ясно, что h(x) ∈ Cm[0, σ] и h(σ) = h′(σ) = · · · = h(m)(σ) = 0. При этом соотношения (23) будут

иметь вид





n−1∑
s=1

asω
m−1
s (−1)m−l(ω−l

s − ωr−l
n ω−r

s )ϕ
(

x
ωs

)
= h

(
x

ωn−1

)
, п.в. x ∈ [0, σω1],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1ω
m−1
n−1 (−1)m−l(ω−l

n−1 − ωr−l
n ω−r

n−1)ϕ
(

x
ωn−1

)
= h

(
x

ωn−1

)
, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1].

Далее, имеем

ϕ

(
x

ωn−1

)
=





(−1)l−m

an−1ωm−1
n−1 (ω−l

n−1−ωr−l
n ω−r

n−1)

(
h

(
x

ωn−1

)
−

−
n−2∑
s=1

asω
m−1
s (−1)m−l(ω−l

s − ωr−l
n ω−r

s )ϕ
(

x
ωs

))
, п.в. x ∈ [0, σω1],

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(−1)l−m

an−1ωm−1
n−1 (ω−l

n−1−ωr−l
n ω−r

n−1)
h

(
x

ωn−1

)
, п.в. x ∈ (σωn−2, σωn−1].

Пусть h̃(x) = (−1)l−m

an−1ωm−1
n−1 (ω−l

n−1−ωr−l
n ω−r

n−1)
h(x). Делая замену переменных x = ωn−1ξ, будем иметь:

ϕ(x) = Bϕ(x) + h̃(x), x ∈ [0, σ], (24)

где

(Bϕ)(x) =





−
n−2∑
s=1

as

an−1

(
ωs

ωn−1

)m−1
(ω−l

s −ωr−l
n ω−r

s )

(ω−l
n−1−ωr−l

n ω−r
n−1)

ϕ
(

ωn−1

ωs
x
)

, п.в. x ∈
[
0, σ ω1

ωn−1

]
,

−
n−2∑
s=2

as

an−1

(
ωs

ωn−1

)m−1
(ω−l

s −ωr−l
n ω−r

s )

(ω−l
n−1−ωr−l

n ω−r
n−1)

ϕ
(

ωn−1

ωs
x
)

, п.в. x ∈
(
σ ω1

ωn−1
, σ ω2

ωn−1

]
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0, п.в. x ∈
(
σ ωn−2

ωn−1
, σ

]
.

Считая B ∈ Wm−1
2 [0, σ] → Wm−1

2 [0, σ], оценим норму этого оператора. Введем в рассмотрение

следующие функции:

Φs(x) =




− as

an−1

(
ωs

ωn−1

)m−1
(ω−l

s −ωr−l
n ω−r

s )

(ω−l
n−1−ωr−l

n ω−r
n−1)

ϕ
(

ωn−1

ωs
x
)

, x ∈
[
0, σ ωs

ωn−1

]
,

0, x ∈
(
σ ωs

ωn−1
, σ

]
.

Очевидно,

‖Bϕ‖W m−1
2 [0,σ] = ‖

n−2∑

s=1

Φs‖W m−1
2 [0,σ] ≤

n−2∑

s=1

‖Φs‖W m−1
2 [0,σ]. (25)
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Таким образом,

‖Φs‖2
W m−1

2 [0,σ]
=

m−1∑

k=0

‖Φ(k)
s ‖2

L2[0,σ] =

=

m−1∑

k=0

σ ωs
ωn∫

0

∣∣∣∣
as

an−1

∣∣∣∣
2 ∣∣∣∣

ωs

ωn−1

∣∣∣∣
2(m−1)

(ω−l
s − ωr−l

n ω−r
s )2

(ω−l
n−1 − ωr−l

n ω−r
n−1)

2

(
ωn−1

ωs

)2k ∣∣∣∣ϕ
(k)

(
ωn−1

ωs
x

)∣∣∣∣
2

dx =

=

∣∣∣∣
as

an−1

∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣

(ω−l
s − ωr−l

n ω−r
s )

(ω−l
n−1 − ωr−l

n ω−r
n−1)

∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣
ωs

ωn−1

∣∣∣∣
2m−2 m−1∑

k=0

(
ωn−1

ωs

)2k
σ∫

0

∣∣∣ϕ(k)(x)
∣∣∣
2

dx ≤

≤
∣∣∣∣

as

an−1

∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣

(ω−l
s − ωr−l

n ω−r
s )

(ω−l
n−1 − ωr−l

n ω−r
n−1)

∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣
ωs

ωn−1

∣∣∣∣
2m−2 m−1∑

k=0

(
ωn−1

ωs

)2k

‖ϕ(k)‖2
L2[0,σ] ≤

≤
∣∣∣∣

as

an−1

∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣

(ω−l
s − ωr−l

n ω−r
s )

(ω−l
n−1 − ωr−l

n ω−r
n−1)

∣∣∣∣∣

2 ∣∣∣∣
ωs

ωn−1

∣∣∣∣
2m−2 ∣∣∣∣

ωn−1

ωs

∣∣∣∣
2m−2

‖ϕ‖2
W m−1

2 [0,σ]
,

или

‖Φs‖W m−1
2 [0,σ] ≤

∣∣∣∣
as

an−1

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(ω−l

s − ωr−l
n ω−r

s )

(ω−l
n−1 − ωr−l

n ω−r
n−1)

∣∣∣∣∣ ‖ϕ‖W m−1
2 [0,σ].

Следовательно,

‖Bϕ‖W m−1
2 [0,σ] ≤

n−2∑

s=1

‖Φs‖W m−1
2 [0,σ] ≤

≤
n−2∑

s=1

∣∣∣∣
as

an−1

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(ω−l

s − ωr−l
n ω−r

s )

(ω−l
n−1 − ωr−l

n ω−r
n−1)

∣∣∣∣∣ ‖ϕ‖W m−1
2 [0,σ] = b(l, r)‖ϕ‖W m−1

2 [0,σ],

где

b(l, r) =

n−2∑

s=1

∣∣∣∣
as

an−1

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
(ω−l

s − ωr−l
n ω−r

s )

(ω−l
n−1 − ωr−l

n ω−r
n−1)

∣∣∣∣∣ .

Так как r и l являются параметрами, тогда если

min
r,l=1,m

r 6=l

b(l, r) = min
r,l=1,m

r 6=l

n−2∑

s=1

∣∣∣∣
as

an−1

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
ω−l

s − ω−r
s ωr−l

n

ω−l
n−1 − ω−r

n−1ω
r−l
n

∣∣∣∣∣ < 1,

то уравнение (24) имеет при любой функции h̃(x) единственное решение ϕ ∈ Wm−1
2 [0, σ]. Тем самым

в этом случае требуемые функции f1(x), . . . , fm(x) построены.

Таким образом, множество вектор-функций f̂ = (f1, f2, . . . , fm)T образует бесконечномерное под-

пространство в Lm
2 [0, σ] и по теореме 3 ортогонально семейству функций из YC в этом пространстве.

Следовательно, теорема 2 полностью доказана.
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УДК 517.984

ВОССТАНОВЛЕНИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
НА ГРАФЕ-КУСТЕ
В.А. Юрко

Саратовский государственный университет,
кафедра вычислительной математики
и математической физики
E-mail: YurkoVA@info.sgu.ru

Исследуется обратная спектральная задача для операторов
Штурма – Лиувилля на произвольном графе с циклом. При-
ведена конструктивная процедура решения и установлена его
единственность.

Ключевые слова: операторы Штурма – Лиувилля, простран-
ственные сети, обратные спектральные задачи.

Recovering Differential Operators on a Bush-Type Graph

V.A. Yurko

Saratov State University,
Chair of Mathematical Physics and Numerical Analysis
E-mail: YurkoVA@info.sgu.ru

An inverse spectral problem is studied for Sturm – Liouville operators
on arbitrary graphs with a cycle. A constructive procedure for the
solution is provided and the uniquenness is established.

Key words: Sturm – Liouville operators, spatial networks, inverse
spectral problems.

ВВЕДЕНИЕ

Исследуется обратная задача спектрального анализа для дифференциальных операторов Штур-

ма – Лиувилля на так называемом графе-кусте, т.е. на произвольном графе с циклом. Обратные

спектральные задачи состоят в восстановлении коэффициентов операторов по их спектральным ха-

рактеристикам. Основные результаты по обратным спектральным задачам на интервале представле-

ны в [1]. Обратные задачи на графах являются более трудными, и в настоящее время есть только

несколько работ в этой области. В частности, обратные задачи восстановления коэффициентов диф-

ференциальных операторов на произвольного вида деревьях (т.е. на графах без циклов) исследовались

в работах [2–6] и других. Обратные задачи на графах с циклом изучались в работах [7–9], но только

для весьма частных случаев. В данной статье рассматриваются более общие графы, чем в работах

[7–9], а именно произвольные графы с циклом. Для этого класса графов дается постановка и реше-

ние обратной задачи спектрального анализа. Доказана соответствующая теорема единственности и

получена конструктивная процедура построения решения этого класса обратных задач.

Рассмотрим компактный граф G в R
ℓ (ℓ ≥ 2) с множеством ребер E = {e0, . . . , er} и множеством

вершин W = V ∪U, где V = {v1, . . . , vr}, U = {u1, . . . , uN}. Граф имеет вид G = e0∪T, где e0 — цикл,

ui ∈ e0, i = 1, N, vj /∈ e0, j = 1, r, T ∩ e0 = U, T = T1 ∪ . . . ∪ Tm, Tj — дерево с корнем из множества

U и с одним корневым ребром из E . Множество T состоит из N групп деревьев: T = Q1 ∪ . . . ∪ QN ,

Qi ∩ e0 = ui, т.е. все деревья из Qi имеют общий корень ui. Пусть mi — число деревьев в блоке Qi;

т.е. m1 + · · · + mN = m. Обозначим s0 = 1, si = m1 + · · · + mi, i = 1, N. Тогда

Qi =

si⋃

j=si−1+1

Tj , ,

si⋂

j=si−1+1

Tj = ui, i = 1, N.

Зафиксируем i = 1, N, j = 1,m и рассмотрим дерево Tj ∈ Qi. Для двух точек a, b ∈ Tj будем писать

a ≤ b, если a лежит на единственном простом пути, соединяющем корень ui с b. Будем писать a < b,

если a ≤ b и a 6= b. Отношение < определяет частичную упорядоченность на Tj . Если a < b, то

обозначим [a, b] := {z ∈ Tj : a ≤ z ≤ b}. В частности, если e = [v, w] — ребро, то мы будем называть v

его начальной точкой, w — его конечной точкой, и будем говорить, что e выходит из v и заканчивается
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в w. Для каждой вершины v ∈ Tj мы обозначим через R(v) := {e ∈ Tj : e = [v, w], w ∈ Tj} множество

ребер, выходящих из v. Для каждой v ∈ Tj через |v| обозначим число ребер между ui и v. Для любой

v ∈ V число |v| является целым неотрицательным числом, которое называется порядком v. Порядок

ребра e ∈ T определяется как порядок его конечной точки. Число σ := maxj=1,r |vj | называется

высотой T. Пусть V (µ) := {v ∈ V : |v| = µ}, µ = 0, σ — множество вершин порядка µ, и пусть

E(µ) := {e ∈ T : e = [v, w], v ∈ V (µ−1), w ∈ V (µ)}, µ = 1, σ — множество ребер порядка µ.

Цикл e0 состоит из N частей:

e0 = ∪N
i=1e

0
i , e0

i = [ui, ui+1], i = 1, N, uN+1 := u1.

Здесь ui и ui+1 — начальная и конечная точки для e0
i соответственно. Для определенности занумеруем

вершины vj ∈ V следующим образом: Γ := {v1, . . . , vp} — граничные вершины G, а vj , j > p + 1

занумерованы в порядке возрастания |vj |. Аналогично занумеруем ребра, а именно: ej = [vjk
, vj ],

j = 1, r, jk < j. В частности, E := {e1, . . . , ep} — множество граничных ребер G. Ясно, что ej ∈ E(µ)

тогда и только тогда, когда vj ∈ V (µ).

Пусть dj — длина ребра ej , j = 0, r. Каждое ребро ej , j = 0, r, рассматривается как отрезок [0, dj ]

и параметризуется параметром x ∈ [0, dj ]. Для нас удобно выбрать следующую ориентацию на ребрах:

для j = 1, r конечной вершине vj соответствует xj = 0, а начальной вершине соответствует xj = dj ;

для цикла e0 оба конца x0 = +0 и x0 = d0 − 0 соответствуют точке u1. Пусть d0
i — длина e0

i . Тогда

d0 = d0
1 + · · · + d0

N . Каждая часть e0
i (i = 1, N) цикла e0 параметризуется параметром ξi ∈ [0, d0

i ],

причем ξi = 0 соответствует точке ui, а ξi = d0
i соответствует точке ui+1.

Интегрируемая функция Y on G может быть представлена в виде Y = {yj}j=0,r, где функция

yj(xj), xj ∈ [0, dj ] определена на ребре ej . Функция y0 имеет вид y0 = {y0
i }i=1,N , где функция y0

i (ξi),

ξi ∈ [0, d0
i ], определена на e0

i .

Пусть q = {qj}j=0,r — интегрируемая вещественная функция на G; q называется потенциалом.

Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение на G:

−y′′
j (xj) + qj(xj)yj(xj) = λyj(xj), xj ∈ [0, dj ], (1)

где j = 0, r, λ — спектральный параметр, функции yj , y
′
j абсолютно непрерывны на [0, dj ] и удовле-

творяют следующим условиям склейки во внутренних вершинах ui, i = 1, N и vk, k = p + 1, r: для

k = p + 1, r,

yj(dj) = yk(0) при всех ej ∈ R(vk),
∑

ej∈R(vk)

y′
j(dj) = y′

k(0), (2)

и для i = 1, N ,

y0
i (0) = y0

i−1(d
0
i−1) = (Yj)|ui

при всех Tj ∈ Qi,

(y0
i )′(0) = (y0

i−1)
′(d0

i−1) +
∑

Tj∈Qi

(Yj)
′
|ui

,





(3)

где y0
0 := y0

N , d0
0 := d0

N , Yj := {Y }Tj
. Условия склейки (2)–(3) называются стандартными условиями.

Рассмотрим краевую задачу L0(G) для уравнения (1) с условиями склейки (2)–(3) и с краевыми

условиями Дирихле в граничных вершинах v1, . . . , vp: yj(0) = 0, j = 1, p.

Пусть Λ0 = {λn0}n≥1 — собственные значения (с учетом кратностей) задачи L0(G). Рассмотрим

также краевые задачи Lν1,...,νγ
(G), γ = 1, p, 1 ≤ ν1 < . . . νγ ≤ p для уравнения (1) с условиями

склейки (2)–(3) и краевыми условиями y′
i(0) = 0, i = ν1, . . . , νγ , yj(0) = 0, j = 1, p, j 6= ν1, . . . , νγ .

Через Λν1,...,νγ
:= {λn,ν1,...,νγ

}n≥1 обозначим собственные значения (с учетом кратностей) краевой

задачи Lν1,...,νγ
(G).

Пусть Sj(xj , λ), Cj(xj , λ), j = 0, r, xj ∈ [0, dj ] — решения уравнения (1) на ребре ej с на-

чальными условиями Sj(0, λ) = C ′
j(0, λ) = 0, S′

j(0, λ) = Cj(0, λ) = 1. При каждом фиксирован-

ном xj ∈ [0, dj ] функции S
(ν)
j (xj , λ), C

(ν)
j (xj , λ), j = 0, r, ν = 0, 1 являются целыми по λ порядка

1/2. При этом 〈Cj(xj , λ), Sj(xj , λ)〉 ≡ 1, где 〈y, z〉 := yz′ − y′z — вронскиан функций y и z. Поло-

жим h(λ) := S0(d0, λ), H(λ) := C0(d0, λ) − S′
0(d0, λ). Пусть {zn}n≥1– нули целой функции h(λ), а

ωn := signH(zn), Ω = {ωn}n≥1.
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Выберем и зафиксируем по одной граничной вершине vξi
∈ Qi из каждого блока Qi, i = 1, N .

Через ξ := {k : k = ξ1, . . . , ξN} обозначим множество индексов ξi, i = 1, N. Обратная задача ставится

следующим образом.

Обратная задача 1. Даны 2N + p − N спектров Λj , j = 0, p, Λν1,...,νγ
, γ = 2, N, 1 ≤ ν1 < . . . <

< νγ ≤ p, νj ∈ ξ, и Ω, построить потенциал q на G.

Пример 1. Пусть N = 1. Тогда мы задаем p + 1 спектров Λj , j = 0, p и Ω. Эта обратная задача

решена в [9].

Пример 2. Пусть σ = 1, N = r. Тогда мы задаем 2N спектров Λ0, Λν1,...,νγ
, γ = 1, N, 1 ≤ ν1 <

< . . . < νγ ≤ N и Ω. Эта обратная задача решена в [8].

Сформулируем теорему единственности решения обратной задачи 1. Для этого наряду с q рас-

смотрим потенциал q̃. Условимся, что если некоторый символ α обозначает объект, относящийся к q,

то α̃ обозначает аналогичный объект, относящийся к q̃.

Теорема 1. Если Λj = Λ̃j , j = 0, p, Λν1,...,νγ
= Λ̃ν1,...,νγ

, γ = 2, N, 1 ≤ ν1 < . . . < νγ ≤ p, νj ∈ ξ и

Ω = Ω̃, то q = q̃.

Эта теорема будет доказана в разделе 2. Кроме того, мы дадим конструктивную процедуру решения

обратной задачи 1.

1. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Зафиксируем k = p + 1, r. Обозначим Qk := {z ∈ T : vk < z}, Gk := G \ Qk. Тогда

Qk =
⋃

ei∈R(vk) Tki , где Tki – дерево с корнем vk и с одним корневым ребром ei.

Обозначения. Если D ⊂ G — некоторый граф, то через L0(D) будем обозначать краевую задачу

для уравнения (1) на D со стандартными условиями склейки во внутренних вершинах и с краевыми

условиями Дирихле в граничных вершинах. Пусть {Y }D := {yj}ej∈D. Если vj — граничная вершина

D, то Lj(D) обозначает краевую задачу для уравнения (1) на D со стандартными условиями склейки

во внутренних вершинах, с условием Неймана Y ′
|vj

= 0 в вершине vj и с краевыми условиями

Дирихле во всех остальных граничных вершинах. Например, L0(Gk) — краевая задача на Gk с

краевыми условиями yk(0) = 0, ym(0) = 0, em ∈ E∩Gk, а Lk(Gk) — краевая задача на Gk с краевыми

условиями y′
k(0) = 0, ym(0) = 0, em ∈ (E ∩ Gk) \ ek. Рассмотрим также краевую задачу L1(Tj) для

уравнения (1) на Tj ∈ Qi с краевыми условиями Y ′
|ui

= 0, Y|vj
= 0, j = Γ ∩ Tj .

Зафиксируем k = 1, p. Пусть Φk = {Φkj}j=0,r — решение уравнения (1) на G, удовлетворяющее

условиям склейки (2)–(3) и краевым условиям

Φkj(0, λ) = δkj , j = 1, p, (4)

где δkj — символ Кронекера. Положим Mk(λ) := Φ′
kk(0, λ), k = 1, p. Функция Mk(λ) называется

функцией Вейля относительно вершины vk.

Обозначим M0
kj(λ) = Φ′

kj(0, λ), M1
kj(λ) = Φkj(0, λ), j = 0, r. Тогда

Φkj(xj , λ) = M1
kj(λ)Cj(xj , λ) + M0

kj(λ)Sj(xj , λ), j = 0, r. (5)

В частности, M0
kk(λ) = Mk(λ), M1

kk(λ) = 1, M1
kj(λ) = 0 для j = 1, p \ k. Следовательно,

Φkk(xk, λ) = Ck(xk, λ) + Mk(λ)Sk(xk, λ).

Подставляя (5) в (2)–(4), получаем линейную алгебраическую систему Dk относительно M0
kj(λ),

M1
kj(λ), j = 0, r. Определитель ∆0(λ,G) этой системы не зависит от k и имеет вид [7]

∆0(λ,G) = σ(λ)
(
d(λ) +

N∑

k=1

∑

1≤µ1<...<µk≤N

aµ1...µk
(λ)ωµ1

(λ) . . . ωµk
(λ)

)
, (6)

где

σ(λ) =

m∏

k=1

∆0(λ, Tk), ωi(λ) =

si∑

j=si−1+1

∆1(λ, Tk)

∆0(λ, Tk)
, (7)

d(λ) = C0(d0, λ) + S′
0(d0, λ) − 2, a1(λ) = h(λ) = S0(d0, λ), (8)
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а ∆0(λ, Tk), ∆1(λ, Tk) — характеристические функции краевых задач L0(Tk), L1(Tk) соответственно,

которые определены в [6]. Отметим, что коэффициенты d(λ), aµ1...µk
(λ) в (6) зависят только от q0.

Функция ∆0(λ,G) является целой по λ порядка 1/2, и ее нули (с учетом кратностей) совпадают с

собственными значениями задачи L0(G). Функция ∆0(λ,G) называется характеристической функцией

краевой задачи L0(G). Пусть ∆ν1,...,νγ
(λ,G), γ = 1, p, 1 ≤ ν1 < . . . < νγ ≤ p получена из ∆0(λ,G)

заменой S
(ν)
j (dj , λ) на C

(ν)
j (dj , λ) при j = ν1, . . . , νγ , ν = 0, 1. Функция ∆ν1,...,νγ

(λ,G) является целой

по λ порядка 1/2, и ее нули совпадают с собственными значениями краевой задачи Lν1,...,νγ
(G).

Функция ∆ν1,...,νγ
(λ,G) называется характеристической функцией краевой задачи Lν1,...,νγ

(G). Ясно,

что

∆ν1,...,νγ
(λ,G) = σ(ν1,...,νγ)(λ)

(
d(λ) +

N∑

k=1

∑

1≤µ1<...<µk≤N

aµ1...µk
(λ)ωµ1,(ν1,...,νγ)(λ) . . . ωµk,(ν1,...,νγ)(λ)

)
,

(9)

где σ(ν1,...,νγ)(λ), ωi,(ν1,...,νγ)(λ) получены из σ(λ), ωi(λ) заменой S
(ν)
j (dj , λ) на C

(ν)
j (dj , λ) при

j = ν1, . . . , νγ , ν = 0, 1.

Решая систему Dk, находим по формулам Крамера: Ms
kj(λ) = ∆s

kj(λ,G)/∆0(λ,G), s = 0, 1, j = 0, r,

где ∆s
kj(λ,G) получен из ∆0(λ,G) заменой столбца, соответствующего Ms

kj(λ), на столбец свободных

членов. В частности,

Mk(λ) = −∆k(λ,G)

∆0(λ,G)
, k = 1, p. (10)

Зафиксируем k = p + 1, r. Пусть ∆0(λ,Gk) и ∆k(λ,Gk) – характеристические функции для L0(Gk)

и Lk(Gk) соответственно. Используя (6)–(8) и формулы для ∆0(λ, Tj), ∆1(λ, Tj) из [6], получаем

∆0(λ,G) = ∆0(λ,Qk)∆0(λ,Gk) +
( ∏

ei∈R(vk)

∆0(λ, Tki)
)
∆k(λ,Gk), (11)

где ∆0(λ,Qk) и ∆0(λ, Tki) — характеристические функции для задач L0(Qk) и L0(Tki) соответственно,

которые определены в [6]. Аналогично для ej ∈ E ∩ Tks,

∆j(λ,G) = ∆j(λ,Qk)∆0(λ,Gk) +
(
∆j(λ, Tks)

∏

ei∈R(vk), i 6=s

∆0(λ, Tki)
)
∆k(λ,Gk), (12)

где ∆j(λ,Qk) и ∆j(λ, Tki) получены из ∆0(λ,Qk) и ∆0(λ, Tki) заменой S
(ν)
j (dj , λ), ν = 0, 1, на

C
(ν)
j (dj , λ).

Пусть λ = ρ2, τ := Im ρ, Λ := {ρ : τ ≥ 0}, Λδ := {ρ : arg ρ ∈ [δ, π−δ]}, и пусть λ0
n0 = (ρ0

n0)
2, n ≥ 1

— собственные значения краевой задачи L0(G) с нулевым потенциалом q = 0. Будем обозначать эту

краевую задачу через L0
0(G.) Пусть ∆0

0(λ,G) — характеристическая функция L0
0(G). Тогда ∆0

0(λ,G)

имеет вид (6) с Sj(xj , λ) ≡ sin ρxj

ρ , Cj(xj , λ) ≡ cos ρxj , j = 0, r. Используя (6) и результаты из [6],

получаем следующие свойства характеристической функции ∆0(λ,G) и собственных значений Λ0

краевой задачи L0(G).

1) При ρ ∈ Λ, |ρ| → ∞ имеет место оценка ∆0(λ,G) = O
(
|ρ|−r exp

(
|τ |

r∑
j=0

dj

))
.

2) Существуют h > 0, Ch > 0 такие, что |∆0(λ,G)| ≥ Ch|ρ|−r exp
(
|τ |

r∑
j=0

dj

)
при |τ | ≥ h. Соб-

ственные значения λn0 = ρ2
n0 лежат в полосе |τ | < h.

3) Число Nξ нулей ∆0(λ,G) в прямоугольнике Πξ = {ρ : |Im ρ| ≤ h, Re ρ ∈ [ξ, ξ + 1]} ограничено

по ξ.

4) При n → ∞, ρn0 = ρ0
n0 + O((ρ0

n0)
−1).

5) Справедливо представление

∆0(λ,G) = A0

∞∏

n=1

λn0 − λ

λ01
n0

, (13)
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где λ01
n0 =

{
λ0

n0, если λ0
n0 6= 0,

1, если λ0
n0 = 0,

A0 = (−1)σ 1
σ!

(
∂σ

∂λσ ∆0
0(λ,G)

)
|λ=0

, σ ≥ 0 — кратность нулевого

собственного значения задачи L0
0(G).

Функции ∆ν1,...,νγ
(λ,G) имеют аналогичные свойства. В частности,

∆ν1,...,νγ
(λ,G) = O

(
|ρ|γ−r exp

(
|τ |

r∑

j=0

dj

))
, ρ ∈ Λ, |ρ| → ∞,

∆ν1,...,νγ
(λ,G) = Aν1,...,νγ

∞∏

n=1

λn,ν1,...,νγ
− λ

λ01
n,ν1,...,νγ

, (14)

где {λ0
n,ν1,...,νγ

}n≥1 — собственные значения задачи L0
ν1,...,νγ

(G) с нулевым потенциалом,

λ01
n,ν1,...,νγ

=

{
λ0

n,ν1,...,νγ
, если λ0

n,ν1,...,νγ
6= 0,

1, если λ0
n,ν1,...,νγ

= 0,

Aν1,...,νγ
= (−1)σ(ν1,...,νγ) 1

σ(ν1, . . . , νγ)

( ∂σ(ν1,...,νγ)

∂λσ(ν1,...,νγ)
∆0

ν1,...,νγ
(λ,G)

)
|λ=0

,

σ(ν1, . . . , νγ) ≥ 0 — кратность нулевого собственного значения задачи L0
ν1,...,νγ

(G), и ∆0
ν1,...,νγ

(λ,G)

— характеристическая функция для L0
ν1,...,νγ

(G).

2. РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 1

В этом разделе приводится конструктивная процедура решения обратной задачи 1 и устанавли-

вается его единственность. Зафиксируем k = 1, p и рассмотрим сначала вспомогательную обратную

задачу на ребре ek, которую будем называть IP(k).

IP(k). Дана Mk(λ), построить qk(xk), xk ∈ [0, dk].

В задаче IP(k) потенциал строится только на ребре ek, но функция Вейля Mk(λ) несет глобаль-

ную информацию со всего графа. Другими словами, IP(k) не является локальной задачей на ek.

Справедлива следующая теорема единственности решения задачи IP(k).

Теорема 2. Фиксируем k = 1, p. Если Mk(λ) = M̃k(λ), то qk(xk) = q̃k(xk) п.в. на [0, dk]. Таким

образом, задание функции Вейля Mk однозначно определяет потенциал qk на ребре ek.

Используя метод спектральных отображений [1] для оператора Штурма – Лиувилля на ребре

ek, можно построить конструктивную процедуру решения обратной задачи IP(k). Здесь мы дадим

краткие пояснения [1]. Возьмем q̃ = 0. Тогда S̃k(xk, λ) = 1
ρ sin ρxk. Фиксируем k = 1, p. Обозна-

чим λ′ = min
l≥1

(λl0, λ̃l0) и возьмем фиксированное δ > 0. В λ– плоскости рассмотрим контур θ (с

обходом против часовой стрелки) вида θ = θ+ ∪ θ− ∪ θ′, где θ± = {λ : ±Imλ = δ; Reλ ≥ λ′},
θ′ = {λ : λ − λ′ = δ exp(iα), α ∈ (π/2, 3π/2)}. При каждом фиксированном xk ∈ [0, dk] функция

Sk(xk, λ) является единственным решением линейного интегрального уравнения:

Sk(xk, λ) = S̃k(xk, λ) +
1

2πi

∫

θ

D̃k(xk, λ, µ)Sk(xk, µ) dµ, (15)

где D̃k(x, λ, µ) =
∫ x

0
S̃k(t, λ)S̃k(t, µ)M̂k(µ) dt, M̂k(µ) := Mk(µ) − M̃k(µ). Потенциал qk на ребре ek

может быть построен из решения уравнения (15) по формуле

qk(xk) =
1

2πi

∫

θ

(Sk(xk, λ)S̃k(xk, λ))′M̂k(λ) dλ,

или qk(xk) = λ + S′′
k (xk, λ)/Sk(xk, λ).

Обозначим a(λ) := d(λ) + 2, т.е. a(λ) = C0(d0, λ) + S′
0(d0, λ). Рассмотрим следующую вспомога-

тельную обратную задачу на ребре e0, которую будем называть IP(0).

IP(0). Даны a(λ), a1(λ),Ω, построить q0(x0), x0 ∈ [0, d0].
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Эта обратная задача изучалась в работах [10–11] и других. Для удобства читателей приведем

здесь решение задачи IP(0). Ясно, что

S′
0(d0, zn) = (a(zn) − H(zn))/2. (16)

Так как 〈C0(d0, λ), S0(d0, λ)〉 ≡ 1, то H2(λ) − a2(λ) = −4(1 + C ′
0(d0, λ)a1(λ)), и следовательно,

H(zn) = ωn

√
a2(zn) − 4. (17)

Обозначим αn :=
∫ d0

0
S2

0(t, zn) dt. Тогда (см. [1])

αn = ȧ1(zn)S′
0(d0, zn), ȧ1(λ) :=

da1(λ)

dλ
. (18)

Числа {zn, αn}n≥1 называются спектральными данными для потенциала q0. Известно [1], что функция

q0 однозначно строится по спектральным данным {zn, αn}n≥1. Таким образом, задача IP(0) решена,

и справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Задание a(λ), a1(λ),Ω однозначно определяет потенциал q0(x0) на [0, d0]. Функция

q0 может быть построена по следующему алгоритму.

Алгоритм 1. Даны a(λ), a1(λ),Ω.

1. Находим {zn}n≥1 – нули a1(λ).

2. Вычисляем H(zn) по формуле (17).

3. Находим S′
0(d0, zn) по (16).

4. Вычисляем {αn}n≥1, используя (18).

5. Строим q0 по спектральным данным {zn, αn}n≥1, решая классическую обратную задачу Штур-

ма – Лиувилля.

Перейдем теперь к решению обратной задачи 1. Пусть даны Λj , j = 0, p, Λν1,...,νγ
, γ = 2, N,

1 ≤ ν1 < . . . < νγ ≤ p, νj ∈ ξ, и Ω. Решение обратной задачи 1 состоит в реализации так называемых

Dµ-процедур последовательно при µ = σ, σ − 1, . . . , 1, 0 где σ — высота T. Опишем Dµ — процедуры.

Dσ-процедура

1. Строим ∆0(λ,G) и ∆ν1,...,νγ
(λ,G), γ = 1, N, 1 ≤ ν1 < . . . < νγ ≤ p, νj ∈ ξ по формулам (13)

и (14).

2. При каждом k = 1, p вычисляем функцию Вейля Mk(λ) по формуле (10).

3. Для каждого ребра ek ∈ E(σ) решаем обратную задачу IP(k) и находим qk(xk), xk ∈ [0, dk] на

ребре ek.

4. Для каждого ребра ek ∈ E(σ) строим C
(ν)
k (dk, λ), S

(ν)
k (dk, λ), ν = 0, 1.

5. Для каждой фиксированной вершины vk ∈ V (σ−1) \ Γ выберем и зафиксируем s и j так, чтобы

ej ∈ E ∩ Tks. Решая линейную алгебраическую систему (11)–(12), находим ∆0(λ,Gk) и ∆k(λ,Gk).

6. Для каждой vk ∈ V (σ−1) \ Γ строим функцию Вейля Mk(λ) для Gk по формуле

Mk(λ) = −∆k(λ,Gk)

∆0(λ,Gk)
. (19)

Теперь выполним Dµ-процедуры при µ = 2, σ − 1 по индукции. Зафиксируем µ = 2, σ − 1 и пред-

положим, что Dσ, . . . ,Dµ+1-процедуры уже выполнены. Выполним Dµ-процедуру.

Dµ-процедура

1. Для каждого ребра ek ∈ E(µ) решаем обратную задачу IP(k) на Gk и находим qk(xk), xk ∈ [0, dk]

на ребре ek.

2. Для каждого ребра ek ∈ E(µ) вычисляем C
(ν)
k (dk, λ), S

(ν)
k (dk, λ), ν = 0, 1.

3. Для каждой вершины vk ∈ V (µ−1) \ Γ выберем и зафиксируем s и j так, чтобы ej ∈ E ∩ Tks.

Решая линейную алгебраическую систему (11)–(12), находим ∆0(λ,Gk) и ∆k(λ,Gk).

4. Для каждой вершины vk ∈ V (µ−1) \ Γ вычисляем Mk(λ) для Gk по формуле (19).
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D1-процедура

1. Для каждого ребра ek ∈ E(1) решаем обратную задачу IP(k) на Gk и находим qk(xk), xk ∈ [0, dk]

на ребре ek.

2. Для каждого ребра ek ∈ E(1) вычисляем C
(ν)
k (dk, λ), S

(ν)
k (dk, λ), ν = 0, 1.

3. Находим d(λ) и a1(λ), используя (6) и (9).

4. Строим a(λ) = d(λ) + 2.

D0-процедура

Используя a(λ), a1(λ) и Ω, строим q0(x0), x0 ∈ [0, d0] на e0 по алгоритму 1.

Таким образом, последовательно выполнив Dσ,Dσ−1, . . . ,D0-процедуры, получили решение об-

ратной задачи 1 и доказали его единственность.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 07-01-00003 и 07-01-92000-

ННС-а).
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МЕХАНИКА
УДК 622.233.6

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
ПРОДОЛЬНОГО УДАРА НЕОДНОРОДНОЙ
СТЕРЖНЕВОЙ СИСТЕМЫ ПРИ УВЕЛИЧЕНИИ
ПРОДОЛЬНОЙ ЖЕСТКОСТИ

А.А. Битюрин, В.К. Манжосов∗

Ульяновский государственный технический университет,
кафедра теоретической и прикладной механики
E-mail: denjgy0706@yandex.ru, ∗tpm@ulstu.ru

Осуществляется математическое моделирование продольного упругого центрального
удара неоднородной стержневой системы о жесткую преграду при неудерживающих
связях. Математическое моделирование осуществляется путем точного аналитического
решения волнового дифференциального уравнения методом Даламбера с заданием
необходимых начальных и граничных условий. Стержневая система состоит из ступенча-
того неоднородного стержня и однородного стержня постоянного поперечного сечения.
Связи с жесткой преградой и между стержнями неудерживающие. Однородные участки
стержневой системы имеют различную длину и площадь поперечного сечения.

Ключевые слова: деформация, моделирование, продольный удар, стержень.

Mathematical Modeling of Longitudinal Blau of the System of Homogeneous Rods about
Rigid Barrir at Increase Long Solids

A.A. Bityurin, V.K. Manzhosov∗

Ulyanovsk State Technical University,
Chair of Theoretical and Applied Mechanics
E-mail: denjgy0706@yandex.ru, ∗tpm@ulstu.ru

Mathematical modeling of longitudinal elastic central blow of non-homogeneous rod system
about a rigid barrier is carried out, at not-holding connections. Mathematical modeling is carried
out by the exact analytical decision of the wave differential equation by method of Dalamber
with the setting of necessary initial and boundary conditions. The rod system consists of a step
non-homogeneous rod and a homogeneous rod of constant cross section. Connections with a
rigid barrier and between rods are not-holding. Homogeneous sites of rod system have various
length and the area of cross section.

Key words: deformation, modeling, longitudinal blow, rod.

ВВЕДЕНИЕ

Выполнение многих технологических операций в машинострое-

нии, металлургии, горном деле, строительстве, производстве стро-

ительных материалов и прочих многочисленных отраслях связано

с ударной обработкой и разрушением различных материалов. Ма-

шины как средства, основанные на применении удара, используются

для выполнения работ, связанных с возбуждением в обрабатываемом

материале значительных по величине усилий, приводящих к разру-

шению материала или его деформированию (например, машины для

штамповки деталей, ковки, разрушения горных пород, бетонных по-

крытий, погружения свай и т. д.). Эффективность применения таких

машин во многом обусловлена тем, что разрушение материала, или

его деформирование, во многих технологических процессах опреде-

ляется уровнем возникающих напряжений, а не продолжительно-

стью их воздействия.
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А.А. Битюрин, В.К. Манжосов. Математическое моделирование продольного удара

В основе технологических операций с использованием машин ударного действия лежит нанесение

продольного удара неоднородного многоступенчатого упругого стержня или системы стержней.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Задача о продольном ударе стержня с учетом его распределенной массы и описания движения

поперечных сечений волновыми уравнениями была сформулирована в XIX веке в работах Навье,

Буссинеска, Сен-Венана, Сирса.

Во второй половине XX века применение ударных технологий в машиностроении, горнодобываю-

щей промышленности, строительстве, приборостроении привело к значительному количеству теоре-

тических и экспериментальных исследований в области продольного удара.

В известных работах модель учета неудерживающих связей в задачах продольного удара стерж-

ней сводится к тому, что процесс удара считался завершенным, если в ударном сечении возникала

деформация растяжения и происходил разрыв связи. Возможность повторного соударения стержней

исследователями не рассматривалась. Такая модель продольного удара, с одной стороны, отсекала

информацию о последующем нагружении стержня при повторных соударениях, а с другой стороны,

представляла некорректную информацию о восстановлении скорости стержня при продольном ударе.

В данной работе представлена математическая модель продольного удара стержней при разрывах

связей и возникновении повторных соударений [1–6].

Рассмотрена модель продольного удара системы ступенчатого и однородного стержней о жесткую

преграду (рис. 1). Длина начального участка ступенчатого стержня равна l1, конечного участка l2,

масса обоих участков m1. Длина од-

нородного стержня l3 = l − (l1 + l2),

масса m2. Предударная скорость

стержневой системы V0. Общая дли-

на обоих стержней равна l. Все

участки состоят из одного матери-

ала. Используется волновая модель

продольного удара.

Движение поперечных сечений

V0

Рис. 1. Схема удара неоднородной стержневой системы о жесткую

преграду при неудерживающих связях

соударяемых стержней описывается волновыми дифференциальными уравнениями

∂2u1(x, t)

∂x2
− 1

a2

∂2u1(x, t)

∂t2
= 0, 0 ≤ x ≤ l1, (1)

∂2u2(x, t)

∂x2
− 1

a2

∂2u2(x, t)

∂t2
= 0, l1 ≤ x ≤ l1 + l2, (2)

∂2u3(x, t)

∂x2
− 1

a2

∂2u3(x, t)

∂t2
= 0, l1 + l2 ≤ x ≤ l, (3)

где u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t) — продольное перемещение поперечного сечения соответственно одно-

родного стержня 1, начального 2 и конечного 3 участков неоднородного стержня, x — координата

сечения, t — время, a — скорость распространения продольной волны деформации.

Начальные условия определяют состояние участков стержневой системы перед их соударением,

при t = t0 = 0
∂u1(x, t0)

∂t
= V0,

∂u1(x, t0)

∂x
= 0,

∂u2(x, t0)

∂t
= V0,

∂u2(x, t0)

∂x
= 0,

∂u3(x, t0)

∂t
= V0,

∂u3(x, t0)

∂x
= 0.

Краевые условия определяют отсутствие силы в сечении x =0 и равенство нулю скорости сечения

x = l при взаимодействии однородного стержня (участок 3) с жесткой преградой:

∂u1(0, t)

∂x
= 0,

∂u3(l, t)

∂t
= 0, если

∂u3(l, t)

∂x
< 0,
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а также определяют равенство сил и скоростей в контактных сечениях x = l1 + l2 участка 2 ступен-

чатого стержня и однородного стержня при непосредственном их взаимодействии

EA2
∂u2(l1 + l2, t)

∂x
= EA3

∂u3(l1 + l2, t)

∂x
, если

∂u2(l1 + l2, t)

∂x
< 0,

∂u2(l1 + l2, t)

∂t
=

∂u3(l1 + l2, t)

∂t
, если

∂u2(l1 + l2, t)

∂x
< 0,

либо отсутствие сил в ударных сечениях стержней, если их взаимодействие отсутствует:

∂u2(l1 + l2, t)

∂x
= 0,

∂u3(l1 + l2, t)

∂x
= 0, если u2(l1 + l2, t) − u3(l1 + l2, t) ≤ 0,

где E — модуль упругости первого рода, A2 — площадь поперечного сечения участка 2 ступенчатого

стержня, A3 — площадь поперечного сечения однородного стержня (участок 3).

В переходном сечении x = l1 начального и конечного участков ступенчатого стержня краевые

условия также определяют равенство сил и скоростей

EA1
∂u1(l1, t)

∂x
= EA2

∂u2(l1, t)

∂x
,

∂u1(l1, t)

∂t
=

∂u2(l1, t)

∂t
,

где A1 — площадь поперечного сечения начального участка 1 ступенчатого стержня.

Разрыв контакта в сечениях x = l1 + l2 и x = l происходит при условии отрицательной разности

скоростей в сечениях x = l1+l2 второго и третьего участков, а также отрицательной скорости сечения

x = l:
∂u2(l1 + l2, t)

∂t
− ∂u3(l1 + l2, t)

∂t
< 0,

∂u3(l, t)

∂t
< 0.

Повторный удар с жесткой преградой может возникнуть после разрыва контакта в этих сечениях при

условии положительной разности скоростей в сечениях x = l1 + l2 второго и третьего участков и

положительной скорости сечения x = l:

∂u2(l1 + l2, t)

∂t
− ∂u3(l1 + l2, t)

∂t
> 0,

∂u3(l, t)

∂t
> 0.

3. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Решение дифференциальных уравнений (1)–(3) реализуется точным аналитическим методом Да-

ламбера в виде суммы двух разрывных функций [1]:

u1(x, t) = f1(at − x) + ϕ1(at + x), 0 ≤ x ≤ l1,

u2(x, t) = f2(at − x) + ϕ2(at + x), l1 ≤ x ≤ l1 + l2,

u3(x, t) = f3(at − x) + ϕ3(at + x), l1 + l2 ≤ x ≤ l,

∂u1(x, t)

∂x
= −f ′

1(at − x) + ϕ′
1(at + x),

∂u1(x, t)

∂t
= a[f ′

1(at − x) + ϕ′
1(at + x)],

∂u2(x, t)

∂x
= −f ′

2(at − x) + ϕ′
2(at + x),

∂u2(x, t)

∂t
= a[f ′

2(at − x) + ϕ′
2(at + x)],

∂u3(x, t)

∂x
= −f ′

3(at − x) + ϕ′
3(at + x),

∂u3(x, t)

∂t
= a[f ′

3(at − x) + ϕ′
3(at + x)],

где f1(at − x), f2(at − x), f3(at − x) — функции, описывающие прямые волны, распространяющиеся

соответственно по участкам 1, 2 и 3 в направлении оси x; ϕ1(at + x), ϕ2(at + x), ϕ3(at + x) — функ-

ции, описывающие обратные волны, распространяющиеся по участкам 1, 2 и 3 в противоположном

направлении; f ′
1(at − x), f ′

2(at − x), f ′
3(at − x), ϕ′

1(at + x), ϕ′
2(at + x), ϕ′

3(at + x) — производные

функций.

Перейдем к относительным величинам, характеризующим прямые и обратные волны

f̃ ′(at − x) = f ′(at − x)/V0

a ; ϕ̃′(at + x) = ϕ′(at + x)/V0

a , деформацию в сечении и его скорость

ε̃(x, t) = −f̃ ′(at − x) + ϕ̃′(at + x), ν̃(x, t) = ν(x,t)
V0

= f̃ ′(at − x) + ϕ̃′(at + x).
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Рассмотрим некоторое произвольное сечение j на i-м интервале времени (рис. 2). Это сече-

ние является границей сопряжения j-го и (j+1)-го участков. На сечение j слева падает прямая волна

Рис. 2. Граница сопряжения одно-

родных участков

fj(at−xj−1), сформированная на (i−1)-ом интервале времени

в (j−1)-м сечении, а справа — обратная волна ϕj+1(at+xj+1),

сформированная на (i−1)-м интервале времени в (j+1)-м сече-

нии. Поскольку ударные волны в однородных участках имеют

прямоугольный вид, волна fj(at−xj−1) иллюстрирована в ви-

де левого верхнего прямоугольника переменного тона, а волна

ϕj+1(at + xj+1) в виде правого верхнего прямоугольника.

Стрелками и направлением затемненного растра указано

направление распространения соответствующей волны дефор-

мации.

Интервал времени ∆t = ∆l
a равен времени распростране-

ния волны деформации на участке длиной ∆l, xj−1 и xj+1 —

координаты (j − 1)-го и (j + 1)-го сечений. При преобразова-
нии j падающих волн в сечении формируется прямая волна fj+1(at − xj), распространяющаяся от

сечения j к сечению j +1, и обратная волна ϕj(at+xj), распространяющаяся от сечения j к сечению

j − 1. Причем производные функций определяются как [1]

f ′
j+1(at−xj) = qf (j)f ′

j(at−xj)+rϕ(j)ϕ′
j+1(at+xj), ϕ′

j(at+xj) = qϕ(j)ϕ′
j+1(at+xj)+rf (j)f ′

j(at−xj),

где qf (j) = 2
(rj+1)/rj

— коэффициент прохождения прямой волны f ′
j(at − xj), падающей на границу

x = xj со стороны j-го участка; rj =
Aj

Aj+1
— отношение площадей поперечных сечений сопряженных

j-го и (j + 1)-го участков; rϕ(j) =
1−rj

1+rj
— коэффициент отражения обратной волны ϕ′

j+1(at + xj),

падающей на границу x = xj со стороны (j+1)-го участка; qϕ(j) = 2
rj+1 — коэффициент прохождения

обратной волны ϕ′
j+1(at+xj), падающей на границу x = xj со стороны (j−1)-го участка; rf (j) =

rj−1
rj+1

— коэффициент отражения прямой волны f ′
j(at−xj), падающей на границу x = xj со стороны (j−1)-

го участка.

Деформация в сечении xj , принадлежащим j-му участку, определится как:

εj(xj , t) = −f ′
j(at+xj)+qϕ(j)ϕ′

j+1(at+xj)+rf (j)f ′
j(at−xj) = −(1−rf (j))f ′

j(at+xj)+qϕ(j)ϕ′
j+1(at+xj).

Деформация в сечении xj , принадлежащим (j + 1)-му участку, определится как:

εj+1(xj , t) = −qf (j)f ′
j(at + xj) − rϕ(j)ϕ′

j+1(at + xj) + ϕ′
j(at − xj) =

= −qf (j))f ′
j(at + xj) + (1 − rϕ(j))ϕ′

j+1(at + xj).

Равенство εj(xj , t) = εj+1(xj , t) может быть только в том случае, когда rf (j) = 0, rϕ(j) = 0, qf (j) = 1,

qϕ(j) = 1, а это возможно только тогда, когда rj =
Aj

Aj+1
= 1, т.е. при сопряжении однородных

участков.

Скорости сопряженных сечений участков всегда равны между собой νj(xj , t) = νj+1(xj , t). Разница

скоростей сопряженных сечений привела бы к разрыву стержня в этих сечениях.

Осуществляется математическое моделирование продольного удара при длинах участков стержне-

вой системы l1, l2, l3, указанных в табл. 1.

Таблица 1

Длина участка 1 Длина участка 2 Длина участка 3

ступенчатого стержня ступенчатого стержня (однородный стержень)

l1 l2 l3

0, 2l 0, 2l 0, 6l

0, 2l 0, 4l 0, 4l

0, 2l 0, 6l 0, 2l

0, 4l 0, 2l 0, 4l

0, 4l 0, 4l 0, 2l

0, 6l 0, 2l 0, 2l
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Отношение площадей поперечных сечений каждого предыдущего участка к последующему:

Ã = A1

A2
= A2

A3
= 0, 5 и 0,33. Такие значения Ã выражают увеличение продольной жесткости по-

перечных сечений в направлении жесткой преграды.

При проведении процедуры математического моделирования особое внимание уделялось возник-

новению повторных ударов в сечениях с неудерживающими связями, поскольку новое ударное вза-

имодействие приводит к возникновению новых волновых состояний. Эти состояния могут вызвать

резкое изменение продольной деформации на ряде участков, которая может многократно превзойти

величину продольной деформации, смоделированной без учета возникновения повторных ударов.

4. ПРИМЕР

Рассмотрим удар ступенчатого и однородного стержней о жесткую преграду при l1 = 0, 6l,

l2 = l3 = 0, 2l, Ã = 0, 5. С применением метода характеристик построено поле состояний (рис. 3).

Рис. 3. Поле состояний при ударе о жесткую преграду ступен-

чатого и однородного стержней

Области состояний I0–I61, II0–II37,

III0–III39с соответствующими значе-

ниями f̃ ′(at − x), ϕ̃′(at + x), ε̃(x, t),

ν̃(x, t) определяют параметры прямых

и обратных волн деформаций, продоль-

ную деформацию и скорость попереч-

ных сечений. При t = 0 ступенчатый

и однородный стержни соударяются с

жесткой преградой в сечении x = l.

В результате в данный момент вре-

мени, влево от этого сечения начи-

нает распространяться новая обратная

волна ϕ̃′
3(at + l) = −0, 5 (рис. 3, ли-

ния l–1). При t = 0, 2l/a эта вол-

на подойдет к контактному сечению

x = l1 + l2 = 0, 8l. Слева на контактное

сечение падает начальная прямая вол-

на f̃ ′
0 = 0, 5. Это приведет к формиро-

ванию в сечении x = l1 + l2 новых пря-

мой волны справа f̃ ′
3(at − 0, 8l) = 0, 17

(рис. 3, линия 1–2) и обратной волны

слева ϕ̃′
2(at + 0, 8l) = −0, 83 (рис. 3,

линия 1–3).

В области первого состояния вто-

рого участка II1 поперечные сечения

этого участка находятся под влиянием

начальной прямой волны f̃ ′
0 = 0, 5 и

обратной волны ϕ̃′
2(at+0, 8l) = −0, 83.

Относительная продольная деформа-

ция поперечных сечений в данной об-

ласти ε̃2(x, t) = −1, 33, относительная

скорость ν̃2(x, t) = −0, 33.

В области второго состояния

третьего участка III2 поперечные

сечения охвачены прямой волной

f̃ ′
3(at − 0, 8l) = 0, 17 и обратной

волной ϕ̃′
3(at + l) = −0, 5. От-

носительная продольная деформация

ε̃3(x, t) = −0, 67, относительная ско-

рость ν̃3(x, t) = −0, 33.
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При t = 0, 8l/a к сечению x = l подойдет прямая волна f̃ ′
3(at − 0, 8l) = −0, 04 (рис. 3, линия

4–5), которая отразится от него без каких-либо искажений в виде обратной волны ϕ̃′
3(at+ l) = −0, 04

(рис. 3, линия 5–8). В области пятого состояния третьего участка поперечные сечения его охвачены

данными прямой и обратной волнами. Относительная продольная деформация поперечных сечений в

данной области ε̃3(x, t) = 0, относительная скорость ν̃3(x, t) = −0, 08.

Поскольку жесткая преграда неподвижна, то произойдет отрыв сечения x = l. На поле состояний

(рис. 3) отрыв показан тёмным кружком.

При t = 1, 2l/a на сечение x = l падает прямая волна f̃ ′
3(at− 0, 8l) = 0, 16 (линия 8− 10), которая

отражается от этого сечения как от свободного, без каких-либо изменений в виде обратной волны

ϕ̃′
3(at + l) = 0, 16 (рис. 3, линия 10–11).

В области девятого состояния третьего участка III9поперечные сечения его охвачены данными

прямой и обратной волнами. Относительная продольная деформация ε̃3(x, t) = 0, относительная ско-

рость ν̃3(x, t) = 0, 32. Следует отметить, что относительная скорость положительна. Следовательно,

сечение x = l будет двигаться вправо, в сторону жесткой преграды.

При t = 1, 4l/a сечение x = l достигнет жесткой преграды и произойдет повторное соударение с

ней однородного стержня. На поле состояний (рис. 3) повторный удар показан тёмным квадратом.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ

Рис. 4. Диаграмма функций прямых волн

На основе полученных данных ма-

тематического моделирования строят-

ся диаграммы прямых (рис. 4.) и об-

ратных (рис. 5) волн. Направление за-

темнения указывает направление рас-

пространения соответствующей волны

деформации.

Максимальная по модулю отно-

сительная продольная деформация во

время удара из анализа полученных

результатов ε̃max = 1, 77 наблюдает-

ся на первом участке ступенчатого

стержня.

Зависимость величины максималь-

ной относительной продольной дефор-

мации ε̃max в опасных сечениях в за-

висимости от длин участков l1, l2,

l3 и значения Ã стержневой системы

легко проиллюстрировать на графи-

ках ε̃max(l), представленных на рис. 6

(а–е). Графики на рис. 6 а, в, д пред-

ставлены для ε̃max в зависимости от

длины второго участка l2 ступенчато-

го стержня при постоянной длине пер-

вого участка l1. На рис. 6 б, г, е пред-

ставлены графики для ε̃max в зависи-

мости от длины первого участка l1 при

постоянной длине второго участка l2.

Соответственно в обоих случаях будет

изменяться длина однородного стерж-

ня l3, поскольку общая длина стерж-

невой системы постоянна l.

Механика 71



Известия Саратовского университета. 2009. Т.9. Сер. Математика. Механика. Информатика, вып.2

Рис. 5. Диаграмма функций обратных волн

ВЫВОДЫ

1. При ударе о жесткую преграду ступенчатого и однородного стержней, взаимодействующих

между собой в контактном сечении в случае большей продольной жесткости поперечных сечений в

направлении жесткой преграды, при соответствующих параметрах l1, l2, l3 и Ã, наблюдаются повтор-

ные соударения в сечениях с неудерживающими связями.

2. Из анализа графиков (рис. 6, а–е) делаем вывод, что величина максимальной по модулю от-

носительной продольной деформации ε̃max на участках, имеющих наименьшую площадь поперечного

сечения, зависит от параметра Ã и в меньшей степени зависит от длин участков l1, l2, l3. При

уменьшении Ã, максимальная деформация увеличивается от 2 при Ã = 0, 5 до 3,45 при Ã = 0, 33.

3. При ударе о жесткую преграду ступенчатого и однородного стержней с длинами участков

l1 = 0, 6l, l2 = l3 = 0, 2l и Ã = 0, 33 после повторного удара в контактном сечении x = l1 + l2,

наблюдается значительная деформация растяжения в опасных сечениях ε̃ = 3, 09. Это необходимо

учитывать при проектировании ударных систем соответствующей конфигурации.
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Рис. 6. График зависимости ε̃max(l) при Ã = 0, 5 (линия 1) и при Ã = 0, 33 (линия 2).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ
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кафедра теоретической механики
E-mail: borisov.makson@rambler.ru, avramenko_a_a@mail.ru

Целью работы является получение математической модели дви-
жения составной упругой системы. Поиск собственных форм и
частот предлагается проводить путем разложения колебаний
по формам неподвижных элементов. Это позволяет преобразо-
вать уравнения движения в частных производных в обыкновен-
ные дифференциальные уравнения. Проведено моделирова-
ние движения космического аппарата, в состав которого входят
упругие элементы большой протяженности (панели солнечных
батарей).

Ключевые слова: составная упругая система, собственные ча-
стоты колебаний, собственные формы колебаний, дифферен-
циальные уравнения движения, упругий космический аппарат,
панели солнечных батарей, метод Релея – Ритца, метод Фурье,
принцип Гамильтона – Остроградского.

Modeling of Motion of the Complex Elastic System

M.V. Borisov, A.A. Avramenko

Samara State Aerospace University,
Chair of Theoretical Mechanics
E-mail: borisov.makson@rambler.ru, avramenko_a_a@mail.ru

The purpose of article is a receipt of mathematical model of motion of
the complex elastic system. The normal modes and frequencies are
searched by decomposition of vibrations on the modes of stationary
elements of the system. It allows to transform partial differential
equations of motion in ordinary differential equations. The motion
of a space craft which consists of elastic large size elements (solar
panels) is modeled.

Key words: complex elastic system, normal modes and requency,
differential equation of motion, elastic spacecraft, solar panels,
Reyleigh – Ritz method, Fourier method, principle of Hamilton –
Ostrogradskii.

ВВЕДЕНИЕ

Тенденции увеличения размеров деформируемых конструкций, уменьшения их масс, жесткости и

ряд других факторов требуют новых подходов моделирования сложных механических систем, разви-

тия методов их качественного анализа, численного интегрирования.

В изданных на данный момент публикациях основное внимание уделяется исследованию стаци-

онарных вращательных движений упругих систем или движения вокруг центра масс системы [1–5].

Так, в работе [1] рассматривается задача о геоцентрической стабилизации космического аппарата

(КА) с управляемой солнечной батареей, движущегося по круговой орбите. Расчетная модель аппара-

та представлена в виде абсолютно жесткого тела (контейнера) с упруго связанными с ним посредством

сферических шарниров панелей солнечных батарей (ПСБ), которые моделируются недеформируемы-

ми стержнями. Однако данный подход к моделированию может быть использован на ранних этапах

исследования движения КА с ПСБ. Поскольку размер ПСБ велик, а их конструкция не позволяет

рассматривать их как твердые тела, то дифференциальные уравнения движения ПСБ будут представ-

лять собой уравнения в частных производных как для тел с распределенными параметрами. В данной

работе предлагается метод получения более точной математической модели движения КА с ПСБ. При

этом дифференциальные уравнения движения не содержат частных производных.

1. СОСТАВЛЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ СОСТАВНОЙ УПРУГОЙ СИСТЕМЫ

1.1. Определение собственных форм и частот составной упругой системы

Сложная упругая система представляет собой конструкцию, состоящую из стержневых элементов,

пластин и иных элементов, которые в пределах достаточно малых деформаций могут рассматриваться

как упругие. Результатом взаимодействия упругой конструкции с прочими подсистемами и с внешней

средой являются ее колебания. Важным этапом исследования динамического поведения разрабатыва-

емой системы является определение динамических характеристик ее упругой конструкции, к числу

которых относятся собственные частоты и формы колебаний. Обычно упругая конструкция пред-

ставляет собой сложную систему, составленную из относительно более простых подконструкций,

механически соединенных между собой и взаимодействующих в процессе совместных колебаний.

Для моделирования движения подобной системы предлагается рассматривать систему по частям с

последующим синтезом результатов, полученных для каждой части конструкции.
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Для решения поставленной задачи предлагается использовать комбинацию методов Релея – Ритца

и Фурье [6]. Согласно методу Релея – Ритца, предполагается известным, что в числе движений,

реализуемых в системе, при надлежащем образом подобранных начальных условиях существуют

главные колебания.

Векторы перемещений отдельных элементов системы представляются в виде

f(x, t) = F (x) sin(ωt + ε). (1.1)

Здесь x — координата характерного размера элемента, F (x) — главная форма колебания, ω —

собственная частота.

Для определения собственных форм и частот колебаний системы и дальнейшего получения диф-

ференциальных уравнений предлагается использовать принцип Гамильтона – Остроградского [7]:

S =

t2∫

t1

(T − Π − U) dt. (1.2)

Здесь T — кинетическая энергия системы, Π — потенциальная энергия внешних сил, U — потенци-

альная энергия упругой деформации элемента.

Представления для векторов перемещений (1.1) подставляются в выражение (1.2). Берется инте-

грал по времени на промежутке, равному периоду. В результате получаем

S = ω2πT − πΠ − πU. (1.3)

Далее воспользуемся методом Фурье. Главные формы колебаний отдельных элементов системы

представляются в виде

F (x) =
∑

n

dnXn(x), (1.4)

F (x, y) =
∑

m,n

dm,nXm(x)Yn(y). (1.5)

Разложение (1.4) — для стержня, (1.5) — для пластины.

Функции Xm(x), Yn(y) — базисные функции, т.е. известные функции, подбираемые в соответствии

с краевыми условиями задачи. dn, dm,n — параметры, значения которых после подстановки (1.4) и (1.5)

в выражение функционала (1.3) определяются из условий минимума функционала S.

В качестве базисных функций предлагается использовать собственные формы колебаний однород-

ного стержня при тех же условиях закрепления, что и для исследуемой системы [8]. В приближенном

решении число собственных форм может быть взято конечным и часто весьма небольшим. Это сводит

задачу к рассмотрению системы с конечным числом степеней свободы и исключает из рассмотрения

весьма трудно учитываемые колебания высоких частот. При моделировании движения рассматривае-

мой системы ограничимся двумя формами в разложениях (1.4) и (1.5).

Функции X представляют собой собственные формы колебаний стержня, жестко защемленного с

одного конца:

Xn(x) =

(
cosh

knlx

l
− cos

knlx

l

)
+ Cn

(
sinh

knlx

l
− sin

knlx

l

)
, (1.6)

где Cn = −cosh(knl) + cos(knl)

sinh(knl) + sin(knl)
. Величины knl определяются из соотношения cos(knl) cosh(knl) = −1.

Функции Y представляют собой собственные формы колебаний стержня со свободными концами

Yn(y) =

(
cosh

knly

l
+ cos

knly

l

)
+ Cn

(
sinh

knly

l
+ sin

knly

l

)
, (1.7)

где Cn = −cosh(knl) − cos(knl)

sinh(knl) − sin(knl)
. Величины knl определяются из соотношения cos(knl) cosh(knl) = 1.

Формы колебаний пластины представлены как произведение форм колебаний жестко защемлен-

ного стержня (1.6) и свободного стержня (1.7). Это соответствует способу закрепления пластины в

рассматриваемой системе.
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Выражения (1.4) и (1.5) подставляются в функционал (1.2). При этом необходимо учесть, что

собственные формы колебаний (1.6) и (1.7) являются ортогональными.

Неизвестные коэффициенты в разложениях (1.4) и (1.5) находятся из условия минимума функци-

онала (1.3): ∂S
∂dk

= 0, k = 1, n.

В результате получаем линейную систему уравнений относительно неизвестных коэффициен-

тов dk. Требование обращения в нуль ее определителя приводит к частотному уравнению относитель-

но ω2
k. Каждому из значений ω2

k соответствует система значений коэффициентов dk, определенная с

точностью до произвольного множителя.

Система полученных коэффициентов позволяет оценить вклад каждой учитываемой формы соб-

ственных колебаний. С помощью полученных частот и коэффициентов разложения восстанавливают-

ся искомые формы колебаний.

1.2. Вывод дифференциальных уравнений движения системы

Для получения системы дифференциальных уравнений движения представим упругие перемеще-

ния в виде разложения

f(x, t) = d(t)F (x). (1.8)

В данных разложениях функции F (x) — формы колебаний, полученные из (1.4) и (1.5).

Из принципа Гамильтона – Остроградского:

δS =

∫ t2

t1

(δT − δΠ − δU) dt = 0. (1.9)

Распишем каждые вариации, принимая коэффициенты, зависящие от времени в (1.8), за обоб-

щенные координаты: q(t) = d(t). T =
∑
i

Ti — сумма кинетических энергий отдельных элементов

системы.

δT =
∂T

∂q̇i
δq̇i +

∂T

∂qi
δqi. (1.10)

Найдем интеграл по времени от (1.10):

∫ t1

t0

(
∂T

∂q̇i
δq̇i +

∂T

∂qi
δqi

)
dt =

∂T

∂q̇i
∂qi

∣∣∣
t1

t0
−

∫ t1

t0

(δqi) d

(
∂T

∂q̇i

)
+

∫ t1

t0

∂T

∂qi
δqi dt =

= −
∫ t1

t0

(
∂2T

∂q̇i
2 q̈i +

∂2T

∂q̇i∂qi
q̇i +

∂2T

∂q̇i∂t
+

∂T

∂qi

)
δqi dt. (1.11)

Для потенциальной энергии:

δΠ =
∂Π

∂qi
δqi. (1.12)

Здесь также, как и для кинетической энергии под Π понимается сумма потенциальных энергий

отдельных элементов системы, т.е. Π =
∑
i

Πi.

Для энергии упругой деформации:

δU =
∂U

∂qi
δqi. (1.13)

Аналогично под U понимается сумма энергий отдельных элементов системы, т.е. U =
∑
i

Ui.

Поскольку вариации независимы, то для того чтобы выражение (1.9) обращалось в нуль, необхо-

димо, чтобы выражения перед вариациями обращались в нуль. В результате подстановки (1.11)–(1.13)

в (1.9) получаем систему дифференциальных уравнений:

∂2T

∂q̇i
2 q̈i +

∂2T

∂q̇i∂qi
q̇i +

∂2T

∂q̇i∂t
+

∂T

∂qi
+

∂Π

∂qi
+

∂U

∂qi
= 0. (1.14)

Уравнение (1.14) представляет собой замкнутую систему дифференциальных уравнений, содержа-

щих только обыкновенные производные по времени. Уравнений столько, сколько неизвестных коэф-

фициентов в разложении (1.8). Для каждой собственной частоты будет своя система (1.14).
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2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ КА ПРИ РАСКРЫТИИ ПСБ

Применим описанный в разд. 1 метод моделирования движения составной упругой системы для

исследования движения космического аппарата (КА), в состав которого входят панели солнечных

батарей (ПСБ).

Решение задачи исследования движения КА при раскрытии ПСБ будем проводить в два этапа.

На первом этапе — раскрытие ПСБ — рассмотрим движения ПСБ как системы твердых пластин

(створок), соединенных шарнирами. На втором этапе — фиксация ПСБ — рассмотрим движение КА

при колебаниях ПСБ, возникающих под воздействием импульсных нагрузок, появляющихся в момент

фиксации частей ПСБ.

2.1. Раскрытие ПСБ

Построение математической модели процесса раскрытия ПСБ является первым и важным ша-

гом. Модель должна быть в разумной степени адекватна физическому процессу и не быть слишком

громоздкой. При решении поставленной задачи использовались следующие допущения:

1) фиксация створок происходит мгновенно и одновременно,

2) корпус КА совершает инерциальное движение,

3) створки ПСБ — абсолютно твердые тела.

Рассмотрим ПСБ, состоящую из трех створок (рис. 2.1).

Рис. 2.1. Расчетная схема раскрытия ПСБ

На рис. 2.1 приняты следующие обозначения: Rx1, Rx2, Rx3, Ry1, Ry2, Ry3 — реакции в шарнирах

в процессе раскрытия, M1, M2, M3 — внешний момент в створках, MR1, MR2, MR3 — удерживающий

момент в шарнирах при фиксации створок.

Для составления дифференциальных уравнений, моделирующих раскрытие ПСБ, воспользуемся

уравнением Даламбера – Лагранжа [9].





m1ẍ1 = Rx1 − Rx2,

m1ÿ2 = Ry1 − Ry2,

m2ẍ2 = Rx2 − Rx3,

m2ÿ2 = Ry2 − Ry3,

m3ẍ3 = Rx3,

m3ÿ3 = Ry3,

J1ϕ̈1 = (Rx1 + Rx2)
l1
2 cos(ϕ1) − (Ry1 + Ry2)

l1
2 sin(ϕ1) − (M1 + M2) − (MR1δ1 + MR2δ2),

J2ϕ̈2 = −(Rx2 + Rx3)
l2
2 cos(ϕ2) − (Ry2 + Ry3)

l2
2 sin(ϕ2) + (M2 + M3) + (MR2δ2 + MR3δ3),

J3ϕ̈3 = Rx3
l3
2 cos(ϕ3) − Ry3

l3
2 sin(ϕ3) − M3 − MR3δ3.

(2.1)
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Здесь δi = δi(ϕi) — функция переключения, отражающая факт фиксации створок ПСБ. δi = 0 в

процессе раскрытия створки. δi = 1 при фиксации створки (ϕi = π/2).

Систему (2.1) необходимо дополнить уравнениями связи, отражающими тот факт, что общие точки

смежных панелей имеют одинаковые координаты, скорости, ускорения:





ẍ1 − l1
2 ϕ̈1 cos(ϕ1) + l1

2 ϕ̇2
1 sin(ϕ1) = 0,

ÿ1 + l1
2 ϕ̈1 sin(ϕ1) + l1

2 ϕ̇2
1 cos(ϕ1) = 0,

ẍ1 + l1
2 ϕ̈1 cos(ϕ1) − l1

2 ϕ̇2
1 sin(ϕ1) = ẍ2 − l2

2 ϕ̈2 cos(ϕ2) + l2
2 ϕ̇2

2 sin(ϕ2),

ÿ1 − l1
2 ϕ̈1 sin(ϕ1) − l1

2 ϕ̇2
1 cos(ϕ1) = ÿ2 + l2

2 ϕ̈2 sin(ϕ2) + l2
2 ϕ̇2

2 cos(ϕ2),

ẍ2 +
l2
2

ϕ̈2 cos(ϕ2) − l2
2 ϕ̇2

2 sin(ϕ2) = ẍ3 −
l3
2

ϕ̈3 cos(ϕ3) + l3
2 ϕ̇2

3 sin(ϕ3),

ÿ2 − l2
2 ϕ̈2 sin(ϕ2) − l2

2 ϕ̇2
2 cos(ϕ2) = ÿ3 + l3

2 ϕ̈3 sin(ϕ3) + l3
2 ϕ̇2

3 cos(ϕ3).

(2.2)

Таким образом получена система 15 дифференциальных уравнений, линейных относительно неиз-

вестных вторых производных и реакций связей. Данная система может быть проинтегрирована любым

численным методом. Фиксация смежных створок между собой учитывается дополнительными связями





ϕ̈1δ1 = 0,

(ϕ̈1 − ϕ̈2)δ2 = 0,

(ϕ̈2 − ϕ̈3)δ3 = 0.

(2.3)

Решая систему уравнений (2.1)–(2.3) находим скорости ПСБ в момент фиксации. Значения конеч-

ных скоростей необходимы для определения ударных импульсов в момент фиксации створок.

2.2. Фиксация створок ПСБ

Процесс фиксации смежных створок характеризуется потерей их относительной скорости движе-

ния, возникновением ударных реакций во всех шарнирных соединениях и скачкообразным изменением

Sx
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M
M
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Рис. 2.2. Расчетная схема фиксации створок ПСБ

угловых и линейных скоростей

всех створок. Расчетная схема

фиксации створок ПСБ показа-

на на рис. 2.2.

Процесс наложения мгно-

венных связей можно описать

в соответствии с теорией уда-

ра следующими соотношения-

ми, характеризующими измене-

ние количества движения и мо-

мент количества движения си-

стемы [9].





m1(ẋ1k − ẋ10) = Sx1 − Sx2,

m1(ẏ1k − ẏ10) = Sy1 − Sy2,

m2(ẋ2k − ẋ20) = Sx2 − Sx3,

m2(ẏ2k − ẏ20) = Sy2 − Sy3,

m3(ẋ3k − ẋ30) = Sx3,

m3(ẏ3k − ẏ30) = Sy3,

J1(ϕ̇1k − ϕ̇10) = (Sx1 + Sx2)
l1
2 cos(ϕ1) − (Sy1 + Sy2)

l1
2 sin(ϕ1) − MS1δ1 − MS2δ2,

J2(ϕ̇2k − ϕ̇20) = −(Sx2 + Sx3)
l2
2 cos(ϕ2) − (Sy2 + Sy3)

l2
2 sin(ϕ2) − MS2δ2 − MS3δ3,

J3(ϕ̇3k − ϕ̇30) = Sx3
l3
2 cos(ϕ3) − Sy3

l3
2 sin(ϕ3) − MS3δ3.

(2.4)
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Здесь ẋi0, ẏi0, ϕ̇i0, ẋk0, ẏk0, ϕ̇k0 — скорости створок до и после фиксации, Sxi, Syi — импульс-

ные реакции в i-м шарнире при фиксации, MSi — ударные импульсные моменты, возникающие в

зафиксированном либо фиксирующемся i-м шарнире при фиксации одной из створок. Дополнительно

воспользуемся уравнениями связи, аналогичными (2.2), но только для скоростей общих точек:




ẋ1k − l1
2 ϕ̇1k cos(ϕ1) = 0,

ẏ1k + l1
2 ϕ̇1k sin(ϕ1) = 0,

ẋ1k + l1
2 ϕ̇1k cos(ϕ1) = ẋ2k − l2

2 ϕ̇2k cos(ϕ2),

ẏ1k − l1
2 ϕ̇1k sin(ϕ1) = ẏ2k + l2

2 ϕ̇2k sin(ϕ2),

ẋ2k + l2
2 ϕ̇2k cos(ϕ2) = ẋ3k − l3

2 ϕ̇3k cos(ϕ3),

ẏ2k − l2
2 ϕ̇2k sin(ϕ2) = ẏ3k + l3

2 ϕ̇3k sin(ϕ3).

(2.5)

Уравнения связи, показывающие, что угловые скорости зафиксированных между собой створок

равны (отсутствует вращение i-й створки относительно i + 1-й), имеют вид




ϕ̇1δ1 = 0,

(ϕ̇1 − ϕ̇2)δ2 = 0,

(ϕ̇2 − ϕ̇3)δ3 = 0.

(2.6)

При решении системы уравнений (2.1)–(2.3) с начальными условиями: x10 = 0 м, ẋ10 = 0.1 м/с,

x20 = 0 м, ẋ20 = 0.1 м/с, x30 = 0 м, ẋ30 = 0.1 м/с, y10 = l1/2 м, ẏ10 = 0.1 м/с, y20 = l2/2 м,

ẏ20 = 0.1 м/с, y30 = l3/2 м, ẏ30 = 0.1 м/с, ϕ10 = 0 рад, ϕ̇10 = 0.1 рад/с, ϕ20 = 0 рад, ϕ̇20 = 0.1 рад/с,

ϕ30 = 0 рад, ϕ̇30 = 0.1 рад/с.

Получаются следующие значения скоростей в момент фиксации створок ПСБ: ẋ10 = 0 м/с,

ẋ20 = 0 м/с, ẋ30 = 0 м/с, ẏ10 = −0.2426 м/с, ẏ20 = −0.2426 м/с, ẏ30 = −0.2426 м/с, ϕ̇10 = 0.097 рад/с,

ϕ̇20 = 0.097 рад/с, ϕ̇30 = 0.097 рад/с.

Решая систему уравнений (2.4)–(2.6) с учетом полученных значений скоростей, находим удар-

ные реакции, возникающие в процессе фиксации створок ПСБ: Sx1 = 0 Hc, Sy1 = 131.06 Hc,

Sx2 = 0 Hc, Sy2 = 65.53 Hc, Sx3 = 0 Hc, Sy3 = 80.69 Hc.

Поскольку КА, имеющий в своей конструкции ПСБ, можно отнести к сложной упругой системе,

то для исследования его движения после раскрытия ПСБ используем подход, предложенный в разд. 1.

Рассмотрим конструкцию КА после раскрытия ПСБ, представленную на рис. 2.3. В качестве

упругих элементов выступают стержень и пластина (ПСБ). Характеристики исследуемой системы

представлены в табл. 2.1.

Рис. 2.3. Составная упругая система

Таблица 2.1

При моделировании движения рассматриваемой системы будем считать, что пластина является

однородной с постоянной толщиной. Изгибные деформации пластины предполагаются подчиняющи-

мися закону Гука. Упругая ось стержня в недеформируемом состоянии прямолинейна и совпадает

с линией центров тяжести поперечных сечений стержня. Отклонения отдельных точек оси стержня

происходят перпендикулярно к прямолинейному, недеформированному ее направлению.

Рассматривается поведение системы на коротком промежутке времени ∆t. Поэтому возмущающее

воздействие аэродинамического сопротивления, сил гравитации и светового давления не учитывается.

Перемещения всей системы и ее отдельных элементов принимаются малыми.
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Изменения длин упругодеформируемых элементов не учитывается. Вследствие того, что переме-

щения элементарной массы упругодеформируемого элемента вдоль его продольной оси значительно

меньше, чем перемещения в направлениях, перпендикулярных этой оси, такими перемещениями для

получения оценочных характеристик можно пренебречь.

Для исследуемой системы (табл. 2.1) определены первые две собственные частоты и соответству-

ющие им коэффициенты в разложении собственных форм (табл. 2.2, 2.3).

Таблица 2.2 Таблица 2.3

Распределение коэффициентов в разложении

форм колебания для первой собственной частоты

ω1 = 0.69 Гц

Упругое перемещение Упругое перемещение

вертикального стержня пластин

d1 0, 0093 g11 −0, 024

d2 −0, 0008 g12 0, 00014

f1 0, 7084 g21 0, 00016

f2 −0, 053 g22 −0, 000013

c −0, 0193

Распределение коэффициентов в разложении

форм колебания для второй собственной частоты

ω2 = 1.27 Гц

Упругое перемещение Упругое перемещение

вертикального стержня пластин

d1 −19, 0683 g11 51, 2146

d2 1, 6419 g12 2, 3539

f1 0, 7293 g21 0, 7028

f2 −0, 03194 g22 0, 0715

c −0, 0067

В табл. 2.2 и 2.3 коэффициенты d, f, c — описывают изгибные колебания вертикального стержня

в двух плоскостях и крутильные колебания соответственно, g — описывает изгибные колебания

пластины. Найденные коэффициенты (см. табл. 2.2, 2.3) используются для восстановления форм

колебания панели солнечной батареи. Потенциальная энергия системы будет иметь вид

Π = Sf(x, y, t) (2.7)

где S — вектор импульса, появляющегося при фиксации створок ПСБ, f(x, y, t) — вектор упругих

перемещений ПСБ. С учетом (1.8), (2.7) принимает вид

Π = Sy1g1(t)
∑

m,n

gm,nXm

(
l1
2

)
Yn(y) + Sy2g1(t)

∑

m,n

gm,nXm

(
l2
2

)
Yn(y)+

+Sy3g1(t)
∑

m,n

gm,nXm

(
l3
2

)
Yn(y)

Здесь g1(t) — функция от времени в разложении (1.8), описывающая колебания пластины, gm,n —

коэффициенты в разложении собственных форм колебания пластины (табл. 2.2 для первой собствен-

ной частоты, табл. 2.3 для второй собственной частоты).

Используя (1.14), характеристики КА (см. табл. 2.1), а также коэффициенты в разложении соб-

ственных форм (см. табл. 2.2, табл. 2.3), получается система дифференциальных уравнений движения

КА, которая может быть легко проинтегрирована любым численным методом.

Графический результат численного интегрирова-

ния полученной системы дифференциальных уравне-

ний движения КА при заданной начальной скорости

ġ1(0) = −0.2426 м/с (скорость створок ПСБ после фик-

сации) представлен в рис. 2.4–2.6.

Как видно из рис. 2.4 и 2.5, колебания упругих эле-

ментов системы (вертикальный стержень и пластины) яв-

ляются свободными и незатухающими, так как при моде-

лировании движения системы не учитывались диссипа-

тивные силы.

Несмотря на то что перемещения системы довольно

малы, данные возмущения могут оказывать значитель-

ное влияние на всю конструкцию в целом, ее прочность.

В случае КА, данные возмущения оказывают влияние на

системы и аппаратуру, встроенную в КА. Анализируя

2              4              6             8            10

0,006

t, c

0,004

0,002

0

-0,002

-0,004

-0,006

d , м1

Рис. 2.4. Колебания вертикального стерж-

невого участка системы
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1
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Рис. 2.5. Колебания пластины ПСБ Рис. 2.6. Смещение системы вдоль оси

цилиндра

результаты (см. рис. 2.6, рис. 2.7), полученные для поступательного и вращательного движения

цилиндрического основания системы (корпус КА), можно выработать решения по уменьшению (ис-

ключению) данного движения.
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Рис. 2.7. Поворот системы относительно инерциальных осей цилиндра

ВЫВОД

Таким образом, при моделировании движения составной упругой конструкции с малыми дефор-

мациями возможно разложение движения системы на ортогональные формы отдельных ее элементов,

соответствующие собственным частотам малых колебаний.

Моделирование упругих элементов телами с распределенными параметрами позволяет получить

более точную математическую модель, описывающую движение механической системы. Предлагае-

мый метод определения собственных форм и частот колебаний конструкции позволяет свести систему

дифференциальных уравнений движения системы в частных производных к системе обыкновенных

дифференциальных уравнений. Это не только упрощает процедуру численного интегрирования урав-

нений движения, но и позволяет проводить качественный анализ возможных движений путем ис-

пользования аналитически заданных форм колебаний.

Разработанный метод моделирования движения может быть использован для исследования коле-

баний в составной упругой системе, а также для выработки рекомендаций по их снижению.
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О НЕКОТОРЫХ ОСОБЕННОСТЯХ
ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА
КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
К РЕШЕНИЮ КОНТАКТНОЙ ЗАДАЧИ
НА БАЗЕ ПРОГРАММНОГО
КОМПЛЕКСА ABAQUS
Н.В. Овчинникова, Ю.В. Чеботаревский∗

Саратовский государственный технический университет,
кафедра теоретической механики
E-mail: alanita@inbox.ru, ∗uvich@sstu.ru

В данной работе проведен выбор рациональной расчетной схе-
мы численного решения контактной задачи о взаимодействии
упругопластического полупространства с абсолютно жестким ин-
дентором на базе программного комплекса ABAQUS. Опреде-
лены предельные значения прикладываемой к рабочему ин-
струменту статической нагрузки, не вызывающей появления в
материале пластических деформаций и, следовательно, не ока-
зывающей влияния на процесс его поверхностного упрочнения.
Выявлена специфика формирования области пластических де-
формаций, характерная для статического нагружения.

Ключевые слова: контактное взаимодействие, напряженно-
деформированное состояние, модель изотропно-кинематичес-
кого упрочнения, пластическая деформация, поверхностное
упрочнение, ABAQUS.

Some Aspects of Applying Finite Element Method to Contact
Problems Using ABAQUS System

N.V. Ovchinnikova, U.V. Chebotarevsky∗

Saratov State Technical University,
Chair of Theoretical Mechanics
E-mail: alanita@inbox.ru, ∗uvich@sstu.ru

In this paper the selection of preferred computational scheme for
numerical research of a contact interaction between a rigid indentor
and an elastic-plastic half-space using ABAQUS system is described.
Furthermore, the critical values of the load applied to indentor which
don’t cause plastic deformation in the material and subsequently
don’t effect the process of a surface hardening are determined.
Some peculiarities of the forming of near-surface plastic region by
static loading are investigated.

Key words: contact interaction, deflected mode, isotropic-kinematic
hardening model, plastic deformation, surface hardening, ABAQUS.

Во многих случаях математические модели механической обработки материала могут быть сведе-

ны к задаче о контактном взаимодействии рабочего инструмента и обрабатываемой поверхности [1].

В частности, такого рода представление физико-механического процесса используется в работе [2]

при изучении механизмов поверхностного упрочнения пластическим деформированием с применением

ультразвуковых воздействий. В ней на базе изотропно-кинематической модели материала исследуется

напряженно-деформируемое состояние цилиндрического тела при взаимодействии с абсолютно твер-

дым рабочим инструментом (индентором) в форме полусферы. Силовое воздействие рабочего органа

на материал моделируется путем приложения к нему направленного вдоль общей оси симметрии

c© Н.В. Овчинникова, Ю.В. Чеботаревский, 2009
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комбинированного усилия с постоянно действующей и переменной, изменяющейся с ультразвуковой

частотой, составляющими. Наличие постоянной составляющей силы обусловлено необходимостью

обеспечения надежного контакта рабочего инструмента с обрабатываемой поверхностью. При этом

влияние постоянной составляющей на процесс ультразвуковой обработки должно быть минималь-

ным.

Задачи данного класса являются очень сложными, и их аналитическое решение не представля-

ется возможным. Поэтому при исследовании подобного рода задач широко применяются различные

численные методы, в том числе и метод конечных элементов. При его использовании для расче-

та напряженно-деформированного состояния различных конструкций в упомянутых выше сложных

технологических задачах важнейшим является установление адекватности формулируемых матема-

тических моделей исследуемым процессам и достоверности получаемых на их базе результатов. Эти

вопросы могут решаться путём сравнения результатов численного решения либо с экспериментальны-

ми данными, что в большинстве случаев весьма затруднительно, либо с известными аналитическими

решениями, являющимися частными случаями рассматриваемой проблемы.

В связи с изложенным целью настоящей работы являются:

а) выбор приемлемой схемы численного решения задачи, сформулированной в [2], на базе про-

граммного комплекса ABAQUS путем сравнения результатов расчета с известным аналитическим

решением;

б) определение для различных режимов обработки предельных значений прикладываемой к рабо-

чему инструменту постоянной составляющей силы, при которых в материале не возникают пластиче-

ские деформации.

При выборе схемы численного решения рассматриваемой задачи ограничимся следующим частным

случаем. Обрабатываемый объект в силу локальности исследуемого механического процесса предста-

вим в виде полупространства, к некоторой точке которого прикладывается с постоянно действующей

силой F0 = const абсолютно твердый индентор со сферической рабочей поверхностью радиуса кри-

визны Rкр (рис. 1).

При условии, что поверхность полупростран-

ства вне зоны контакта свободна от внешней на-

грузки, рассматриваемая осесимметричная за-

дача будет отличаться от сформулированной

в работе [2] лишь несколько измененными гра-

ничными условиями, а именно

σij → 0 (i, j = x, y, z) при x, y, z → ∞,

σzz = −p(x, y, t) при z = 0,

∞∫

0

∞∫

0

p(x, y, t) dx dy = F0.

Здесь σij — компоненты тензора напряжений,

p(x, y, t) — давление в зоне контакта.

В качестве эталонной для рассматриваемого

частного случая при упругом поведении мате-

риала (до наступления пластических деформа-

Рис. 1. Схема процесса взаимодействия материала

с индентором

ций) примем решенную А. Динником [3] задачу о сжатии двух соприкасающихся, ограниченных

идеально гладкими поверхностями тел, в предположении, что одно из них является деформируемым,

а другое — абсолютно твердым. Положим в [2] радиусы кривизны абсолютно твердого тела равными

радиусу кривизны сферической рабочей поверхности индентора R11 = R12 = Rкр, а деформируемого

тела — равными бесконечности R21 = R22 = ∞. Для случая кругового контура давления в силу

осевой симметрии ограничимся записью выражений для напряжений в плоскости x = 0:

σxx = − 3F0

2πa2

{
(1 − 2ν)

3

a2

y2

(
1 − z3

√
λ3

)
+

z√
λ

(
2ν +

1 + ν

a2 + λ
λ +

1 + ν

a

√
λ · arctg

a√
λ

)}
,
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σyy =
3F0

2πa2

{
(1 − 2ν)

3

a2

y2

(
1 − z3

√
λ3

)
+

a2z3

(λ2 + a2z2)
√

λ
+

z√
λ

(
1 − ν

a2 + λ
λ + (1 + ν)

√
λ

a
arctg

a√
λ
− 2

)}
,

σzz = −3F0

2π

z3

(λ2 + a2z2)
√

λ
, σyz = −3F0

2π

yz2
√

λ

(λ2 + a2z2) (a2 + λ)
, σxy = σzx = 0.

Здесь F0 — численное значение главного вектора давлений, равное по величине прикладываемой

к индентору силе, ν и E — соответственно коэффициент Пуассона и модуль Юнга для материала

полупространства, а радиус контура давления a и параметр λ находятся из соотношений:

a =
3

√
3 (1 − ν2)RкрF0

4E
,

y2

a2 + λ
+

z2

λ
= 1.

Так как рассматриваемый физический процесс является локальным, то при проведении численных

исследований с использованием программного комплекса ABAQUS в полупространстве можно вы-

делить некоторую конечную область OABC, за пределами которой характеристики напряженно-

деформированного состояния мало отличны от нуля. По этой же причине рациональным представ-

ляется и выбор нерегулярного, сгущающегося к зоне контакта разбиения выделенной области на

элементы. При этом вид разбиения и тип элементов должны обеспечивать заданную точность вычис-

лений и минимизировать время расчета.

Адекватность модели и достоверность получаемых численных результатов, а также приемлемость

используемых способов формирования сетки проверяется путем сравнения численных значений наи-

большего по абсолютной величине осевого напряжения σzz в точке контакта с соответствующими

данными аналитического решения. Для обеспечения нерегулярного разбиения выделенной области

используются следующие два способа.

Первый заключается в размещении на границах OA и OC большего количества узлов, чем на

границах AB и CB. Однако применение только этого способа сгущения сетки не приводит к желае-

мому результату. Численное решение либо имеет большую неприемлемую для практики погрешность,

либо требует введения значительно большего количества узлов на границах OA и OC, что приводит

к существенному увеличению времени счета даже при упругом поведении материала.

Второй способ состоит в том, что дополнительно к первому на границах OA и OC без увеличе-

ния числа граничных узлов вводится так называемый коэффициент сгущения Kсг сетки, задающий

отношение линейного размера вдоль соответствующего направления наиболее удаленного от точки

касания 0 элемента к аналогичному размеру примыкающего к ней элемента.

Расчеты проводились при различных значениях коэффициента сгущения для двух типов конечных

элементов, предлагаемых программным комплексом ABAQUS: треугольных и четырехугольных. В ка-

честве примера на рис. 2 показаны зависимости численных значений осевого напряжения σzz в точке

Рис. 2. Зависимость значений осевого напряжения σzz от величины коэф-

фициента сгущения сетки

контакта от величины ко-

эффициента сгущения сетки

при воздействии на индентор

силы в 9,81 Н.

Анализ численных ре-

зультатов, полученных при

применении обоих типов ко-

нечных элементов для раз-

личных режимов нагружения

в пределах упругого поведе-

ния материала, показал, что

при возрастании коэффици-

ента сгущения сетки от 1

до 250 происходит прибли-

жение результатов численно-

го решения к аналитическо-

му. При дальнейшем увели-

чении коэффициента сгуще-
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ния происходит накопление вычислительной ошибки и, как следствие, аналитические и численные

результаты расходятся. Поэтому при проведении последующих расчетов коэффициент сгущения сетки

принимался равным Kсг = 250.

Использование двух рассмотренных вариантов расчетной схемы для исследования поведения мате-

риала при наличии пластических деформаций показало, что применение четырехугольных элементов

для формирования сетки оказалось неприемлемым, так как при задании одного и того же количества

узлов на границах выделенной области в случае четырехугольных элементов решение оказывается

расходящимся. В связи с чем сделан вывод о целесообразности применения в дальнейшем сетки, фор-

мируемой из треугольных элементов. Для получения положительного результата при использовании

сетки из четырехугольных элементов для исследования упругопластического поведения материала

требуется, очевидно, разработка оригинальной процедуры формирования сетки с применением языка

программирования Python с учетом специфики решаемой задачи.

При статическом нагружении постоянно действующей силой используемая в работе [2] модель

изотропно-кинематического упрочнения материала упрощается. За счет обращения в ноль компонент

тензора микронапряжений α, отражающего накопление пластической деформации при циклическом

нагружении, условие пластичности принимает вид

F = f (σ, α) − σ0 = 0,

где

σ0 = σ |0 + Q∞
(
1 − e−b ˙̄εpl

)
, f (σ, α) =

√√√√3

2

3∑

i=1

3∑

j=1

SijSij = σи, (1)

σ|0 и σ0 — значения предела текучести в момент появления пластической деформации и в процессе

дальнейшего нагружения, S — девиатор тензора напряжений, Q∞, b, C, γ — параметры материала,

определяемые на основе экспериментальных данных.

Из (1) следует, что пластические деформации в материале возникают при достижении интенсив-

ностью напряжений предела текучести. Поэтому в ходе решения упругопластической задачи было

проведено исследование распределения напряжений и их интенсивности по объему обрабатываемого

объекта до появления пластических деформаций, а также проведено сравнение численных резуль-

татов с аналитическими. На рис. 3 в качестве примера показано изменение интенсивности напря-

Рис. 3. Распределение интенсивности напряжений σu по оси симметрии

жений σи вдоль оси z при

F0 = 9, 81 Н и Rкр = 0, 06 м.

Из полученных результа-

тов следует, что в пределах

упругости интенсивность на-

пряжений σи достигает мак-

симального значения не в об-

ласти контакта, а на некото-

ром расстоянии от неё под

центром давления. В то вре-

мя как осевое напряжение

имеет наибольшее значение

на поверхности обрабатывае-

мого объекта в центре конту-

ра давления. На рис. 4 (для

тех же значений постоянной

составляющей силы и радиу-

са кривизны рабочей поверхности индентора) наглядно показано, что даже при превышении осевым

напряжением предела текучести по модулю в 1,5 раза материал в центре контура давления остается

упругим.
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Рис. 4. Распределение интенсивности напряжений и осевого напряжения

по оси симметрии

Отсюда следует, что впервые пластические деформации возникают не на поверхности контакта, а

на некотором расстоянии от неё под центром давления в точках наибольших значений интенсивности

напряжений. На рис. 5 показана зависимость наибольших значений интенсивности напряжений от

радиуса кривизны индентора для различных значений прилагаемой к нему постоянно действующей

силы. Легко заметить, что приведенные графики не являются гладкими, а имеют точку излома при

значениях интенсивности напряжений совпадающих с пределом текучести материала. Её наличие

является следствием не только количественного, но и качественного изменения характера поведения

напряжений и деформаций при переходе материала из упругого состояния в пластическое. Точка изло-

ма соответствует минимальным значениям радиуса кривизны индентора, при которых под действием

данной силы в обрабатываемом объекте не возникают пластические деформации.

Рис. 5. Зависимость наибольших значений интенсивности напряжений

от радиуса кривизны индентора при трех значениях постоянной силы

Той же причиной обусловлено и наличие точек излома на графиках зависимости интенсивности

напряжений от величины постоянно действующей силы при заданных значениях радиуса кривизны

рабочей поверхности инструмента (рис. 6). При этом точки излома на этих графиках соответствуют

предельным значениям прикладываемой к индентору силы, не вызывающим появления в обрабатыва-

емом материале пластических деформаций.
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Рис. 6. Зависимости интенсивности напряжений от величины постоянно

действующей силы

Результаты исследования напряженно-деформированного состояния материала при нали-

чии пластических деформаций, показали, что независимо от уровня нагружения в пределах

F = (9, 81 − 39, 24) Н в зоне контакта остается приповерхностный тонкий упругий слой толщиной от

12 до 37 микрон. В качестве примера на рис. 7 показано распределение остаточных деформаций по

толщине обрабатываемого объекта при полном снятии нагрузки для трех значений силы, приклады-

ваемой к индентору с радиусом кривизны рабочей поверхности 0,02 м.

Рис. 7. Распределение остаточных деформаций по толщине обрабатываемого

объекта при полном снятии нагрузки

Легко заметить, что толщина упругого слоя практически не зависит от уровня нагружения, а в ос-

новном определяется радиусом кривизны рабочей поверхности инструмента. С увеличением радиуса

кривизны толщина упругого слоя возрастает. Это означает, что добиться поверхностного упрочне-

ния материала пластическим деформированием только за счет приложения к рабочему инструменту

статической нагрузки в указанных выше пределах при заданных значениях кривизны рабочей по-

верхности индентора не представляется возможным. А необходимо либо введение дополнительных

технологических операций для снятия упругого слоя, например, в виде шлифования, либо применения

специальных нестатических методов нагружения рабочего инструмента, позволяющих сформировать

упрочненный слой непосредственно на поверхности обрабатываемого объекта.
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ТОРМОЖЕНИЕ ПЛАСТИНЫ
О СЛОЙ «ЗАПАЗДЫВАЮЩЕЙ»
ВЯЗКОПЛАСТИЧНОЙ СРЕДЫ
С УЧЕТОМ ПРИСТЕННОГО
СКОЛЬЖЕНИЯ
М.И. Сафрончик

Саратовский государственный университет,
кафедра математической кибернетики и компьютерных наук
E-mail: safronchikmi@yandex.ru

Рассматривается неустановившееся течение вязкопластичной
среды между параллельными плоскостями, одна из которых
остается неподвижной, а другая начинает движение из состо-
яния покоя под действием постоянной силы. Течение вязко-
пластичной среды развивается постепенно. Граница области
течения заранее неизвестна и подлежит определению в про-
цессе решения задачи. Сила приложенная к верхней пластине,
выбирается таким образом, чтобы с течением времени проявил-
ся так называемый эффект «проскальзывания» вдоль обеих
плоскостей. Постановка задачи дается в рамках пятипарамет-
рической модели вязкопластичной среды, позволяющей учесть
различие в поведении материала при нагружении и разгруз-
ке, а также возможное проскальзывание вдоль твердых сте-
нок. Гистерезис деформаций учитывается с помощью модели
Слибара – Паслая. Для учета возможного пристенного сколь-
жения предлагается гипотеза, аналогичная известной гипотезе
проф. Н.П. Петрова для вязкой жидкости, но позволяющая опи-
сать естественное физическое условие плавного перехода от
«прилипания» к «проскальзыванию», а входящие в неё пара-
метры могут быть определены опытным путем. Для решения
задачи с искомой границей используется модифицированный
метод Колоднера.

Ключевые слова: вязкопластичная среда, неустановившееся
течение вязкопластичной среды, модель Слибара – Паслая, при-
стенное скольжение, метод Колоднера.

Plate Braking Against the Layer of«Delayed»Viscoplastic Fluid
with Regard to Wall Sliding

M.I. Safronchik

Saratov State University,
Chair of Mathematical Cybernetics and Computer Sciences
E-mail: safronchikmi@yandex.ru

The paper presents the problem of unstable viscoplastic fluid flow
between parallel planes, one of which is fixed, while the other one is
put in motion from a standstill under the influence of constant force.
Viscoplastic fluid flow develops gradually. The border of the flow is not
known in advance and is to be determined in the process of solving
the task. The force applied to the upper plate is chosen so as to
cause the effect of sliding along the two plates in the course of time.
The task definition is given within the limits of five-parameter model,
which permits to take up the difference between behavior under stress
and without stress as well as possible sliding along the solid walls.
Hysteresis of deformation is considered by means of Slibar – Pasly
hypothesis. To take the possible sliding along the walls into account,
a hypothesis, analogical to the well-known hypothesis for viscous
fluid of Prof. N.P. Petrov, is suggested. The offered hypothesis also
allows to describe the natural physical condition of smooth transition
from «sticking» to «sliding». Moreover, the parameters included into
it can be defined empirically. To solve the task with the required
border, a modified method of Kolodner is used.

Key words: viscoplastic fluid, unstable viscoplastic fluid flow, Slibar –-
– Pasly hypothesis, wall sliding, the method of Kolodner.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И СООТНОШЕНИЯ

Рассмотрим две неограниченные горизонтальные пластины, находящиеся на расстоянии H друг

от друга, пространство между которыми заполнено вязкопластичным материалом. Нижняя пластина

остается все время в покое, а верхняя начинает движение из состояния покоя под действием прило-

женной к ней в момент t = 0 постоянной силы. Обозначим величину силы, приходящейся на единицу

площади пластины через q1, а массу единицы площади пластины толщины H1 через m. В этом случае

уравнение движения пластины можно записать в виде

m
dU

dt
= q1 − τ(0, t), (1)
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где U(t)—скорость пластины, а τ(0, t)—напряжение на её поверхности. Система координат выбрана

так как показано на (рис.1).

Постановка задачи дается в рамках пятипараметрической модели Слибара – Паслая, которая для

случая чистого сдвига имеет вид [1]

Нагружение

τ − τd = η

∣∣∣∣
∂V

∂n

∣∣∣∣ sign
∂V

∂n
, τ > τs,

0 =
∂V

∂n
, τ ≤ τs,

Разгрузка

τ − τd = η

∣∣∣∣
∂V

∂n

∣∣∣∣ sign
∂V

∂n
, τ > τd,

0 =
∂V

∂n
, τ ≤ τd.

(2)

Здесь τs и τd — статический и динамический пределы текучести соответственно, η — структурная

вязкость, V — скорость, n — нормаль к направ-

лению скорости.

Для учета возможного пристенного скольже-

ния предлагается гипотеза, аналогичная извест-

ной гипотезе проф. Н.П. Петрова для вязкой жид-

кости, которая для вязкопластичной среды запи-

сывается в виде

τ − τ∗ = λ|Vvf − Vs|, τ > τ∗,

Vvf = Vs, τ ≤ τ∗, Рис.1

где λ — коэффициент «внешнего» трения (по терминологии Н.П. Петрова), τ∗ — предельное на-

пряжение при котором начинается «проскальзывание» вдоль твердой стенки, Vvf и Vs — скорость

вязкопластичной жидкости у стенки и скорость самой стенки, соответственно.

В отличие от общепринятого подхода к учету пристенного скольжения путем введения вязкого

пристенного слоя с меньшей вязкостью, чем вязкость основной среды, предлагаемый подход не тре-

бует знания толщины пристенного слоя и его вязкости. Существующие в настоящее время гипотезы

возникновения аномалии в сопротивлении за счет «проскальзывания» не позволяют связать толщину

и свойства пристенного слоя с остальными параметрами процесса. Поэтому известные решения задач

о совместном движении вязкой и вязкопластичной жидкостей дают лишь качественную оценку этому

явлению.

Предлагаемая гипотеза позволяет описать естественное физическое условие плавного перехода от

«прилипания» к «проскальзыванию», а входящие в неё параметры могут быть определены опытным

путем.

В отличие от вязкой и обычной бингамовской жидкостей (τs = τd = τ0) течение «запаздывающей»

вязкопластичной среды развивается постепенно. Граница области течения h(t) заранее неизвестна и

подлежит определению в процессе решения задачи.

Математическая постановка задачи на этапе разрушения структуры имеет вид

∂Vx

∂t
= ν

∂2Vx

∂y2
, 0 < y < h(t), 0 < t < T, (3)

h(0) = 0, h(T ) = H, lim
y→h(t)−0

Vx(y, t) = 0. (4)

В зависимости от соотношений между параметрами процесса условие на движущейся пластине может

быть двух видов:

Vx(0, t) = U(t), 0 < t < T, (5)

т.е. весь этап разрушения структуры происходит без скольжения и

Vx(0, t) =

{
U(t), 0 < t ≤ t∗,

U(t) − 1
λ (τ(0, t) − τ∗), t∗ < t < T,

(6)
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когда этап разрушения структуры проходит частично без скольжения, а затем со скольжением. Мо-

мент t∗ соответствует τ(0, t∗) = τ∗. И еще два соотношения, следующие из формулы (2):

lim
y→h(t)−0

∂Vx

∂y
= −τs − τd

η
, lim

y→0+0

∂Vx

∂y
= −τ(0, t) − τd

η
. (7)

При постановке задачи предполагается следующее соотношение параметров τd < τs < τ∗ < q1, что

обеспечивает не только возможность возникновения движения, но и наличие пристенного скольже-

ния.

Вводя безразмерные переменные по формулам: y = Hy, h(t) = Hh(t), t = H2/νt, U(t) = U0U(t),

τ(t) = τdτ(t), τs = ατd, τ∗ = γτd, q = aγ, λ = λ/ηH, параметр Сен – Венана Send = τdH/U0η

сформулируем задачу в безразмерном виде.

В безразмерных переменных уравнение (1) имеет вид

dU

dt
= R Send(aγ − τ(0, t)), R =

ρH

ρ1H1
, (8)

где ρ и H — плотность и толщина вязкопластичной среды, а ρ1 и H1 — плотность и толщина

пластины. Задача (3)–(8) примет вид

∂Vx

∂t
=

∂2Vx

∂y2 , 0 < y < h(t), 0 < t < T ,

h(0) = 0, h(T ) = 1, lim
y→h(t)−0

Vx(y, t) = 0,

Vx(0, t) =

{
U(t), 0 < t ≤ t

∗
,

U(t) − Send

λ
(τ(0, t) − γ), t

∗
< t < T ,

(9)

lim
y→h(t)−0

∂Vx

∂y
= −Send(α − 1), lim

y→0+0

∂Vx

∂y
= −Send(τ(0, t) − 1).

В дальнейшем для простоты записи черточки опускаем.

Заметим, что сформулированная задача не вполне корректна, так как в начальный момент область

течения отсутствует. Этим свойством обладают все известные автомодельные задачи стефановско-

го типа. Для решения этой задачи с неизвесной подвижной границей предлагается модификация

аналитического метода Колоднера.

Данная задача при заданной скорости пластины и отсутствии пристенного скольжения рассмот-

рена нами в работе [2].

2. МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД КОЛОДНЕРА

В соответствии с модифицированным методом Колоднера строится вспомагательное решение в

области 0 < y 6= h(t) < ∞, 0 < t < ∞ в виде комбинации тепловых потенциалов простого слоя для

следующей задачи:

∂Vx

∂t
=

∂2Vx

∂y2
,

Vx(y, 0) = 0, h(0) = 0,

lim
y→h(t)+0

Vx(y, t) − lim
y→h(t)−0

Vx(y, t) = 0,

lim
y→h(t)+0

∂Vx

∂y
− lim

y→h(t)−0

∂Vx

∂y
= Send(α − 1), (10)

lim
y→0+0

∂Vx

∂y
= −Send(τ(0, t) − 1). (11)
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Мощности источников подбираются так, чтобы скачек производной функции на кривой h(t) совпадал

с правой частью условия (10), а в нуле с условием (11).

Vx(y, t) =
Send√

π




∫ t

0

τ(0, ξ) − 1√
t − ξ

e−
y2

4(t−ξ) dξ − α − 1

2

∫ t

0

e−
(y−h(ξ))2

4(t−ξ) + e−
(y+h(ξ))2

4(t−ξ)

√
t − ξ

dξ


 (12)

Для единственности решения необходимо выполнение следующих условий:

|Vx(y, t)| ≤ const и

∣∣∣∣
∂Vx(y, t)

∂y

∣∣∣∣ ≤
const√

t
.

Выражение (12) не зависит от конкретного вида функций h(t) и τ(0, t). Потребовав, чтобы

limy→h(t)+0 Vx = 0, получим уравнение для определения h(t).

∫ t

0

τ(0, ξ) − 1√
t − ξ

e−
h2(t)
4(t−ξ) dξ − α − 1

2

∫ t

0

e−
(h(t)−h(ξ))2

4(t−ξ) + e−
(h(t)+h(ξ))2

4(t−ξ)

√
t − ξ

dξ = 0. (13)

В работах [3, 4] для подобных уравнений показано, что если h(t) является решением уравне-

ния (13), то Vx(y, t) ≡ 0 в области h(t) < y < ∞ и, следовательно будет выполняться условие

limy→h(t)+0
∂Vx

∂y = 0. В этом случае функция Vx(y, t) в интервале 0 < y < h(t) будет удовлетво-

рять всем условиям поставленной задачи. Удовлетворив условию (9), получим еще одно уравнение,

связывающее h(t) и τ(0, t):

Send√
π




∫ t

0

τ(0, ξ) − 1√
t − ξ

dξ − (α − 1)

∫ t

0

e−
h2(ξ)
4(t−ξ)

√
t − ξ

dξ


 =

{
U(t), 0 < t ≤ t∗,

U(t) − Send

λ (τ(0, t) − γ), t∗ < t < T.
(14)

Интегрируя (8), находим выражение для скорости пластины и подставляя его в (14), получаем урав-

нение

1√
π

∫ t

0

τ(0, ξ)√
t − ξ

dξ + R

∫ t

0

τ(0, ξ)dξ − α − 1√
π

∫ t

0

e−
h2(ξ)
4(t−ξ)

√
t − ξ

dξ − Raγt − 2

√
t

π
=

=

{
0, 0 < t ≤ t∗,
1
λ (γ − τ(0, t)), t∗ < t < T.

(15)

Уравнение (15) имеет особую точку при t = 0, поэтому его удобнее представить в другом виде,

выделив эту особенность. Совершим над уравнением (15) операцию: 1√
π

θ∫
0

dt√
θ−t

, изменив порядок

интегрирования и вычислив интегралы, получим:

∫ t

0

τ(0, ξ)dξ + R
2√
π

∫ t

0

√
t − ξτ(0, ξ)dξ +

2

λ
√

π

∫ t

t∗
τ ′(0, ξ)

√
t − ξdξ−

−t − R
4aγt3/2

3
√

π
− (α − 1)

∫ t

0

erfc

(
h(ξ)

2
√

t − ξ

)
dξ = 0.

Здесь использовано известное значение интеграла:
1∫
0

e−σ2/x
√

x
√

1−x
dx = πerfc(σ). Далее дифференцируя

по t, получаем:

τ(0, t) +
R√
π

∫ t

0

τ(0, ξ)√
t − ξ

dξ +
1

λ
√

π

∫ t

t∗

τ ′(0, ξ)dξ√
t − ξ

− 1 − 2Raγ

√
t

π
− α − 1

2
√

π

∫ t

0

h(ξ)e−
h2(ξ)
4(t−ξ)

(t − ξ)3/2
dξ = 0.

Преобразуем последнее слагаемое, выделив разрыв:

α − 1

2
√

π

∫ t

0

h(ξ)e−
h2(ξ)
4(t−ξ)

(t − ξ)3/2
dξ =

2(α − 1)√
π

∫ t

0

(
h(ξ)

4
√

(t − ξ)3
− h′(ξ)

2
√

t − ξ
+

h′(ξ)

2
√

t − ξ

)
e−

h2(ξ)
4(t−ξ) dξ.
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Обозначим z(t, ξ) = h(ξ)

2
√

t−ξ
, ∂z

∂ξ = h(ξ)

4
√

(t−ξ)3
+ h′(ξ)

2
√

(t−ξ)
, z(t, t) = ∞; z(t, 0) = 0,

2(α − 1)√
π

(∫ t

0

e−z2 ∂z

∂ξ
dξ − 1

2

∫ t

0

h′(ξ)√
t − ξ

e−
h2(ξ)
4(t−ξ) dξ

)
= (α − 1) − (α − 1)√

π

∫ t

0

h′(ξ)√
t − ξ

e−
h2(ξ)
4(t−ξ) dξ.

Получим уравнение:

τ(0, t) +
R√
π

∫ t

0

τ(0, ξ)√
t − ξ

dξ +
1

λ
√

π

∫ t

t∗

τ ′(0, ξ)dξ√
t − ξ

= α + 2Raγ

√
t

π
− α − 1√

π

∫ t

0

h′(ξ)e−
h2(ξ)
4(t−ξ)

√
(t − ξ)

dξ. (16)

Уравнение (16) относительно τ(0, t) является линейным интегральным уравнением Абеля и допус-

кает точное решение. Ввиду сложности получаемых при этом расчетных формул, мы его не исполь-

зуем.

Для нахождения подвижной границы, а следовательно, и распределения скоростей в области

течения требуется численно решить систему двух сингулярных интегральных уравнений (СИУ) от-

носительно двух неизвестных функций τ(0, t) и h(t):




∫ t

0

τ(0, ξ) − 1√
t − ξ

e−
h2(t)
4(t−ξ) dξ − α − 1

2

∫ t

0

e−
(h(t)−h(ξ))2

4(t−ξ) + e−
(h(t)+h(ξ))2

4(t−ξ)

√
t − ξ

dξ = 0,

τ(0, t) +
R√
π

∫ t

0

τ(0, ξ)√
t − ξ

dξ +
1

λ
√

π

∫ t

t∗

τ ′(0, ξ)dξ√
t − ξ

= α + 2Raγ

√
t

π
− α − 1√

π

∫ t

0

h′(ξ)e−
h2(ξ)
4(t−ξ)

√
(t − ξ)

dξ,

(17)

где h(0) = 0, h(T ) = 1, τ(0, 0) = α, τ(0, t∗) = γ.

В зависимости от параметров возможны следующие варианты развития течения:

1. Весь этап разрушения структуры проходит без скольжения и тогда последний интеграл в левой

части второго уравнения (17) отсутствует, а счет прекращается в момент t = T , при котором h(T ) = 1.

2. Сначала разрушение структуры происходит без скольжения вдоль подвижной границы до мо-

мента t = t∗, при котором τ(t∗) = γ, а затем со скольжением вдоль неё.

Решение строится на основе обобщенного метода квадратур [5], суть которого состоит в замене

интегральных уравнений аппроксимирующей системой алгебраических уравнений относительно дис-

кретных значений искомых функций. В основе такой замены лежит приближение интегралов обоб-

щенными квадратурными формулами.

Вводим равномерные совпадающие сетки узлов по t и ξ:

tn = n∆t, ξk = tk = k∆t, k, n = 0, 1, . . . , N, t0 = ξ0 = 0, N∆t = T,

где ∆t = ∆ξ = const — шаг дискретизации. На некотором промежутке [ξk−1, ξk], k = 1, . . . , n,

полагаем

f(ξ) = f(ξk) = const. (18)

При условии (18) согласно теореме о среднем имеет место равенство:
∫ ξk

ξk−1

f(ξ)√
t − ξ

dξ = 2(
√

tk − ξk−1 −
√

tk − ξk)fk, k = 1, . . . , n, (19)

где fk ≡ f(ξk), 0 ≤ ξk−1 < ξk ≤ t.

Формула (19) называется обобщенной формулой правых прямоугольников для сингулярности 1√
t−ξ

,

а множетели 2(
√

tk − ξk−1 −
√

tk − ξk) — квадратурными коэффициентами этой формулы. Интегралы

в (17) заменяем интегральными суммами:
∫ t

0

f(ξ)√
t − ξ

dξ =

n∑

k=1

∫ ξk

ξk−1

f(ξ)√
t − ξ

dξ = 2

n∑

k=1

(
√

tk − ξk−1 −
√

tk − ξk)fk, n = 1, . . . , N.

В результате численное решение системы СИУ выражается следующими рекуррентными соотноше-

ниями:

n∑

k=1

(τk−1 − 1)

∫ k∆t

(k−1)∆t

e−
h2(t)
4(t−ξ)

√
t − ξ

dξ − α − 1

2

n∑

k=1

(
e

−(hn−hk)2

4(n−k)∆t + e
−(hn+hk)2

4(n−k)∆t

)
Pkn = 0. (20)
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После вычисления интеграла входящего в (20), получим

n∑

k=1

(τk−1−1)

[
2
√

(n − k + 1)∆te
−h2

n
4(n−k+1)∆t −2

√
(n − k)∆te

−h2
n

4(n−k)∆t −hn

√
π

(
erfc

(
hn

2
√

(n − k + 1)∆t

)
−

−erfc

(
hn

2
√

(n − k)∆t

))]
− α − 1

2

n∑

k=1

(
e

−(hn−hk)2

4(n−k)∆t + e
−(hn+hk)2

4(n−k)∆t

)
Pkn = 0,

τn =
1

1 + 2R
√

∆t
π + 2

λ
√

π∆t

(
α + 2Raγ

√
n∆t

π
− α − 1√

π

n∑

k=1

hk − hk−1

∆t
e−

h2
k−1

4(n−k+1)∆t Pkn−

− R√
π

n−1∑

k=1

τkPkn +
2τn−1

λ
√

π∆t
− 1

λ
√

π

n−1∑

k=i

τk − τk−1

∆t
Pkn

)
. (21)

В формуле (21) до момента проскальзывания t = t∗ члены содержащие λ отсутствуют, а i∆t = t∗,

τ(i∆t) = γ.

На рис. 2 и 3 показана зависимость толщины зоны вязкопластичного течения и напряжения на

движущейся платине от приложенной силы. На рис. 3 пунктирной линией показан момент начала

проскальзывания вдоль подвижной пластины, τ(t∗) = γ.

h

a=1.5

a=1.2

g=1.5

l=48

a =1.3

a =1.1

0          0.1        0.2        0.3         0.4        0.5        0.6 t

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

a=1.2

g=1.5

l=48

0          0.1        0.2        0.3         0.4        0.5        0.6 t

a =1.1

a =1.3

a=1.5

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

t

Рис. 2 Рис. 3

В момент t = T закончился этап разрушения структуры материала. Решение задачи уже стро-

ится в области с постоянными границами в виде рядов Фурье. Отметим, что при t → ∞ течение

стабилизируется, а профиль скорости приобретает вид

Vx(y) =
q − τd

η
(H − y) +

1

λ
(q − τ∗),

а скорость пластины будет равна

U =
q − τd

η
H +

2

λ
(q − τ∗).
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ИНФОРМАТИКА
УДК 519.17

О РЕКОНСТРУИРУЕМОСТИ МАЛЫХ ТУРНИРОВ

М.Б. Абросимов, А.А. Долгов

Саратовский государственный университет,
кафедра теоретических основ компьютерной безопасности и криптографии
E-mail: mic@rambler.ru, Dolgov.A.A@gmail.com

В работе рассматриваются вопросы, связанные с реконструируемостью турниров. При-
водятся известные результаты по реконструируемости ориентированных графов и опи-
сывается схема построения семейств Стокмейера нереконструируемых направленных
графов. Рассматривается техника компьютерного поиска нереконструируемых турниров
и соответствующие алгоритмы. Приводятся все нереконструируемые турниры с числом
вершин до 12.

Ключевые слова: граф, турнир, реконструируемость графов.

About Reconstruction of Small Tournaments

M.B. Abrosimov, A.A. Dolgov

Saratov State University,
Chair of Theoretical Basis of Computer Security and Cryptography
E-mail: Dolgov.A.A@gmail.com

A tournament of order n is a complete graph of n nodes with each arc assigned a unique direction.
The reconstruction conjecture in graph theory says that graphs are determined uniquely by their
subgraphs. This conjecture was proved to be false when P. K. Stockmeyer discovered several
infinite families of counterexample pairs of digraphs (including tournaments). In this paper we
observe known results about reconstruction of tournaments and present our approach to study
reconstruction of all tournaments with up to 12 vertexes.

Key words: graph, tournament, reconstruction conjecture.

ВВЕДЕНИЕ

Ориентированным графом (орграфом) G называется пара (V, α),

где V конечное непустое множество (множество вершин), а α —

отношение в множестве V (отношение смежности). Неориентиро-

ванным графом называется орграф с антирефлексивным и симмет-

ричным отношением смежности. Элементы множества α называются

дугами для орграфа и ребрами для неориентированного графа. Ор-

граф G = (V, α) называется направленным графом или диграфом,

если его отношение α антисимметрично, то есть нет встречных дуг

за исключением, быть может, петель. Полный диграф без петель на-

зывают турниром. Таким образом, у турнира между любыми двумя

вершинами существует в точности одна дуга. Здесь и далее основ-

ные определения даются по работе [1].

Путем в графе называется чередующаяся последовательность

вершин и дуг вида v1(v1, v2)v2(v2, v3)v3 . . . vn−1(vn−1, vn)vn.

Вершина u достижима из вершины v, если существует путь из

v в u.

Орграф называется сильносвязным или сильным, если любые его

две вершины взаимно достижимы.
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Граф, получающийся из G удалением некоторой вершины и всех связанных с ней дуг, называется

максимальным подграфом графа G. Список максимальных подграфов графа G называют его колодой.

Два графа G и H изоморфны, если между их множествами вершин существует взаимно однознач-

ное соответствие, сохраняющее отношение смежности. Изоморфизм графа на самого себя называется

автоморфизмом.

Говорят, что граф H является реконструкцией графа G, если их колоды совпадают. Граф назы-

вается реконструируемым, если он изоморфен каждой своей реконструкции.

С реконструируемостью неориентированных графов связана известная

Гипотеза Келли – Улама (вершинной реконструируемости, 1945). Каждый неориентированный

граф с числом вершин большим двух является вершинно реконструируемым.

Исключений из гипотезы для неориентированных графов на данный момент неизвестно. Однако

для орграфов все обстоит иначе. Если рассматривать турниры, то уже среди 3-вершинных турниров

можно найти пару не реконструируемых (рис. 1).

Рис. 1. Нереконструируемые тур-

ниры и их колоды

Первые известные результаты по реконструируемости турниров

были получены Харари и Палмером. Им удалось предложить 4-х

и 5-вершинные пары нереконструируемых турниров и показать, что

несильные турниры, имеющие, хотя бы пять вершин, реконструиру-

емы. Позже Бейнеком и Паркером были найдены 5-вершинная пара

и три 6-вершинных пары сильных нереконструируемых турниров

[2]. Спустя 8 лет Стокмейером был проведен компьютерный поиск

в результате которого было обнаружено, что 7-вершинные турниры

полностью реконструируемы, а среди 8-вершинных есть две нере-
конструируемые пары сильных турниров. В последствие Стокмейеру удалось предложить бесконеч-

ные семейства нереконструируемых турниров и диграфов с числом вершин вида p = 2m + 2n , где

0 ≤ n < m. Приведем далее краткое изложение результатов Стокмейера по работе [3].

1. СЕМЕЙСТВО НЕРЕКОНСТРУИРУЕМЫХ ТУРНИРОВ СТОКМЕЙЕРА

При описании семейства нереконструируемых турниров используется вспомогательное семейство

турниров An, обладающее широким набором полезных свойств.

Кроме того, для более удобного описания семейств введем две функции. Для любого целого числа

k 6= 0 определим pow(k), как наибольшее целое i, такое что 2i делит k. Через odd(k) обозначим

частное от деления k на 2pow(k). Например, 48 = 24 ∗ 3, таким образом pow(48) = 4, odd(48) = 3. Так

же в качестве примера можно привести pow(−1) = 0, odd(−1) = −1.

Рассмотрим семейство An. Для любого положительного целого n турнир An содержит 2n вершин,

отношение смежности определяется следующим образом: vi → vj если odd(j − i) ≡ 1(mod 4) для

любых i 6= j.

Например, матрица смежности турнира A3 будет иметь вид

0 1 1 0 1 1 0 0

0 0 1 1 0 1 1 0

0 0 0 1 1 0 1 1

1 0 0 0 1 1 0 1

1 1 0 0 0 1 1 0

0 1 1 0 0 0 1 1

1 0 1 1 0 0 0 1

1 1 0 1 1 0 0 0

Заметим, что для любого n ≥ 2 подтурнир содержащий первую половину вершин турнира An

будет турниром An−1. Так, например, левый верхний угол матрицы A3, изображенной выше, будет

турниром A2 и так далее.

Рассмотрим несколько легко проверяемых свойств турниров An.

Лемма. (a) Турниры An самодополнительные.
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(b) Первые 2n−1 вершин турнира An имеют 2n−1 исходящих дуг, оставшиеся 2n−1 вершины

имеют 2n−1 − 1 исходящих дуг.

(c) У каждого An существует только тождественный автоморфизм.

Каждый из диграфов семейства Стокмейера состоит из двух турниров семейства An, соединенных

определенным образом. Опишем шаблон Mp, по которому строятся диграфы семейства. Переменные

шаблона могут принимать значение 0 или 1.

Для каждого p = 2m +2n, где 0 ≤ n < m, M представляет собой матрицу p× p, следующего вида:

(a) M [i, i] = 0, где 1 ≤ i ≤ p.

(b) Если 1 ≤ i, j ≤ 2m или если 2m + 1 ≤ i, j ≤ p, тогда M [i, j] = 1, если odd(j − i) ≡ 1(mod 4), и

M [i, j] = 0 в противном случае.

(c) Если 1 ≤ i ≤ 2m и 2m + 1 ≤ j ≤ p, тогда M [i, j] = w, если i + j четное, и M [i, j] = x в

противном случае.

(d) Если 1 ≤ j ≤ 2m и 2m +1 ≤ i ≤ p, тогда M [i, j] = y, если i+j четное, и M[i, j] = z в противном

случае.

Было доказано, что полученные диграфы нереконструируемы.

Теорема (Стокмейер, 1978). Для любого целого p ≥ 5 вида p = 2m + 2n, где 0 ≤ n < m можно

указать шесть пар нереконструируемых диграфов. Причем, среди них одна пара нереконструи-

руемых турниров [3].

Заметим, что семейство Стокмейера не включает всех известных исключений. Например, среди

шести 6-вершинных нереконструируемых турниров семейству принадлежит только два.

2. ГЕНЕРАЦИЯ ТУРНИРОВ

Стокмейером были проверены все турниры до 8 вершин. Наша задача состояла в том, чтобы

проверить реконструируемость турниров с большим числом вершин. В общедоступных источниках

доступна база турниров с числом вершин до 101. Нам удалось построить все турниры с числом

вершин до 11 и с их помощью проверить реконструируемость турниров с числом вершин до 12.

Для хранения турниров и эффективной проверки на изоморфизм удобно пользоваться числовыми

инвариантами графа. Одним из известных числовых инвариантов является максимальный (мини-

мальный) матричный код. В нашей работе была использована модификация этого кода, которая для

турниров строится более эффективно.

Кодирование производится выписыванием матрицы смежности по минорам, начиная с левого верх-

него угла. Если перебрать все графы изоморфные данному, и выбрать среди всех полученных кодов

максимальный (минимальный), то он будет инвариантом графа. Построенный таким образом код был

Таблица 1

Статистика по турнирам с числом вершин до 12

Число

вершин

Количество

неизоморфных

турниров

Число бит

на турнир
Всего памяти

3 2 3 6 бит

4 4 6 3 байта

5 12 10 15 байт

6 56 15 105 байт

7 456 21 1197 байт

8 6880 28 24 Кб

9 191536 36 842 Кб

10 9733056 45 53 Мб

11 903753248 55 5.7 Гб

12 154108311168 66 ≈ 1 Тб

назван максимальным (минимальным)

минорным кодом.

Очевидно, что для произвольного

n-вершинного графа размер кода будет

n2 бит. Легко заметить, что у турнира

на симметричных относительно главной

диагонали позициях стоят противополож-

ные значения, а на главной диагонали

стоят 0. Поэтому можно хранить не все

n2 элементов, а лишь n ∗ (n − 1)/2 эле-

мент. В табл. 1 указан минимальный объ-

ем памяти для хранения турниров с чис-

лом вершин до 12.

При использовании базы данных для

хранения турниров размер несколько уве-

личивается из-за добавления служебной

информации и в результате размер базы

1http://cs.anu.edu.au/ bdm/data/digraphs.html от 04.02.2009
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11-вершинных турниров достигает порядка 14 Гб. Из табл. 1 видно, что уже 12-вершинные турниры

на персональном компьютере сгенерировать практически невозможно.

Для генерации турниров хорошо подходит динамический алгоритм. Он позволяет из n-вершинных

турниров получить набор (n + 1)-вершинных турниров. В ходе алгоритма к каждому n-вершинному

турниру добавляется одна вершина, которая соединяется со всеми остальными и производится перебор

всех возможных ориентаций добавленных дуг (подробнее см. в [4]).

Динамический алгоритм позволяет на одном компьютере за несколько часов получить в явном

виде все неизоморфные турниры до 10 вершин. Для получения всех 11-вершинных турниров требует-

ся уже несколько тысяч часов работы одного компьютера. Задачу генерации можно распараллелить

на несколько компьютеров, если на каждом генерировать турниры с заданным вектором степеней. В

нашей работе для генерации 11-вершинных турниров было задействовано 10 машин мощностью 2 ГГц,

вычисления длились три недели. В табл. 2 приведена количественная статистика по сгенерированным

турнирам. Проанализировав полученные результаты до 10 вершин, удалось предложить метод, позво-

Таблица 2

Количественная статистика

Количество Количество Количество Количество Количество

вершин неизоморф- векторов сильных несильных

ных турниров степеней турниров турниров

3 2 2 1 1

4 4 4 1 3

5 12 9 6 6

6 56 22 35 21

7 456 59 353 103

8 6880 167 6008 872

9 191536 490 178133 13403

10 9733056 1486 9355949 377107

11 903753248 4639 884464590 19288658

ляющий сильно сократить объ-

ем хранимых данных. Ока-

залось, что в упорядоченной

последовательности минорных

кодов турниров, часто встре-

чаются подпоследовательности

значений, отличающихся на

единицу: x, x + 1, x + 2 . . .

Подобные подпоследовательно-

сти можно закодировать, ука-

зав первый элемент, и коли-

чество подряд идущих элемен-

тов. Для 11-вершинных турни-

ров указанным образом объем

базы данных сокращается с 14

до 1.8 Гб.

3. ПОИСК НЕРЕКОНСТРУИРУЕМЫХ ТУРНИРОВ

Для турниров с числом вершин до 10 можно воспользоваться простым алгоритмом непосредствен-

но получив колоду для каждого турнира, а затем найти турниры с одинаковыми колодами. Однако при

таком подходе уже для 11-вершинных турниров возникают существенные вычислительные сложности,

а для 12-вершинных турниров метод требует огромных емкостных мощностей (порядка 10 Тб).

Был разработан и реализован алгоритм, позволяющий искать нереконструируемые n-вершинные

турниры, не получая их в явном виде, а используя только (n − 1)-вершинные турниры. Алгоритм

основывается на следующем рассуждении.

Пусть T некоторый турнир, а Q(T ) — все турниры, которые могут быть получены из турнира T

добавлением одной вершины и соединением ее с остальными единственной дугой. Пусть далее G и

H — пара нереконструируемых n-вершинных турниров, тогда (G ∈ Q(T )) ⇔ (H ∈ Q(T )).

В самом деле, так как G и H являются реконструкциями друг друга, то их колоды совпада-

ют. При использовании динамического алгоритма любой турнир получается на некотором шаге из

турнира, который является его максимальным подграфом, то есть из некоторого графа своей колоды.

Таким образом, нереконструируемые n-вершинные турниры достаточно искать только среди турниров,

получающихся указанным образом из одного (n − 1)-вершинного турнира.

Следовательно, имея в своем распоряжении сгенерированный с помощью динамического алгоритма

каталог турниров до 11 вершин, можно провести проверку реконструируемости турниров с числом

вершин до 12. Оценка времени выполнения по описанному алгоритму составила порядка десяти

тысяч часов работы одного компьютера, однако алгоритм очень удобен для распараллеливания.

Для проведения поиска была разработана система распределенных вычислений GDS. Система

состоит из сервера, взаимодействующего с базой данных, содержащей исходные данные решаемой
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задачи, и клиентов, на которых производятся вычисления. Взаимодействие клиента и сервера осу-

ществляется по протоколам TCP/IP. Для проведения распределенного поиска нереконструируемых

турниров был написан модуль, реализующий алгоритм направленного поиска нереконструируемых

турниров.

Поиск нереконструируемых турниров велся в течение двух месяцев на 15 компьютерах мощностью

2 ГГц. В ходе вычислений удалось перепроверить уже известные результаты до 9 вершин (рис. 2).

а б в

г д е

Рис. 2. Нереконструируемые турниры: a — 3-вершинные, б — 4-вершинные, в — 5-вершинные,

г — 6-вершинные, д — 8-вершинные, е — 9-вершинные

Среди 10-вершинных турниров удалось найти единственную пару нереконструируемых турниров,

принадлежащую семейству Стокмейера (рис. 3, а). Все 11-вершинные турниры оказались реконстру-

ируемыми. Среди 12-вершинных турниров удалось найти единственную пару нереконструируемых

турниров, которые также принадлежат семейству Стокмейера (рис. 3, б).

а б

Рис. 3. Нереконструируемые турниры: а — 10-вершинные, б — 12-вершинные
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