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В работе исследуется смешанная задача для дифференциального уравнения первого
порядка с инволюцией. Приводится обоснование применения метода Фурье на основе по-
лученных уточненных асимптотических формул для собственных значений и собственных
функций соответствующей спектральной задачи. Использованы приемы, позволяющие
преобразовать ряд, представляющий формальное решение по методу Фурье, и дока-
зать возможность его почленного дифференцирования. При этом на начальные данные
задачи накладываются минимальные требования.
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In this paper the mixed problem for the first order differential equation with involution
is investigated. Using the received specified asymptotic formulas for eigenvalues and
eigenfunctions of the corresponding spectral problem, the application of the Fourier method is
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При решении смешанных задач для уравнений в частных про-

изводных методом Фурье при обосновании равномерной сходимо-

сти ряда, представляющего решение, и рядов, полученных из него

почленным дифференцированием, приходится накладывать завышен-

ные требования на начальные данные задачи. Избежать этой про-

блемы впервые удалось А.Н. Крылову [1], предложившему прием,

который он назвал методом ускорения сходимости рядов Фурье и

им подобных. Этот прием заключался в том, что из исследуемого

ряда выделялся ряд простейшего вида с медленной сходимостью, но

сумма которого явно вычислялась, следовательно, можно было непо-

средственно судить о ее гладкости. Оставшийся ряд уже имел доста-

точно большую скорость сходимости для того, чтобы его можно было

продифференцировать почленно нужное число раз, и получающие-

ся ряды уже равномерно сходились. Развивая прием А.Н. Крылова,

В.А. Чернятин [2] изучил ряд смешанных задач (для волнового
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уравнения, уравнения теплопроводности, уравнения Шредингера), так что в результате требования

гладкости начальных данных в методе Фурье не имеют никакого завышения и становятся естествен-

ными.

В данной работе, используя идеи А.Н. Крылова, В.А. Чернятина, приводится решение, полученное

методом Фурье, следующей смешанной задачи:

1

βi

∂u(x, t)

∂t
=

∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1−x

+ q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,∞), (1)

u(0, t) = 0, u(x, 0) = ϕ(x), (2)

где β — вещественное число, q(x) ∈ C1[0, 1] и вещественна, ϕ(x) удовлетворяет естественным усло-

виям ϕ(x) ∈ C1[0, 1] и ϕ(0) = ϕ′(1) = 0. Решение ищется в классе функций непрерывно дифференци-

руемых по обеим переменным в полосе [0, 1] × (−∞,+∞).

Решение задачи (1)–(2) в случае симметричного потенциала (q(x) = q(1 − x)) получено в [3]. В

общем случае эта задача рассматривалась в работах М.Ш. Бурлуцкой и А.П. Хромова [4, 5]. В дан-

ной работе обосновывается применение схемы, изложенной в [4, 5], на базе полученных уточненных

асимптотических формул для собственных значений и собственных функций соответствующей (1)–(2)

спектральной задачи:

y′(1 − x) + q(x)y(x) = λy(x), y(0) = 0. (3)

Для удобства читателя в работе приводятся некоторые результаты из [5].

1. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ФОРМУЛЫ ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ И СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ЗАДАЧИ (3)

Обозначим через L оператор

Ly = y′(1 − x) + q(x)y(x), y(0) = 0,

порождаемый задачей (3).

Приведем задачу (3) к задаче в пространстве вектор-функций размерности 2. Положим

z(x) = (z1(x), z2(x))T , где z1(x) = y(x), z2(x) = y(1 − x). Тогда из уравнения (3) получим векторно-

матричное уравнение:

Bz′(x) + P (x)z(x) = λz(x), (4)

где B =

(
0 −1

1 0

)
, P (x) =

(
q(x) 0

0 q(1 − x)

)
, z1(x) = z2(1 − x). Более того, справедливо следу-

ющее утверждение [5, лемма 12].

Лемма 1. Число λ является собственным значением, а y(x) — собственной функцией крае-

вой задачи (3) тогда и только тогда, когда z(x) = (z1(x), z2(x))T = (y(x), y(1 − x))T является

ненулевым решением системы (4) с краевыми условиями:

z1(0) = 0, z1(1/2) = z2(1/2). (5)

Нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения.

Лемма 2. Пусть Γ =

(
1 −i

−i 1

)
, H(x) = diag(h1(x), h2(x)), где hk(x) = e

−
x∫
0

pk(t) dt
, k = 1, 2,

p1(x) = −p2(x) = − i
2 [q(x) + q(1 − x)]. Замена z(x) = ΓH(x)u(x), где u = (u1, u2)

T , приводит

систему (4) к виду

u′(x) + Q(x)u(x) = λDu(x), (6)

где D = diag(−i, i), Q(x) =

(
0 q2(x)

q1(x) 0

)
, q1(x) = 1

2 [q(1 − x) − q(x)]e
i
[ x∫
0

q(t) dt+
1∫

1−x

q(t) dt
]
,

q2(x) = 1
2 [q(1 − x) − q(x)]e

−i
[ x∫
0

q(t) dt+
1∫

1−x

q(t) dt
]
.
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Замечание. Легко проверить, что функции hk(x) удовлетворяют соотношению

h1(x) = e
i

1∫
0

q(t) dt
h2(1 − x). (7)

Для удобства обозначим µ = −λi. Тогда λD = µD̃, где D̃ = diag(1,−1) и уравнение (6) примет

вид

u′(x) + Q(x)u(x) = µD̃u(x). (8)

Уравнение (8) представляет собой двумерное уравнение Дирака. Для общего решения этого урав-

нения известна следующая асимптотическая формула:

u(x, µ) = U(x, µ)eµD̃xc, U(x, µ) = E + O
(
µ−1

)
, (9)

где E — единичная матрица 2×2, c = (c1, c2)
T — произвольный вектор, матрица-функция O(µ−1) ре-

гулярна1 в полуплоскостях Re µ ≥ 0 и Re µ ≤ 0 при |µ| достаточно больших. В статье [6] приводится

описание нового элементарного метода получения формулы (9). Этот метод позволяет достаточно про-

сто найти уточненные асимптотические формулы для решения уравнения (8), а именно справедливо

утверждение (см. [7]).

Теорема 1. Если Re µ ≥ 0, qj(x) ∈ C1[0, 1], то для общего решения уравнения (8) имеем следу-

ющую асимптотическую формулу:

u(x, µ) = U(x, µ)eµD̃xc,

где U(x, µ) = (uij(x, µ))i,j=1,2, c = (c1, c2)
T — произвольный вектор и

u11(x, µ) = 1 +
1

2µ

x∫

0

q1(t)q2(t) dt + O

(
1

µ2

)
,

u12(x, µ) =
1

2µ


q2(x) − q2(1)e−2µ(1−x) +

1∫

x

e2µ(x−t)q′2(t) dt


 + O

(
1

µ2

)
,

u21(x, µ) = −
1

2µ


q1(x) − q1(0)e−2µx −

x∫

0

e−2µ(x−t)q′1(t) dt


 + O

(
1

µ2

)
,

u22(x, µ) = 1 −
1

2µ

x∫

0

q1(t)q2(t) dt + O

(
1

µ2

)
.

Аналогичный результат может быть получен при Re µ ≤ 0.

Всюду, далее, для определенности будем считать, что Re µ ≥ 0, соответственно Re λi ≤ 0 (проти-

воположный случай рассматривается аналогично).

По лемме 2 имеем:

z1(x) = c1e
µx

[
h1(x)u11(x) − ih2(x)u21(x)

]
+c2e

−µx
[
h1(x)u12(x) − ih2(x)u22(x)

]
,

z2(x) = c1e
µx

[
−ih1(x)u11(x) + h2(x)u21(x)

]
+c2e

−µx
[
−ih1(x)u12(x) + h2(x)u22(x)

] (10)

(здесь для удобства аргументы λ и µ у соответствующих функций опущены). Из краевых условий (5)

получим следующее уравнение для собственных значений:
∣∣∣∣∣

u11(0) − iu21(0) u12(0) − iu22(0)

e
µ
2

[
h2

(
1
2

)
u21

(
1
2

)
− ih1

(
1
2

)
u11

(
1
2

)]
e−

µ
2

[
h2

(
1
2

)
u22

(
1
2

)
− ih1

(
1
2

)
u12

(
1
2

)]
∣∣∣∣∣ =0. (11)

Для получения простейших асимптотических оценок собственных значений используем снача-

ла uij из формулы (9). Обозначая [1] = 1 + O (1/µ), имеем

ukk(x, µ) = [1], ukj(x, µ) = O

(
1

µ

)
, k, j = 1, 2, k 6= j. (12)

1Под регулярностью понимается аналитичность функции внутри области и непрерывность на границе.
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Поэтому уравнение (11) примет вид

∣∣∣∣∣∣

[1] −i[1] + O
(

1
µ

)

e
µ
2

[
−h1

(
1
2

)
[1] + O

(
1
µ

)]
e−

µ
2

[
h2

(
1
2

)
[1] + O

(
1
µ

)]

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Отсюда, учитывая, что
h2(1/2)

h1(1/2)
= e

−i
1∫
0

q(t) dt
, получим eµ = −ie

−i
1∫
0

q(t) dt
[1], откуда

µn = −


π

2
+

1∫

0

q(t) dt


 i − 2πni + O(1/µ)

и O (1/µ) = O (1/n). Вычисляя теперь λn = iµn, придем к следующему утверждению.

Теорема 2. Для собственных значений λn задачи (4)–(5) имеют место асимптотические

формулы:

λn = λ0
n + O

(
1

n

)
, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . , (13)

где λ0
n = 2πn + a, a =

π

2
+

1∫
0

q(t) dt, n0 — некоторое достаточно большое натуральное число. При

этом собственные значения, достаточно большие по модулю, простые.

Для того чтобы получить более тонкие оценки для собственных значений, воспользуемся в урав-

нении (11) значениями uij(1/2) и uij(0), вычисленными по уточненным формулам из теоремы 1 при

µ = µn. Всюду далее через α будем обозначать различные константы, не зависящие от n (из конечного

набора констант), через αn — такие константы, что
∞∑
−∞

|αn|
2 < ∞.

Лемма 3. Для любого целого числа k, любой функции s(x) ∈ C[0, 1] и p = ±1 имеем:

ekµn = α + O

(
1

n

)
, (14)

1/2∫

0

e2pµnts(t) dt = αn + O

(
1

n

)
, (15)

1∫

0

e2pµnts(t) dt = αn + O

(
1

n

)
. (16)

Доказательство. Учитывая, что eO(1/n) = 1 + O
(

1
n

)
, получим

ekµn = e−2πkni−kai+O(1/n) = e−kai

(
1 + O

(
1

n

))
,

откуда следует (14). Далее,

1/2∫

0

e2µnts(t) dt =

1/2∫

0

e−4πnite−2aiteO(1/n)s(t) dt =

1/2∫

0

e−4πnite−2aits(t) dt+

+

1/2∫

0

O

(
1

n

)
e−4πnite−2aits(t) dt =

1

2

1∫

0

e−2πnite−aits
( t

2

)
dt + O

(
1

n

)
= αn + O

(
1

n

)
.

Здесь первое слагаемое, обозначенное αn, есть коэффициент Фурье непрерывной функции b(x) =

=
1

2
e−aixs

(x

2

)
по тригонометрической системе

{
e2πnix

}
на отрезке [0, 1] (в силу неравенства Бесселя

6 Научный отдел



М. Ш. Бурлуцкая, А. П. Хромов. Обоснование метода Фурье в смешанных задачах с инволюцией

∞∑
−∞

|αn|
2 < ∞), а во втором интегральном слагаемом использовали ограниченность подынтегральных

функций. Аналогично

1∫

0

e2µnts(t) dt =

1∫

0

e−4πnite−2aits(t) dt + O

(
1

n

)
= c2n + O

(
1

n

)
,

где {c2n} — подпоследовательность коэффициентов Фурье непрерывной функции b(x) = e−2aixs(x),

и следовательно, выполняется (16).

Аналогично доказываются (15), (16) при p = −1. ¤

Далее, из леммы 3 и оценки

1

µn
=

1

2πni

(
1 + O

(
1

n

))−1

=
1

2πni
+ O

(
1

n2

)
=

α

n
+ O

(
1

n2

)
,

следует

Лемма 4. Для значений функций uij(x, µn) из теоремы 1 справедливы следующие асимптоти-

ческие формулы:

u11(0) = 1 + O

(
1

n2

)
, u12(0) =

α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

)
, u22(0) = 1 + O

(
1

n2

)
, u21(0) = O

(
1

n2

)
,

u11

(
1

2

)
= 1 +

α

n
+ O

(
1

n2

)
, u12

(
1

2

)
=

α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

)
,

u22

(
1

2

)
= 1 +

α

n
+ O

(
1

n2

)
, u21

(
1

2

)
=

α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

)

(для удобства аргумент µn опускаем).

Теорема 3. Для собственных значений λn задачи (4)–(5) имеют место уточненные асимпто-

тические формулы:

λn = λ0
n +

α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

)
, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . , (17)

где λ0
n определяется так же как и в теореме 2.

Доказательство. Используя в уравнении (11) оценки из леммы 4, получим

e−
µ
2 h2

(
1

2

)(
1 +

α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

))
= ie

µ
2 h1

(
1

2

)(
1 +

α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

))

и, следовательно,

eµ = −ie
−i

1∫
0

q(t) dt
(

1 +
α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

))
= e

−π/2i−2πni−i
1∫
0

q(t) dt
e

α
n

+ αn
n

+O( 1

n2 )
.

Поэтому для µn имеем следующую уточненную асимптотическую формулу:

µn = −λ0
ni +

α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

)
,

откуда следует (17). ¤

Перейдем к исследованию асимптотики собственных функций задачи (3). В силу леммы 1 соб-

ственная функция, отвечающая значению λn, есть yn(x) = z1(x, λn), где z1(x, λn) определена соотно-

шением из (10), и, следовательно,

yn(x) = c1

[
h1(x)e−λnixu11(x, µn) − ih2(x)e−λnixu21(x, µn)

]
+

+ c2

[
h1(x)eλnixu12(x, µn) − ih2(x)eλnixu22(x, µn)

]
.

(18)

Теорема 4. Для собственных функций оператора L имеют место асимптотические формулы:

yn(x) = y0
n(x) + O

(
1

n

)
, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . ,

где y0
n(x) = eλ0

ni(1−x)h2(1 − x) − ieλ0

nixh2(x), функция h2(x) та же, что и в лемме 2.

Математика 7
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Доказательство. Воспользуемся оценками (12) и полученной из них асимптотикой (13) для соб-

ственных значений.

Из (18) и краевого условия yn(0) = 0 имеем

c1[u11(0) − iu21(0)] + c2[u12(0) − iu22(0)] = c1[1] − ic2[1] = 0,

откуда c1 = c2i[1]. Положим c2 = 1, тогда c1 = i[1]. Так как e−λnix = e−λ0

nix[1], eλnix = eλ0

nix[1], то из

(18) и (12) получим

yn(x) = i[1]e−λnix
[
h1(x)[1] − ih2(x)O

(
1

n

)]
+ eλnix

[
h1(x)O

(
1

n

)
− ih2(x)[1]

]
=

= ie−λ0

nix[1]

[
h1(x) + O

(
1

n

)]
+ eλ0

nix[1]

[
−ih2(x) + O

(
1

n

)]
=

= i
(
e−λ0

nixh1(x) − eλ0

nixh2(x)
)

+ O

(
1

n

)
.

Положим y0
n(x) = i

(
e−λ0

nixh1(x) − eλ0

nixh2(x)
)
. Из (7) следует, что

h1(x) = e
−π/2i

e
π/2i+i

1∫
0

q(t) dt
h2(1 − x) = −ieaih2(1 − x) = −ieλ0

nih2(1 − x).

Тогда

y0
n(x) = e−λ0

nixeλ0

nih2(1 − x) − ieλ0

nixh2(x) = eλ0

ni(1−x)h2(1 − x) − ieλ0

nixh2(x),

откуда следует утверждение теоремы. ¤

Чтобы получить более тонкие оценки для собственных функций, используем уточненные оценки

(17) для собственных значений и асимптотики из теоремы 1.

Теорема 5. Для собственных функций оператора L имеют место уточненные асимптотиче-

ские формулы:

yn(x) = y0
n(x) + Ω1n(x) + Ω2n(x) + O

(
1

n2

)
, n = ±n0,±(n0 + 1), . . . ,

где y0
n(x) определяется так же как в теореме 4, и

Ω1n(x) =
1

n

[
b(x)e−λ0

nix + b(x)eλ0

nix + b(x)αne−λ0

nix + b(x)αneλ0

nix
]
,

Ω2n(x) =
1

n

[
b(x)

x∫

0

e−λ0

nitq′1

(
x + t

2

)
dt + b(x)

x∫

0

eλ0

nitq′1

(
x − t

2

)
dt+

+b(x)

x∫

0

eλ0

nitq′2

(
x + t

2

)
dt + b(x)

x∫

0

e−λ0

nitq′2

(
x − t

2

)
dt

]

(через b(x) обозначаем различные непрерывные функции из некоторого конечного набора).

Доказательство. Из (18) и краевого условия yn(0) = 0, используя оценки из леммы 4, имеем

c1

[
1 + O

(
1

n2

)]
+ c2

[
−i +

α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

)]
= 0,

откуда

c1 = ic2

[
1 +

α

n
+

αn

n
+ O

(
1

n2

)]
. (19)

Так как e±λnix = e±λ0

nix
(
1 +

α

n
x +

αn

n
x
)

+ O

(
1

n2

)
, то по теореме 1 получим

e−λnixu11(x, µn) = e−λ0

nix
(
1 +

α

n
x +

αn

n
x
) (

1 +
b(x)

n

)
+ O

(
1

n2

)
=
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= e−λ0

nix

(
1 +

b(x)

n
+

αn

n
b(x)

)
+ O

(
1

n2

)
, (20)

eλnixu22(x, µ) = eλ0

nix
(
1 +

α

n
x +

αn

n
x
)(

1 +
b(x)

n

)
+ O

(
1

n2

)
=

= eλ0

nix

(
1 +

b(x)

n
+

αn

n
b(x)

)
+ O

(
1

n2

)
, (21)

e−λnixu21(x, µ) = e−λ0

nix
(
1 +

α

n
x +

αn

n
x
)(b(x)

n
+

α

n
e2λ0

nix +
α

n

x∫

0

e2λ0

ni(x−t)q′1(t) dt
)
+O

(
1

n2

)
=

=
b(x)

n
e−λ0

nix +
α

n
eλ0

nix +
α

n

x∫

0

eλ0

ni(x−2t)q′1(t) dt + O

(
1

n2

)
,

eλnixu12(x, µ) = eλ0

nix
(
1 +

α

n
x +

αn

n
x
)(b(x)

n
+

α

n
e2λ0

ni(1−x) +
α

n

1∫

x

e−2λ0

ni(x−t)q′2(t) dt
)
+O

(
1

n2

)
=

=
b(x)

n
eλ0

nix +
α

n
e−λ0

nix +
α

n

1∫

x

e−λ0

ni(x−2t)q′2(t) dt + O

(
1

n2

)
.

Далее

x∫

0

eλ0

ni(x−2t)q′1(t) dt =
1

2

x∫

−x

eλ0

niτq′1
(x − τ

2

)
dτ =

1

2

x∫

0

e−λ0

nitq′1
(x + t

2

)
dt +

1

2

x∫

0

eλ0

nitq′1
(x − t

2

)
dt,

1∫

x

e−λ0

ni(x−2t)q′2(t) dt = e−λ0

nix

1∫

0

e2λ0

nitq′2(t) dt −

x∫

0

e−λ0

ni(x−2t)q′2(t) dt =

= αne−λ0

nix +
1

2

x∫

0

e−λ0

nitq′2
(x − t

2

)
dt +

1

2

x∫

0

eλ0

nitq′2
(x + t

2

)
dt.

Поэтому

e−λnixu21(x, µ) =
b(x)

n
e−λ0

nix +
α

n
eλ0

nix +
α

n

x∫

0

e−λ0

nitq′1
(x + t

2

)
dt+

+
α

n

x∫

0

eλ0

nitq′1
(x − t

2

)
dt + O

(
1

n2

)
, (22)

eλnixu12(x, µ) =
b(x)

n
eλ0

nix +
α

n
e−λ0

nix +
αn

n
e−λ0

nix +
α

n

x∫

0

e−λ0

nitq′2
(x − t

2

)
dt+

+
α

n

x∫

0

eλ0

nitq′2
(x + t

2

)
dt + O

(
1

n2

)
. (23)

Полагая c2 = 1 и подставляя (19)–(23) в (18), получим утверждение теоремы. ¤

2. ТЕОРЕМА О РАЗЛОЖЕНИИ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ

Обозначим через Sδ область, полученную из λ-плоскости удалением всех чисел вида πn + a,

(n ∈ Z), a =
π

2
+

1∫
0

q(t)dt, вместе с круговыми окрестностями одного и того же достаточно малого

радиуса δ.

Так же как в [5] доказывается следующее утверждение.

Математика 9



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. 2011. Т. 11. Сер. Математика. Механика. Информатика, вып. 4

Теорема 6. Если f(x) ∈ C1[0, 1], f(0) = 0, то

lim
r→∞

‖f(x) − Sr(f, x)‖∞ = 0,

где Sr(f, x) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

Rλf dλ — частичная сумма ряда Фурье функции f по собственным и

присоединенным функциям оператора L.

Так как L самосопряженный оператор, то по теореме 6 получим

Лемма 5. Система {yn(x)} является ортогональной и полной в L2[0, 1], и ‖yn‖
2

= 2 + O (1/n) ,

где ‖·‖ — норма в L2[0, 1].

3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФОРМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Идеи А.Н. Крылова и В.А. Чернятина мы реализуем следующим образом. Ряд Σ, представляющий

формальное решение рассматриваемой задачи по методу Фурье, мы берем в виде

Σ = S0 + (Σ − Σ0), (24)

где Σ0 — ряд, являющийся решением некоторой специальной эталонной задачи, а S0 — сумма это-

го ряда, которая явно вычисляется. В свою очередь, Σ − Σ0 представляется в виде суммы двух

составляющих, одна из которых — конечная сумма, а вторая — ряд, составленный из разностей

соответствующих членов рядов Σ и Σ0, причем этот ряд и ряды, получающиеся из него почлен-

ным дифференцированием, сходятся равномерно. Это последнее обстоятельство, а также то, что S0

есть решение эталонной задачи, позволяет весьма просто убедиться, что Σ = S0 + (Σ − Σ0) и есть

классическое решение исходной задачи при минимальных требованиях гладкости начальных данных.

В качестве эталонной задачи мы берем задачу (1)–(2), где q(x) заменяется на

q0(x) =
1

2
(q(x) + q(1 − x)). Функция q0(x) является симметричной: q0(x) = q0(1 − x). Такая за-

дача рассматривалась в статьях [3, 5], где ее решение дается явной формулой. Соответствующий

оператор обозначим L0:

L0y(x) = y′(1 − x) + q0(x)y(x), y(0) = 0.

Собственными значениями и собственными функциями этого оператора являются λ0
n и y0

n(x) из

теорем 2 и 4 (см. [3]).

4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ (1)–(2)

Согласно методу Фурье формальное решение задачи (1)–(2) имеет вид

u(x, t) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

(Rλϕ(x))eλβitdλ +
∑

|λn|>r

1

‖yn‖
2 (ϕ, yn) yn(x)eλnβit, (25)

где r таково, что при |λn| > r все собственные значения простые.

Представим ряд (25) в виде (24), где

Σ0 =
+∞∑

n=−∞

(
ϕ, y0

n

)

‖y0
n‖

2 y0
n(x)eλ0

nβit.

Для суммы S0 ряда Σ0 справедливо утверждение (см. [3])

Лемма 6. Если ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, то имеет место формула

S0 = eaβit[p(1 − x)f0(1 − x + βt) − ip(x)f0(x + βt)], (26)

где f0(x) — непрерывно дифференцируемая на всей оси функция, периодическая с периодом 1, и

f0(x) =
1

2p(x)
[iϕ(x) + ϕ(1 − x)] при x ∈ [0, 1]; p(x) = e

iax−i
x∫
0

q(t) dt
, a =

π

2
+

1∫
0

q(t) dt.
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Далее, положим

Σ − Σ0 = u1(x, t) + u2(x, t),

где

u1(x, t) = −
1

2πi

∫

|λ|=r

((
Rλ − R0

λ

)
ϕ(x)

)
eλβitdλ, (27)

u2(x, t) =
∑

|λn|>r

[
(ϕ, yn)

‖yn‖
2 yn(x)eλnβit −

(
ϕ, y0

n

)

‖y0
n‖

2 y0
n(x)eλ0

nβit

]
, (28)

R0
λ — резольвента оператора L0.

Лемма 7. Имеет место формула

u2(x, t) =
∑

|λn|>r

[
(g, yn) yn(x)eλnβit

‖yn‖
2
λn

−

(
g, y0

n

)
y0

n(x)eλ0

nβit

‖y0
n‖

2
λ0

n

]
+

∑

|λn|>r

(
g2, y

0
n

)
y0

n(x)eλ0

nβit

‖y0
n‖

2
(λ0

n)
2 , (29)

где g = Lϕ, g1 = g − L0ϕ, g2 = L0g1 (здесь g1 из области определения оператора L0, так как

q(x) ∈ C1[0, 1]).

Доказательство. Из тождества Гильберта имеем:

Rλϕ = −
ϕ

λ
+

Rλg

λ
,

R0
λϕ = −

ϕ

λ
+

R0
λ(L0ϕ)

λ
= −

ϕ

λ
+

R0
λ(g − g1)

λ
=

= −
ϕ

λ
+

R0
λg

λ
−

R0
λg1

λ
= −

ϕ

λ
+

R0
λg

λ
+

g1

λ2
−

R0
λg2

λ2
.

Тогда

Rλϕ − R0
λϕ =

(Rλ − R0
λ)g

λ
−

g1

λ2
+

R0
λg2

λ2
,

и (29) следует из представления слагаемых в (28) через интегралы от резольвенты по контурам

достаточно малого радиуса с центрами в λn. ¤

Лемма 8. Если g(x) ∈ C[0, 1], то (g,Ωjn) =
αn

n
(j = 1, 2).

Доказательство. Утверждение леммы для j = 1 очевидно. Далее,

∫ 1

0

b(x) dx

∫ x

0

eλ0

nitq′1

(x + t

2

)
dt =

∫ 1

0

eλ0

nit dt

∫ 1

t

b(x)q′1

(x + t

2

)
dx = αn,

и, аналогично рассмотрев остальные слагаемые в Ω2n, получим, что и (g,Ω2n) = αn

n . ¤

Лемма 9. Ряды в (29) и ряды, полученные из них почленным дифференцированием по x и t,

равномерно сходятся по x ∈ [0, 1] и t ∈ [−A,A], где A > 0 и любое.

Доказательство. Согласно неравенствам Коши – Буняковского и Бесселя ряды
∑ |(g, yn)|

‖yn‖ · |λn|
и

∑ |(g, y0
n)|

‖y0
n‖ · |λ

0
n|

сходятся, откуда следует равномерная сходимость рядов в (29). Рассмотрим ряд

∑

|λn|>r

[
(g, yn) yn(x)eλnβit

‖yn‖
2
λn

−

(
g, y0

n

)
y0

n(x)eλ0

nβit

‖y0
n‖

2
λ0

n

]
. (30)

Используя асимптотические формулы для λn, yn(x), имеем:

(g, yn) y′
n(x)eλnβit

‖yn‖
2
λn

=
(g, yn) (y0

n(x))′eλ0

nβit

‖y0
n‖

2
λ0

n

+ (g, yn)O

(
1

n

)
.
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Поэтому ряд, полученный почленным дифференцированием по x ряда (30), имеет следующее пред-

ставление:
∑

|λn|>r

[(
g, yn − y0

n

)
(y0

n(x))′eλ0

nβit

‖y0
n‖

2
λ0

n

+ (g, yn)O

(
1

n

)]
. (31)

В силу леммы 8
(
g, yn − y0

n

)
= αn/n, где

∑
α2

n < ∞. Отсюда следует равномерная сходимость первого

ряда в (31). Для второго слагаемого в (31) она очевидна. Аналогично доказывается равномерная

сходимость ряда, полученного из (30) почленным дифференцированием по t. Для второго слагаемого

в (29) утверждение леммы очевидно. ¤

Основным результатом работы является следующее утверждение

Теорема 7. Если q(x) вещественна, q(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, то класси-

ческое решение задачи (1)–(2) существует и имеет вид

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + S0(x, t),

где u1(x, t), u2(x, t) определены по формулам (27), (28), а S0(x, t) — по формуле (26).

Доказательство. В силу лемм 6 и 9 u(x, t) дифференцируема по обеим переменным. Легко про-

веряется, что u(x, t) удовлетворяет условиям (2). Докажем, что u(x, t) удовлетворяет (1). Обозначим

составляющие в (27), (28) через ukj , т.е. u1 = u11 − u12, u2 = u21 − u22. Тогда очевидно, что

u11 + u21 = u, u12 + u22 = Σ0. (32)

Обозначим через Du следующее дифференциальное выражение:

Du =
1

βi

∂u(x, t)

∂t
−

∂u(ξ, t)

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1−x

.

Тогда имеем

Du = Du1 + Du2 + DS0 = Du11 − Du12 + Du21 − Du22 + DS0. (33)

Но Duj1 = q(x)uj1, Duj2 = q0(x)uj2 (j = 1, 2), DS0 = q0(x)S0. Поэтому из (32) и (33) получаем

Du = q(x)u11 − q0(x)u12 + q(x)u21 − q0(x)u22 + q0(x)S0 =

= q(x)[u11 + u21] − q0(x)[u12 + u22 − S0] = q(x)u(x, t) − q0(x) · 0 = q(x)u(x, t).

Теорема доказана. ¤

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00270) и гранта Прези-

дента РФ по государственной поддержке ведущих научных школ (проект НШ-4383.2010.1).
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ВВЕДЕНИЕ

В последнее время интенсивно изучаются дифференциальные уравнения с производными по мере.

Так, для линейных уравнений второго порядка построена точная параллель классической теории

обыкновенных дифференциальных уравнений, вплоть до осцилляционных теорем [1–4].

Эффективность использования производных по мере (или в интегродифференциальной форме)

объясняется следующим обстоятельством: для применения качественных методов анализа (теорем

типа Ролля) решений дифференциальных уравнений необходимо знать значения функции и её про-

изводных в каждой точке, что с позиций теории обобщённых функций затруднительно. Здесь можно

отметить работу А.Д. Мышкиса [5] — доказательство аналога теоремы Штурма о перемежаемости

нулей для уравнения u′′ + qu = 0 с обобщённым коэффициентом q.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Требуется получить достаточные условия существования нескольких различных решений задачи



















Lu ≡ −(pu′

x)(x) + (pu′

x)(0) +
x
∫

0

u dQ =
x
∫

0

f(s, u(s))dσ(s),

(pu′

x)(0) − γ1u(0) = 0,

(pu′

x)(l) + γ2u(l) = 0.

(1)

Здесь σ(x) — строго возрастающая функция, порождающая на [0; l] меру, причем p(x) и Q(x) —

σ-абсолютно непрерывны на [0; l]; γ1γ2 ≥ 0, γ1 + γ2 > 0; функция f(x, u) порождает оператор супер-

позиции

[Fu](x) = f(x, u(x)),

который непрерывно действует из C[0; l] в Lp,σ[0; l] — пространство измеримых на [0; l] функ-

ций, суммируемых с p степенью (1 ≤ p < ∞). Нормой в Lp,σ[0; l] служит величина ‖f‖p,σ =

=

(

l
∫

0

|f(x)|p dσ(x)

)1/p

. Для того чтобы F непрерывно действовал из C[0; l] в L1,σ[0; l], достаточно,

чтобы f(x, u) была совокупно равномерно [σ × u]-непрерывна: для любого ε > 0 существует δ > 0

такое, что для всяких точек (x1, u1) и (x2, u2), удовлетворяющих неравенствам |σ(x1) − σ(x2)| < δ

и |u1 − u2| < δ, справедливо неравенство |f(x1, u1) − f(x2, u2)| < ε. Интегралы в (1) понимаются по

Лебегу – Стилтьесу.

В уравнении из (1) x принадлежит множеству [0; l]S , которое строится следующим образом. Через

S(σ) обозначим множество точек разрыва функции σ(x). На множестве JS = [0; l] \ S(σ) введем

c© Давыдова М. Б., Шабров С. А., 2011 13
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метрику ρ(x, y) = |σ(x) − σ(y)|. Если S(σ) 6= ∅, то метрическое пространство (JS , ρ), очевидно, не

является полным. Стандартное пополнение (JS , ρ), при котором каждая точка ξ ∈ S(σ) заменяется

парой собственных элементов {ξ−0, ξ+0}, и приводит нас к [0; l]S . В каждой точке ξ ∈ S(σ) уравнение

в (1) принимает вид

−∆(pu′

x)(ξ) + u(ξ)∆Q(ξ) = f(ξ, u(ξ)),

где ∆ψ(ξ) = ψ(ξ + 0) − ψ(ξ − 0) — скачок функции ψ(x) в точке ξ.

Будем говорить, что однородное уравнение Lu = 0 не осциллирует на [0; l], если всякое нетриви-

альное решение имеет на [0; l] не более одного нуля.

Более подробно с теорией неосцилляции этого уравнения можно ознакомиться в работах [2, 3].

Введем обозначение

K = {u(x) ∈ C[0; l] : u(x) ≥ 0 ∀ x ∈ [0; l]}.

Множество K является телесным, нормальным конусом в C[0; l]. В дальнейшем нам понадобится

u0-норма:

‖u‖u0
= sup

0<x<l

∣

∣

∣

∣

u(x)

u0(x)

∣

∣

∣

∣

,

где

u0(x) =



































1

2
·

1

max
(x,s)

g(x, s)
, если γ1 < ∞ и γ2 < ∞,

x/(2l), если γ1 = ∞ и γ2 < ∞,

(l − x)/(2l), если γ1 < ∞ и γ2 = ∞,

x(l − x)/l, если γ1 = ∞ и γ2 = ∞.

Запись γ1 = ∞ мы понимаем следующим образом: краевое условие (pu′

x)(0) − γ1u(0) = 0 заменяется

условием u(0) = 0. Аналогично понимается запись γ2 = ∞. Как нетрудно видеть, ‖ · ‖u0
является

нормой в простанстве Eu0
функций u(x) из C[0; l], для каждой из которых ‖u‖u0

конечна, более того,

Eu0
является полным пространством по этой норме. Множество Ku0

= K ∩ Eu0
является телесным

конусом. Кроме того, отношение u ≤ v эквивалентно по определению включению v − u ∈ Ku0
.

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:

1) однородное уравнение Lu = 0 не осциллирует на [0; l];

2) f(x, u) — равномерно [σ × u]-непрерывна на [0; l] × R1;

3) функция f(x, u) не убывает по u при каждом x ∈ [0; l] и

f(x, 0) ≥ 0; (2)

4) существует N пар чисел αi, βi, удовлетворяющих неравенствам

0 ≤ α1 < β1 < α2 < β2 < · · · < αn < βn, (3)

f(x, βku0(x)) <
βk

l
∫

0

h2(s) dσ(s)

(x ∈ [0; l]). (4)

5) для каждого k существует множество wk ⊂ [0; l] положительной σ-меры такое, что

f(x, αku0(x)) >
1

∫

wk

h1(s) dσ(s)
(x ∈ [0; l], k = 1, . . . , N). (5)

Тогда задача (1) имеет 2N−1 нетривиальных решений {ui(x)}i=2N−1
i=1 , удовлетворяющих нера-

венствам

ui(x) ≥ 0 (i = 1, 3, . . . , 2N − 1) (6)

и

u2i−1(x) ≤ u2i+1(x) (i = 1, 2, . . . , N − 1).
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Неравенства (6) связывают лишь решения ui(x) с нечетными номерами. По отношению к этим

решениям остальные расположены «между» ними в следующем смысле: при каждом k = 1, 2, . . . , N−1

существуют точки x′

k и x′′

k такие, что

u2k−1(x
′

k) < u2k(x′

k) и u2k(x′′

k) ≤ u2k+1(x
′′

k).

Доказательство. Вопрос о разрешимости краевой задачи (1) можно заменить вопросом о разре-

шимости нелинейного интегрального уравнения

u(x) =

∫ l

0

G(x, s)f(s, u(s)) dσ(s), (7)

где G(x, s) — функция Грина краевой задачи



















−(pu′

x)(x) + (pu′

x)(0) +
x
∫

0

u dQ = −pu′

x(0) + F ∗(x) − F ∗(0),

(pu′

x)(0) − γ1u(0) = 0,

(pu′

x)(l) + γ2u(l) = 0,

здесь F ∗(x) — σ-абсолютно непрерывна на [0; l].

Уравнение (7) можно записать в виде

u = GFu, (8)

где G — интегральный оператор с ядром G(x, s): (GF ∗)(x) =

∫ l

0

G(x, s)
d

dσ
F ∗(s) dσ(s) и F — оператор

суперпозиции: (Fu)(x) = f(x, u(x)).

Уравнение (8) эквивалентно уравнению

u(x)

u0(x)
=

∫ l

0

G(x, s)

u0(x)
f

(

s,
u(s)

u0(s)
· u0(s)

)

dσ(s),

или

û(x) = (ĜF̂ û)(x),

где Ĝ — интегральный оператор с ядром
G(x, s)

u0(x)
, F̂ — оператор суперпозиции (F̂ u)(x) = f(x, u(x) ×

× u0(x)) и û(x) =
u(x)

u0(x)
.

По условию теоремы F̂ непрерывно действует из Eu0
в L1,σ[0; l]; Ĝ — действует и вполне непре-

рывен из L1,σ[0; l] в Eu0
. Поэтому ĜF̂ действует и вполне непрерывен из Eu0

в Eu0
.

Покажем, что ĜF̂ удовлетворяет всем условиям теоремы из [6, § 45, с. 373] (при соответствующем

выборе E и K). Для удобства читателя приведем формулировку этой теоремы.

Теорема. Пусть K — нормальный телесный конус в банаховом пространстве E, A — действу-

ющий в E монотонный вполне непрерывный оператор. Пусть существует N пар элементов

u1 ≤ v1 ≤ u2 ≤ v2 ≤ · · · ≤ uN ≤ vN (9)

таких, что

ui ≪ Aui, Avi ≪ vi (i = 1, 2, . . . , N). (10)

Тогда существует 2N−1 неподвижных точек x1, x2, . . . , x2N+1 оператора A, удовлетворяющих

неравенствам

ui ≤ x2i−1 ≤ vi, ui ≤ x2i ≤ vi+1, ui+1  x2i, x2i  vi

при всех i = 1, 2, . . . , N .

Положим E = Eu0
и в качестве конуса K возьмем множество Ku0

. Телесность и нормальность

этого конуса очевидны, причем u ≫ 0 эквивалентно u(x) > 0 при всех x ∈ [0; l]. По условию теоремы
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f(x, u) монотонна по u. Отсюда и из неотрицательности
G(x, s)

u0(x)
следует монотонность оператора ĜF̂ .

Компактность установлена ранее.

Введем в рассмотрение функции

ui(x) ≡ αi и vi(x) ≡ βi (i = 1, 2, . . . , N).

Из (3) вытекает, что функции ui(x) и vi(x) удовлетворяют неравенствам (9). Докажем выполни-

мость (10).

Интегральный оператор Ĝ с ядром Ĝ(x, s) обладает свойством сильной положительности: для

любой неотрицательной нетривиальной функции f(x) ее образ (Ĝf)(x) есть функция строго положи-

тельная. По условию теоремы функция

w(x) = βi −

∫ l

0

h2(s) dσ(s) · f(x, βiu0(x))

неотрицательна и отлична от тождественного нуля. Поэтому (ĜF̂w)(x) ≫ 0, что означает

βi

∫ l

0

G(x, s)

u0(x)
dσ(s) >

∫ l

0

h2(s) dσ(s) · (ĜF̂ )vi(x). (11)

Так как
G(x, s)

u0(x)
≤ h2(s) и

l
∫

0

h2(s) dσ(s) > 0, то из (11) вытекает βi > (ĜF̂ vi)(x) для x ∈ [0; l].

Последнее и означает что (ĜF̂ vi) ≪ vi.

Докажем теперь неравенство ĜF̂uk ≥ uk. При фиксированном k рассмотрим функцию

u(x) =











f(x, αku0(x)) −
αk

∫

wk

h1(s) dσ(s)
, x ∈ wk,

0, x 6∈ wk.

По условию u(x) ≥ 0 и положительна на множестве положительной меры. Сильно положительным

оператором ĜF̂ эта функция переводится в строго положительную функцию (ĜF̂u) > 0 на [0; l], т.е.

ĜF̂u ≫ 0. Так как G(x, s) ≥ u0(x)h1(s), то

∫

wk

G(x, s)

u0(x)
f(s, αku0(s)) dσ(s) ≥

αk

∫

wk

G(x, s)

u0(x)
dσ(s)

∫

wk

h1(s)dσ(s)

≥ αk = uk(x). (12)

С другой стороны, из (2) и монотонности по u функции f(x, u) вытекает неотрицательность

функции f(x;α) при любом α ≥ 0. Поэтому

(ĜF̂uk)(x) ≥

∫

wk

G(x, s)

u0(x)
f(s, αku0(s)) dσ(s).

Отсюда и из (12) следует ĜF̂uk ≫ uk.

Итак, для оператора ĜF̂ выполнены все условия теоремы 45.3 из [6]. Теорема доказана. ¤

Библиографический список

1. Покорный Ю.В., Пенкин О.М., Боровских А.В.,

Прядиев В.Л., Лазарев К.П., Шабров С.А. Диффе-

ренциальные уравнения на геометрических графах. М.,

2004. 272 с.

2. Покорный Ю.В., Зверева М.Б., Шабров С.А. Ос-

цилляционная теория Штурма – Лиувилля для им-

пульсных задач // Успехи математических наук. 2008.

Т. 63, вып. 1 (379). С. 98–141

3. Pokornyi Yu. V., Shabrov S.A. Toward a Sturm

– Liouville theory for an equation with generalized

coefficients // J. of Math. Sciences. 2004. Vol. 119, № 6.

P. 769–787.

4. Покорный Ю.В., Бахтина Ж.И., Зверева М.Б.,

16 Научный отдел



В. Ф. Кириченко. Разрешимость эволюционных уравнений в обобщенных задачах трансмиссии

Шабров С.А. Осцилляционный метод Штурма в спек-

тральных задачах. М., 2009. 192 с.

5. Мышкис А.Д. О решениях линейного однородного

двучленного дифференциального неравенства второго

порядка с обобщённым коэффициентом // Дифферен-

циальные уравнения. 1996. Т. 32, № 5. С. 615–619.

6. Красносельский М.А., Забрейко П.П. Геометриче-

ские методы нелинейного анализа. М., 1975. 512 с.

УДК 539.3

РАЗРЕШИМОСТЬ
ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ
В ОБОБЩЕННЫХ ЗАДАЧАХ ТРАНСМИССИИ
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В. Ф. Кириченко
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кафедра математики и моделирования
E-mail: saratuni@list.ru

С помощью метода компактности и нового способа получения
априорных оценок доказана разрешимость обобщенной задачи
трансмиссии в неклассической теории пологих оболочек.

Ключевые слова: задачи трансмиссии, нелинейные системы
уравнений с частными производными, обобщенные решения
краевых задач, неклассическая теория оболочек.

Solvability of Evolutionary Equations in Generalized
Transmission Problems for Shallow Shells

V. F. Kirichenko

Saratov State Technical University,
Chair of Mathematics and Modelling
E-mail: saratuni@list.ru

We prove the solvability of the generalized transmission problem
in the non-classical theory of shallow shells using the method of
compactness and a new way of obtaining a priori estimates.

Key words: transmission problems, nonlinear systems of partial
differential equations, generalized solutions of boundary value
problems, non-classical theory of shells.

В настоящей работе исследуется новый класс обобщенных задач трансмиссии для нелинейной

системы уравнений с частными производными, характеризуемой структурной неоднородностью вхо-

дящих в нее дифференциальных уравнений различного типа. Доказательство корректности такой

системы имеет в своей основе метод компактности [1, 2] и новый «трехмерный» способ получения

априорных оценок. Заметим, что классические задачи трансмиссии (или дифракции) исследуются,

например, в работах [3–5].

Объектом исследования является пологая однородная и изотропная оболочка, занимающая в на-

чальный момент времени наблюдения t0 трехмерную область D = D1 ∪ D2 из пространства R3, при

этом:

D1 ∩ D2 = Ø, Di = Ωi ×

(

−
hi

2
;
hi

2

)

(i = 1, 2),

Ωi = Ωi ∪ ∂Ωi ∪ γ, Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω = ∂Ω ∪ Ω, ∂Ω = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2.

Здесь Ω — план оболочки; ∂Ω — граничный контур плана; γ — достаточно гладкая кривая, разбива-

ющая область Ω на две измеримые подобласти Ωi; hi — постоянная толщина части оболочки, занима-

ющей измеримую подобласть Di; h1 ≥ h2 > 0. Как обычно, отождествляем элементы (x1, x2, x3) ∈ R3

с координатами точек в геометрическом пространстве, параметризованном декартовой системой ко-

ординат таким образом, что уравнение x3 = 0 является определяющим для срединной поверхности

рассматриваемой оболочки, а ось Ox3 направлена к центру кривизны оболочки.

Полагаем, что в области D1 эволюция оболочки описывается на базе обобщенных гипотез Ти-

мошенко, а в области D2 — гипотез Кирхгофа – Лява. Математическая модель такой оболочки

определяется следующим вариационным уравнением Гамильтона – Остроградского:

t1
∫

t0

{

∫∫

Ω

2
∑

i=1

(

− ρµihi
∂u30

∂t

∂

∂t
(δu30) − ρµi

h3
i

12
· grad

∂u30

∂t
· grad

∂

∂t
(δu30) + hiµiε̃i

∂u30

∂t
δu30+

+µiε̃i
h3

i

12
· grad

∂u30

∂t
· grad δu30 + µ1

h1/2
∫

−h1/2

(σiiδεii + σi3−iδεi3−i + 2σi3δεi3) dx3+

c© Кириченко В. Ф., 2011 17



В. Ф. Кириченко. Разрешимость эволюционных уравнений в обобщенных задачах трансмиссии

Шабров С.А. Осцилляционный метод Штурма в спек-

тральных задачах. М., 2009. 192 с.

5. Мышкис А.Д. О решениях линейного однородного

двучленного дифференциального неравенства второго

порядка с обобщённым коэффициентом // Дифферен-

циальные уравнения. 1996. Т. 32, № 5. С. 615–619.

6. Красносельский М.А., Забрейко П.П. Геометриче-

ские методы нелинейного анализа. М., 1975. 512 с.

УДК 539.3

РАЗРЕШИМОСТЬ
ЭВОЛЮЦИОННЫХ УРАВНЕНИЙ
В ОБОБЩЕННЫХ ЗАДАЧАХ ТРАНСМИССИИ
ДЛЯ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК

В. Ф. Кириченко

Саратовский государственный технический университет,
кафедра математики и моделирования
E-mail: saratuni@list.ru

С помощью метода компактности и нового способа получения
априорных оценок доказана разрешимость обобщенной задачи
трансмиссии в неклассической теории пологих оболочек.

Ключевые слова: задачи трансмиссии, нелинейные системы
уравнений с частными производными, обобщенные решения
краевых задач, неклассическая теория оболочек.

Solvability of Evolutionary Equations in Generalized
Transmission Problems for Shallow Shells

V. F. Kirichenko

Saratov State Technical University,
Chair of Mathematics and Modelling
E-mail: saratuni@list.ru

We prove the solvability of the generalized transmission problem
in the non-classical theory of shallow shells using the method of
compactness and a new way of obtaining a priori estimates.

Key words: transmission problems, nonlinear systems of partial
differential equations, generalized solutions of boundary value
problems, non-classical theory of shells.

В настоящей работе исследуется новый класс обобщенных задач трансмиссии для нелинейной

системы уравнений с частными производными, характеризуемой структурной неоднородностью вхо-

дящих в нее дифференциальных уравнений различного типа. Доказательство корректности такой

системы имеет в своей основе метод компактности [1, 2] и новый «трехмерный» способ получения

априорных оценок. Заметим, что классические задачи трансмиссии (или дифракции) исследуются,

например, в работах [3–5].

Объектом исследования является пологая однородная и изотропная оболочка, занимающая в на-

чальный момент времени наблюдения t0 трехмерную область D = D1 ∪ D2 из пространства R3, при

этом:

D1 ∩ D2 = Ø, Di = Ωi ×

(

−
hi

2
;
hi

2

)

(i = 1, 2),

Ωi = Ωi ∪ ∂Ωi ∪ γ, Ω = Ω1 ∪ Ω2, Ω = ∂Ω ∪ Ω, ∂Ω = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2.

Здесь Ω — план оболочки; ∂Ω — граничный контур плана; γ — достаточно гладкая кривая, разбива-

ющая область Ω на две измеримые подобласти Ωi; hi — постоянная толщина части оболочки, занима-

ющей измеримую подобласть Di; h1 ≥ h2 > 0. Как обычно, отождествляем элементы (x1, x2, x3) ∈ R3

с координатами точек в геометрическом пространстве, параметризованном декартовой системой ко-

ординат таким образом, что уравнение x3 = 0 является определяющим для срединной поверхности

рассматриваемой оболочки, а ось Ox3 направлена к центру кривизны оболочки.

Полагаем, что в области D1 эволюция оболочки описывается на базе обобщенных гипотез Ти-

мошенко, а в области D2 — гипотез Кирхгофа – Лява. Математическая модель такой оболочки

определяется следующим вариационным уравнением Гамильтона – Остроградского:

t1
∫

t0

{

∫∫

Ω

2
∑

i=1

(

− ρµihi
∂u30

∂t

∂

∂t
(δu30) − ρµi

h3
i

12
· grad

∂u30

∂t
· grad

∂

∂t
(δu30) + hiµiε̃i

∂u30

∂t
δu30+

+µiε̃i
h3

i

12
· grad

∂u30

∂t
· grad δu30 + µ1

h1/2
∫

−h1/2

(σiiδεii + σi3−iδεi3−i + 2σi3δεi3) dx3+
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+µ2

h2/2
∫

−h2/2

(siiδfii + si3−iδfi3−i) dx3

)

dx1 dx2

}

dt =

t1
∫

t0

∫∫

Ω

g(x1, x2, t)δu30 dx1 dx2 dt (1)

и начальными условиями для функции u30(x1, x2, t):

u30(x1, x2, t0) = ϕ30(x1, x2),
∂u30(x1, x2, t0)

∂е
= ψ30(x1, x2). (2)

В (1) и (2) используются следующие условные обозначения: µi = µi(x1, x2) (i = 1, 2) — характери-

стические функции, при этом µi(x1, x2) =

{

1, (x1, x2) ∈ Ωi,

0, (x1, x2) ∈ Ω3−i,
σii, σi3−i, σi3 (i = 1, 2) — компоненты

тензора напряжений для части оболочки D1, а sii, si3−i, si3 (i = 1, 2) — для части оболочки D2, при

этом

σii =
E

1 − ν2
(εii + νε3−i3−i), σ12 = σ21 =

E

1 + ν
ε12, σi3 =

E

1 + ν
εi3, (3)

sii =
E

1 − ν2
(fii + νf3−i3−i), s12 = s21 =

E

1 + ν
f12, (4)

εii, ε12, εi3 (i = 1, 2) — компоненты тензора деформаций для части оболочки D1, а fii, f12 (i = 1, 2)

— для части оболочки D2, при этом

εii = eii +

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

∂ui1

∂xi
− x3

∂2u30

∂x2
i

, εi3 =
1

2

(

1 −
4x2

3

h2
1

)

ui1,

ε12 = ε21 = e12 +
1

2

((

x3 −
4x3

3

3h2
1

)(

∂u11

∂x2
+

∂u21

∂x1

)

− x3

(

2
∂2u30

∂x1∂x2

))

, (5)

fii = eii − x3
∂2u30

∂x2
i

, f12 = f21 = e12 +
1

2

(

−x3

(

2
∂2u30

∂x1∂x2

))

, (6)

eii =
∂ui0

∂xi
− kiu30 +

1

2

(

∂u30

∂xi

)2

, e12 = e21 =
1

2

((

∂u10

∂x2
+

∂u20

∂x1

)

+
∂u30

∂x1

∂u30

∂x2

)

, (7)

uj(x1, x2, x3, t) (j = 1, 3) — компоненты вектора перемещений, определяемые по правилам:

ui(x1, x2, x3, t) =











ui0 +

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

ui1 − x3
∂u30

∂xi
, (x1, x2, x3, t) ∈ D1 × [t0, t1],

ui0 − x3
∂u30

∂xi
, (x1, x2, x3, t) ∈ D2 × [t0, t1]

(i = 1, 2),

u3(x1, x2, x3, t) = u30(x1, x2, t), (x1, x2, t) ∈ Ω × [t0, t1],

где u30 = u30(x1, x2, t) — функция прогиба; функции ui0 = ui0(x1, x2, t), ui0 : Ω× [t0, t1] → R, опреде-

ляют перемещения точек срединной поверхности; функции ui1 = ui1(x1, x2, t), ui1 : Ω1× [(t0, t1)] → R,

определяют дополнительные углы поворота нормали к срединной поверхности только в области Ω1;

[t0, t1] — отрезок времени наблюдения за эволюцией оболочки; ρ,E, ν — положительные постоянные,

определяющие соответственно плотность материала, модуль Юнга и коэффициент Пуассона для обо-

лочки; функция g(x1, x2, t), g : Ω × ([t0, t1]) → R, определяет интенсивность поперечной нагрузки;

k1, k2 — постоянные кривизны срединной поверхности оболочки в момент времени t0; переменная

t (время) имеет своей областью значений отрезок [t0, t1]; ε̃i (i = 1, 2) — постоянные и положи-

тельные коэффициенты демпфирования (диссипации); ϕ30(x1, x2), ψ30(x1, x2) — известные функции,

заданные на области Ω и определяющие начальные условия (2); функции δu30 = δu30(x1, x2, t),

δui0 = δui0(x1, x2, t) (определенные на области Ω × [t0, t1]) и функция δui1 = δui1(x1, x2, t) (опреде-

ленная на области Ω1×[t0, t1]) (i = 1, 2), являются изохронными вариациями соответственно функций

u30, ui0, ui1, при этом функции δεii, δε12, δεi3, δfii, δf12 получаются из (5)–(7), если в правые части

этих равенств вместо функций ui0, ui1, u30 подставить вариации δui0, δui1, δu30, кроме того,

δui0(x1, x2, t0) = δui0(x1, x2, t1) = 0, δui1(x1, x2, t0) = δui1(x1, x2, t1) = 0,
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δu30(x1, x2, t0) = δu30(x1, x2, t1) = 0.

Вариационному уравнению (1) символически можно поставить в соответствие различные краевые

задачи, в частности, первая краевая задача для нелинейной системы уравнений движения рассмат-

риваемой оболочки представляет собой систему дифференциальных уравнений с разрывными коэф-

фициентами, определенными на различных подобластях области Ω и в совокупности с граничными и

начальными условиями имеет такой вид:

−
∂

∂xi






µ1

h1/2
∫

−h1/2

σii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

sii dx3






−

∂

∂x3−i






µ1

h1/2
∫

−h1/2

σ12 dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

s12 dx3






= 0,

i = 1, 2, (x1, x2) ∈ Ω, (8)

−
∂

∂xi







h1/2
∫

−h1/2

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

σii dx3






−

∂

∂x3−i







h1/2
∫

−h1/2

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

σ12 dx3






+

+

h1/2
∫

−h1/2

(

1 −
4x2

3

h2
1

)

σi3 dx3 = 0, i = 1, 2, (x1, x2) ∈ Ω1; (9)

ρ(µ1h1 + µ2h2)
∂2u30

∂t2
+ (µ1h1ε̃1 + µ2h2ε̃2)

∂u30

∂t
+

2
∑

i=1

(

−
∂

∂xi

(

ρ

(

µ1
h3

1

12
+ µ2

h3
2

12

))

∂

∂xi

(

∂2u30

∂t2

))

−

−
∂

∂xi

((

µ1ε̃1
h3

1

12
+ µ2ε̃2

h3
2

12

)

∂

∂xi

(

∂u30

∂t

))

+
∂2

∂x2
i






µ1

h1/2
∫

−h1/2

(−x3)σii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

(−x3)sii dx3






−

−
∂

∂xi






µ1

∂u30

∂xi

h1/2
∫

−h1/2

σii dx3 + µ2
∂u30

∂xi

h2/2
∫

−h2/2

sii dx3






− ki






µ1

h1/2
∫

−h1/2

σii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

sii dx3






+

+
∂2

∂xi∂x3−i






µ1

h1/2
∫

−h1/2

(−x3)σ12 dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

(−x3)s12 dx3






−

−
∂

∂xi






µ1

∂u30

∂x3−i

h1/2
∫

−h1/2

σ12 dx3 + µ2
∂u30

∂x3−i

h2/2
∫

−h2/2

s12 dx3






= g(x1, x2, t), i = 1, 2, (x1, x2) ∈ Ω; (10)

u30|Γ = 0,
∂u30

∂n

∣

∣

∣

Γ
= 0, ui1|Γ1

= 0, ui0|Γ = 0, i = 1, 2, (11)

u30|t=t0 = ϕ30(x1, x2),
∂u30

∂t

∣

∣

∣

t=t0
= ψ30(x1, x2), (x1, x2) ∈ Ω, (12)

где Γ = ∂Ω × [t0, t1], Γ1 = (∂Ω1 ∪ γ) × [t0, t1], n — внешняя нормаль к ∂Ω, условия (11) — граничные

условия, а (12) — начальные условия.

Замечание. Если вариационное уравнение (1) записать без использования характеристических

функций µi, i = 1, 2, то в качестве уравнений Эйлера – Лагранжа для такого уравнения легко по-

лучить уравнения движения оболочки по отдельным областям Ω1 и Ω2, а также условия сопряжения

решений таких уравнений на кривой γ. Так как далее условия сопряжения в явной форме не исполь-

зуются, то в данной работе они не приводятся.

Обозначения используемых далее функциональных пространств соответствуют [2], при этом сим-

волами | · |A, (·, ·)A обозначаем норму и скалярное произведение в пространстве L2(A).

Следующая теорема доказывает корректность первой краевой задачи (7)–(12) в определенных

функциональных пространствах.
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Теорема. Пусть кривые ∂Ω = ∂Ω1 ∪ ∂Ω2, γ, ∂Ω1 ∪ γ имеют гладкость, достаточную для

используемых теорем вложения, и выполняются такие условия:

g(x1, x2, t) ∈ L2(Q), Q = Ω × (t0, t1), ϕ30(x1, x2) ∈ H2
0 (Ω), ψ30(x1, x2) ∈ H1

0 (Ω). (13)

Тогда: 1) существует хотя бы одно обобщенное решение {ũ30, ũi0, ũi1}, i = 1, 2, первой краевой

задачи (7)–(12), принадлежащее следующим функциональным пространствам:

ũ30 ∈ L∞(t0, t1;H
2
0 (Ω)), ũi0,

∂ũ30

∂t
∈ L∞(t0, t1;H

1
0 (Ω)), ũi1 ∈ L∞(t0, t1;H

1
0 (Ω1)) (14)

и удовлетворяющее интегральным тождествам

t1
∫

t0

∫∫

Ω












µ1

h1/2
∫

−h1/2

σ̃ii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

s̃ii dx3







∂υ1i

∂xi
+






µ1

h1/2
∫

−h1/2

σ̃12 dx3+

+µ2

h2/2
∫

−h2/2

s̃12 dx3







∂υ1i

∂x3−i






dx1 dx2 dt = 0, ∀ υ1i ∈ L2(t0, t1;H

1
0 (Ω)), i = 1, 2; (15)

t1
∫

t0

∫∫

Ω1













h1/2
∫

−h1/2

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

σ̃ii dx3







∂υ2i

∂xi
+







h1/2
∫

−h1/2

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

σ̃12 dx3







∂υ2i

∂x3−i
+

+







h1/2
∫

−h1/2

(

1 −
4x2

3

h2
1

)

σi3 dx3






υ2i






dx1 dx2 dt = 0, ∀ υ2i ∈ L2(t0, t1;H

1
0 (Ω1)), i = 1, 2; (16)

t1
∫

t0

∫∫

Ω



 − ρ (µ1h1 + µ2h2)
∂ũ30

∂t

∂υ3

∂t
+ (µ1h1ε̃1 + µ2h2ε̃2)

∂ũ30

∂t
υ3+

+
2

∑

i=1



 − ρ

(

µ1
h3

1

12
+ µ2

h3
2

12

)

∂2ũ30

∂xi∂t
·

∂2υ3

∂xi∂t
+

(

µ1ε̃1
h3

1

12
+ µ2ε̃2

h3
2

12

)

∂2ũ30

∂xi∂t
·
∂υ3

∂xi
+

+






µ1

h1/2
∫

−h1/2

(−x3)σ̃ii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

(−x3)s̃ii dx3







∂2υ3

∂x2
i

+

+






µ1

∂ũ30

∂xi

h1/2
∫

−h1/2

σ̃ii dx3 + µ2
∂ũ30

∂xi

h2/2
∫

−h2/2

s̃ii dx3







∂υ3

∂xi
− ki






µ1

h1/2
∫

−h1/2

σ̃ii dx3+

+µ2

h2/2
∫

−h2/2

s̃ii dx3






υ3 +






µ1

h1/2
∫

−h1/2

(−x3)σ̃12 dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

(−x3)s̃12 dx3







∂2υ3

∂xi∂x3−i
+

+






µ1

∂ũ30

∂x3−i

h1/2
∫

−h1/2

σ̃12 dx3 + µ2
∂ũ30

∂x3−i

h2/2
∫

−h2/2

s̃12 dx3







∂υ3

∂xi












dx1 dx2 dt−

−

∫∫

Ω

ρ(µ1h1 + µ2h2)ψ30υ3(x1, x2, t0) dx1 dx2 −

∫∫

Ω

2
∑

i=1

(

ρ

(

µ1
h3

1

12
+ µ2

h3
2

12

)

∂ψ30

∂xi
×

×
∂υ3(x1, x2, t0)

∂xi

)

dx1 dx2 =

t1
∫

t0

∫∫

Ω

g(x1, x2, t)υ3 dx1 dx2 dt, (17)

20 Научный отдел



В. Ф. Кириченко. Разрешимость эволюционных уравнений в обобщенных задачах трансмиссии

для любых функций υ3 ∈ L2(t0, t1;H
2
0 (Ω)) таких, что ∂υ3/∂t ∈ L2(t0, t1;H

1
0 (Ω)) и υ3(x1, x2, t1) = 0,

при этом второе начальное условие из (12) удовлетворяется в смысле интегрального тожде-

ства (17), а первое начальное условие из (12) — в смысле предельного равенства

lim
t→t0+0

∫∫

Ω

(u30(x1, x2, t) − ϕ30)
2 dx1 dx2 = 0; (18)

2) приближенное решение задачи (7)–(12), удовлетворяющее условиям (14)–(18), может быть

получено с помощью метода Бубнова – Галеркина, при этом получаемое множество приближен-

ных решений является слабо компактным в пространствах, соответствующих условиям (14), а

всякая предельная точка этого множества определяет обобщенное решение задачи (7)–(12).

Доказательство. 1. Построение приближенного решения. Обобщенное решение задачи (7)–(12)

определяем с помощью метода Бубнова – Галеркина. Следуя алгоритму этого метода, выбираем по-

следовательность функций {χk3}, образующих базис в пространстве H2
0 (Ω) (для определенности по-

лагаем, что базис образован функциями из класса C∞(Ω)) с компактным носителем в Ω, ортонорми-

рованными по следующей норме пространства H1
0 (Ω):

|χk3|
2
H1

0

=

∫∫

Ω

(

ρ(µ1h1 + µ2h2)(χk3)
2 +

2
∑

i=1

(

ρ

(

µ1
h3

1

12
+ µ2

h3
2

12

)(

∂χk3

∂xi

)2
))

dx1 dx2,

далее определяем функцию un
30 = un

30(x1, x2, t), удовлетворяющую следующим условиям:

1) имеет место равенство

un
30 =

n
∑

k3=1

gk3(t)χk3(x1, x2); (19)

2) коэффициенты gk3(t) в разложении (19) определяем как решение задачи Коши для системы

обыкновенных дифференциальных уравнений:

(

ρ(µ1h1 + µ2h2)
∂2un

30

∂t2
, χp3

)

Ω

+

(

(µ1h1ε̃1 + µ2h2ε̃2)
∂un

30

∂t
, χp3

)

Ω

+

+

2
∑

i=1







(

ρ

(

µ1
h3

1

12
+ µ2

h3
2

12

)

∂3un
30

∂xi∂t2
,
∂χp3

∂xi

)

Ω

+

((

µ1ε̃1
h3

1

12
+ µ2ε̃2

h3
2

12

)

∂2un
30

∂xi∂t
,
∂χp3

∂xi

)

Ω

+

+












µ1

h1/2
∫

−h1/2

(−x3)σ
n
ii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

(−x3)s
n
ii dx3






,
∂2χp3

∂x2
i







Ω

+

+












µ1

∂un
30

∂xi

h1/2
∫

−h1/2

σn
ii dx3 + µ2

∂un
30

∂xi

h2/2
∫

−h2/2

sn
ii dx3






,
∂χp3

∂xi







Ω

−

−






ki






µ1

h1/2
∫

−h1/2

σn
ii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

sn
ii dx3






, χp3







Ω

+

+












µ1

h1/2
∫

−h1/2

(−x3)σ
n
12 dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

(−x3)s
n
12 dx3






,

∂2χp3

∂xi∂x3−i







Ω

+

+












µ1

∂un
30

∂x3−i

h1/2
∫

−h1/2

σn
12 dx3 + µ2

∂un
30

∂x3−i

h2/2
∫

−h2/2

sn
12 dx3






,
∂χp3

∂xi







Ω






= (g, χp3)Ω, p3 = 1, n. (20)
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с начальными условиями

un
30(x1, x2, t0) = ϕn

30, ϕn
30 =

n
∑

k3=1

ak3χk3, ϕn
30 → ϕ30 в H2

0 (Ω),

∂un
30(x1, x2, t0)

∂t
= ψn

30, ψn
30 =

n
∑

k3=1

bk3χk3, ψn
30 → ψ30 в H1

0 (Ω), (21)

«стрелки» в (21) указывают на сходимость по норме указанных пространств, при этом функции σn
ii,

σn
12, sn

ii, sn
12 в (20) получаются из (3)–(7), если вместо функций u30, ui0, ui1 в эти соотношения

подставить функции un
30, un

i0, un
i1, в свою очередь, функции un

i0 = un
i0(x1, x2, t), un

i1 = un
i1(x1, x2, t)

определяются из решения систем уравнений (8), (9) эллиптического типа с граничными условиями

из (11) при условии, что в эти уравнения вместо функции u30 подставлена функция un
30.

Заметим, что указанным задачам Дирихле для систем (8), (9), определяющим две вектор-функции

с компонентами (un
10, un

20) и (un
11, un

21), соответствуют положительно определенные операторы в про-

странствах L2(Ω) × L2(Ω) и L2(Ω1) × L2(Ω1) соответственно. Этот факт следует из доказательства

положительной определенности оператора, соответствующего задаче Дирихле для уравнений равно-

весия в линейной теории упругости [6, с. 186–187], приводимого далее «энергетического» неравенства

и неравенства Фридрихса [7, с. 129].

Таким образом, существует единственное обобщенное решение (un
10, un

20, un
11, un

21) задач Дирихле

для систем (8), (9) (существование обобщенного решения задачи Дирихле только для системы (8)

доказано в лемме 1.2 из работы [1]), при этом un
i0 ∈ H1

0 (Ω), un
i1 ∈ H1

0 (Ω1).

Разрешимость задачи Коши (20), (21) на некотором отрезке [t0, tn] следует из теоремы Шаудера и

доказывается подобно лемме 5.1 из [1].

2. Априорные оценки. Умножим каждое уравнение из системы (20) на соответствующую функ-

цию dgp3/dt и просуммируем по p3. Получаем равенство

(

ρ (µ1h1 + µ2h2)
∂2un

30

∂t2
,
∂un

30

∂t

)

Ω

+

(

(µ1h1ε̃1 + µ2h2ε̃2)
∂un

30

∂t
,
∂un

30

∂t

)

Ω

+

+

2
∑

i=1







(

ρ

(

µ1
h3

1

12
+ µ2

h3
2

12

)

∂3un
30

∂xi∂t2
,
∂2un

30

∂xi∂t

)

Ω

+

((

µ1ε̃1
h3

1

12
+ µ2ε̃2

h3
2

12

)

∂2un
30

∂xi∂t
,
∂2un

30

∂xi∂t

)

Ω

+

+












µ1

h1/2
∫

−h1/2

(−x3)σn
ii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

(−x3) sn
ii dx3






,

∂

∂t

(

∂2un
30

∂x2
i

)







Ω

+

+












µ1

∂un
30

∂xi

h1/2
∫

−h1/2

σn
ii dx3 + µ2

∂un
30

∂xi

h2/2
∫

−h2/2

sn
ii dx3






,

∂

∂t

(

∂un
30

∂xi

)







Ω

−

−






ki






µ1

h1/2
∫

−h1/2

σn
ii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

sn
ii dx3






,
∂un

30

∂t







Ω

+

+












µ1

h1/2
∫

−h1/2

(−x3)σn
12 dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

(−x3) sn
12 dx3






,

∂

∂t

(

∂2un
30

∂xi∂x3−i

)







Ω

+

+












µ1

∂un
30

∂x3−i

h1/2
∫

−h1/2

σn
12 dx3 + µ2

∂un
30

∂x3−i

h2/2
∫

−h2/2

sn
12 dx3






,

∂

∂t

(

∂un
30

∂xi

)







Ω






=

(

g,
∂u30

∂t

)

Ω

. (22)

Так как положительно определенному оператору соответствует линейный, ограниченный и поло-

жительный обратный оператор [7, с. 94–95], то, определяя с помощью таких операторов обобщенные
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решения (un
10, u

n
20), (un

11, u
n
21) для задач Дирихле (8), (9), (11) и дифференцируя равенства с обрат-

ными операторами по переменной t (это возможно в силу существования при любом фиксированном

t ∈ [t0, tn] производных
∂u30

∂t
=

n
∑

k3=1

dgk3(t)

dt
χk3 из класса C∞(Ω) с компактным носителем в Ω), за-

ключаем, что
∂un

i0

∂t
∈ H1

0 (Ω),
∂un

i1

∂t
∈ H1

0 (Ω1). Поэтому для обобщенных решений un
i0, un

i1 справедливы

интегральные равенства:












µ1

h1/2
∫

−h1/2

σn
ii dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

sn
ii dx3






,

∂

∂t

(

∂un
i0

∂xi

)







Ω

+

+












µ1

h1/2
∫

−h1/2

σn
12 dx3 + µ2

h2/2
∫

−h2/2

sn
12 dx3






,

∂

∂t

(

∂un
i0

∂x3−i

)







Ω

= 0, i = 1, 2, (23)












µ1

h1/2
∫

−h1/2

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

σn
ii dx3






,

∂

∂t

(

∂un
i1

∂xi

)







Ω

+

+












µ1

h1/2
∫

−h1/2

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

σn
12 dx3






,

∂

∂t

(

∂un
i1

∂x3−i

)







Ω

+

+












µ1

h1/2
∫

−h1/2

(

1 −
4x2

3

h2
1

)

σn
i3 dx3






,
∂un

i1

∂t







Ω

= 0, i = 1, 2. (24)

Равенства (23) и (24) просуммируем с равенством (22) и получим следующее «энергетическое»

равенство:
(

ρ (µ1h1 + µ2h2)
∂2un

30

∂t2
,
∂un

30

∂t

)

Ω

+

(

(µ1h1ε̃1 + µ2h2ε̃2)
∂un

30

∂t
,
∂un

30

∂t

)

Ω

+

+

2
∑

i=1

(

(

ρ

(

µ1
h3

1

12
+ µ2

h3
2

12

)

∂

∂t

(

∂2un
30

∂xi∂t

)

,
∂2un

30

∂xi∂t

)

Ω

+

((

µ1ε̃1
h3

1

12
+ µ2ε̃2

h3
2

12

)

∂2un
30

∂xi∂t
,
∂2un

30

∂xi∂t

)

Ω

+

+

(

σn
ii,

∂

∂t
εn
ii

)

D1

+

(

sn
ii,

∂

∂t
fn

ii

)

D2

+

(

σn
12,

(

∂

∂t

(

∂un
i0

∂x3−i
+

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

∂un
i1

∂x3−i
− x3

∂2un
30

∂xi∂x3−i

)

+

+
∂un

30

∂x3−i

∂

∂t

(

∂un
30

∂xi

)))

D1

+

(

sn
12,

(

∂

∂t

(

∂un
i0

∂x3−i
− x3

∂2un
30

∂xi∂x3−i

)

+
∂un

30

∂x3−i

∂

∂t

(

∂un
30

∂xi

)))

D2

+

+

(

σn
i3,

∂

∂t

((

1 −
4x2

3

h2
1

)

un
i1

))

D1

)

=

(

g,
∂un

30

∂t

)

Ω

, (25)

где

εn
ii = en

ii +

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

∂un
i1

∂xi
− x3

∂2un
30

∂x2
i

, (x1, x2) ∈ Ω1,

fn
ii = en

ii − x3
∂2un

30

∂x2
i

, (x1, x2) ∈ Ω2, en
ii =

∂un
i0

∂xi
− kiu

n
30 +

1

2

(

∂un
30

∂xi

)2

.

Для краткости последующего изложения введем обозначения:

A1n
ii =

(

x3 −
4x3

3

3h2
1

)

∂un
i1

∂xi
− x3

∂2un
30

∂x2
i

, A1n
12 =

1

2

((

x3 −
4x3

3

3h2
1

)(

∂un
11

∂x2
+

∂un
21

∂x1

)

− x3

(

2
∂2un

30

∂x1∂x2

))

,

A2n
ii = −x3

∂2un
30

∂x2
i

, A2n
12 =

1

2

(

−2x3
∂2un

30

∂x1∂x2

)

, i = 1, 2. (26)
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С учетом (26) равенство (25) принимает в явной форме следующий вид:

1

2

d

dt

∣

∣

∣

∣

(ρ (µ1h1 + µ2h2))
1/2 ∂un

30

∂t

∣

∣

∣

∣

2

Ω

+

∣

∣

∣

∣

(µ1h1ε̃1 + µ2h2ε̃2)
1/2 ∂un

30

∂t

∣

∣

∣

∣

2

Ω

+

+





2
∑

i=1





1

2

d

dt

∣

∣

∣

∣

∣

(

ρ

(

µ1
h3

1

12
+ µ2

h3
2

12

))1/2
∂

∂xi

(

∂un
30

∂t

)

∣

∣

∣

∣

∣

2

Ω

+

∣

∣

∣

∣

∣

(

µ1ε̃1
h3

1

12
+ µ2ε̃2

h3
2

12

)1/2

×

×
∂

∂xi

(

∂un
30

∂t

)

∣

∣

∣

∣

∣

2

Ω







 +
E

1 − ν2

1

2

d

dt

(

h1 |e
n
11|

2
Ω1

+ h1 |e
n
22|

2
Ω1

+ 2νh1 (en
11, e

n
22)Ω1

+

+
∣

∣A1n
11

∣

∣

2

D1

+
∣

∣A1n
22

∣

∣

2

D1

+ 2ν
(

A1n
11 , A1n

22

)

Ω1

+ h2 |e
n
11|

2
Ω2

+ h2 |e
n
22|

2
Ω2

+ 2νh2 (en
11, e

n
22)Ω2

+
∣

∣A2n
11

∣

∣

2

D2

+

+
∣

∣A2n
22

∣

∣

2

D2

+ 2ν
(

A2n
11 , A2n

22

)

D2

)

+
2E

1 + ν

1

2

d
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(

∣

∣en
12 + A1n

12

∣

∣

2

D1

+
∣

∣en
12 + A2n

12

∣

∣

2

D2

)

+

+
E

2 (1 + ν)

1

2

d

dt

(

∣

∣

∣

∣

(

1 −
4x2

3

h2
1

)

un
11

∣

∣

∣

∣

2

D1

+

∣

∣

∣

∣

(

1 −
4x2

3

h2
1

)

un
21

∣

∣

∣

∣

2

D1

)

=

(

g,
∂un

30

∂t

)

Ω

. (27)

Проинтегрируем равенство (27) по отрезку [t0, t], t ∈ [t0, tn], и получим

{

1

2

∣

∣

∣

∣

(ρ (µ1h1 + µ2h2))
1/2 ∂un

30

∂t

∣

∣

∣

∣

2

Ω
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2

∑
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1
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∣

∣

∣

∣

∣

(
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(
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2
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∣

∣

∣
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Здесь постоянная C — это выражение в фигурных скобках из левой части равенства (28) в точке

t = t0, при этом функции un
i0(x1, x2, t0) и un

i1(x1, x2, t0) определяются как обобщенные решения задач

Дирихле (8), (9), (11), если в системы (8), (9) подставить вместо функций un
30 функции ϕn

30 (x1, x2).

Используя неравенство |ab| ≤ a2

2 + b2

2 , ∀a, b ∈ R и условие 0 < ν < 1
2 , из равенства (28) получаем

следующее «энергетическое» неравенство
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при этом из левой части равенства (28) отброшены слагаемые, стоящие вне фигурных скобок.

Из неравенства (29) на основании леммы Гронуолла [3, с. 152–153] заключаем, что каждое сла-

гаемое из левой части неравенства (29) ограничено некоторой постоянной, не зависящей от номера n
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(учитываем, что последовательности {ϕn
30} и {ψn

30} сходятся по норме пространств H2
0 (Ω) и H1

0 (Ω)

соответственно и, следовательно, ограничены в этих нормах) и зависящей от значения t1.

Наибольший интерес вызывает последующая оценка слагаемых |A1n
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в (30) использовалось неравенство |ab| ≤
εa2

2
+

b2

2ε
для любых a, b ∈ R, ε > 0.

Для получения из (30) априорных оценок норм
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выбираем число ε из условий











17

315
−

ε

15
> 0,

1

12
−

1

15ε
> 0,

(31)

или










ε <
17

21
,

ε >
4

5
.

Так как 17/21− 4/5 = 1/105 > 0, то всегда можно подобрать ε, удовлетворяющее условиям (31) и

тем самым устанавливается ограниченность указанных норм.

Аналогично, в том числе используя неравенство Корна [6, с. 185] и результаты из работы [1], уста-

навливается ограниченность норм
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.

Согласно лемме 5.1 из работы [1] решение задачи Коши (20), (21) можно продолжить на весь

отрезок [t0, t1].

Таким образом, множество {un
30} ограничено в L∞(t0, t1;H

2
0 (Ω)), множества

{

∂un
30

∂t

}

и {un
i0}

ограничены в L∞(t0, t1;H
1
0 (Ω)), множество {un

i1} ограничено в L∞(t0, t1;H
2
0 (Ω1)).

Из установленной ограниченности множеств в (31) следует слабая компактность указанных мно-

жеств в пространствах, соответствующих (14), и возможность выделения в них слабо сходящихся

последовательностей, т. е.

um
30 → ũ30 *-слабо в L∞(t0, t1;H

2
0 (Ω)), um

i0 → ũi0 *-слабо в L∞(t0, t1;H
1
0 (Ω)),
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i1 → ũi1 *-слабо в L∞(t0, t1;H

1
0 (Ω1)), (32)

∂um
30

∂t
→

∂ũ30

∂t
*-слабо в L∞(t0, t1;H

1
0 (Ω)), i = 1, 2,

при этом использованы обозначения из [2].
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3. Предельный переход. Пусть функции gj(t), 1 ≤ j ≤ j0, принадлежат пространству C1([t0, t1]),

gj(t1) = 0 и

υ̃3(x1, x2, t) =

j0
∑

j=1

gj(t) ⊗ χj(x1, x2), (33)

где χj(x1, x2) — функции из базиса {χk3}. Тогда из (20) следует, что при n = m > j0 выполняется

равенство
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Предельным переходом в (34), дословно повторяя рассуждения из работы [1], заключаем, что

выполняется тождество (17) и сопутствующие ему тождества (15) и (16).

Теорема доказана. ¤

Замечание. Полученный в теореме результат остается справедливым и в том случае, когда кри-

вая γ является простым и достаточно гладким замкнутым контуром, целиком принадлежащим обла-

сти Ω.
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В некоторых специальных классах упорядоченных топологи-
ческих пространств получена характеризация округлений как
крайних точек множества неувеличивающих изотонных отобра-
жений, доказана их устойчивость по Хайерсу – Уламу.
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In some special classes of ordered topological spaces we
characterize roundings as extreme points of set of non increasing
isotonic mappings, and establish their stability in Hyers – Ulam sense.

Key words: rounding, ordered topological spaces, extreme points,
stability in Hyers – Ulam sense.

ВВЕДЕНИЕ

В практике компьютерных вычислений одна из наиболее часто встречающихся операций — это

округление (промежуточных) результатов. Истоки аксиоматической теории округлений содержатся в

работе U. Kulisch [1], который определил их как отображения линейно упорядоченного множества

в его подмножество, удовлетворяющие некоторым естественным требованиям (аксиомам). Понятие

интервального округления было сформулировано и представлено в работах [2, 3]. В данной работе

округления изучаются в рамках общей теории топологических частично упорядоченных пространств.

Будем рассматривать в частично упoрядoченнoм пространстве (X,≤) сoвoкупнoсть IE(X) всех

oтoбражений ϕ прoстранства X в себя, для кoтoрых выполнены следующие два условия:

1) x ≤ ϕ(x),

2) ϕ(x1) ≤ ϕ(x2), если x1 ≤ x2.

Таким образом, IE(X) — это множество всех увеличивающих возрастающих отображений X в

себя.

Oтoбражение ϕ ∈ IE(X) называется замыканием [4] (или округлением), если oнo идемпoтентнo,

т. е. удoвлетвoряет услoвию

3) ϕ(ϕ(x)) = ϕ(x).

Мы покажем, что если X — подмножество линейного пространства, и упорядоченность задается

выделением «положительного» конуса, то всякое замыкание — крайняя точка выпуклого множе-

ства IE(X). Для случая, когда X — прямая с естественным порядком, будет доказано и обратное

утверждение. Поскольку крайние точки множества, при выполнении некоторых дополнительных то-

пологических условий, порождают это множество (в смысле теорем Крейна – Мильмана, или Шоке),

это указывает на важную роль замыканий в структуре пространства увеличивающих возрастающих

отображений.

В последнем разделе работы рассматривается устойчивость множества замыканий по Хайерсу –

Уламу.

Напомним, что общее (неформальное) определение устойчивости по Хайерсу – Уламу класса отоб-

ражений, выделяемого некоторым условием, звучит следующим образом [5, с. 77]: «отображения,

почти удовлетворяющие данному условию, близки к отображениям, в точности ему удовлетворяю-

щим». В применении к замыканиям, которые выделяются из IE(X) свойством идемпотентности, это

означает следующее.

Пусть упoрядoченнoе прoстранствo (X,≤) наделено метрикой ρ, согласованной с порядком. Будем
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гoвoрить, чтo класс всех замыканий на (X,≤) устойчив по Хайерсу – Уламу в классе F ⊂ IE(X) [5],

если для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что если f ∈ F и ρ(f(f(x)), f(x)) < δ для всех x, то

ρ(f(x), ϕ(x)) < ε для всех x, где ϕ — некоторое замыкание.

Мы докажем, что для случая X = R множество замыканий устойчиво в классе всех непрерывных

слева отображений из IE(X).

1. ЗАМЫКАНИЯ И КРАЙНИЕ ТОЧКИ

Пусть X — выпуклое подмножество линейного вещественного пространства X , а упорядочение

задается выпуклым конусом K ⊂ X : x ≤ y, если y−x ∈ K. В этих условиях IE(X) обладает выпуклой

структурой, т. е. является выпуклым подмножеством линейного пространства всех отображений из X

в X .

Теорема 1. Всякое замыкание в (X,≤K) является крайней точкой в IE(X).

Доказательство. Пусть ϕ — произвольное замыкание. Если оно не является крайней точкой, то

найдутся отображения f1, f2 ∈ IE(X) такие, что ϕ = 1

2
(f1 + f2).

Докажем, прежде всего, что неподвижные точки отображения ϕ являются неподвижными для

функций f1 и f2. В самом деле, если ϕ(x) = x, то f1(x) − x = x − f2(x). Но левая часть этого

равенства принадлежит K, а правая принадлежит −K. Так как пересечение K и −K равно {θ}, то

обе части равны нулю, т. е. fi(x) = x, где i = 1, 2.

Поскольку точка ϕ(x) всегда неподвижна для замыкания ϕ, то для произвольного x ∈ X имеем:

fi(ϕ(x)) = ϕ(x). Так как x ≤ ϕ(x), то fi(x) ≤ fi(ϕ(x)) = ϕ(x). Таким образом, оба отображения fi

мажорируются отображением ϕ. Значит, в равенстве f1(x) − ϕ(x) = ϕ(x) − f2(x) правая часть при-

надлежит K, а левая принадлежит −K. Снова, применяя свойство K ∩ (−K) = {θ}, заключаем, что

обе части равны нулю. Таким образом, fi = ϕ и ϕ является крайней точкой. ¤

Рассмотрим теперь в качестве исходнoгo прoстранства (X,≤) вещественную прямую R с oбычным

пoрядкoм и тoпoлoгией. В этом случае полугруппа IE(R) состоит из всех неубывающих функций на

R, удовлетворяющих условию f(x) ≥ x.

Заметим, что теорема 1 уже в этой ситуации не допускает обращения. В самом деле, рассмотрим

функцию γ(x), определенную равенствами: γ(x) = 0 при x < 0, γ(x) = 1 при x ∈ [0; 1], γ(x) = x

при x > 1. Так как γ(γ(−1)) = γ(0) = 1 6= 0 = γ(−1), то γ не является идемпотентной. С другой

стороны, γ — крайняя точка множества IE(R). В самом деле, пусть γ = 1

2
(α+β), где α, β ∈ IE(R). В

частности, α(x)+β(x) = 0 при x < 0. Если α(x) > 0 при каком-нибудь x < 0, то lim
x→0−

α(x) > 0, откуда

lim
x→0−

β(x) < 0. Следовательно, найдется x < 0 такой, что β(x) < x, а это невозможно. Мы доказали,

что α(x) ≤ 0 при x < 0. Разумеется, то же верно и для β(x), поэтому условие α(x) + β(x) = 0 влечет

α(x) = β(x) = 0, т. е. обе функции совпадают с γ(x) на (−∞, 0). Далее, на отрезке [0, 1] выполнено

условие α(x) + β(x) = 2, поэтому если α(1) > 1, то β(1) < 1, что невозможно. Итак, α(1) = 1 откуда

α(x) ≤ 1 и аналогично β(x) ≤ 1 для всех x ∈ [0, 1]. Следовательно α(x) = β(x) = 1, т. е. обе функции

совпадают с γ(x) на [0, 1]. Наконец, так как α(x) ≥ x, β(x) ≥ x и α(x) + β(x) = 2x на [1,∞), то

α(x) = β(x) = x = γ(x) и на этом интервале.

Функцию γ(x) можно, однако, «несущественно» изменить таким образом, что она станет идемпо-

тентной. Для этого достаточно положить γ(0) = 0. Мы покажем, что это общий факт: если функция

является крайней точкой в IE(R), то, изменяя ее значения на некотором (не более чем счетном)

множестве точек разрыва, можно получить идемпотентную функцию. Алгоритм изменения весьма

прост: функцию достаточно сделать непрерывной слева.

Заметим, что крайняя функция в любой точке непрерывна хотя бы с одной стороны. В самом

деле, если lim
x→x0−

f(x) < f(x0) < lim
x→x0+

f(x), то f = 1

2
(f1 + f2), где каждая из функций fi совпадает

с f везде, кроме точки x0, а в этой точке отличается от f(x0) на ±ε, причем ε достаточно мало.

Обозначим для краткости через IE1(R) множество всех функций из IE(R), которые в каждой точке

разрыва непрерывны либо слева, либо справа.

Для любой монотонной функции f(x) обозначим через V f(x) функцию, непрерывную слева и

совпадающую с f(x) во всех ее точках непрерывности. Нетрудно видеть, что отображение V : f 7→ V f

сохраняет IE(R) и является аффинным. Будем называть две функции f1, f2 эквивалентными, если

28 Научный отдел



А. Л. Крюкова. Об идемпотентных элементах полугруппы увеличивающих отображений

V f1 = V f2. Мы покажем, что крайние точки множества IE(R) — это те и только те функции из

IE1(R), которые эквивалентны идемпотентным.

Лемма 1. Функция f(x) ∈ IE1(R) является крайней точкой множества IE(R) тогда и только

тогда, когда таковой является V f(x).

Доказательство. Пусть f не является крайней, тогда найдутся функции f1 6= f2 из IE(R) такие,

что f = 1

2
(f1 + f2). Так как оператор V аффинный, то V f = 1

2
(V f1 + V f2). Если V f1 6= V f2, то V f

не является крайней, что и требуется.

Предположим, что V f1 = V f2, тогда обе функции fi совпадают с f в общих точках непрерывности

(а также в точках непрерывности слева). Пусть x0 — произвольная точка. Так как сколь угодно близко

слева от нее находятся общие точки непрерывности (множество точек разрыва монотонной функции

счетно), то fi(x0) ≥ limx→x0− fi(x) = limx→x0− f(x) = f(x0). Так как f(x0) = 1

2
(f1(x0) + f2(x0)), то

fi(x0) = f(x0) = limx→x0− fi(x). Мы доказали, что функции fi непрерывны слева — fi = V fi, f1 = f2

— противоречие.

Обратно, пусть функция V f(x) не крайняя, тогда V f = 1

2
(g1 + g2), g1 6= g2. Проведенное рассуж-

дение показывает, что функции gi не могут совпадать с f во всех точках непрерывности. Следова-

тельно, изменив их произвольным образом на множестве точек разрыва, мы получим несовпадающие

функции. Но если положить их в этих точках равными f(x), получим равенство f = 1

2
(g1 + g2),

показывающее, что f — не крайняя точка. ¤

Доказанный результат позволяет ограничить наши рассмотрения функциями из IE(R), являющи-

мися непрерывными слева. Обозначим множество всех таких функций через LIE(R).

Напомним, что подмножество M выпуклого множества N называется его гранью, если из условий

x ∈ M , x = αy + (1 − α)z, y, z ∈ N , α ∈ (0; 1), следует, что y, z ∈ M .

Лемма 2. LIE(R) является а) выпуклой гранью множества IE(R); б) подполугруппой в IE(R).

Доказательство. а) пусть f(x) — непрерывная слева функция, а y и z из IE(R) таковы, что

f = αy + (1 − α)z, где α ∈ (0; 1). Докажем, что и y, z ∈ LIE(R). Допустим противное: хотя бы

одно из неравенств lim
x→x0−

y(x) ≤ y(x0) и lim
x→x0−

z(x) ≤ z(x0) является строгим. Домножив первое из

неравенств на α, второе на (1 − α) и сложив результаты, мы получим

α lim
x→x0−

y(x) + (1 − α) lim
x→x0−

z(x) < αy(x0) + (1 − α)z(x0),

а это значит, что lim
x→x0−

f(x) 6= f(x0), что противоречит непрерывности слева функции f . Аналогично

доказывается выпуклость множества LIE(R).

б) достаточно показать, что композиция двух возрастающих непрерывных слева отображений

также непрерывна слева. Пусть f , ϕ из LIE(R). Фиксируя x0 ∈ R и ε > 0, положим y0 = f(x0) и для

него найдем такое σ > 0, что неравенство y0 − σ < y < y0 влечет ϕ(y0) − ε < ϕ(y) < ϕ(y0). С другой

стороны, ввиду непрерывности слева функции f(x) в точке x0 найдется такое δ > 0, что неравенство

x0 − δ < x < x0 влечет неравенство y0 − σ < f(x) < y0. Отсюда следует, что для таких значений x

выполнено неравенство ϕ(f(x0)) − ε < ϕ(f(x)) < ϕ(f(x0)) < ε. ¤

Известно, что грань грани — грань. В частности, крайние точки (= одноточечные грани) множества

LIE(R) являются крайними точками и для IE(R).

Приведем конструкцию идемпотентного отображения из LIE(R). Пусть K — замкнутое подмно-

жество в R. Определим функцию fK : R → R, полагая fK(x) = inf{y ∈ K : x ≤ y}.

Теорема 2. Отображение K 7→ fK устанавливает биекцию между множеством идемпотент-

ных элементов полугруппы LIE(R) и множеством всех неограниченных сверху замкнутых под-

множеств прямой.

Доказательство. Так как множество K предполагается неограниченным, отображение fK опреде-

лено корректно. Из замкнутости K следует, что fK(x) ∈ K для любого x. Очевидно, что fK(x) = x,

если и только если x ∈ K. Отсюда следует, что отображение fK идемпотентно. Проверим, что оно

непрерывно слева в произвольной точке x0 ∈ R. Если x0 /∈ K, тогда ввиду замкнутости K найдется

интервал, содержащий x0, для всех точек x которого {y ∈ K : y ≥ x} = {y ∈ K : y ≥ x0} и,

значит, f(x) = f(x0), т. е. f постоянна на некотором интервале, содержащем x0. Пусть x0 ∈ K,
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тогда f(x0) = x0, f(x) ≥ x = x0 − (x0 − x) = f(x0) − (x0 − x) при x < x0, и потому

lim
x→x0−

f(x) ≥ lim
x→x0−

(f(x0) − (x0 − x)) = f(x0). Обратное неравенство очевидно.

Так как K является множеством неподвижных точек для fK , то отображение K → fK инъективно.

Докажем его сюръективность.

Пусть f ∈ LIE(R) — идемпотентное отображение; обозначим через K множество его неподвиж-

ных точек. Так как f(x) ≥ x для любого x, то множество K неограничено сверху. Покажем, что оно

замкнуто. Пусть xn → x, xn ∈ K. Если среди xn есть бесконечно много чисел, больших x, то можно

считать (заменяя последовательность подпоследовательностью), что x < xn для всех n. В этом случае

неравенство x ≤ f(x) ≤ f(xn) = xn влечет f(x) = x, т. е. x ∈ K. Если же xn < x для всех, кроме

конечного числа номеров, то по непрерывности слева получим, что f(x) = lim f(xn) = lim xn = x, и

снова x ∈ K. Замкнутость доказана.

Остается показать, что f = fK . Для любого x точка f(x) принадлежит множеству Mx = {y ∈ K :

x ≤ y}. Если в этом множестве есть элемент y < f(x), то неравенства x < y < f(x) дают —

f(x) ≤ f(y) = y < f(x) — противоречие. Следовательно, f(x) — наименьший элемент множества Mx,

т. е. f(x) = inf{y ∈ K : x ≤ y} = fK(x)}. ¤

Пусть G — некоторое семейство функций на некотором множестве A и пусть A0 — выделенное

подмножество в A (например, граница, если ситуация топологическая). Функция f ∈ G называется

A0-крайней, если из того что f = αf1 + (1 − α)f2, где α ∈ [0; 1], а функции fi ∈ G совпадают с f на

A0, следует, что f1 = f2 = f .

Лемма 3. Пусть G — множество всех неубывающих непрерывных слева функций на интервале

A = [a, b]. Обозначим через A0 границу интервала, т. е. двухточечное множество {a, b}.

Функция f(x) является A0-крайней в G тогда и только тогда, когда она принимает не более

двух значений.

Доказательство. Если f(x) постоянна на [a, b], то она является A0-крайней. В самом деле, пусть

f = αf1 + (1 − α)f2, тогда у функции f1(x) на концах значения совпадают с f(a) = f(b), а она

монотонна — значит она постоянна и совпадает с f(x). Аналогично, f2(x) также совпадает с f(x).

Пусть f(x) принимает два значения p, q: f(a) = p < q = f(b), тогда существует x0 ∈ [a, b] такая,

что f(x) = f(a) при x ∈ [a, x0], f(x) = f(b) при x ∈ (x0, b].

Так как на отрезке [a, x0] функция f1(x) не убывает, то функция f2(x) = 2f(x) − f1(x) =

= 2f(a) − f1(x) не возрастает. Но она и не убывает — значит постоянна. Поскольку f2(a) = f(a),

заключаем, что f2(x) совпадает с f(x) на [a, x0]. То же верно для f1(x). Аналогично для полуинтер-

вала (x0, b].

Мы доказали, что если множество значений функции содержит не более двух элементов, то она

является A0-крайней. Докажем обратное.

Зафиксируем числа p < q и обозначим через Gp,q множество тех функций из G, для которых

f(a) = p, f(b) = q. Разумеется, это выпуклое подмножество в G.

Для функции f ∈ Gp,q определим меру µ на отрезке [a, b], ставя каждому полуинтервалу [u, v) в

соответствие µ([u, v)) = f(v)−f(u) и продолжая стандартным образом на все борелевские множества.

Функция f однозначно определяется мерой µ, поскольку f(x) = p+µ([a, x)). Тем самым мы получаем

аффинную биекцию множества Gp,q на множество M всех счетно-аддитивных мер на отрезке [a, b]

таких, что µ([a, b]) = q − p. Разумеется, крайние точки переходят в крайние точки. Но крайними

точками множества M являются меры с одноточечным носителем, поскольку оно аффинно изоморфно

множеству всех вероятностных мер.

Если носитель меры µ равен {x0}, то µ([a, x)) = 0 при x ≤ x0, µ([a, x)) = q−p при x > x0. Значит,

соответствующая функция f(x) = p + µ([x, x0)) принимает два значения: p и q.

Мы доказали, что для любых p, q крайними точками множества Gp,q являются функции с двухэле-

ментными множествами значений. Пусть теперь f — произвольная A0-крайняя точка множества G.

Положим p = f(a), q = f(b), тогда f по определению является крайней точкой множества Gp,q.

Следовательно, множество значений функции f содержит не более двух элементов. ¤

Теперь мы можем доказать, что крайние точки множества LIE(R) — это, в точности, ее идемпо-

тентные элементы.
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Теорема 3. Функция f ∈ LIE(R) является крайней тoчкой выпуклого множества LIE(R)

тoгда и тoлькo тoгда, кoгда f(f(x)) = f(x).

Доказательство. Так как LIE(R) ⊂ IE(R), то к f(x) ∈ LIE(R) применима теорема 1: если f(x)

— идемпотентна, то она является крайней в IE(R), а потому и в LIE(R).

Пусть теперь f(x) не идемпотентна, докажем, что она не является крайней точкой. По условию

(неидемпотентности) найдутся такие u, v, что f(u) = v и v < f(v). Рассмотрим два случая.

1. Если на отрезке [u, v] функция принимает более двух значений, тогда, согласно лемме 3, най-

дутся отличные от f непрерывные слева неубывающие функции fi(x) на этом отрезке такие, что

f(x) = 1

2
(f1(x)+ f2(x)), fi(u) = f(u), fi(v) = f(v). Продолжим их на все R, считая, что вне [u, v] они

совпадают с f .

Проверим выполнение условия fi(t) ≥ t. Для тех значений t, которые лежат вне отрезка [u, v],

условие выполнено просто потому, что fi(t) = f(t). При t ∈ [u, v] из неубывания fi следует, что

fi(t) ≥ fi(u) = v ≥ t. Таким образом, fi ∈ LIE(R), и так как f равна их полусумме на R, то f не

является крайней.

2. Предположим, что f(x) принимает только два значения на [u, v]. Это значит, что f(x) = v для

всех x ∈ [u;x0] и f(x) = f(v) для всех x ∈ (x0; v], где x0 — некоторая точка интервала (u, v).

Если f(x) = v для всех x < u, то определим функции fi(x), полагая f1(x) = v − ε, f2(x) = v + ε

при x ≤ x0 и считая, что fi(x) = f(x) при x > x0. Ясно, что f(x) = 1

2
(f1(x) + f2(x)) и функции fi

непрерывны слева. Они являются неубывающими при ε < f(v)−v и удовлетворяют условию fi(x) ≥ x

при ε < v − x0.

Если же f(x) принимает значения, меньшие v, то inf{x : f(x) = v} = u1 > −∞. Рассмотрим два

случая:

1) f(u1) < v. В этом случае строим fi(x) аналогично предыдущему: на полуинтервале (u1, x0]

полагаем f1(x) = v−ε, f2(x) = v+ε, а в остальных точках fi(x) = f(x). Они являются неубывающими

при ε < min{v − f(u1), f(v) − v}, и удовлетворяют условию fi(x) ≥ x при ε ≤ v − x0.

2) f(u1) = v. Для любого ε > 0 найдется в силу непрерывности f(x) слева такая точка u2, что

f(u2) > v−ε. Взяв ε < v−x0, получим f(u2) > x0. Следовательно, f(f(u2)) ≥ f(v) > f(u2). Заменим

точки u, v точками u2, f(u2). На отрезке (u2, f(u2)) функция принимает больше двух значений (на

самом деле, бесконечно много, так как этот участок содержит интервал (u2, u1), на котором f(x) < v

и lim
x→u1

f(x) = v). Применяя уже доказанное, получим, что f(x) не является крайней точкой. ¤

Теперь мы можем получить полное описание множества крайних точек IE(R).

Теорема 4. Функция f ∈ IE(R) является крайней точкой выпуклого множества IE(R) тогда

и только тогда, когда она не имеет двусторонних разрывов и эквивалентна идемпотентному

элементу из IE(R).

Доказательство. Пусть функция f ∈ IE(R) является крайней точкой выпуклого множества

IE(R). Тогда, как отмечалось ранее, она в каждой точке непрерывна хотя бы с одной стороны.

Согласно лемме 1 функция V f(x) также является крайней. Но V f из LIE(R) и, следовательно, явля-

ется крайней точкой этого множества, поэтому она идемпотентна в силу теоремы 3. Таким образом,

f эквивалентна идемпотентному элементу множества IE(R).

Обратно, пусть функция f не имеет двусторонних разрывов и эквивалентна идемпотентному эле-

менту g из IE(R). По теореме 1 g — крайняя точка множества IE(R). В частности, g не имеет

двусторонних разрывов, так что по лемме 1 V g — крайняя точка множества IE(R). Далее, из опре-

деления эквивалентности V f = V g — крайняя точка множества IE(R). Снова, применяя лемму 1,

заключаем, что f — крайняя точка множества IE(R). ¤

Таким образом, чтобы построить произвольный экстремальный элемент f(x) множества IE(R),

нужно выбрать замкнутое неограниченное справа множество K ⊂ R и рассмотреть функции

fK(x) = inf{y ∈ K : x ≤ y}, gK(x) = inf{y ∈ K : x < y} (они отличаются лишь в счетном мно-

жестве Kr «изолированных справа» точек множества K ). Функция f должна совпадать с каждой

из функций fK и gK на R \Kr, а в точках x ∈ Kr ее значения произвольным образом выбираются из

пары {fK(x), gK(x)}.

Рассмотрим теперь выпуклое множество CIE(R) всех непрерывных функций из IE(R). Так как

множество неподвижных точек отображения fK совпадает с K, то K является и множеством значе-
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ний функции fK . Следовательно, fK может быть непрерывным лишь в том случае, если K связно,

т. е. представляет собой замкнутый луч [c,∞), где c ∈ R (либо всю прямую — тогда отображение

тождественно). Другими словами, непрерывные идемпотентные элементы полугруппы CIE(R) — это

функции fc, определенные следующим образом:

fc(x) = c, если x ≤ c, и fc(x) = x, если x ≥ c. (1)

Следствие. Пусть CIE(a, b) множество неубывающих непрерывных функций f(x) на отрез-

ке [a, b], удовлетворяющих условию f(x) ≥ x при всех x ∈ [a, b]. Его единственными крайними

точками являются сужения на [a, b] функций fc(x) = x из (1), где c ∈ [a, b].

Доказательство. Каждую функцию f ∈ CIE(a, b) продолжим на R, полагая f̃(x) = f(a) при

x < a, f̃(x) = f(b) при b < x ≤ f(b), f̃(x) = x при x > f(b). Тогда f 7→ f̃ является аффинным и

инъективным отображением CIE(a, b) в LIE(R).

Докажем, что если f — крайняя точка в CIE(a, b), то f̃ — крайняя точка в LIE(R). Действи-

тельно, пусть f̃ = 1

2
(g1 + g2), где gi ∈ LIE(R). Обозначая через fi сужение функции gi на интервал

[a, b], получим, что f(x) = 1

2
(f1(x) + f2(x)).

Ясно, что функции fi(x) являются неубывающими, и fi(x) ≥ x. Докажем, что они непрерывны.

В самом деле, если lim
x→x0−

f1(x) = m < M = lim
x→x0+

f1(x), lim
x→x0−

f(x) = 1

2
(m + lim

x→x0−
f2(x)) < 1

2
(M +

+ lim
x→x0+

f2(x)) = lim
x→x0+

f(x). Это противоречит непрерывности f(x). Таким образом, функции fi(x)

принадлежат CIE(a, b). Так как f(x) — крайняя точка в CIE(a, b), то f1 = f2 = f .

Мы доказали, что g1(x) и g2(x) совпадают с f̃(x) на [a, b]. Докажем теперь совпадение в остальных

точках прямой.

При x < a имеем gi(x) ≤ gi(a) и в то же время g1(x) + g2(x) = 2f̃(x) = 2f(a), откуда следует, что

gi(x) = f(a) = f̃(x).

При b < x ≤ f(b) из монотонности следует, что gi(x) ≥ f(b) и так как g1(x)+g2(x) = 2f̃(x) = 2f(b),

то gi(x) = f(b) = f̃(x).

При x > f(b) мы имеем по условию, что gi(x) ≥ x, и в то же время g1(x) + g2(x) = 2f̃(x) = 2x,

поэтому gi(x) = x = f̃(x).

Итак, g1(x) = g2(x) = f̃(x), т. е. f̃(x) — крайняя точка в LIE(R). По теореме 4, f̃(x) — идемпо-

тентная функция. Но f̃(x) непрерывна, поэтому f̃(x) = fc при некотором c ∈ R. ¤

2. УСТОЙЧИВОСТЬ

Определение устойчивости по Хайерсу – Уламу дано во введении. Мы рассматриваем веществен-

ную прямую R как упорядоченное метрическое пространство со стандартным порядком и обычной

метрикой ρ(x, y) = |x − y|.

Теорема 5. Класс всех замыканий на прямoй устoйчив пo Хайерсу – Уламу в классе непре-

рывных слева oтoбражений из IE(R).

Доказательство. Пусть ε > 0 и пусть непрерывное слева отображение f ∈ IE(R) удовлетворяет

условию

|f(f(x)) − f(x)| ≤ ε.

Обозначим через E множество неподвижных точек отображения f : E = {x : f(x) = x}. Докажем,

что E замкнуто. В самом деле, пусть xn → x0, xn ∈ E для всех n. Так как f непрерывно слева, то

для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что f(xn) > f(x0)− ε при x0 − δ < xn < x0. Из монотонности

то же справедливо при xn > x0. Таким образом, xn = f(xn) > f(x0) − ε, когда x0 − δ < xn, т. е. для

всех достаточно больших номеров. Переходя к пределу, получим x0 ≥ f(x0)− ε, и значит x0 ≥ f(x0),

ввиду произвольности ε.

Дополнение U к E открыто и потому является объединением непересекающихся интервалов

(интервалов смежности): U = ∪∞
i=1(ai, bi). Покажем, что на произвольном интервале смежности

Ii = (ai, bi) можно определить монотонно возрастающее отображение ϕi : Ii → Ii, обладающее

свойствами: (a) ϕi(x) ≥ x для любого x ∈ Ii; (b) ϕi(ϕi(x)) = ϕi(x); (c) ϕi(ai) = ai, ϕi(bi) = bi;

(d) |ϕi(x) − f(x)| ≤ ε для любого x ∈ Ii.
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Положим c = inf{f(x) : ai ≤ x} и допустим вначале, что c > ai. Возьмём d = c, покажем, что

f(d) − d ≤ ε. (2)

В самом деле, выбрав x ∈ (ai, c), имеем: d < f(x), f(d) < f(f(x)) < f(x) + ε. Взяв нижнюю грань по

x, получим f(d) ≤ d + ε. Из определения следует также, что

d < f(x) + ε для любого x > ai. (3)

Если же c = ai, то в качестве d можно взять любую точку из Ii такую, что |f(d) − ai| < ε, тогда

условия (2) и (3) будут также выполнены.

Определим возрастающую последовательность dn, полагая d0 = a, d1 = d, dn+1 = f(dn). Пусть

d′ = lim
n→∞

dn, тогда по условию непрерывности слева f(d′) = lim f(dn) = lim dn+1 = d′. Так как между

ai и bi нет неподвижных точек отображения f , то d′ = bi.

Отображение ϕi мы зададим условиями:

ϕi(ai) = ai, ϕ(bi) = bi

и

ϕi(x) = dn+1 при x ∈ (dn, dn+1] (n = 0, 1, . . .).

Тогда монотонность и выполнение условий (a),(b),(c) очевидны.

Проверим (d). При x ∈ (ai, d) имеем f(x) ≤ f(d) ≤ d + ε; с другой стороны, ϕi(x) = d ≤ f(x) + ε,

в силу (3), т. е. |f(x) − ϕi(x)| ≤ ε.

Пусть теперь x ∈ (dn, dn+1], n > 1, тогда

f(x) ≥ f(dn) = dn+1 = ϕi(x)

и

f(x) ≤ f(dn+1) = f(f(dn)) ≤ f(dn) + ε = dn+1 + ε = ϕi(x) + ε.

Таким образом, и в этом случае |f(x) − ϕi(x)| ≤ ε. Условие (d) доказано.

Из определения сразу следует, что ϕi непрерывно слева во всех точках интервала Ii, отличных от

его левого конца ai.

Построенные на каждом интервале отображения ϕi мы объединим в одно отображение ϕ, полагая

ϕ(x) = x при x ∈ E и ϕ(x) = ϕi(x) при x ∈ Ii. То, что ϕ является замыканием, непосредственно

вытекает из нашей конструкции. Неравенство |ϕ(x) − f(x)| ≤ ε доказано при x /∈ E и очевидно при

x ∈ E.

Проверим непрерывность слева отображения ϕ. Пусть x0 – произвольная точка. Если x0 /∈ E,

то x0 — внутренняя точка одного из интервалов смежности Ii и непрерывность слева следует из

непрерывности слева ϕi. Если x0 ∈ E, то либо x0 является правым концом одного из интервалов

смежности Ii, либо существует последовательность точек xn < x0, сходящаяся к x0. В первом случае

непрерывность слева следует из непрерывности слева ϕi в правом конце. Во втором случае — сразу

по определению — ϕ(xn) = xn → x = ϕ(x). Таким образом, скачок слева у монотонной функции ϕ

отсутствует, т. е. она непрерывна слева. ¤
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ
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Рассматривается смешанная обратная краевая задача по пара-
метру x в случае, когда известная часть границы L1

z являет-
ся полигоном. Интегральное представление решения зависит от
вещественных параметров, которые являются прообразами вер-
шин при конформном отображении. По аналогии с интегралами
Кристоффеля – Шварца эти параметры названы акцессорны-
ми. Предлагается новый метод определения акцессорных па-
раметров, основанный на рассмотрении однопараметрического
семейства решений задачи, соответствующих случаю, когда из-
вестная часть границы является объединением двух лучей и
удлинняющегося разреза, конец которого движется вдоль пер-
воначальной ломаной L1

z .

Ключевые слова: краевые задачи со свободной границей,
краевая задача Гильберта, акцессорные параметры.

Finding of Accessory Parameters for Mixed Inverse Boundary
Value Problem with Polygonal Known Part of Boundary

S.R. Nasyrov, L.Yu. Nizamieva∗

Kazan (Volga Region) Federal University,
Chair of Mathematical Analysis
∗Kazan National Research Technical University,
Chair of Computing Mathematics
E-mail: snasyrov@ksu.ru, NizamievaLU@yandex.ru

We consider a mixed inverse boundary value problem with respect to
parameter x for the case when the known part of the boundary L1

z

is a polygonal line. Integral representation of solution to the problem
depends on real parameters being the pre-images of the vertices of
L1

z under conformal mapping. By analogy with Schwartz – Christoffel
integrals, we name them accessory parameters. It is suggested a
new method of determining the accessory parameters. Is is based
on consideration of one-parametric family of solutions to the problem
corresponding to the case when the known part of the boundary is
the union of two rays and the stretching slit the endpoint of which
goes along the given polygonal line L1

z .

Key words: boundary value problems with free boundary, Hilbert
boundary value problem, accessory parameters.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть Dz — жорданова область на плоскости, ограниченная кривой Lz, которая состоит из

двух дуг L1
z и L2

z, причем L1
z известна, а L2

z является искомой. Обозначим через z∗ = x∗ + iy∗ и

z∗∗ = x∗∗ + iy∗∗ точки стыка дуг L1
z и L2

z. Смешанная обратная краевая задача по параметру x

состоит в определении области Dz и аналитической в ней функции w = w(z), которая конформно

отображает Dz на жорданову область Dw, по следующим краевым условиям.

1) граница Dw состоит из двух ляпуновских дуг, пересекающихся под ненулевыми углами, причем

при отображении w = w(z) дуге L1
z соответствует дуга L1

w, а L2
z — дуга L2

w.

2) дуга L2
z является графиком непрерывной функции y = g(x), x∗ ≤ x ≤ x∗∗, при этом точкам вида

x + ig(x) ∈ L2
z соответствуют точки ϕ(x) + iψ(x) ∈ L2

w, x∗ ≤ x ≤ x∗∗, где ϕ(x) и ψ(x) — непрерывно

дифференцируемые функции (рис. 1).

Рис. 1
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Впервые эту задачу поставил и исследовал В.Н. Монахов [1]. Основная его идея заключалась

в замене кривой L1
z, близкой ломаной с вершинами в точках z1, z2, . . . , zn (z1 = z∗∗, zn = z∗).

В. Н. Монахов установил, что разрешимость задачи в случае, когда известная часть границы яв-

ляется ломаной, существенно зависит от величины углов α1π, αnπ, которые образует эта ломаная

с лучами, исходящими вниз из ее концов. В [1] детально исследован случай, когда величины этих

углов меньше π.

В [2] было замечено, что с использованием результатов В.Н. Монахова можно доказать раз-

решимость задачи на полигональных римановых поверхностях, если α1, αn < 1. В [3] рассмотрен

случай, когда α1 > 1 или αn > 1, а также доказана разрешимость задачи для достаточно произ-

вольных границ. Кроме того, в [2, 3] были исправлены некоторые неточности в исследовании задачи

В.Н. Монаховым, отмеченные в [4].

Заметим, что смешанная обратная краевая задача по параметру x исследовалась в работах [5–13].

В статьях [14–16] была рассмотрена внешняя смешанная обратная краевая задача по параметру x,

получены аналоги уравнения Ф.Д. Гахова и доказана его разрешимость.

Опишем кратко метод В.Н. Монахова исследования задачи. Он предложил конформно отобразить

область Dw на верхнюю полуплоскость Dζ функцией ζ = ζ(w) и искать функцию z = z(ζ), обратную

к функции ζ = ζ(w(z)). Поскольку по функции z = z(ζ) область Dz и функция w = w(z) сразу

определяются, то в дальнейшем для удобства будем называть функцию z = z(ζ) решением задачи.

Функция z(ζ) является решением нелинейной задачи Гильберта. Как уже отмечалось, В.Н. Мо-

нахов [1] предложил линеаризовать эту задачу, заменяя кривую L1
z достаточно близкой ломаной с

вершинами в точках z1, z2, . . . , zn, где z1 = z∗∗, zn = z∗ (рис. 2).

Рис. 2
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В дальнейшем будем рассматривать только эту лианеризованную задачу и считать, что L1
z — по-

лигон. Пусть ломаной L1
z в плоскости ζ = ξ + iη соответствует отрезок [−1, 1], вершинам zk ломаной

соответствуют точки sk, a L2
z переходит в участок {ξ ∈ R | |ξ| ≥ 1}. Пусть уравнение прямой, на кото-

рой лежит j-е звено ломаной L1
z, имеет вид ajx+ bjy = cj . Тогда для функции z = z(ζ) = x(ζ)+ iy(ζ)

имеем следующую краевую задачу Гильберта с кусочно-постоянными коэффициентами:

ajx(ξ) + bjy(ξ) = cj , ξ ∈ (sj , sj+1), 1 ≤ j ≤ n − 1,

x(ξ) = H(ξ), |ξ| > 1.

Здесь функция H(ξ) однозначно определяется из краевых условий задачи, она непрерывно дифферен-

цируема при |ξ| > 1, ее производная h(ξ) = H ′(ξ) имеет в точках ξ = ±1 интегрируемые особенности,

кроме того, h(ξ) ∼ cξ−2, ξ → ∞.

Тогда для производной dz/dζ получаем следующую краевую задачу:

ajx
′(ξ) + bjy

′(ξ) = 0, ξ ∈ (sj , sj+1), 1 ≤ j ≤ n − 1,

x′(ξ) = h(ξ), |ξ| > 1.
(1)

Отметим, что поведение производной dz/dζ искомого отображения в точках sj и на бесконечности

нетрудно исследовать с использованием теории граничного поведения конформных отображений и
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свойств интегралов типа Коши (см. подробнее [1–3]). Будем искать решение краевой задачи в классе

функций с нужным поведением в точках разрыва коэффициентов в граничных условиях.

Как показано в [2, 3], необходимым и достаточным условием разрешимости задачи является

тот факт, что ломаная L1
z, дополненная вертикальными лучами R∗ и R∗∗, идущими из ее концов

вниз, является границей многоугольной римановой поверхности (однолистной или двулистной, если

лучи трансверсально пересекают ломаную в неконцевых точках). Будем считать, что это условие

выполнено. Обозначим через αjπ углы этой многоугольной римановой поверхности в точках zj .

В случае, когда α1 < 1, αn < 1, решение краевой задачи (1) в описанном выше классе решений

единственно (см. [1–3]). Решая эту задачу, получаем интегральное представление для функции z(ζ):

z(ζ) =
1

πi

ζ∫

t1

Ω(ξ)Ψ(ξ)dξ, (2)

Ψ(ξ) =

∫

|ω|≥1

h(ω)dω

Ω(ω)(ω − ξ)
, Ω(ξ) =

n∏

j=1

(ξ − sj)
αj−1,

которое зависит от параметров sj , причем s1 = −1, sn = 1, а sk, 2 ≤ k ≤ n − 1, — неизвестны.

Отметим, что ситуация здесь похожа на ту, которая имеет место для интегралов Кристоффеля –

Шварца: при фиксации параметров −1 < s2 < s3 < . . . < sn−1 < 1 произвольным образом получается

решение задачи, но не для ломаной L1
z, а для некоторой другой ломаной L̃1

z, стороны которой парал-

лельны сторонам L1
z, а длины сторон, вообще говоря, другие. Назовем параметры sk, 2 ≤ k ≤ n − 1,

по аналогии с интегралами Кристоффеля – Шварца, акцессорными. Различные способы нахождения

акцессорных параметров для интегрального представления (2) были рассмотрены в работах [12, 17].

В этой статье мы предлагаем новый приближенный метод нахождения акцессорных параметров

в (2) — так называемый метод движущегося разреза. Для простоты считаем, что заданная ломаная

L1
z располагается в вертикальной полосе, ограниченной прямыми, проходящими через ее концы (это

условие не является очень ограничительным, результаты статьи могут быть легко распространены на

общий случай). Наш метод основан на рассмотрении однопараметрических семейств решений задачи

для ломаных, которые состоят из двух вертикальных лучей и удлинняющегося разреза, конец ко-

торого движется по заданной ломаной L1
z. Подобный метод ранее был предложен в работе [18] для

интегралов Кристоффеля – Шварца и идейно близок к методу П.П. Куфарева (см., напр., [19]) нахож-

дения акцессорных параметров в таких интегралах. Отметим, что в отличие от метода П.П.Куфарева,

в [18] используется аппарат краевых задач Гильберта с кусочно-постоянными коэффициентами и

вариации решений таких задач, эта же идея применяется и в настоящей статье.

1. ВЫВОД ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ АКЦЕССОРНЫХ ПАРАМЕТРОВ

Рассмотрим семейство решений смешанной обратной краевой задачи по параметру x в случае, ко-

гда известная часть границы состоит из двух лучей: L∗ = {x = x∗, y ≥ y∗}, L∗∗ = {x = x∗∗, y ≥ y∗∗}

и удлиняющегося разреза, конец которого пробегает ломаную L1
z от точки z1 до точки zn. В случае,

когда конец разреза располагается на (k − 1)-м звене, получаем разрез вдоль ломаной с вершинами в

точках z1 = x∗∗ + iy∗∗, z2 . . . , zk−1 и точке z̃k, которая является подвижным концом ломаной (рис. 3).

Обозначим через αjπ, 2 ≤ j ≤ k − 1, углы ломаной L1
z в точках zj ; пусть α1π — угол между звеном

z1z2 и лучом R∗∗.

Интегральное представление решения в этом случае имеет вид

z = z(ζ) =
1

πi

ζ∫

t1

Π(ξ,~t )Φ(ξ,~t )dξ, (3)

где

Φ(ξ,~t ) =

∫

|ω|≥1

h(ω)dω

Π(ω,~t )(ω − ξ)
,
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Π(ξ,~t ) = (ξ − t1)
α1−1(ξ − tk)(ξ − t2k−1)

−α1(ξ − t2k)−1
k−1∏

j=2

(
ξ − tj

ξ − t2k−j

)αj−1

,

−1 = t1 < t2 < . . . < t2k < t2k+1 = 1, вектор ~t = (t2, . . . , t2k). Точки tj , 2 ≤ j ≤ 2k, назовем

акцессорными параметрами. Отметим, что точка tk соответствует концу разреза, точкам tj и t2k−j

соответствуют простые концы области Dz с носителем в точке zj , 1 ≤ j ≤ k−1, а точке t2k — простой

конец с носителем в ∞.

Теорема. Акцессорные параметры удовлетворяют следующей системе обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений:

dtj
dτ

=
1 − t2j

(tj − tk)Φ(tj ,~t )
, 2 ≤ j ≤ 2k, j 6= k,

dtk
dτ

=
1 − t2k

Φ(tk,~t )





α1

tk + 1
−

α1

tk − t2k−1
+

1

tk − 1
+

k−1∑

j=2

(
αj − 1

tk − tj
−

αj − 1

tk − t2k−j

)

 .

(4)

При этом возрастание параметра τ соответствует увеличению длины разреза.

Доказательство. Рассмотрим вариацию δz функции z и ее производной в случае, когда варьиру-

ется длина звена zk−1z̃k (рис. 3).

z = z(ζ)
-

Рис. 3

-
t

q
−1

q
t2

q q
tk

q q
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q
1

@
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@
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¡
¡
¡

@
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@
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¡
¡¡

α1π

α2π
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αk−1π
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z̃k

L∗ L∗∗

z∗
z∗∗

В силу (3) имеем
dz(ζ)

dζ
=

1

πi
Π(ζ,~t )Φ(ζ,~t ).

Используя формулу логарифмического дифференцирования, получаем

δ
dz(ζ)

dζ
=

1

πi
Π(ζ,~t )

[
Φ(ζ,~t )δ ln Π(ζ,~t ) −

∫

|ω|≥1

h(ω)δ ln Π(ω,~t )dω

Π(ω,~t )(ω − ζ)

]
, (5)

где

δ ln Π(ζ,~t ) = −
δtk

ζ − tk
+

α1δt2k−1

ζ − t2k−1
+

δt2k

ζ − t2k

−
k−1∑

j=2

αj − 1

ζ − tj
δtj +

k−1∑

j=2

αj − 1

ζ − t2k−j

δt2k−j .

Исследуем поведение функции δz в окрестности точек tj (j = 1, 2, . . . , 2n). Используя равенство

δ(dz(ζ)/dζ) = d(δz(ζ))/dζ и известные свойства интеграла типа Коши со степенной особенностью

плотности на концах кривой, из (3) получаем, что

δz(ζ) = O(1), ζ → t1, δz(ζ) = O(1), ζ → tk,

δz(ζ) = O((ζ − t2k−1)
−α1), ζ → t2k−1, δz(ζ) = O((ζ − t2k)−1), ζ → t2k,

а при 2 ≤ j ≤ k − 1 —

δz(ζ) = O(1) при αj > 1, δz(ζ) = O((ξ − tj)
αj−1) при αj < 1, ζ → tj ,

δz(ζ) = O(1), при αj < 1, δz(ζ) = O((ξ − t2k−j)
1−αj ) при αj > 1, ζ → t2k−j .
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Пусть уравнение прямой, на которой лежит j-e звено ломаной, имеет вид ajx + bjy = cj . Тогда

функция z(ζ) удовлетворяет краевым условиям:

ajx(ξ) + bjy(ξ) = cj , ξ ∈ (tj , tj+1) ∪ (t2k−j−1, t2k−j),

x(ξ) = x∗∗, ξ ∈ (t2k−1, t2k),

x(ξ) = x∗, ξ ∈ (t2k, t2k+1),

x(ξ) = H(ξ), |ξ| > 1.

При варьировании длины разреза ломаная остается неизменной (за исключением величины послед-

него звена), поэтому δaj = δbj = δcj = 0 и вариация δz(ζ) удовлетворяет краевым условиям:

ajδx(ξ) + bjδy(ξ) = cj , ξ ∈ (tj , tj+1) ∪ (t2k−j−1, t2k−j),

δx(ξ) = 0, ξ ∈ (t2k−1, t2k) ∪ (t2k, t2k+1),

δx(ξ) = 0, |ξ| > 1.

Учитывая, что функция δz(ζ) ограничена на бесконечности и что δz(t2k+1) = 0, с учетом поведения

этой функции в точках tj , 1 ≤ j ≤ 2k, получаем

δz(ζ) = Ai

k−1∏

j=2

(
ζ − tj

ζ − t2k−j

)αj−1

(ζ + 1)α1(ζ − t2k−1)
−α1(ζ − t2k)−1(ζ − 1),

или

δz(ζ) = AiΠ(ζ,~t )(ζ2 − 1)(ζ − tk)−1,

где A — вещественное число, не зависящее от ζ.

Подсчитаем производную функции δz(ζ):

d(δz(ζ))

dζ
= Ai

Π(ζ,~t )(ζ2 − 1)

ζ − tk

[
d ln Π(ζ,~t )

dζ
+

1

ζ − 1
+

1

ζ + 1
−

1

ζ − tk

]
, (6)

где

d ln Π(ζ,~t )

dζ
=

α1 − 1

ζ + 1
−

α1

ζ − t2k−1
+

1

ζ − tk
−

1

ζ − t2k

+

k−1∑

j=2

αj − 1

ζ − tj
−

k−1∑

j=2

αj − 1

ζ − t2k−j

.

Приравнивая δ(dz(ζ)/dζ) и d(δz(ζ))/dζ, из (5) и (6) получаем

1

πi

[
Φ(ζ,~t )δ ln Π(ζ,~t ) −

∫

|ω|≥1

h(ω)δ ln Π(ω,~t )dω

Π(ω,~t )(ω − ζ)

]
= Ai

ζ2 − 1

ζ − tk

[
d ln Π(ζ,~t )

dζ
+

1

ζ − 1
+

1

ζ + 1
−

1

ζ − tk

]
.

Сравнивая вычеты функций, стоящих в обеих частях полученного соотношения, в точках tj ,

получаем

δtj =
Aπ(t2j − 1)

(tj − tk)Φ(tk,~t )
, 2 ≤ j ≤ 2k, j 6= k,

δtk =
Aπ(t2k − 1)

Φ(tk,~t )

{
α1

tk + 1
−

α1

tk − t2k−1
−

1

tk − t2k

+
1

tk − 1
+

k−1∑

j=2

αj − 1

tk − tj
−

k−1∑

j=2

αj − 1

tk − t2k−j

}
.

Введем обозначение: Aπ = −δτ . Окончательно будем иметь

δtj
δτ

=
1 − t2j

(tj − tk)Φ(tk,~t )
, 2 ≤ j ≤ 2k, j 6= k,
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δtk
δτ

=
1 − t2k

Φ(tk,~t )

{
α1

tk + 1
−

α1

tk − t2k−1
−

1

tk − t2k

+
1

tk − 1
+

k−1∑

j=2

αj − 1

tk − tj
−

k−1∑

j=2

αj − 1

tk − t2k−j

}
.

Считая τ вещественным параметром, от которого зависит решение, можем рассматривать полученную

систему как систему дифференциальных уравнений, которым удовлетворяют акцессорные параметры.

Выясним знак константы A. Докажем, что A < 0, когда длина разреза возрастает. Рассмотрим

для определенности случай αk−1 > 1 (случай αk−1 < 1 рассматривается аналогично). Поскольку

arg Π(ξ,~t) = βk является постоянной на интервале (tk−1, tk), длина k-й стороны ломаной, соответ-

ствующей отрезку [tk−1, tk], равна

lk =
1

π

∫ tk

tk−1

|Π(ξ,~t)|Φ(ξ,~t)dt =
e−iβ

π

∫ tk

tk−1

Π(ξ,~t)Φ(ξ,~t)dt.

Тогда с учетом того что подинтегральное выражение обращается в нуль в точках tk−1 и tk, получаем

δlk = ie−iβδ

(
1

πi

∫ tk

tk−1

Π(ξ,~t)Φ(ξ,~t)dt

)
= ie−iβ

∫ tk

tk−1

δ

(
1

πi
Π(ξ,~t)Φ(ξ,~t)dt

)
=

= ie−iβ

∫ tk

tk−1

δ

(
dz(ξ,~t)

dξ

)
dξ = ie−iβ

∫ tk

tk−1

(
d δz(ξ,~t)

dξ

)
dξ = ie−iβδz(tk,~t) =

= ie−iβAi lim
t→tk−

Π(t,~t)(t2 − 1)(t − tk)−1 = −A lim
t→tk−

|Π(t,~t)(t2 − 1)(t − tk)−1| > 0,

если A < 0. Таким образом, возрастание параметра τ соответствует увеличению длины разреза.

Тем самым теорема доказана. ¤

3. ОПИСАНИЕ ПРИБЛИЖЕННОГО МЕТОДА

Теперь опишем процедуру нахождения акцессорных параметров t2, . . . , tn−1 в интегральном пред-

ставлении (3). Она состоит из (n − 1) этапа. На первом этапе рассматривается однопараметрическое

семейство решений, соответствующих случаю, когда известная часть границы является объединени-

ем лучей L∗, L∗∗ и разреза вдоль отрезка z1z̃2, причем конец разреза z̃2 движется по стороне z1z2

ломаной L1
z. Для нахождения акцессорных параметров t

(1)
2 , t

(1)
3 , t

(1)
4 (индекс вверху означает номер

этапа) имеем систему (4) при k = 1. В качестве начального условия имеем t
(1)
2 (0) = t

(1)
3 (0) = −1,

t
(1)
4 = t40. Здесь t40 находится из условия: краевая задача Гильберта для функции z(ζ) в верхней

полуплоскости Dζ

Re z(ξ) = H(ξ), |ξ| > 1,

Re z(ξ) = x∗∗, −1 < ξ < t40,

Re z(ξ) = x∗, t40 < ξ < 1,

имеет решение в классе функций, непрерывных во всех точках вещественной оси, за исключением

точки t40, в которой имеется логарифмическая особенность, причем Im z(−1) = y∗∗, Im z(1) = y∗.

В результате решения системы (4) находим значения параметров t
(1)
2∗ , t

(1)
3∗ , t

(1)
4∗ , при которых длина

разреза равна длине первой стороны ломаной L1
z.

На втором этапе решаем систему (4) при k = 2, при этом в качестве начальных условий используем

значения параметров, полученных на первом этапе:

t
(2)
2 (0) = t

(2)
3 (0) = t

(2)
4 (0) = t

(1)
2∗ , t

(2)
5 (0) = t

(1)
3∗ , t

(2)
6 (0) = t

(1)
4∗ .

Как и на первом этапе, решаем систему (4) на таком отрезке, чтобы в конечный момент длина второй

стороны разреза была равна заданной длине второй стороны ломаной L1
z. Соответствующие значения

параметров обозначим через t
(2)
j∗ , 2 ≤ j ≤ 6. Эти значения используются в качестве начальных на

третьем этапе и т. д.
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Наконец, на (n− 1)-м этапе получим значения параметров t
(n−1)
j∗ , 2 ≤ j ≤ 2n, при этом t

(n−1)
j∗ = 1,

n ≤ j ≤ 2n, а значения параметров t
(n−1)
j∗ при 2 ≤ j ≤ n − 1 дают искомые значения параметров sj в

интегральном представлении (3) решения исходной задачи.

В качестве примера применения метода нами было получено приближенное решение задачи в

случае, когда известная часть границы области Dz — это заданная четырехзвенная ломаная с вер-

шинами в точках A(1; 0), B(1/2; 1/2), C(−1/2; 1/2), D(−1, 0), H(ξ) = Re z = −1/ξ, |ξ| ≥ 1. В резуль-

тате достаточно быстро и с хорошей точностью были получены значения акцессорных параметров

s2 = −0.5164 . . ., s3 = 0.5164 . . ..

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 09-01-97008-р_поволжье и 11-

01-00762).
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спектральным параметром для уравнений с разрывными опера-
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нелинейностью.

Ключевые слова: спектральный параметр, разрывный опера-
тор, оценки норм оператора.

Estimation of Operator Norms in Eigenvalue Problems
for Equations with Discontinuous Operators

D. K. Potapov

Saint-Petersburg State University,
Chair of Higher Mathematics
E-mail: potapov@apmath.spbu.ru

Existence of solutions of problems with a spectral parameter
for the equations with discontinuous operators is considered.
The estimations of the operator norms for these problems are
received. Dirichlet problem for the higher-order elliptic equation with
discontinuous nonlinearity is considered as an appendix.

Key words: spectral parameter, discontinuous operator, estimations
of operator norms.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОБЩИЙ РЕЗУЛЬТАТ

В вещественном рефлексивном банаховом пространстве E рассматривается вопрос существования

ненулевых решений уравнения

Au = λTu (1)

в зависимости от параметра λ. Здесь A – линейный самосопряженный оператор из E в E∗ (E∗ –

сопряженное с E пространство), T : E → E∗ – разрывное, компактное или антимонотонное отобра-

жение, ограниченное на E. Через (z, x) будем обозначать значение функционала z ∈ E∗ на элементе

x ∈ E.

Определение 1. Линейный оператор A : E → E∗ называется самосопряженным, если (Ax, h) =

= (Ah, x) для любых x, h ∈ E.

Определение 2. Отображение T : E → E∗ называется ограниченным на E, если существует

постоянная M > 0 такая, что ‖Tx‖ ≤ M для всех x ∈ E.

Определение 3. Отображение T : E → E∗ называется компактным на E, если ограниченные

множества из E переводит в предкомпактные в E∗, т. е. множество TG предкомпактное в E∗ для

любого ограниченного подмножества G множества E.

Определение 4. Отображение T : E → E∗ называется монотонным на E, если (Tx−Ty, x−y) ≥ 0

для всех x, y ∈ E. Отображение T : E → E∗ называют антимонотонным, если отображение −T

монотонно.

Как и ранее [1–3], уравнение (1) изучается вариационным методом. Для реализации вариационного

подхода к исследованию уравнения (1) дополнительно потребуем квазипотенциальность оператора T .

Определение 5. Отображение T : E → E∗ называется квазипотенциальным, если существует

функционал f : E → R, для которого верно равенство

f(x + h) − f(x) =

1
∫

0

(T (x + th), h) dt, ∀ x, h ∈ E

(интеграл понимается в смысле Лебега). При этом f называют квазипотенциалом оператора T .

Так как в уравнении (1) оператор A линейный и самосопряженный, то он потенциален, и его

потенциал φ(u) = 1
2 (Au, u) [4]. Свяжем с уравнением (1) функционал fλ(u) = φ(u) − λf(u), где f —

квазипотенциал оператора T . Не теряя общности, будем считать, что f(0) = 0.

Основным результатом работы является теорема 1, в которой используются следующие понятия.
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Определение 6. Элемент x ∈ E называется точкой разрыва оператора T : E → E∗, если найдется

h ∈ E, для которого либо lim
t→0

(T (x + th), h) не существует, либо lim
t→0

(T (x + th), h) 6= (Tx, h).

Определение 7. Элемент x ∈ E называется регулярной точкой для оператора T : E → E∗, если

для некоторого h ∈ E lim
t→+0

(T (x + th), h) < 0.

Определение 8. Отображение T : E → E∗ называется радиально непрерывным в точке x ∈ E,

если для любого h ∈ E lim
t→0

(T (x + th), h) = (Tx, h).

Теорема 1. Предположим, что

1) A — линейный самосопряженный оператор, действующий из вещественного рефлексивного

банахова пространства E в сопряженное пространство E∗. Пространство E представляется

в виде прямой суммы замкнутых подпространств E1 и E2, E1 = ker A, причем существует

постоянная α > 0 такая, что (Au, u) ≥ α‖u‖2 для любого u ∈ E2;

2) отображение T компактное или антимонотонное, квазипотенциальное (с квазипотенци-

алом f) и ограниченное на E (с константой M), f(0) = 0 и для некоторого u0 ∈ E значение

f(u0) > 0; если E1 6= {0}, то дополнительно предполагается, что lim
u∈E1,‖u‖→+∞

f(u) = −∞;

3) если отображение T компактное, то дополнительно предполагается, что lim
t→+0

(T (u + th)−

− Tu, h) ≥ 0 для всех u, h ∈ E;

4) если отображение T антимонотонное, то дополнительно предполагается, что любая точ-

ка разрыва оператора T при λ > λ0 > 0 регулярная для Fλu = Au − λTu (λ0 – величина, начиная

с которой задача на собственные значения разрешима).

Тогда для ненулевого решения u уравнения (1) справедливы следующие оценки норм операто-

ра A:

0 ≤
1
2 (Au0, u0)

1
∫

0

(T (tu0), u0)dt

||Tu|| < ||Au|| ≤ C,

где C — некоторая положительная константа.

Доказательство. В работах [1, 2] доказано, что при сделанных предположениях найдется λ0 > 0

такое, что для любого λ > λ0 существует u ∈ E, u 6= 0, для которого fλ(u) = inf
v∈E

fλ(v), и любое

такое u является решением уравнения (1) и точкой радиальной непрерывности оператора T . Отсюда

следует, что fλ(u) < 0. Имеем λf(u) > 1
2 (Au, u). В силу условия 2) данной теоремы для некоторого

u0 ∈ E значение f(u0) > 0. Получаем, что

λ >
1
2 (Au0, u0)

f(u0)
.

Положим U = {u0 ∈ E : f(u0) > 0} (в силу условия 2) данной теоремы множество U непусто). Тогда

для величины λ0 справедлива следующая оценка сверху:

λ0 ≤ inf
u0∈U

1
2 (Au0, u0)

f(u0)
.

Из определения квазипотенциальности имеем:

f(u0) =

1
∫

0

(T (tu0), u0) dt.

Таким образом, справедлива следующая оценка сверху для величины λ0 в спектральных задачах для

уравнений с разрывными операторами:

λ0 ≤ inf
u0∈U

1
2 (Au0, u0)

1
∫

0

(T (tu0), u0) dt

,

где U = {u0 ∈ E :
1
∫

0

(T (tu0), u0)dt > 0}.
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Итак, уравнение (1) разрешимо при λ > λ0 > 0 (λ0 ≤ inf
u0∈U

1
2 (Au0, u0)

1
∫

0

(T (tu0), u0)dt

). Зафиксируем λ

больше этого λ0, λ – достаточно большое положительное число. Тогда из уравнения (1) и в силу

ограниченности отображения T (условие 2) теоремы 1) имеем

‖Au‖ = λ||Tu|| ≤ λM.

Положив C = λM > 0, получим правую часть искомого неравенства, что подтверждает ограничен-

ность оператора A. Выше было получено неравенство λ >
1
2 (Au0, u0)

f(u0)
. Поэтому имеем

||Au|| = λ||Tu|| >
1
2 (Au0, u0)

f(u0)
||Tu|| ≥ 0,

что дает левую часть искомого неравенства, поскольку f(u0) =
1
∫

0

(T (tu0), u0)dt.

Таким образом, получены оценки норм оператора в задачах на собственные значения для уравне-

ний с разрывными операторами. Теорема доказана. ¤

2. ПРИЛОЖЕНИЕ

В качестве приложения рассмотрим задачу Дирихле для уравнения эллиптического типа высокого

порядка с разрывной нелинейностью. А именно в ограниченной области Ω ⊂ R
n с достаточно гладкой

границей Γ рассмотрим проблему существования ненулевых решений задачи:

τu(x) = λg(x, u(x)), x ∈ Ω, (2)

∂r
ν(Γ)u(x) = 0, x ∈ Γ, 0 ≤ r ≤ p − 1, (3)

в зависимости от параметра λ. Здесь τ =
∑

1≤|α|=|β|≤p

(−1)|β|Dβaαβ(x)Dα — формальный дифференци-

альный оператор четного порядка 2p в дивергентной форме, удовлетворяющий неравенству

∑

|α|=|β|=p

aαβξα+β ≥ χ|ξ|2p, ∀ x ∈ Ω, ∀ ξ ∈ R
n,

в котором постоянная χ положительна и не зависит от x и ξ, функции aαβ вещественнозначны и

имеют непрерывные в Ω частные производные до порядка |β| включительно, причем, aαβ(x) = aβα(x)

в Ω, 1 ≤ |α| = |β| ≤ p; функция g : Ω × R → R суперпозиционно измерима [5], т. е. для любой

измеримой по Лебегу функции u(x) на Ω функция g(x, u(x)) измерима по Лебегу на Ω и для почти

всех x ∈ Ω сечение g(x, ·) имеет на R разрывы только первого рода, g(x, u) ∈ [g−(x, u), g+(x, u)] для

любой u ∈ R, g−(x, u) = lim
η→u

g(x, η), g+(x, u) = lim
η→u

g(x, η) и |g(x, u)| ≤ a(x) для любой u ∈ R, где

a ∈ Lq(Ω), q ≥ max

{

2n

n + 2p
,

n

2p

}

, фиксирована; ∂r
ν(Γ) — производные в направлении внутренней

нормали ν к границе Γ порядка r.

Задаче (2)–(3) сопоставим функционал Jλ(u), заданный на пространстве H
p
◦(Ω), следующим об-

разом:

Jλ(u) = J1(u) − λJ2(u),

где

J1(u) =
1

2

∑

1≤|α|=|β|≤p

∫

Ω

aαβ(x)Dαu(x)Dβu(x)dx, J2(u) =

∫

Ω

dx

u(x)
∫

0

g(x, s) ds.

Положим U = {u0 ∈ H
p
◦(Ω) : J2(u0) > 0}.
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Определение 9. Прыгающим разрывом функции f : R → R называется такое u ∈ R, что

f(u−) < f(u+), где f(u±) = lim
s→u±

f(s).

Имеют место следующие теоремы.

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:

1) J1(u) ≥ 0 для любого u ∈ H
p
◦(Ω);

2) для почти всех x ∈ Ω функция g(x, ·) имеет только прыгающие разрывы, g(x, 0) = 0 и

|g(x, u)| ≤ a(x) для любой u ∈ R, где a ∈ Lq(Ω), q > max

{

2n

n + 2p
,

n

2p

}

, фиксирована;

3) найдется u0 ∈ H
p
◦(Ω), для которого J2(u0) > 0;

4) если пространство N(τ) решений задачи

{

τu = 0,

∂r
ν(Γ)u(x) = 0

ненулевое (резонансный случай),

то дополнительно предполагается, что

lim
u∈N(τ), ‖u‖→+∞

J2(u) = −∞.

Тогда для почти всех x ∈ Ω имеют место следующие оценки дифференциального оператора τ :

0 ≤
J1(u0)

J2(u0)
|g(x, u(x))| < |τu(x)| ≤ b(x),

где b(x) — некоторая функция из Lq(Ω), q > max

{

2n

n + 2p
,

n

2p

}

.

Теорема 3. Предположим, что выполнены условия 1), 3), 4) теоремы 2 и дополнительно усло-

вия

1′) для почти всех x ∈ Ω функция g(x, ·) невозрастающая на R и для некоторой a ∈ Lq(Ω),

q = max

{

2n

n + 2p
,

n

2p

}

справедливо неравенство |g(x, u)| ≤ a(x) для любой u ∈ R;

2′) для почти всех x ∈ Ω точки разрыва функции g(x, ·) лежат на плоскостях u = ui, i ∈ I

(I — не более чем счетно), и если g(x, ui−) > g(x, ui+), то g(x, ui−)g(x, ui+) > 0 для любого i ∈ I.

Тогда утверждение теоремы 2 остается верным с q = max

{

2n

n + 2p
,

n

2p

}

.

Доказательство теорем 2, 3. Согласно теоремам 1, 2 из работы [6] задача (2)–(3) разрешима при

λ > λ0 > 0 (λ0 ≤ inf
u0∈U

J1(u0)/J2(u0)). Зафиксируем λ больше этого λ0. Тогда из уравнения (2) и в

силу условия 2) теоремы 2, условия 1′) теоремы 3 соответственно имеем:

|τu(x)| = |λ| · |g(x, u(x))| ≤ λa(x)

для почти всех x ∈ Ω. Положив b(x) = λa(x), получим правую часть искомого неравенства. При

сделанных предположениях из работы [6] следует неравенство λ > J1(u0)/J2(u0). Поэтому имеем:

|τu(x)| = λ|g(x, u(x))| >
J1(u0)

J2(u0)
|g(x, u(x))| ≥ 0,

так как в силу условий 1) и 3) теоремы 2 J1(u0) ≥ 0 и J2(u0) > 0, что дает левую часть искомого

неравенства. Таким образом, получены оценки дифференциального оператора в задачах на собствен-

ные значения для уравнений эллиптического типа высокого порядка с разрывными нелинейностями.

Теоремы 2, 3 доказаны. ¤

Замечание 1. Условия теоремы 1 данной работы для задачи (2)–(3) проверяются аналогично

тому, как это сделано в работах [1–3] к исследованию основных краевых задач для полулинейных

уравнений эллиптического типа со спектральным параметром и разрывной по фазовой переменной

нелинейностью. Поэтому теоремы 2, 3 можно рассматривать и как приложение теоремы 1, сведя их

доказательство к проверке выполнения условий теоремы 1 данной работы.

Замечание 2. В работе [7] получены аналогичные оценки дифференциального оператора основных

краевых задач для уравнений эллиптического типа второго порядка со спектральным параметром и

разрывной нелинейностью.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В пространстве L2[0, 1] рассмотрим пучок обыкновенных дифференциальных операторов L(λ),

порожденный на конечном отрезке [0, 1] дифференциальным выражением (д. в.):

ℓ(y, λ) := p0(x, λ)y(n) + p1(x, λ)y(n−1) + · · · + pn(x, λ)y (1)

и линейно независимыми краевыми условиями:

Uj(y, λ) :=
n−1
∑

k=0

ajk(λ)y(k)(0) + bjk(λ)y(k)(1) = 0, j = 1, n, (2)

где λ ∈ C — спектральный параметр, pn−k(x, λ) =
n−k
∑

s=0
psk(x)λν , psk(x) ∈ L1[0, 1], а ajk(λ), bjk(λ) —

произвольные полиномы по λ.
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Наряду с краевыми условиями (2) будут рассматриваться краевые условия

n−1∑

k=0

ajky(k)(0) + bjky(k)(1) = 0, j = 1, n, (3)

не содержащие параметра λ.

Далее будем использовать, не повторяя их в данной статье, известные определения собственных

значений (с. з.), корневых (собственных и присоединенных) функций, производных (по Келдышу)

цепочек из [1–2]. Пусть Λ := {λk} есть множество всех с. з. пучка L(λ). Предполагаем, что множество

Λ счетно. Пусть Y := {yk} есть множество всех корневых функций пучка L(λ), соответствующих

множеству Λ.

Определение 1. Система Y корневых функций пучка L(λ) называется m-кратно полной в про-

странстве L2[0, 1] (0 < m ≤ n), если из условия ортогональности вектор-функции h ∈ Lm
2 [0, 1] :=

= L2[0, 1] ⊕ · · · ⊕ L2[0, 1]
︸ ︷︷ ︸

m раз

всем производным m-цепочкам, соответствующим системе Y, следует равен-

ство h = 0. ¤

При изучении спектральных свойств несамосопряженного пучка L(λ) одной из основных является

задача исследования свойств его корневых функций. Весьма важными являются вопросы о разложе-

ниях функций в биортогональные ряды Фурье по корневым функциям, в частности, вопросы полноты

корневых функций в L2[0, 1].

В данной статье решается задача нахождения условий на коэффициенты пучка L(λ), при которых

имеет место или отсутствует n-кратная полнота. В последнем случае возникает вопрос об m-кратной

полноте при 1 ≤ m ≤ n − 1.

Основополагающей по этой задаче является работа [1] (см. также [3, 4]), в которой была сформу-

лирована теорема об n-кратной полноте корневых функций пучка L(λ), порожденного дифференци-

альным выражением с переменными коэффициентами со специальной главной частью

l(y, λ) := y(n) + λny + {возмущение}

и распадающимися краевыми условиями вида (3) (когда часть краевых условий берется только в

конце 0 отрезка [0,1], а остальные в 1). Эта теорема была доказана в [5] в случае аналитических и

в [6, 7] в случае суммируемых коэффициентов.

Но для некоторых классов пучков L(λ), даже с постоянными коэффициентами, вопрос о кратной

полноте корневых функций еще не исследовался. Рассмотрим в пространстве L2[0, 1] пучок обыкно-

венных дифференциальных операторов, порожденный однородным д. в. n-го порядка с постоянными

коэффициентами:

ℓ0(y, λ) :=
∑

s+k=n

pskλsy(k), psk ∈ C, p0n 6= 0 (4)

и линейно независимыми нормированными краевыми условиями специального вида:

U0
i (y, λ) :=

∑

s+k=κi0

λsαisky(k)(0) = 0, i = 1, l,

U0
i (y, λ) :=

∑

s+k≤κi0

λsαisky(k)(0) +
∑

s+k≤κi1

λsβisky(k)(1) = 0, i = l + 1, n, (5)

где λ, αisk, βisk ∈ C, κi0, κi1 ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, 1 ≤ l ≤ n − 1. Не нарушая общности можно считать

(иначе перенумеруем краевые условия), что

κn1 − κn0 = max
l+1≤i≤n

{κi1 − κi0}. (6)

Пусть всюду далее выполняется основное предположение относительно дифференциального вы-

ражения ℓ0(y, λ), а именно, что корни ωj , j = 1, n, характеристического уравнения
∑

s+k=n

pskωk = 0

различны, отличны от нуля и лежат на одной прямой, проходящей через начало координат, причем так,
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что один корень ωn лежит по одну сторону от начала координат, а остальные корни ω1, ω2, . . . , ωn−1

— по другую сторону. Не нарушая общности, можно считать, что

ωn < 0 < ω1 < ω2 < · · · < ωn−1. (7)

Пучок вида (4)–(5) в случае, когда краевые условия не зависят от λ и a) 2l > n, т. е. краевые

условия полураспадающиеся; b) существует прямая d, проходящая через начало координат и делящая

комплексную плоскость на две полуплоскости, внутри каждой их которых число этих корней не

меньше, чем n − l, детально рассмотрен в [8, 9]. В этих работах получены условия n-кратной и

m-кратной полноты при 1 ≤ m ≤ n − 1 в пространстве L2[0, 1] и показана точность этого результата.

Некоторые другие классы пучков вида (4)–(5) в случае 1 ≤ l ≤ n−1 подробно исследованы в [10–12].

Для рассматриваемого пучка (4)–(5) не выполняется предположение a), а при условиях (7) и

1 ≤ l ≤ n − 2 не выполняется и предположение b). При этом, в отличие от [8–9], рассматриваемые

краевые условия (5) могут зависеть от λ.

Однократная полнота корневых функций для частного случая пучка (4)–(5) при n = 2 в предпо-

ложении (7) исследована в [13]. Полнота для случая l = n − 1, когда краевые условия (5) не зависят

от λ и выполняются условия (7), установлена в [8–9].

Для формулировки основного результата введем обозначения

aij =
∑

s+k=κi0

αiskωk
j (i, j = 1, n); bij =

∑

s+k=κi1

βiskωk
j (i = l + 1, n; j = 1, n);

κi = min
{
κi0 + κn1 − κn0 − max{0, κn1 − κn0}, κi1

}
(i = l + 1, n); [n]+ =

{

n, если n ≥ 0,

0, если n < 0.

Теорема 1. Если справедливы неравенства (7), выполняются условия (6) и

det(aij)
j∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} 6= 0, det(bij)

j∈{l,...,n−1}
i∈{l+1,...,n} 6= 0, bnn 6= 0, det(aij)

j∈{1,...,n−1}
i∈{1,...,n−1} 6= 0,

то при m ≤ n − l + 1 система корневых функций пучка (4)–(5) m-кратно полна в L2[0, 1] с

возможным конечным дефектом, не превышающим числа
n∑

i=l+1

[m − 1 − κi]+.

Теорема точна в следующем смысле. При l = n − 1 и m = n − l + 2(= 3) в [14] получены

достаточные условия на корни ωj , при которых система корневых функций пучков вида (4)–(5)

m-кратно не полна в L2[0, 1] и имеет бесконечный дефект. В [8, с. 72–77] (см. также [9, с. 58–62])

сформулирована теорема об (n − l + 2)-кратной неполноте частного случая пучка (4)–(5), краевые

условия которого являются полураспадающимися и не зависят от параметра λ. Но доказательство

этого факта проведено очень схематично и конец доказательства ошибочен.

Далее докажем теорему 1. Схема доказательства соответствует схеме доказательства теорем 2.1–

2.3 из [8–9], а изложение следует тексту статьи [12]. Центральную роль в доказательстве играет

лемма 1, которая приводится в следующем параграфе.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ И ОСНОВНАЯ ЛЕММА

Функции yj(x, λ) = exp(λωjx), j = 1, n, образуют фундаментальную систему решений уравнения

ℓ0(y, λ) = 0 при λ 6= 0.

Ненулевые собственные значения λk, k = 1, 2, . . . , пучка (4)–(5) являются нулями целой функции

∆(λ) := det(U0
i (yj(x, λ), λ))n

i,j=1. Несмотря на то что ∆(0) = 0, число λ0 = 0 может быть с. з., а может

и не быть.

Обозначим через Φi(x, λ) функцию, полученную из ∆(λ) заменой i-й строки в случае l+1 ≤ i ≤ n

строкой y1(x, λ), . . . , yn(x, λ). Непосредственно можно убедиться в том, что столбцы

(
∂kΦi(x, λ)

∂λk
, . . . ,

∂k(λm−1Φi(x, λ))

∂λk

)T
∣
∣
∣
∣
∣
λ=λν

,
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где i = l + 1, n, k = 0, s, m ∈ {1, . . . , n}, являются производными по Келдышу m-цепочками для

корневых функций, соответствующих с. з. λν , которое является нулем ∆(λ) кратности s + 1. Введем

в рассмотрение функции

Θi(λ) =

1∫

0

m∑

j=1

λj−1Φi(x, λ)

∆(λ)
hj(x) dx, i = l + 1, n, (8)

где h(x) =
(
(h1(x), . . . , hm(x)

)T
∈ Lm

2 [0, 1].

Перепишем (8) в виде

Θi(λ) = ∆i(λ)/∆(λ), i = l + 1, n, (9)

где определитель ∆i(λ) получается из ∆(λ) заменой i-й строки строкой un+1,1(λ), un+1,2(λ), . . . ,

un+1,n(λ), где un+1,k(λ) =
1∫

0

m∑

j=1

hj(x)λj−1yk(x, λ) dx.

Следующие утверждения потребуются нам в дальнейшем. Их доказательство можно найти, на-

пример, в [9, c. 48–49].

Утверждение 1. Функции Φl+1(x, λ), . . . ,Φn(x, λ) являются линейно независимыми решениями

уравнения ℓ0(y, λ) = 0, удовлетворяющими первым l условиям (5) в точке 0.

Утверждение 2. Функции Θi(λ) не зависят от выбора фундаментальной системы решений

уравнения ℓ0(y, λ) = 0.

Введем в рассмотрение следующие множества:

Π+
ε =

{

λ ∈ C| arg λ∈
[

0,
π

2
− ε

]

∪

[
3π

2
+ ε, 2π

)}

, Π−
ε =

{

λ ∈ C| arg λ∈

[
π

2
+ ε,

3π

2
− ε

]}

,

где ε > 0 и достаточно мало.

Лемма 1. Если выполняются условия (6)–(7) и

det(aij)
j∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} 6= 0, det(bij)

j∈{l,...,n−1}
i∈{l+1,...,n} 6= 0, (10)

то при λ ∈ Π+
ε и |λ| ≫ 1 справедливы оценки

|Θi(λ)| ≤ C|λ|m− 3
2
−κi1 , i = l + 1, n,

а если

det(aij)
j∈{1,...,n−1}
i∈{1,...,n−1} 6= 0, bnn 6= 0, (11)

то при λ ∈ Π−
ε и |λ| ≫ 1 справедливы оценки

| Θi(λ) |≤ C | λ |m− 3
2
−κi0−κn1+κn0+max{0,κn1−κn0}, i = l + 1, n.

Доказательство. Пусть λ ∈ Π+
ε . Исходя из вида функций yj(x, λ), j = 1, n, в этом случае будем

иметь:

Ui(yj , λ) =
∑

s+k=κi0

αiskωk
j λs+k = λκi0

∑

s+k=κi0

αiskωk
j = λκi0aij , i = 1, l, j = 1, n;

Ui(yj , λ) =
∑

s+k≤κi0

αiskωk
j λs+k +

∑

s+k≤κi1

βiskωk
j λs+keλωj =

= λκi1eλωj

(
∑

s+k=κi1

βiskωk
j + O

(
1

λ

)

+ O(λκi0−κi1e−λωj )

)

=

= λκi1eλωj [bij ], i = l + 1, n, j = 1, n − 1,

Ui(yn, λ) =
∑

s+k≤κi0

αiskωk
nλs+k +

∑

s+k≤κi1

βiskωk
nλs+keλωn =
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= λκi0

∑

s+k=κi0

αiskωk
n + O(λκi0−1) = λκi0

(

ain + O

(
1

λ

))

= λκi0 [ain], i = l + 1, n,

где использовано обозначение [c] = c + O( 1
λ
) при λ → ∞. Подставим эти выражения в определитель

∆(λ) и разложим его по теореме Лапласа. Раскладываем по минорам первых l строк, располагаем

слагаемые по убыванию вещественных частей показателей экспонент и записываем только главные

члены. Получим с учетом (10)

∆(λ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκ10a11 . . . λκ10a1l . . . λκ10a1n−1 λκ10a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκl0al1 . . . λκl0all . . . λκl0aln−1 λκl0aln

λκl+11eλω1 [bl+11] . . . λκl+11eλωl [bl+1l] . . . λκl+11eλωn−1 [bl+1n−1] λκl+10 [al+1n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωl [bnl] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1] λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= λ

l∑

i=1

κi0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l . . . a1n−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all . . . aln−1 aln

λκl+11eλω1 [bl+11] . . . λκl+11eλωl [bl+1l] . . . λκl+11eλωn−1 [bl+1n−1] λκl+10 [al+1n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωl [bnl] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1] λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= ±λ

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+1

κi1

{

e
λ

n−1∑

k=l

ωk

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all−1 aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

[bl+1l] . . . [bl+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[bnl] . . . [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ . . .

}

=

= ±λ

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+1

κi1

e
λ

n−1∑

k=l

ωk

{
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all−1 aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

[bl+1l] . . . [bl+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[bnl] . . . [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ O

(
1

λ

)}

=

= ±λ

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+1

κi1

e
λ

n−1∑

k=l

ωk

det(aik)
k∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l,...,n−1}
i∈{l+1,...,n} [1]. (12)

Дальнейшие рассуждения проведем только для случая 1 < l ≤ n − 2, чтобы не слишком увеличи-

вать объем статьи. Рассуждения в случае l = n − 1 являются более простыми, и мы их опускаем.

При всех ненулевых λ ∈ C справедливы соотношения:

un+1,j(λ) =

1∫

0

m∑

k=1

hk(ξ)λk−1yj(ξ, λ)dξ =

= λm−1

1∫

0

m∑

k=1

λk−mhk(ξ)eλωjξdξ = λm−1

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωjξdξ, j = 1, n, (13)

где hm(ξ, λ) :=
m∑

k=1

λk−mhk(ξ).

Используя эти соотношения, найдем

∆l+1(λ) = λm−1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκ10a11 . . . λκ10a1n−1 λκ10a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκl0al1 . . . λκl0aln−1 λκl0aln

1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωnξdξ

λκl+21eλω1 [bl+21] . . . λκl+21eλωn−1 [bl+2n−1] λκl+20 [al+2n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1] λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
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= λ
m−1+

l∑

i=1

κi0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1 aln

1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωnξdξ

λκl+21eλω1 [bl+21] . . . λκl+21eλωn−1 [bl+2n−1] λκl+20 [al+2n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1] λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= λ
m−1+

l∑

i=1

κi0
n∑

j=1

(−1)l+j+1∆l+1,j(λ)

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωjξdξ, (14)

разложив определитель по элементам (l + 1)-й строки, где ∆l+1,j(λ) есть минор элемента (l + 1, j),

т. е.

∆l+1,j(λ)=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alj−1 alj+1 . . . aln

λκl+21eλω1 [bl+21] . . . λκl+21eλωj−1 [bl+2j−1] λκl+21eλωj+1 [bl+2j+1] . . . λκl+20 [al+2n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλω1 [bn1] . . . λκn1eλωj−1 [bnj−1] λκn1eλωj+1 [bnj+1] . . . λκn0 [ann]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Раскладываем этот определитель по минорам первых l строк и располагаем слагаемые по убыва-

нию вещественных частей показателей экспонент. Получим при j = 1, l, выписывая только главные

члены,

∆l+1,j(λ) = ±







∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1l a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alj−1 alj+1 . . . all aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκl+21eλωl+1 [bl+2l+1] . . . λκl+21eλωn−1 [bl+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλωl+1 [bnl+1] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ . . .






=

= ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

n−1∑

k=l+1

ωk







∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1j−1 a1j+1 . . . a1l a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . alj−1 alj+1 . . . all aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

[bl+2l+1] . . . [bl+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[bnl+1] . . . [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+O

(

1

λ

)





=

= ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

n−1∑

k=l+1

ωk
[

det(aik)
k∈{1,...,j−1,j+1,...,l,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

]

. (15)

Аналогично можно получить

∆l+1,n = ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

n−1∑

k=l+1

ωk
[

det(aik)
k∈{1,l}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

]

. (16)

При j = l + 1, n − 1 будем иметь

∆l+1,j(λ) = ±







∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all−1 aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

×

×

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκl+21eλωl [bl+2l] . . . λκl+21eλωj−1 [bl+2j−1] λκl+21eλωj+1 [bl+2j+1] . . . λκl+21eλωn−1 [bl+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn1eλωl [bnl] . . . λκn1eλωj−1 [bnj−1] λκn1eλωj+1 [bnj+1] . . . λκn1eλωn−1 [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ . . .







=

= ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

(
n−1∑

k=l

ωk−ωj

)
{

∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1l−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . all−1 aln

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
∣
∣

[bl+2l] . . . [bl+2j−1] [bl+2j+1] . . . [bl+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[bnl] . . . [bnj−1] [bnj+1] . . . [bnn−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

+
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+ . . .

}

= ±λ

n∑

i=l+2

κi1

e
λ

(
n−1∑

k=l

ωk−ωj

)

[

det(aik)
k∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l,...,j−1,j+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

]

. (17)

Таким образом, из (14)–(17) получим

∆l+1(λ) = λ
m−1+

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+2

κi1

e
λ

n−1∑

k=l

ωk

×

×

(
l∑

j=1

[

±det(aik)
k∈{1,...,j−1,j+1,...,l,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

] 1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωjξ−ωl)dξ+

+
n−1∑

j=l+1

[

±det(aik)
k∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l,...,j−1,j+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

] 1∫

0

hm(ξ, λ)eλωj(ξ−1)dξ+

+

[

±det(aik)
k∈{1,...,l}
i∈{1,...,l} det(bik)

k∈{l+1,...,n−1}
i∈{l+2,...,n}

] 1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωnξ−ωl)dξ

)

. (18)

Положим λ = reiϕ и рассмотрим для определенности ϕ ∈ [0, π
2 − ε]. В случае ϕ ∈ [ 3π

2 + ε, 2π]

проводим аналогичные рассуждения. Используя неравенство Коши – Буняковского, получим при

j = 1, n − 1

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωj(ξ−1)dξ

∣
∣
∣
∣
≤

1∫

0

|hm(ξ, λ)|er 2
π

εω1(ξ−1)dξ ≤

( 1∫

0

|hm(ξ, λ)|2dξ

) 1
2

×

×

( 1∫

0

e2r 2
π

εω1(ξ−1)dξ

) 1
2

=
m∑

k=1

1

|λ|m−k
‖hk‖L2[0,1]

1
√

2r 2
π
ω1

(

1 − e−2r 2
π

εω1

) 1
2

≤
C

√

|λ|
. (19)

Следовательно, при j = 1, l справедливы оценки

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωjξ−ωl)dξ

∣
∣
∣
∣
= |eλ(ωj−ωl)|

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωj(ξ−1)dξ

∣
∣
∣
∣
≤

C
√

|λ|
. (20)

Аналогично (19) можно получить и оценку

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωnξ−ωl)dξ

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣e−λωl

∣
∣

∣
∣
∣
∣

1∫

0

hm(ξ, λ)eλωnξdξ

∣
∣
∣
∣
≤

C
√

|λ|
. (21)

Из (18)–(21) окончательно найдем

|∆l+1(λ)| ≤ C|λ|
m− 3

2
+

l∑

i=1

κi0+
n∑

i=l+1

κi1−κl+11

∣
∣
∣
∣
e
λ

n−1∑

k=l

ωk

∣
∣
∣
∣
.

Рассуждая аналогично (14)–(18), получим при i = l + 2, n

|∆i(λ)| ≤ C|λ|
m− 3

2
+

l∑

k=1

κk0+
n∑

k=l+1

κk1−κi1

∣
∣
∣
∣
e
λ

n−1∑

k=l

ωk

∣
∣
∣
∣
.

На основании этих оценок, формул (9), (12) и предположений (10) в случае λ ∈ Π+
ε будем иметь

|Θi(λ)| =

∣
∣
∣
∣
∆i(λ)/∆(λ)

∣
∣
∣
∣
≤ C|λ|m− 3

2
−κi1 , i = l + 1, n,

т. е. утверждение леммы в этом случае доказано.
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Пусть теперь λ ∈ Π−
ε . В этом случае будем иметь:

Ui(yj , λ) =
∑

s+k=κi0

αiskωk
j λs+k = λκi0

∑

s+k=κi0

αiskωk
j = λκi0aij , i = 1, l, j = 1, n; (22)

Ui(yj , λ) =
∑

s+k≤κi0

αiskωk
j λs+k +

∑

s+k≤κi1

βiskωk
j λs+keλωj = λκi0

∑

s+k=κi0

αiskωk
j + O(λκi0−1)+

+eλωj

∑

s+k≤κi1

βiskωk
j λs+k = λκi0

(
∑

s+k=κi0

αiskωk
j + O

(
1

λ

))

= λκi0 [aij ],

i = l + 1, n, j = 1, n − 1; (23)

Ui(yn, λ) =
∑

s+k≤κi0

αiskωk
nλs+k +

∑

s+k≤κi1

βiskωk
nλs+keλωn =

∑

s+k≤κi0

αiskωk
nλs+k+

+λκi1eλωn

∑

s+k=κi1

βiskωk
n + O

(
λκi1−1eλωn

)
= λκi1eλωn

(
∑

s+k=κi1

βiskωk
n + O

(
1

λ

))

=

= λκi1eλωn [bin], i = l + 1, n. (24)

Подставим эти асимптотические формулы в ∆(λ) и воспользуемся предположением (6). Получим

∆(λ) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

λκ10a11 . . . λκ10a1n−1 λκ10a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκl0al1 . . . λκl0aln−1 λκl0aln

λκl+10 [al+11] . . . λκl+10 [al+1n−1] λκl+11eλωn [bl+1n]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

λκn0 [an1] . . . λκn0 [ann−1] λκn1eλωn [bnn]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= λ

n∑

k=1

κk0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1 a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1 aln

[al+11] . . . [al+1n−1] [bl+1n]eλωnλκl+11−κl+10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1] [bnn]eλωnλκn1−κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= λ

n∑

k=1

κk0+κn1−κn0

eλωn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1
a1n

λκn1−κn0
e−λωn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1
aln

λκn1−κn0
e−λωn

[al+11] . . . [al+1n−1] [bl+1n]λκl+11−κl+10−κn1+κn0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1] [bnn]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Разложим этот определитель по последнему столбцу и воспользуемся предположением (11). По-

лучим

∆(λ) = ±λ

n∑

k=1

κk0+κn1−κn0

eλωn







a1n

λκn1−κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a21 . . . a2n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

e−λωn + · · · +
aln

λκn1−κn0
×
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×

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al−11 . . . al−1n−1

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

e−λωn + [bl+1n]λκl+11−κl+10−κn1+κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

. . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+

+[bnn]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an−11] . . . [an−1n−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣







= ±λ

n∑

k=1

κk0+κn1−κn0

eλωn

{

[bnn] det(aij)
j∈{1,...,n−1}
i∈{1,...,n−1}+

+O

(
1

λ

)}

= ±λ

n∑

k=1

κk0+κn1−κn0

eλωnbnn det(aij)
j∈{1,...,n−1}
i∈{1,...,n−1} [1]. (25)

Далее, подставляя (13), (22)–(24) в ∆i(λ) при i = l + 1, n, вынося из каждой строки λ в соответ-

ствующей степени и экспоненту из последнего столбца, а затем раскладывая полученный определи-

тель по последнему столбцу и применяя оценки, аналогичные (19)–(21), получим

∆i(λ) = λ

n∑

k=1

κk0−κi0+m−1
eλωn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1 a1ne−λωn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1 alne−λωn

[al+11] . . . [al+1n−1] [bl+1n]λκl+11−κl+10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[ai−11] . . . [al−1n−1] [bi−1n]λκi−11−κi−10

1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ
1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωnξ−1)dξ

[ai+11] . . . [al+1n−1] [bi+1n]λκi+11−κi+10

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1] [bnn]λκn1−κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

= ±λ

n∑

k=1

κk0−κi0+m−1
eλωn







a1ne−λωn

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a21 . . . a2n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+

+[bl+1n]λκl+11−κl+10

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

[al+21] . . . [al+2n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+
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+

1∫

0

hm(ξ, λ)eλ(ωnξ−1)dξ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an1] . . . [ann−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

+ · · ·+

+[bnn]λκn1−κn0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a11 . . . a1n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al1 . . . aln−1

[al+11] . . . [al+1n−1]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλω1ξdξ . . .
1∫

0

hm(ξ, λ)eλωn−1ξdξ

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[an−11] . . . [an−1n−1]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣







=

= O

(

|λ|

n∑

k=1

κk0−κi0+m− 3
2
+max{0,κn1−κn0}∣

∣eλωn
∣
∣

)

.

На основании этих оценок, формул (9), (25) и предположений (11) в случае λ ∈ Π−
ε будем иметь:

|Θi(λ)| = |∆i(λ)/∆(λ)| ≤ C|λ|m− 3
2
−κi0−κn1+κn0+max{0,κn1−κn0}, i = l + 1, n,

т. е. утверждение леммы и в этом случае доказано.

Таким образом, лемма полностью доказана. ¤

Следствие 1. Если выполняются условия (6)–(7), (10)–(11) и λ ∈ Π±
ε , то при |λ| ≫ 1 справед-

ливы оценки

|Θi(λ)| ≤ C|λ|m− 3
2
−κi , i = l + 1, n, (26)

где κi определены перед формулировкой теоремы 1.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ КРАТНОЙ ПОЛНОТЫ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ

Пусть h := (h̄1(x), . . . , h̄m(x))T ∈ Lm
2 [0, 1] и ортогональна всем производным m-цепочкам. Тогда

на основании утверждения 2 и того факта, что столбцы

(
∂kΦi(x, λ)

∂λk
, . . . ,

∂k(λm−1Φi(x, λ))

∂λk

)T
∣
∣
∣
∣
∣
λ=λν

,

где i = l + 1, n, k = 0, s, m ∈ {1, . . . , n}, являются производными m-цепочками для корневых функций,

соответствующих с. з. λν , которые являются нулями ∆(λ) кратности s + 1, из (8)–(9) следует, что

все особенности Θi(λ) устранимы. Согласно оценкам (26) и теореме Лиувилля, Θi(λ) есть полиномы

степени m − 2 − κi при m − 2 − κi ≥ 0, которые можно записать в виде

Θi(λ) ≡ λm−2−κi(h, ζ0i) + λm−3−κi(h, ζ1i) + · · · + (h, ζm−2−κii),

где ζji ∈ L2[0, 1] есть вполне определенные функции, а при m − 2 − κi < 0 справедливы тождества

Θi(λ) ≡ 0.

В случае m − 2 − κi ≥ 0 в дефектном подпространстве производных m-цепочек выберем подпро-

странство H, ортогональное вектор-функциям ζki(x), k = 0,m − 2 − κi, i = l + 1, n. Пусть теперь

h ∈ H. Тогда Θi(λ) ≡ 0 и, значит,

∆i(λ) =

1∫

0

m∑

j=1

λj−1Φi(x, λ)hj(x) dx ≡ 0, i = l + 1, n. (27)
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Так как в силу утверждения 1 система функций Φl+1, . . . ,Φn является системой линейно-

независимых решений уравнения ℓ0(y, λ) = 0, удовлетворяющих первым l краевым условиям (5),

то из (27) следует тождество
1∫

0

y(x, λ)

m∑

j=1

λj−1hj(x) dx ≡ 0 (28)

для любого решения y(x, λ) уравнения ℓ0(y, λ) = 0, удовлетворяющего первым l краевым условиям

(5). Но эти решения находятся в виде

y(x, λ) = γ1e
λω1x + γ2e

λω2x + · · · + γneλωnx, (29)

если удовлетворить первые l условий (5). Следовательно, приходим к следующей линейной однородной

системе l уравнений для нахождения γj

n∑

j=1

aijγj = 0, i = 1, l. (30)

Эту систему можно записать в виде

l−1∑

j=1

aijγj + ainγn = −

n−1∑

j=l

aijγj , i = 1, l.

Если в правой части последней системы взять любые γl, . . . , γn−1, то в силу того что по условию

теоремы det(aij)
j∈{1,...,l−1,n}
i∈{1,...,l} 6= 0, можно однозначно определить γ1, . . . , γl−1, γn.

Следовательно, для любого m ≤ n − l + 1 существует такая фундаментальная система решений

(γi
1, γ

i
2, . . . , γ

i
n)T , i = 1, n − l, системы (30), что

Γm−1 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

γ1
n−m+1 . . . γ1

n−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

γm−1
n−m+1 . . . γm−1

n−m+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0 (31)

и хотя бы одно из чисел γi
n, i = 1, n − l, отлично от нуля.

На основании (28)–(29) для такой фундаментальной системы решений системы (30) справедливы

тождества
n∑

j=1

1∫

0

γi
je

λωjx

m∑

k=1

λk−1hk(x) dx ≡ 0, i = 1, n − l. (32)

Покажем, что из этих n − l тождеств следует, что hk = 0 при k = 1,m. Будем следовать схеме

рассуждений [8, с. 77–80] (см. также [9, с. 63–64]).

В силу предположений (7), согласно теории роста целых функций и того факта, что есть отличные

от нуля γi
n из (32), следуют тождества

n−1∑

j=1

γi
j

1∫

0

eλωjx

m∑

k=1

λk−1hk(x) dx ≡ 0, i = 1, n − l, (33)

1∫

0

eλωjx

m∑

k=1

λk−1hk(x) dx ≡ 0. (34)

Разложим eλωjx в ряд по степеням λ

eλωjx = 1 + λωjx +
(λωjx)2

2!
+ · · · +

(λωjx)N

N !
+ . . . ,
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подставим в (33)–(34), представим левые части (33)–(34) в виде рядов по степеням λ и приравняем к

нулю коэффициенты. Тогда при N ≥ N0, где N0 — достаточно большое число, получим







ωN
n

N !

1∫

0

xNh1(x) dx + · · · +
ωN−m+1

n

(N − m + 1)!

1∫

0

xN−m+1hm(x) dx = 0,

n−1∑

j=1

γi
jωN

j

N !

1∫

0

xNh1(x) dx + · · · +

n−1∑

j=1

γi
jωN−m+1

j

(N − m + 1)!

1∫

0

xN−m+1hm(x) dx = 0, i = 1, n − l.

(35)

Это линейная алгебраическая система относительно m неизвестных
∫ 1

0
xNh1(x) dx, . . . ,

∫ 1

0
xN−m+1hm(x) dx.

Возьмем первые m уравнений в (35) и рассмотрим соответствующую систему с квадратной мат-

рицей:
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j ωN
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.

Преобразуем этот определитель следующим образом:
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×
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где I(j1, . . . , jk−1, jk+1, . . . , jm) обозначает число инверсий перестановки индексов (i1, i2, . . . , im−1)

таких, что 1 ≤ i1 < i2 < · · · < im−1 ≤ n − 1.

Отсюда, из (7) и из (31) можно заключить, что слагаемое, соответствующее im−1 = n − 1,

im−2 = n − 2, . . . , i1 = n − m + 1, при N достаточно большом мажорирует сумму всех других

слагаемых, т. е. имеет место равенство

Dm
N = ±

ωN−m+1
n ωN−m+1

n−1 ωN−m+1
n−2 . . . ωN−m+1

n−m+1

N !(N − 1)! . . . (N − m + 1)!
Γm−1W (ωn−m+1, . . . , ωn−1, ωn)

(
1 + o(1)

)
,

где o(1) → 0 при N → ∞. Следовательно, при N ≥ N0 получим Dm
N 6= 0. Тогда из системы (35) будем

иметь при N ≥ N0

∫ 1

0

xNh1(x) dx =

∫ 1

0

xN−1h2(x) dx = · · · =

∫ 1

0

hm(x)xN−m+1 dx = 0.

А отсюда следует, что hk = 0 при k = 1,m и, тем самым, теорема доказана. ¤
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Изучены вопросы существования и единственности классиче-
ского решения одномерной смешанной задачи с однородными
граничными условиями типа Рикье для одного класса полули-
нейных бипараболических уравнений четвёртого порядка. Ме-
тодом априорных оценок доказана теорема существования в
целом классического решения изучаемой смешанной задачи.

Ключевые слова: бипараболическое уравнение, классическое
решение, существование в малом, существование в целом, апри-
орная оценка.

On Classical Solvability of One-Dimensional Mixed Problem
for Fourth Order Semilinear Biparabolic Equations

K. I. Khudaverdiyev, M. N. Heydarova

Baku State University,
Chair of Mathematics
E-mail: karlenkhudaverdiyev@yahoo.com

Existence and uniqueness of classical solution of one-dimensional
mixed problem with Riquier type homogenous boundary conditions
for one class of fourth order semilinear biparabolic equations are
studied. A priori estimates method is used to prove the existence
in large theorem for classical solution of mixed problem under
consideration.

Key words: biparabolic equation, classical solution, existence in
small, existence in large, a priori estimate.

ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена изучению вопросов существования (как в малом, так и в целом) и единствен-

ности классического решения следующей одномерной смешанной задачи:

(
∂

∂t
−

∂2

∂x2

)2

u(t, x) = F (t, x, u(t, x), ux(t, x), uxx(t, x), uxxx(t, x), ut(t, x), utx(t, x)) (1)

(0 6 t 6 T, 0 6 x 6 π),

u(0, x) = ϕ(x) (0 6 x 6 π), ut(0, x) = ψ(x) (0 6 x 6 π), (2)

u(t, 0) = u(t, π) = uxx(t, 0) = uxx(t, π) = 0 (0 6 t 6 T ), (3)

где 0 < T < +∞, F , ϕ, ψ — заданные функции, а u(t, x) — искомая функция, причём под клас-

сическим решением задачи (1)–(3) понимаем функцию u(t, x), непрерывную в замкнутой области

[0, T ]× [0, π] вместе с производными, входящими в уравнение (1), и удовлетворяющую всем условиям

(1)–(3) в обычном смысле.

Отметим некоторые работы, в определённом смысле связанные с задачей (1)–(3).

В 1969 году в работе [1] Ю.И. Ковача рассмотрена задача (1)–(3) в случае, когда

F = F (t, x, u(t, x)) и специальным методом последовательных приближений доказана теорема су-

ществования и единственности ее классического решения.

В том же году в работе [2] Ю.И. Ковача рассмотрена задача (1)–(3) в случае, когда F = F (t, x,

u(t − τ(t, x), x)), где τ(t, x) > 0; принципом сжатых отображений доказано существование в малом

ее классического решения.
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K. I. Khudaverdiyev, M. N. Heydarova
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E-mail: karlenkhudaverdiyev@yahoo.com

Existence and uniqueness of classical solution of one-dimensional
mixed problem with Riquier type homogenous boundary conditions
for one class of fourth order semilinear biparabolic equations are
studied. A priori estimates method is used to prove the existence
in large theorem for classical solution of mixed problem under
consideration.

Key words: biparabolic equation, classical solution, existence in
small, existence in large, a priori estimate.

ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена изучению вопросов существования (как в малом, так и в целом) и единствен-

ности классического решения следующей одномерной смешанной задачи:

(

∂

∂t
− ∂2

∂x2

)2

u(t, x) = F (t, x, u(t, x), ux(t, x), uxx(t, x), uxxx(t, x), ut(t, x), utx(t, x)) (1)

(0 6 t 6 T, 0 6 x 6 π),

u(0, x) = ϕ(x) (0 6 x 6 π), ut(0, x) = ψ(x) (0 6 x 6 π), (2)

u(t, 0) = u(t, π) = uxx(t, 0) = uxx(t, π) = 0 (0 6 t 6 T ), (3)

где 0 < T < +∞, F , ϕ, ψ — заданные функции, а u(t, x) — искомая функция, причём под клас-

сическим решением задачи (1)–(3) понимаем функцию u(t, x), непрерывную в замкнутой области

[0, T ]× [0, π] вместе с производными, входящими в уравнение (1), и удовлетворяющую всем условиям

(1)–(3) в обычном смысле.

Отметим некоторые работы, в определённом смысле связанные с задачей (1)–(3).

В 1969 году в работе [1] Ю.И. Ковача рассмотрена задача (1)–(3) в случае, когда

F = F (t, x, u(t, x)) и специальным методом последовательных приближений доказана теорема су-

ществования и единственности ее классического решения.

В том же году в работе [2] Ю.И. Ковача рассмотрена задача (1)–(3) в случае, когда F = F (t, x,

u(t − τ(t, x), x)), где τ(t, x) > 0; принципом сжатых отображений доказано существование в малом

ее классического решения.
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В 2001 году рассмотрено модифицированное уравнение Буссинеска высокого порядка с затухаю-

щим членом вида [3]

utt + αutxx + βuxxxx + γ(un)xx = 0, n > 3,

где α, β, γ — константы. Найдены решения в виде уединённых волн.

В работе [4] (2007) изучены вопросы существования и единственности обобщённого (в опреде-

лённом смысле) решения задачи (1)–(3).

Вопросы существования и единственности решения почти всюду задачи (1)–(3) представлены в

[5, 6] (2008).

1. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ФАКТЫ

В этом разделе приведём некоторые известные и установим ряд новых вспомогательных фактов.

1. Так как система {sin nx}∞n=1 образует базис в пространстве L2(0, π), то очевидно, что каждое

классическое решение задачи (1)–(3) имеет вид

u(t, x) =

∞
∑

n=1

un(t) sin nx, (4)

un(t) =
2

π

π
∫

0

u(t, x) sin nx dx (n = 1, 2, . . . ; t ∈ [0, T ]). (5)

Тогда после применения метода Фурье нахождение функций un(t) (n = 1, 2, . . .) сводится к реше-

нию следующей счётной системы нелинейных интегродифференциальных уравнений:

un(t) = (1 + n2t)e−n2tϕn + te−n2tψn +
2

π

t
∫

0

π
∫

0

F(u(τ, x)) sin nx(t − τ)e−n2(t−τ)dxdτ (6)

(n = 1, 2, . . . ; t ∈ [0, T ]),

ϕn ≡ 2

π

π
∫

0

ϕ(x) sin nx dx, ψn ≡ 2

π

π
∫

0

ψ(x) sin nx dx (n = 1, 2, . . .), (7)

F(u(t, x)) ≡ F (t, x, u(t, x), ux(t, x), uxx(t, x), uxxx(t, x), ut(t, x), utx(t, x)), (8)

причём нужно иметь в виду обозначения из (4) и (5).

2. Исходя из определения классического решения задачи (1)–(3), доказана

Лемма. Если u(t, x) =
∞
∑

n=1
un(t) sin nx — любое классическое решение задачи (1)–(3), то функ-

ции un(t) (n = 1, 2, . . .) удовлетворяют системе (6).

3. С целью изучения вопроса существования классического решения задачи (1)–(3) систему (6)

при предположениях

F(u(t, x)),
∂

∂x
{F(u(t, x))} ∈ C([0, T ] × [0, π]),

∂2

∂x2
{F(u(t, x))} ∈ C([0, T ];L2(0, π)), (9)

F(u(t, x))|x=0 = F(u(t, x))|x=π = 0 ∀ t ∈ [0, T ], (10)

интегрируя по частям по x два раза в правой части (6), преобразуем к виду

un(t) = (1 + n2t)e−n2tϕn + te−n2tψn−

− 2

πn2

t
∫

0

π
∫

0

∂2

∂x2
{F(u(τ, x))} sin nx(t − τ)e−n2(t−τ)dxdτ (n = 1, 2, . . . ; t ∈ [0, T ]). (11)

4. Обозначим через Bα0,...,αl

β0,...,βl,T
совокупность всех функций u(t, x) вида (4), рассматриваемых на

[0, T ] × [0, π], для которых все функции un(t) ∈ C(l)([0, T ]) и

JT (u) ≡
l

∑

i=0

{

∞
∑

n=1

(

nαi max
06t6T

∣

∣

∣
u(i)

n (t)
∣

∣

∣

)βi

}1/βi

< +∞,
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где l > 0 — целое число, αi > 0, 1 6 βi 6 2 (i = 0, l). Норму в этом множестве определим так:

‖u‖ = JT (u). Все эти пространства банаховы [7].

5. Очевидно, что если u(t, x) ≡
∞
∑

n=1
un(t) sin nx ∈ Bk

2,T , то для всех t ∈ [0, T ]:

‖u‖Bk−1

1,t
≡

∞
∑

n=1

nk−1 max
06τ6t

|un(τ)| 6

(

∞
∑

n=1

1

n2

)1/2 {

∞
∑

n=1

(

nk max
06τ6t

|un(τ)|
)2

}1/2

=
π√
6
‖u‖Bk

2,t
; (12)

аналогично

∀ u ∈ Bi,j
2,2,T ‖u‖Bi−1,j−1

1,1,t
6

π√
6
‖u‖Bi,j

2,2,t
(0 6 t 6 T ), (13)

где k, i, j — любые натуральные числа.

6. Пусть u(t, x) ≡
∞
∑

n=1
un(t) sin nx ∈ B5,3

2,2,T . Тогда, пользуясь оценкой (12) для k = 5 и k = 3, для

всех t ∈ [0, T ] и x ∈ [0, π] имеем:

∣

∣∂iu(t, x)/∂xi
∣

∣ 6

∞
∑

n=1

ni |un(t)| 6

∞
∑

n=1

ni max
06τ6t

|un(τ)| 6

∞
∑

n=1

n4 max
06τ6t

|un(τ)| ≡

≡ ‖u‖B4

1,t
6

π√
6
‖u‖B5

2,t
6

π√
6
‖u‖B5,3

2,2,t
(i = 0, 4), (14)

∣

∣∂1+ju(t, x)/∂t∂xj
∣

∣ 6

∞
∑

n=1

nj |u′

n(t)| 6

∞
∑

n=1

n2 max
06τ6t

|u′

n(τ)| ≡

≡ ‖ut‖B2

1,t
6

π√
6
‖ut‖B3

2,t
6

π√
6
‖u‖B5,3

2,2,t
(j = 0, 2). (15)

Из оценок (14), (15) и структуры пространства B5,3
2,2,T следует, что

u(t, x), ux(t, x), uxx(t, x), uxxx(t, x), uxxxx(t, x), ut(t, x), utx(t, x), utxx(t, x) ∈ C([0, T ] × [0, π]). (16)

Кроме того, очевидно, что для всех t ∈ [0, T ]:

π
∫

0

u2
xxxxx(t, x)dx =

π

2

∞
∑

n=1

(n5un(t))2 6
π

2
‖u‖2

B5

2,t
6

π

2
‖u‖2

B5,3
2,2,t

, (17)

π
∫

0

u2
txxx(t, x)dx =

π

2

∞
∑

n=1

(

n3 |u′

n(t)|
)2

6
π

2
‖ut‖2

B3

2,t
6

π

2
‖u‖2

B5,3
2,2,t

. (18)

Из (17) и (18) следует, что

uxxxxx(t, x), utxxx(t, x) ∈ C([0, T ];L2[0, π]). (19)

7. Пусть для натурального числа k:

ϕ(x) ∈ C(k−1)([0, π]), ϕ(k)(x) ∈ L2(0, π), ϕ(2s)(0) = ϕ(2s)(π) = 0
(

s = 0,
[

k−1
2

]

)

.

Тогда с помощью интегрирования по частям, пользуясь неравенством Бесселя, легко получить,

что
∞
∑

n=1

(

nkϕn

)2
6

2

π

∥

∥

∥
ϕ(k)(x)

∥

∥

∥

2

L2(0,π)
, (20)

где числа ϕn (n = 1, 2, . . .) определены соотношением (7), причём очевидно, что оценка (20) верна и

при k = 0, если ϕ(x) ∈ L2(0, π).

8. Условимся всюду здесь считать все величины вещественными, все функции действительнознач-

ными, а интегралы всюду понимать в смысле Лебега.
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2. ЕДИНСТВЕННОСТЬ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1)–(3)

Теорема 1. Пусть

1. F (t, x, u1, . . . , u6) ∈ C([0, T ] × [0, π] × (−∞,∞)6).

2. При любом R > 0 в [0, T ] × [0, π] × [−R,R]6

|F (t, x, u1, . . . , u6) − F (t, x, ũ1, . . . , ũ6)| 6 CR

6
∑

i=1

|ui − ũi| , CR = const > 0.

Тогда задача (1)–(3) не может иметь более одного классического решения.

Так как каждое классическое решение задачи (1)–(3) является и её решением почти всюду, то

справедливость теоремы 1 следует из теоремы о единственности решения почти всюду задачи (1)–(3),

доказанной в работе [6], причём под решением почти всюду задачи (1)–(3) понимаем функцию u(t, x),

обладающую свойствами:

а) u(t, x), ux(t, x), uxx(t, x), uxxx(t, x), ut(t, x), utx(t, x) ∈ C([0, T ] × [0, π]); uxxxx(t, x), utxx(t, x),

utt(t, x) ∈ C([0, T ], L2(0, π));

б) все условия (2) и (3) удовлетворяются в обычном смысле;

в) уравнение (1) удовлетворяется почти всюду в (0, T ) × (0, π).

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ В МАЛОМ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1)–(3)

В этом разделе с помощью принципа сжатых отображений доказывается следующая теорема су-

ществования в малом (т. е. справедливая при достаточно малых значениях T ) классического решения

задачи (1)–(3)

Теорема 2. Пусть

1. ϕ(x) ∈ C(4)([0, π]), ϕ(5)(x) ∈ L2(0, π) и ϕ(2s)(0) = ϕ(2s)(π) = 0 (s = 0, 2); ψ(x) ∈ C(2)([0, π]),

ψ′′′(x) ∈ L2(0, π) и ψ(0) = ψ(π) = ψ′′(0) = ψ′′(π) = 0.

2. F (t, ξ0, ξ1, . . . , ξ6), Fξi
(t, ξ0, ξ1, . . . , ξ6) (i = 0, 6), Fξiξj

(t, ξ0, ξ1, . . . , ξ6) (i, j = 0, 6) ∈ C([0, T ] ×
× [0, π] × (−∞,∞)6).

3. F (t, 0, 0, ξ2, 0, ξ4, 0, ξ6) = F (t, π, 0, ξ2, 0, ξ4, 0, ξ6) = 0 для всех t ∈ [0, T ], ξ2, ξ4, ξ6 ∈ (−∞,∞).

4. При любом R > 0 в [0, T ] × [0, π] × [−R,R]6

∣

∣

∣
Fξiξj

(t, ξ0, ξ1, . . . , ξ6) − Fξiξj
(t, ξ0, ξ̃1, . . . , ξ̃6)

∣

∣

∣
6 CR

6
∑

i=1

∣

∣

∣
ξi − ξ̃i

∣

∣

∣
,

где i, j = 0, 6, а CR > 0 — постоянная.

Тогда существует в малом классическое решение задачи (1)–(3).

Доказательство. В пространстве B5,3
2,2,T определим оператор H:

H(u(t, x)) = ũ(t, x) ≡
∞
∑

n=1

ũn(t) sin nx,

где

ũn(t) = (1 + n2t)e−n2tϕn + te−n2tψn − 2

πn2

t
∫

0

π
∫

0

∂2

∂x2
{F(u(τ, x))} sinnx×

×(t − τ)e−n2(t−τ)dxdτ (n = 1, 2, . . . , t ∈ [0, T ]), (21)

а числа ϕn, ψn (n = 1, 2, . . .) и оператор F определены соотношениями (7) и (8).

Тогда из (21) получаем, что для всех u, V ∈ B5,3
2,2,T :

‖H(u)‖2
B5

2,T
= ‖ũ‖2

B5

2,T
=

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

n=1

ũn(t) sin nx

∥

∥

∥

∥

∥

2

B5

2,T

=

∞
∑

n=1

(

n5 max
06t6T

|ũn(t)|
)2

6
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6 3
∞
∑

n=1

(

n5ϕn

)2
+ 3

∞
∑

n=1

(

n3ψn

)2
+

9

2π

T
∫

0

π
∫

0

{

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))]

}2

dxdτ,

‖(H(u))t‖2
B3

2,T
= ‖ũt‖2

B3

2,T
=

∥

∥

∥

∥

∥

∞
∑

n=1

ũ′

n(t) sin nx

∥

∥

∥

∥

∥

2

B3

2,T

=

∞
∑

n=1

(

n3 max
06t6T

|ũ′

n(t)|
)2

6

6 3

∞
∑

n=1

(

n5ϕn

)2
+ 3

∞
∑

n=1

(

n3ψn

)2
+

15

π

T
∫

0

π
∫

0

{

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))]

}2

dxdτ,

‖H(u)‖2
B5,3

2,2,T
= ‖ũ‖2

B5,3

2,2,T
=

(

‖ũ‖B5

2,T
+ ‖ũt‖B3

2,T

)2

6 2 ‖ũ‖2
B5

2,T
+ 2 ‖ũt‖2

B3

2,T
6

6 a0 +
39

π

T
∫

0

π
∫

0

{

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))]

}2

dxdτ, (22)

где

a0 ≡ 12

∞
∑

n=1

(

n5ϕn

)2
+ 12

∞
∑

n=1

(

n3ψn

)2
,

причём конечность a0 следует из (20) для k = 5 и k = 3; аналогично

‖H(u) − H(V )‖2
B5,3

2,2,T
6

13

π

T
∫

0

π
∫

0

{

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))] − ∂2

∂x2
[F(V (τ, x))]

}2

dxdτ. (23)

Пусть KR — любой фиксированный замкнутый шар пространства B5,3
2,2,T радиуса R и с центром в

нуле. Тогда в силу оценок (14),(15) и (17),(18), очевидно, что при любых u, V ∈ KR:

∥

∥

∥

∥

∂iu(t, x)

∂xi

∥

∥

∥

∥

C(QT )

6
π√
6
R (i = 0, 4),

∥

∥

∥

∥

∂1+ju(t, x)

∂t∂xj

∥

∥

∥

∥

C(QT )

6
π√
6
R (j = 0, 2), (24)

π
∫

0

u2
xxxxx(t, x)dx 6

π

2
R,

π
∫

0

u2
txxx(t, x)dx 6

π

2
R ∀ t ∈ [0, T ]; (25)

∥

∥∂iu(t, x)/∂xi − ∂iV (t, x)/∂xi
∥

∥

C(QT )
6

π√
6
‖u − V ‖B5,3

2,2,T
(i = 0, 4), (26)

∥

∥∂1+ju(t, x)/∂t∂xj − ∂1+jV (t, x)/∂t∂xj
∥

∥

C(QT )
6

π√
6
‖u − V ‖B5,3

2,2,T
(j = 0, 2), (27)

π
∫

0

{uxxxxx(t, x) − Vxxxxx(t, x)}2
dx 6

π

2
‖u − V ‖2

B5,3

2,2,T
∀ t ∈ [0, T ], (28)

π
∫

0

{utxxx(t, x) − Vtxxx(t, x)}2
dx 6

π

2
‖u − V ‖2

B5,3

2,2,T
∀t ∈ [0, T ], QT ≡ [0, T ] × [0, π]. (29)

Пользуясь условиями 2, 4 теоремы, оценками (24)–(29) и развёрнутым выражением
∂2

∂x2
{F(u(τ, x))}, получаем, что при любом u, V ∈ KR для всех τ ∈ [0, T ]:

π
∫

0

{

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))]

}2

dx 6 A2
R, (30)

π
∫

0

{

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))] − ∂2

∂x2
[F(V (τ, x))]

}2

dx 6 B2
R ‖u − V ‖2

B5,3

2,2,T
, (31)

где AR > 0 и BR > 0 — некоторые постоянные, зависящие от R.
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Теперь, пользуясь оценками (30) и (31), из (22) и (23) получаем, что при любом u, V ∈ KR:

‖H(u)‖2
B5,3

2,2,T
6 a0 +

39

π
A2

RT, ‖H(u) − H(V )‖2
B5,3

2,2,T
6

13

π
B2

RT ‖u − V ‖2
B5,3

2,2,T
.

Пусть число R фиксировано и удовлетворяет условию

R >
√

a0 =

{

12

∞
∑

n=1

(

n5ϕn

)2
+ 12

∞
∑

n=1

(

n3ψn

)2

}1/2

. (32)

Тогда очевидно, что при достаточно малых значениях T :

a0 +
39

π
A2

RT 6 R2,
13

π
B2

RT < 1.

Следовательно, для любого фиксированного R, удовлетворяющего условию (32), при достаточно

малых значениях T оператор H преобразует шар KR в себя и удовлетворяет в нём условию Липшица

с коэффициентом меньше единицы, т.е оператор H является в K сжатым. Тогда в силу принципа

сжатых отображений при достаточно малых значениях T оператор H имеет в KR единственную

неподвижную точку:

u(t, x) =
∞
∑

n=1

un(t) sin nx ∈ B5,3
2,2,T ,

причём функции un(t) (n = 1, 2, . . .) удовлетворяют системе (11).

Легко показывается, что

‖utt(t, x)‖2
B1

2,T
=

∞
∑

n=1

(

n max
06t6T

|u′′

n(t)|
)2

< +∞,

т.е. utt(t, x) ∈ B1
2,T . Отсюда следует, что

utt(t, x) ∈ C([0, T ] × [0, π]), uttx(t, x) ∈ C([0, T ];L2(0, π)). (33)

Таким образом, функция u(t, x) ∈ B5,3,1
2,2,2,T обладает свойствами (16), (19) и (33). Тогда, в си-

лу условий 2 и 3 данной теоремы и свойств (16) и (19) функции u(t, x), очевидно, что функция

F(u(t, x)), определённая соотношением (8), обладает свойствами (9) и (10). Поэтому функции un(t)

(n = 1, 2, . . .), удовлетворяющие системе (11), удовлетворяют и системе (6). Далее, пользуясь этим,

легко показывается, что функция u(t, x) является классическим решением задачи (1)–(3). Теорема

доказана. ¤

Замечание 1. Так как из условия 2 теоремы 2 следует выполнение всех условий теоремы 1, то

при условиях теоремы 2 классическое решение задачи (1)–(3) не только существует в малом, но и

оно единственное в целом.

Замечание 2. Как видно из процесса доказательства теоремы 2 (см. соотношение (32)), при усло-

виях теоремы 2 о существовании в малом классического решения задачи (1)–(3) для доказательства

существования и в целом классического решения задачи (1)–(3) достаточно показать, что всевозмож-

ные классические решения задачи (1)–(3), принадлежащие пространству B5,3
2,2,T , априори ограничены

в B5,3
2,2,T .

4. СУЩЕСТВОВАНИЕ В ЦЕЛОМ КЛАССИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (1)–(3)

В этом разделе с целью доказательства теоремы о существовании в целом (т. е. для любого

конечного значения T ) классического решения задачи (1)–(3) и для полноты изложения приведём

следующие три теоремы об априорной ограниченности (в определённых смыслах) решений почти

всюду задачи (1)–(3), доказанные в работе [6], которые остаются в силе и для классических решений

задачи (1)–(3).
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Теорема 3. Пусть правая часть уравнения (1) имеет вид

F (t, x, u, ux, uxx, uxxx, ut, ux) = f(t, x, u, ux, uxx, uxxx, ut, ux)+f0(x, u)+f1(t, ut)utx+(f2(x, ux))x, (34)

причём

а) f0(x, u) ∈ C([0, π] × (−∞,∞)) и при любых x ∈ [0, π], u ∈ (−∞,∞) имеет место оценка

u
∫

0

f0(x, ξ)dξ ≡ g0(x, u) 6 C(1 + u2),

б) f1(t, V ) ∈ C([0, T ] × (−∞,∞)), (35)

в) f2(x, V ) ∈ C(1)([0, π] × (−∞,∞)) и при любых x ∈ [0, π], V ∈ (−∞,∞)

−
V

∫

0

f2(x, ξ)dξ ≡ g2(x, V ) 6 C + δV 2, 0 < δ <
1

2π2
,

г) f(t, x, u1, . . . , u6) ∈ C([0, T ] × [0, π] × (−∞,∞)6) и в [0, T ] × [0, π] × (−∞,∞)6

f(t, x, u1, . . . , u6)u5 6 C(1 + u2
1 + u2

2 + u2
3 + u2

5) + δ0u
2
6, 0 6 δ0 < 2, C > 0.

Тогда для всевозможных решений почти всюду u(t, x) задачи (1)–(3) справедливы априорные

оценки:

π
∫

0

u2
t (t, x)dx 6 C0,

π
∫

0

u2
xx(t, x)dx 6 C0 ∀ t ∈ [0, T ];

T
∫

0

π
∫

0

u2
tx(t, x) dx dt 6 C0. (36)

Следствие 1. Так как u(t, 0) = u(t, π) для любого t ∈ [0, T ], то существует такое число ξ =

= ξt ∈ (0, π), что ux(t, ξt) = 0. Тогда очевидно, что для всех t ∈ [0, T ] и x ∈ [0, π]:

ux(t, x) =

x
∫

ξt

uξξ(t, ξ)dξ,

u2
x(t, x) 6







π
∫

0

|uξξ(t, ξ)| dξ







2

6 π

π
∫

0

u2
ξξ(t, ξ)dξ = π

π
∫

0

u2
xx(t, x)dx, (37)

π
∫

0

u2
x(t, x)dx 6 π

π
∫

0

u2
xx(t, x)dxπ = π2

π
∫

0

u2
xx(t, x)dx. (38)

Тогда, пользуясь соотношениям u(t, 0) = 0 (0 6 t 6 T ) и оценкой (38), получаем, что t ∈ [0, T ] и

x ∈ [0, π]:

u(t, x) =

x
∫

0

uξ(t, ξ)dξ, u2(t, x) 6 π

π
∫

0

u2
ξ(t, ξ)dξ 6 π3

π
∫

0

u2
xx(t, x)dx. (39)

Таким образом, из второй априорной оценки (36), в силу оценок (39) и (37), следует справедли-

вость априорных оценок:

‖u(t, x)‖C(QT ) 6 R0, ‖ux(t, x)‖C(QT ) 6 R0. (40)

Замечание 3. Как видно из (35), от функции f1(t, V ), фигурирующей в (34), при |V | → +∞
ничего не требуется, т. е. на порядок её роста при |V | → +∞ никакого ограничения нет. Кроме того,

как видно из формулировки теоремы 3, объединение всех функций, фигурирующих в правой части

(34), в одну функцию f или же F нецелесообразно.

Далее, пользуясь априорными оценками (36) и, в частности, априорными оценками (40), в рабо-

те [6] доказана следующая теорема о более сильной, чем (36), априорной оценке для решений почти

всюду задачи (1)–(3).
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Теорема 4. Пусть

1. Выполнены все условия теоремы 3.

2. При любом R > 0 в [0, T ] × [0, π] × [−R,R]2 × (−∞,∞)4

|F (t, x, u1, . . . , u6)| 6 C6

{

1 + |u3|
(

|u3| + |u3| |u5| + u2
5 + |u6|

)

+

+ |u4| (1 + |u5|) + |u5|3 + |u5| |u6| + |u6|
}

, CR > 0.

Тогда для всевозможных решений почти всюду u(t, x) задачи (1)–(3) справедлива априорная

оценка:

‖u(t, x)‖B3,1

2,2,T
6 C0. (41)

Следствие 2. Из априорной оценки (41) в силу оценки (13) для i = 3, j = 1 и структуры

пространства B3,1
2,2,T следует справедливость априорных оценок:

‖u(t, x)‖C(QT ) , ‖ux(t, x)‖C(QT ) , ‖uxx(t, x)‖C(QT ) , ‖ut(t, x)‖C(QT ) 6 R0; (42)

π
∫

0

u2
xxx(t, x)dx 6 R0,

π
∫

0

u2
tx(t, x)dx 6 R0 ∀ t ∈ [0, T ]. (43)

Кроме того, пользуясь теоремой 4, а по существу, априорными оценками (42) и (43), в работе [6]

доказана следующая теорема о более сильной, чем (41), априорной оценке для решений почти всюду

задачи (1)–(3).

Теорема 5. Пусть

1. Выполнены условия 2 и 3 теоремы 2.

2. Выполнены все условия теоремы 4.

3. Для любого R > 0 в [0, T ] × [0, π] × [−R,R]3 × (−∞,∞) × [−R,R] × (−∞,∞)

|Fξi
(t, ξ0, ξ1, . . . , ξ6)| 6 CR

(

1 + ξ2
4 + ξ2

6

)

(i = 0, 1, 2),

|Fξi
(t, ξ0, ξ1, . . . , ξ6)| 6 CR (1 + |ξ4| + |ξ6|) (i = 3, 5),

|Fξi
(t, ξ0, ξ1, . . . , ξ6)| 6 CR (i = 4, 6), CR > 0— постоянная.

Тогда для всевозможных решений почти всюду u(t, x) задачи (1)–(3) справедлива априорная

оценка:

‖u(t, x)‖B4,2

2,2,T
6 C0. (44)

Следствие 3. Из априорной оценки (44) в силу оценки (13) для i = 4, j = 2 и структуры

пространства B4,2
2,2,T следует справедливость априорных оценок:

∥

∥

∥

∥

∂iu(t, x)

∂xi

∥

∥

∥

∥

C(QT )

6 R0 (i = 0, 3),

∥

∥

∥

∥

∂1+ju(t, x)

∂t∂xj

∥

∥

∥

∥

C(QT )

6 R0 (j = 0, 1); (45)

π
∫

0

u2
xxxx(t, x) dx 6 R0,

π
∫

0

u2
txx(t, x) dx 6 R0 ∀t ∈ [0, T ]. (46)

Замечание 5. Так как каждое классическое решение задачи (1)–(3) является и её решением почти

всюду, то все теоремы 3–5 и из них вытекающие следствия 1–3 остаются в силе и для классических

решений задачи (1)–(3).

Наконец, пользуясь теоремой 2 о существовании в малом классического решения задачи (1)–

(3) и теоремой 5 об априорной ограниченности в B4,2
2,2,T всевозможных решений почти всюду (и, тем

более, классических решений) задачи (1)–(3), докажем следующую теорему о существовании в целом

классического решения задачи (1)–(3).

Теорема 6. Пусть выполнены все условия теорем 2, 3, условие 2 теоремы 4 и условие 3

теоремы 5. Тогда задача (1)–(3) имеет единственное классическое решение.

Доказательство. По теореме 2 классическое решение задачи (1)–(3) существует, по крайней мере,

в малом, причём в силу замечания 1 оно единственное в целом.
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Кроме того, как отмечено в замечании 2, при условиях теоремы 2 для доказательства существова-

ния и в целом классического решения задачи (1)–(3) достаточно показать априорную ограниченность

в B5,3
2,2,T всевозможных классических решений задачи (1)–(3), принадлежащих пространству B5,3

2,2,T .

Итак, пусть u(t, x) =
∞
∑

n=1
un(t) sin nx — любое классическое решение задачи (1)–(3), принадлежащее

пространству B5,3
2,2,T . Тогда в силу леммы из разд. 1 функции un(t) (n = 1, 2, . . .) удовлетворяют

системе (6).

Далее, так как из условий данной теоремы следует выполнение всех условий теоремы 5, то по этой

же теореме 5 для всевозможных решений почти всюду задачи (1)–(3) и, тем более, для всевозмож-

ных классических решений u(t, x) задачи (1)–(3), принадлежащих пространству B5,3
2,2,T , справедлива

априорная оценка (44), из которой, как объяснено в следствии 3, следует справедливость априорных

оценок (45) и (46).

Кроме того, очевидно, что при условиях данной теоремы для классического решения

u(t, x) ∈ B5,3
2,2,T задачи (1)–(3) функция F(u(t, x)), определённая соотношением (8), удовлетворяет

всем условиям (9) и (10). Тогда очевидно, что функции un(t) (n = 1, 2, . . .), удовлетворяющие системе

(6), удовлетворяют и системе (11). Пользуясь этим, совершенно аналогично (22) получаем, что

‖u‖2
B5,3

2,2,T
6 a0 +

39

π

T
∫

0

π
∫

0

{

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))]

}2

dxdτ. (47)

В силу априорных оценок (45) и (46), очевидно, что для всех τ ∈ [0, T ] и x ∈ [0, π]:

∣

∣

∣

∣

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))]

∣

∣

∣

∣

6 C1 + C2

{

u2
xxxx(τ, x) + u2

τxx(τ, x) + |uxxxxx(τ, x)| + |uτxxx(τ, x)|
}

,

π
∫

0

{

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))]

}2

dx 6 5C2
1π + 5C2

2







π
∫

0

u4
xxxx(τ, x)dx +

+

π
∫

0

u4
τxx(τ, x)dx +

π
∫

0

u2
xxxxx(τ, x)dx +

π
∫

0

u2
τxxx(τ, x)dx







, Ci > 0. (48)

Далее, учитывая оценки (14) (для i = 4), (15) (для j = 2), (13) (для i = 5, j = 3), (17), (18) и

априорные оценки (46), для всех τ ∈ [0, T ] имеем:

π
∫

0

u4
xxxx(τ, x)dx 6 ‖uxxxx(τ, x)‖2

C([0,π])

π
∫

0

u2
xxxx(τ, x)dx 6 ‖u‖2

B4,2
1,1,τ

R0 6

6
π2

6
‖u‖2

B5,3
2,2,τ

R0 =
π2

6
R0 ‖u‖2

B5,3
2,2,τ

, (49)

π
∫

0

u4
τxx(τ, x)dx 6 ‖uτxx(τ, x)‖2

C([0,π])

π
∫

0

u2
τxx(τ, x)dx 6 ‖u‖2

B4,2
1,1,τ

R0 6

6
π2

6
‖u‖2

B5,3
2,2,τ

R0 =
π2

6
R0 ‖u‖2

B5,3
2,2,τ

, (50)

π
∫

0

u2
xxxxx(τ, x)dx 6

π

2
‖u‖2

B5,3
2,2,τ

,

π
∫

0

u2
τxxx(τ, x)dx 6

π

2
‖u‖2

B5,3
2,2,τ

. (51)

Теперь в силу оценок (49)–(51) из (48) для всех τ ∈ [0, T ] имеем:

π
∫

0

{

∂2

∂x2
[F(u(τ, x))]

}2

dx 6 5πC2
1 + 5C2

2

(

π2

3
R0 + π

)

‖u‖2
B5,3

2,2,τ
. (52)
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Таким образом, в силу оценки (52), из (47) получаем, что для всех t ∈ [0, T ]:

‖u‖2
B5,3

2,2,t
6 a0 +

39

π
5πC2

1T +
39

π
5C2

2

(

π2

3
R0 + π

)

t
∫

0

‖u‖2
B5,3

2,2,τ
dτ . (53)

Из (53), применив неравенство Гронуолла – Беллмана, получаем

‖u‖2
B5,3

2,2,T
6

(

a0 + 195TC2
1

)

exp
{

195
(π

3
R0 + 1

)

C2
2T

}

≡ C2
3 .

Таким образом, всевозможные классические решения u(t, x) задачи (1)–(3), принадлежащие про-

странству B5,3
2,2,T , априори ограничены в B5,3

2,2,T . Теорема доказана. ¤
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МЕХАНИКА
УДК 534.2

РАСПРОСТРАНЕНИЕ И ОТРАЖЕНИЕ
ГАРМОНИЧЕСКИХ ВОЛН
В ПЛОСКОМ АКУСТИЧЕСКОМ СЛОЕ
С КУСОЧНО-НЕОДНОРОДНЫМИ
ГИБКИМИ СТЕНКАМИ

А. И. Вельмисова, М. В. Вильде, И. В. Кириллова

Саратовский государственный университет,
кафедра математической теории упругости и биомеханики
E-mail: mv_wilde@mail.ru

Рассматривается плоский акустический слой, одна из стенок которого содержит вставку
конечной длины с другими свойствами материала. Изучаются распространение и отра-
жение гармонических волн в таком слое. Источником колебаний является однородная
волна, падающая из бесконечности. Решение задачи в трех областях (до вставки, в
пределах вставки и после вставки) ищется в виде суммы однородных волн. Приведены
результаты численного исследования зависимости коэффициента отражения по энергии
от частоты.

Ключевые слова: мембрана, акустические волны, моды, отраженные волны, прошедшие
волны.

Propagation and Reflection of Harmonic Waves in a Plane Acoustic Layer
with Non-Homogeneous Flexible Walls

A. I. Velmisova, M. V. Wilde, I. V. Kirillova

Saratov State University,
Chair of Mathematical Theory of Elasticity and Biomechanics
E-mail: mv_wilde@mail.ru

A plane acoustic layer bounded by elastic membranes, one of which has an insert with different
material properties, is considered. The propagation and reflection of harmonic waves in such a
layer is studied. The source of vibrations is an incident mode, coming from infinity. The solution in
three regions (before the insert, under the insert, after the insert) is sought as modal expansion.
The numerical results for the reflected power coefficient are presented.

Key words: membrane, acoustic waves, modes, reflected waves, transmitted waves.

Изучение процессов распространения волн в продольно-

неоднородных волноводах позволяет решить ряд актуальных задач,

возникающих при проектировании различных инженерных конструк-

ций и устройств неразрушающего контроля. В случае упругого твер-

дого волновода простейшей задачей данного типа является задача

о распространении гармонических волн в продольно-неоднородном

упругом слое (см., например, работы [1–3]). В результате решения

этой задачи были получены фундаментальные результаты, позволив-

шие описать качественную картину прохождения и отражения волн

в волноводах данного типа.

При моделировании ряда инженерных и биологических гидро-

упругих систем (например, кровеносных сосудов) возникает задача

изучения распространения волн в продольно-неоднородных гидро-

упругих волноводах. Простейшим волноводом такого типа является

плоский акустический слой с гибкими упругими стенками. Диспер-
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сионные свойства такого волновода были изучены в работах [4–6]. В работе [7] рассмотрен продольно-

неоднородный волновод с одной границей раздела свойств материала стенок. В данной работе рас-

сматривается случай двух границ раздела свойств материала.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рис. 1. Плоский акустический слой с кусочно-неоднородной стенкой

Рассмотрим задачу о распро-

странении гармонических волн в

плоском акустическом слое шири-

ной 2h, одна из стенок которого

содержит вставку конечной длины

с другими свойствами материала

(рис. 1).

В безразмерных переменных

уравнения движения мембран и

акустической среды можно пред-

ставить в виде


































ε2
i

∂w
(j)
i

∂ξ2
− ∂2w

(j)
i

∂τ2
+ κiq

(j)
i = 0,

∂2p(j)

∂ξ2
+

∂2p(j)

∂ζ2
− ∂2p(j)

∂τ2
= 0,

∂2v(j)

∂τ2
= −∂p(j)

∂ζ
,

(1)

где i = 1, 2, 3, j = I, II, III. Безразмерные переменные в (1) введены по формулам

ξ =
x

h
, ζ =

y

h
, τ =

c0t

h
, w

(j)
i = hw

∗(j)
i , v(j) = hv∗(j), p(j) = c2

0ρ0p
∗(j), (2)

звездочки в (1) и далее опущены. В системе (1) индексом i (i = 1, 2, 3) обозначены величины, при-

надлежащие соответственно первой, второй и третьей мембране, индексом j (j = I, II, III) — области

акустической среды; w
(j)
i — поперечное смещение i-й мембраны в j-й области, ci — скорость рас-

пространения упругой волны в i-й мембране, ci =
√

Fi/ρ̃i, где Fi — сила натяжения i-й мембраны,

ρ̃i = ρihi, hi — толщина i-й мембраны, ρi — плотность материала i-й мембраны; q
(j)
i — давление,

оказываемое j-й акустической средой на i-тую мембрану, c0 — скорость распространения звука в аку-

стической среде, ρ0 — плотность акустической среды, x и y — продольная и поперечная координаты,

v(j) — поперечное смещение j-й среды, p(j) — акустическое давление в области j, εi = ci/c0, εi << 1,

κi = hρ0/hiρi.

На верхней и нижней мембранах должны быть выполнены следующие условия:

y = h : q
(I)
1 = p(I), q

(II)
3 = p(II), q

(III)
1 = p(III), w

(I)
1 = v(I),

w
(II)
3 = v(II), w

(III)
1 = v(III);

y = −h : q
(I)
2 = −p(I), q

(II)
2 = −p(II), q

(III)
2 = −p(III), w

(I)
2 = v(I),

w
(II)
2 = v(II), w

(III)
2 = v(III).

(3)

Граничные условия на стыках ξ = 0 и ξ = L0 (L0 = L/h) имеют вид

ξ = 0 : v(I) = v(II),
∂ v(I)

∂ ξ
=

∂ v(II)

∂ ξ
,

w
(I)
1 = w

(II)
3 , w

(I)
2 = w

(II)
2 ,

∂ w
(I)
1

∂ ξ
=

∂ w
(II)
3

∂ ξ
,

∂ w
(I)
2

∂ ξ
=

∂ w
(II)
2

∂ ξ
;

ξ = L0 : v(II) = v(III),
∂ v(II)

∂ ξ
=

∂ v(III)

∂ ξ
,

w
(II)
3 = w

(III)
1 , w

(II)
2 = w

(III)
2 ,

∂ w
(II)
3

∂ ξ
=

∂ w
(III)
1

∂ ξ
,

∂ w
(II)
2

∂ ξ
=

∂ w
(III)
2

∂ ξ
.

(4)
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2 . РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О РАСПРОСТРАНЕНИИ И ОТРАЖЕНИИ ГАРМОНИЧЕСКОЙ ВОЛНЫ

Рассмотрим распространение гармонических волн с заданной частотой ω и волновым числом χ
(j)
n ,

n = 1, 2, . . .,j = I,II,III, связанным с частотой дисперсионным уравнением, полученным в работе [5].

В этом случае граничные условия (4) эквивалентны следующим условиям для функции давления:

ξ = 0 : p(I) = p(II),
∂ p(I)

∂ ξ
=

∂ p(II)

∂ ξ
;

ξ = L0 : p(II) = p(III),
∂ p(II)

∂ ξ
=

∂ p(III)

∂ ξ
.

(5)

Функция давления в моде с номером n, распространяющейся в положительном направлении оси x,

задается соотношением

p(j)
r = CP (j)

n (ζ)ei(ωτ−χ(j)
n ξ), (6)

где C — некоторая постоянная, P
(j)
n (ζ) — собственная функция в области j, имеющая вид

P (j)
n (ζ) = ch (β(j)

n ζ) +
β

(j)
n (α

(j)
2n )2shβ

(j)
n − κ2ω

2ch β
(j)
n

β
(j)
n (α

(j)
2n )2chβ

(j)
n − κ2ω2shβ

(j)
n

sh (β(j)
n ζ). (7)

В (7) приняты следующие обозначения:

β(j)
n =

√

(

χ
(j)
n

)2

− ω2, α
(j)
2n =

√

ε2
2

(

χ
(j)
n

)2

− ω2. (8)

Пусть на стык ξ = 0 падает мода с номером l0. Выражение для падающей волны имеет вид

p(I)
r = q0P

(I)
l0

(ζ)ei(ωτ−χ
(I)
l0

ξ). (9)

Решения для отраженной волны в области I и прошедшей волны в области III представим в виде

следующих линейных комбинаций:

p
(I)
l =

∞
∑

m=1

AmP (I)
m (ζ)ei(ωτ+χ(I)

m ξ), (10)

p(III) =

∞
∑

m=1

BmP (III)
m (ζ)ei(ωτ−χ(II)

m (ξ−L0)). (11)

Решение в области II будем искать в виде

p(II) =

∞
∑

m=1

(

Cme−iχ(II)
m ξ + Dme−iχ(II)

m (L0−ξ)
)

P (II)
m (ζ)eiωτ . (12)

В (10)–(12) Am, Bm, Cm, Dm — постоянные, требующие определения.

Введем скалярное произведение:

〈f1(ζ), f2(ζ)〉I,II =

∫ 1

−1

f1f2dζ + f
′

1(1)f
′

2(1)
ε2
1,3

κ1,3ω
2

+ f
′

1(−1)f
′

2(−1)
ε2
2

κ2ω
2
. (13)

Подставим решения (10)–(12) в граничные условия (5), учитывая, что p(I) = p
(I)
r + p

(I)
l . Используя

соотношение ортогональности из [6] (подобного рода соотношения ортогональности изучались также

в работах [8–10]), получим систему для определения постоянных Am и Bm:

−
∞
∑

m=1

Amγmn(χ(II)
n + χ(I)

m ) +
∞
∑

m=1

Bmγmn(χ(II)
n − χ(I)

m )e−iχ(II)
n L0 = q0γl0n(χ(II)

n − χ
(I)
l0

),

∞
∑

m=1

Amγmn(χ(II)
n − χ(I)

m )e−iχ(II)
n L0 −

∞
∑

m=1

Bmγmn(χ(II)
n + χ(I)

m ) = −q0γl0n(χ(II)
n + χ

(I)
l0

)

(14)
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и формулы для определения коэффициентов Cm и Dm:

Cn =
q0γl0n

(

χ
(II)
n + χ

(I)
l0

)

2χ
(II)
n δnn

+
1

2χ
(II)
n δnn

∞
∑

m=1

Amγmn

(

χ(II)
n − χ(I)

m

)

,

Dn =
1

2χ
(II)
n δnn

∞
∑

m=1

Bmγmn

(

χ(II)
n − χ(I)

m

)

,

(15)

где γmn = 〈P (I)
m , P

(II)
n 〉II , δnn = 〈P (II)

n , P
(II)
n 〉II , n = 1, 2, . . .

После определения коэффициентов Am и Bm можно сосчитать величины среднего за период

потока энергии, проходящей через поперечное сечение волновода. Для падающей, отраженной и

прошедшей волн величины потока энергии вычисляются по формулам

Rпад =
hρ0c

3
0χ

(I)
l0

2ω
〈P (I)

l0
(ζ), P

(I)
l0

(ζ)〉I , Rотраж =
hρ0c

3
0

2ω

M
(I)
0

∑

n=1

χ(I)
n |An|2 〈P (I)

n (ζ), P (I)
n (ζ)〉I ,

Rпрош =
hρ0c

3
0

2ω

M
(III)
0

∑

n=1

χ(I)
n |Bn|2 〈P (I)

n (ζ), P (I)
n (ζ)〉I ,

(16)

где M
(j)
0 — число распространяющихся волн в j-й области на заданной частоте.

Из закона сохранения энергии имеем:

Rпад = Rотраж + Rпрош. (17)

При усечении бесконечной системы (14) контролировалась точность выполнения граничных усло-

вий (5) и соотношения (17).

3 . АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ

Введем коэффициент отражения

KR =
Rотраж

Rпад
. (18)

Графики зависимости коэффициента KR от частоты представлены на рис. 2—5. В расчетах при-

нималось L0 = 1 и следующие параметры задачи:

задача A: κ1 = 2, κ2 = 4, κ3 = 1, ε1 = 0.1, ε2 = 0.2, ε3 = 0.1/
√

2 (жирная линия);

задача B: κ1 = 2, κ2 = 4, κ3 = 0.1, ε1 = 0.1, ε2 = 0.2, ε3 = 0.1/
√

20 (тонкая линия);

задача C: κ1 = 2, κ2 = 4, κ3 = 20, ε1 = 0.1, ε2 = 0.2, ε3 =
√

0.1 (штриховая линия).

Рис. 2. Коэффициент отражения в случае падения

первой моды

Случай А соответствует близким значениям

поверхностных плотностей мембран 1 и 3 (ρ̃3 =

= 2ρ̃1), в случае B поверхностная плотность

мембраны 3 значительно превосходит поверхност-

ную плотность мембраны 1 (ρ̃3 = 20ρ̃1), в слу-

чае C мембрана 3 значительно легче, чем мембрана

1 (ρ̃3 = 0.1ρ̃1). На рис. 2 и рис. 3 представлен ко-

эффициент отражения в случае падения первой и

второй фундаментальных мод, на рис. 4 и рис. 5 —

в случае падения третьей и четвертой мод высшего

порядка, соответственно. Острые пики на рис. 3–

5 соответствуют частотам запирания мод высшего

порядка. Как видно из рис. 3–5, наиболее чувстви-

тельной к наличию вставки является вторая фундаментальная мода (рис. 3). Это объясняется тем,

что на высоких частотах вторая фундаментальная мода вырождается в поверхностную волну, рас-

пространяющуюся вдоль верхней стенки (y = h) со скоростью, приблизительно равной скорости

распространения волн в мембране.
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а

б

в

Рис. 3. Коэффициент отражения в случае падения второй моды в диапазоне частот: а — от 0

до 1.6, б — от 1.6 до 3.3, в — от 3.3 до 5

Минимумы коэффициента отражения KR соответствуют так называемым «частотам пропускания»,

то есть частотам, на которых отражение практически отсутствует и основная доля энергии переходит

в область III. Эти частоты приблизительно совпадают с резонансными частотами «вставки», которые

определяются из уравнения

χ
(II)
2 (ω) =

nπ

L0
, n = 1, 2, . . . (19)

Корни уравнения (19) также представлены на рис. 3. В случаях A и B они достаточно точно

определяют положение частот пропускания. В случае C (тонкая мембрана 3) частоты пропускания

определяются уравнением (19) лишь приближенно. Это связано с тем, что в этом случае резонанс

«вставки» сильно демпфируется неограниченной акустической средой.
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Рис. 4. Коэффициент отражения в случае падения третьей моды

Рис. 5. Коэффициент отражения в случае падения четвертой моды

В заключение отметим, что, как видно из рис. 3 и формулы (19), положение частот пропускания и

максимальное значение коэффициента отражения определяются поверхностной плотностью материала

«вставки» и её длиной. Таким образом, данные о коэффициенте отражения второй фундаментальной

моды можно использовать для диагностики наличия включений в стенке волновода.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 09-01-00804а, 11-01-00545а).
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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
ДАЛЬНЕГО ПОЛЯ ВОЛНЫ РЭЛЕЯ
В МНОГОСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЕ
М. В. Вильде, Л. Ю. Коссович

Саратовский государственный университет,
кафедра математической теории упругости и биомеханики
E-mail: mv_wilde@mail.ru

Предложена асимптотическая модель, направленная на описа-
ние дальнего поля волны Рэлея в бесконечной многослойной
пластине при действии нестационарной поверхностной нагруз-
ки. При выводе уравнений модели используются общие асимпто-
тические принципы. В результате получена система двух одно-
мерных интегро-дифференциальных уравнений (головная си-
стема), описывающая распространение волн Рэлея вдоль по-
верхностей пластины, и ряд краевых задач для уравнений эл-
липтического типа, описывающих затухающее волновое поле в
каждом из слоев. Головная система является замкнутой и может
быть решена отдельно, так что задача по сути сводится к од-
номерной. При построении модели предполагается, что упругие
свойства слоев удовлетворяют следующему условию: скорость
той волны Рэлея, на которую ориентирована модель, меньше
скоростей волн сдвига во всех слоях.

Ключевые слова: нестационарные упругие волны, поверхност-
ные волны, волна Рэлея, асимптотические методы.

An Asymptotic Model for the Far-Field of Rayleigh Wave in
Multilayered Plate

M. V. Wilde, L. Yu. Kossovich

Saratov State University,
Chair of Mathematical Theory of Elasticity and Biomechanics
E-mail: mv_wilde@mail.ru

An asymptotic model is proposed, which allows to calculate far-
field of Rayleigh wave in an infinite multilayered plate subjected to
non-stationary surface load. The model is derived by using of the
standard asymptotic techniques. As a result, a system of two one-
dimensional integro-differential equations (head system) is obtained,
which describes the propagation of Rayleigh waves along the plate
surfaces. For the decaying wave fields in layers the boundary
problems for elliptic equations are obtained. Head system is closed
and can be solved separately, thus the problem is reduced to one-
dimensional one. By deriving of the model it is assumed that the
elastic properties of the layers satisfy the following condition: the
speed of Rayleigh wave, for which the model is derived, is less than
the shear wave speeds in all the layers.

Key words: non-stationary elastic waves, surface waves, Rayleigh
wave, asymptotic methods.

ВВЕДЕНИЕ

Существование нестационарной волны Рэлея, возникающей при силовом воздействии на сво-

бодную поверхность упругого полупространства, было впервые установлено в классической работе

H. Lamb [1]. В случае локализованного воздействия типа сосредоточенной силы данная волна выгля-

дит как существенный всплеск НДС, быстро затухающий с глубиной и распространяющийся вдоль

поверхности тела со скоростью стационарной волны Рэлея [2]. Исследование поля волны Рэлея имеет

важное значение как для практических приложений (в таких областях, как сейсмология и дефекто-

скопия), так и с теоретической точки зрения, например для завершения построения асимптотической

схемы расчленения нестационарного НДС пластин и оболочек в случае воздействия нормального

типа [3]. Несмотря на то что за работой Лэмба последовало множество публикаций, посвященных

различным обобщениям так называемой «задачи Лэмба» (см., например, обзоры в [4, 5]), исследо-

вания в этом направлении еще ведутся. В частности, продолжает оставаться актуальной проблема

построения упрощенных прикладных теорий. Характер решений нестационарных задач (разрывы на

фронтах, высокочастотная осцилляция), как правило, таков, что «непосредственная» численная реа-

лизация оказывается неэффективной или попросту невозможной, а анализ аналитического решения

неупрощенных уравнений, если оно вообще существует, требует изощренного математического аппа-

рата и громоздких выкладок. Так, например, анализ поля Рэлея до последнего времени был ослож-

нен тем, что в традиционных формулировках динамических задач теории упругости волна Рэлея не

присутствует в явном виде, и для ее выявления требовалось осуществить некоторые дополнитель-

ные преобразования. В работе [6] (для случая полупространства, находящегося в условиях плоской

деформации) впервые была предложена асимптотическая модель, направленная непосредственно на

описание поля волны Рэлея. Эта модель включает в себя одномерное волновое уравнение, содержа-

щее в явном виде скорость волны Рэлея и описывающее распространение волны вдоль поверхности,

и краевые задачи Неймана для потенциалов Ламе, описывающие затухание волнового поля вглубь

полупространства. Приближенная теория [6] существенно облегчает количественный и качественный
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анализ поля нестационарной волны Рэлея. Решения приближенных уравнений, представляющих со-

бой классические уравнения математической физики, легко записываются в замкнутой форме. Кроме

того, сама структура приближенной модели соответствует интуитивным представлениям о волне Рэ-

лея, отражая её основные свойства: распространение вдоль поверхности с определенной скоростью

и затухание с глубиной. Результаты, которые представлены в статье [6], распространены в работе

[7] на случай дальнего поля Рэлея в бесконечном упругом слое при нормальном воздействии на его

поверхности, в работе [8] — на случай полуполосы при действии торцевой нагрузки, в работах [9,

10] — на аналогичные задачи для цилиндрической оболочки.

Данная работа посвящена построению асимптотической модели для описания дальнего поля вол-

ны Рэлея в бесконечной многослойной пластине при действии поверхностной нормальной нагрузки,

не зависящей от одной из координат (плоская деформация). Исследование является развитием работ

[6–10]. В первой части работы рассматривается двухслойная пластина, во второй части получен-

ные результаты обобщаются на случай произвольного числа слоев. Методика вывода приближенных

уравнений совпадает с использованной в [6–10], с тем отличием, что вместо техники символического

интегрирования применяется эквивалентная ей итерационная техника. В результате получена система

двух одномерных уравнений, описывающих распространение волны вдоль поверхностей пластины, и

ряд краевых задач для уравнений эллиптического типа, описывающих затухающее волновое поле в

каждом из слоев. «Головная система» является замкнутой и может быть решена отдельно (двумерные

краевые задачи решаются на следующем шаге, когда решение «головной системы» уже известно), так

что исходная задача, по сути, сводится к одномерной. При построении модели предполагается, что

упругие свойства слоев удовлетворяют следующему условию: скорость той волны Рэлея, на которую

ориентирована модель, меньше скоростей волн сдвига во всех слоях. В противном случае волновое

поле в некоторых слоях не имеет затухающего характера, что делает невозможным непосредственное

обобщение результатов работ [6–10]. Построение приближенной модели для таких случаев требует

дополнительного исследования.

1. ДВУХСЛОЙНАЯ ПЛАСТИНА

1.1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу определения нестационарного НДС бесконечной двухслойной пластины, зани-

мающей в декартовых координатах (x, y, z) область (−∞ < x < ∞, −∞ < y < ∞, |z| ≤ h), при этом

положение поверхности раздела слоев характеризуется координатой z = h1 (рисунок).

Будем считать, что приложенная нагрузка не зависит от переменной y, тогда искомое НДС будет

Двухслойная бесконечная пластина

определятся как решение динамических

уравнений плоской задачи теории упру-

гости. Все характеристики, относящиеся

k-му слою (k = 1, n, в первой части

во всех формулах n = 2), будем от-

мечать верхним (для искомых функций)

или нижним (для постоянных парамет-

ров, в случае двух индексов — второй)

индексом k. В частности, упругие кон-

станты Ламе и плотность материала обо-

значаются символами λk, µk и ρk соот-

ветственно. В безразмерных переменных

уравнения движения для каждого из сло-

ев могут быть представлены в виде

∂2ϕ(k)

∂ξ2
+

∂2ϕ(k)

∂ζ2
− θ2

kκ2
k

∂2ϕ(k)

∂τ2
= 0,

∂2ψ(k)

∂ξ2
+

∂2ψ(k)

∂ζ2
− θ2

k

∂2ψ(k)

∂τ2
= 0, (1)

где ϕ(k), ψ(k) — объемный и сдвиговой потенциалы Ламе, θk = c2,1/c2,k, κk = c2,k/c1,k, ξ = x/h,

ζ = z/h, τ = tc2,1/h, c1,k и c2,k — скорости волн расширения и сдвига соответственно, t — время.
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Компоненты тензора напряжений σ
(k)
11 , σ

(k)
33 , σ

(k)
13 и вектора перемещений v

(k)
1 , v

(k)
3 выражаются через

потенциалы ϕ(k), ψ(k) по формулам:

σ
(k)
11 = µ1h

−2 γk

κ2
k

(
∂2ϕ(k)

∂ξ2
+

(
1 − 2κ2

k

) ∂2ϕ(k)

∂ζ2
+ 2κ2

k

∂2ψ(k)

∂ξ∂ζ

)

,

σ
(k)
33 = µ1h

−2 γk

κ2
k

(
∂2ϕ(k)

∂ζ2
+

(
1 − 2κ2

k

) ∂2ϕ(k)

∂ξ2
− 2κ2

k

∂2ψ(k)

∂ξ∂ζ

)

,

σ
(k)
13 = µ1h

−2γk

(

2
∂2ϕ(k)

∂ξ∂ζ
− ∂2ψ(k)

∂ξ2
+

∂2ψ(k)

∂ζ2

)

,

v
(k)
1 =

1

h

(
∂ϕ(k)

∂ξ
+

∂ψ(k)

∂ζ

)

, v
(k)
3 =

1

h

(
∂ϕ(k)

∂ζ
− ∂ψ(k)

∂ξ

)

,

(2)

где γk = µk/µ1.

Запишем граничные условия на лицевых поверхностях и поверхности контакта:

ζ = 1 : σ
(1)
13 = 0, σ

(1)
33 = P1(ξ, τ);

ζ = r1 : σ
(1)
13 = σ

(2)
13 , σ

(1)
33 = σ

(2)
33 , v

(1)
1 = v

(2)
1 , v

(1)
3 = v

(2)
3 ;

ζ = −1 : σ
(2)
13 = 0, σ

(2)
33 = P2(ξ, τ).

(3)

В (3) P1(ξ, τ), P2(ξ, τ) — заданные напряжения, r1 = h1/h. Введем также обозначения r0 = 1,

rn = −1. При τ = 0 ставятся нулевые начальные условия.

Безразмерная скорость волны Рэлея определяется из известного трансцендентного уравнения [2]

в обозначениях данной работы принимающего вид

(

1 − 1

2
θ2

kk2
R,k

)2

−
√

1 − θ2
kκ2

kk2
R,k

√

1 − θ2
kk2

R,k = 0. (4)

Без ограничения общности можно принять kR,1 ≤ kR,2.

1.2 . Вывод приближенных уравнений

Построим асимптотическую модель для описания дальнего поля волны Рэлея, распространяю-

щейся вдоль поверхности ζ = 1 со скоростью, характеризуемой безразмерным параметром kR,1 = kR.

Следуя [6], введем малый параметр ε как отношение характерного размера h к расстоянию, пройден-

ному волной Рэлея за достаточно большой промежуток времени:

ε =
h

kRc2,1T
≪ 1. (5)

Примем также, что заданная нагрузка локализована (либо быстро изменяется) в области, размеры

которой сравнимы с толщиной пластины. Тогда можно предположить, что для больших времен, когда

фронты всех волн «расходятся» достаточно далеко, решение в окрестности условного фронта волны

Рэлея будет иметь вид волнового профиля, медленно изменяющегося со временем и распространя-

ющегося с постоянной скоростью kRc2,1. Следовательно, в подвижной системе координат, связанной

со скоростью волны Рэлея, изменяемость решения по времени должна быть мала по сравнению с

изменяемостью по пространственным координатам. Исходя из этих соображений, введем новые пере-

менные

y = ξ − kRτ, τ∗ = ετ, (6)

где переменная τ∗ является масштабированной [11], и примем, что дифференцирование по перемен-

ным y, ζ, τ∗ не меняет порядка искомых величин. Предположение об одинаковой изменяемости по

переменным y и ζ подсказано тем, что аналогичным свойством обладает решение для стационарной

волны Рэлея. Анализ этого решения позволяет сформулировать ещё одно предположение, касаю-

щееся асимптотических свойств искомых функций. Рассмотрим, например, решение уравнения (1)
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для потенциала ϕ(k), имеющее вид гармонической волны с безразмерной фазовой скоростью kR и

экспоненциально затухающее при ζ → ∞ (знак «+») или при ζ → −∞ (знак «−»):

ϕ
(k)
0 = Ce−χ

√
1−θ2

k
κ2

k
k2

R
(±ζ)eiχ(ξ−kRτ) = Ce−χ

√
1−θ2

k
κ2

k
k2

R
(±ζ)eiχy, (7)

где χ — волновое число. Нетрудно убедиться, что производные от функции ϕ
(k)
0 по пространственным

переменным связаны соотношением

∂ϕ
(k)
0

∂ζ
= ±i

√

1 − θ2
kκ2

kk2
R

∂ϕ
(k)
0

∂y
= ±i

√

1 − θ2
kκ2

kk2
R

∂ϕ
(k)
0

∂ξ
. (8)

Поскольку нестационарная волна Рэлея может быть представлена как суперпозиция гармониче-

ских волн, среди которых преобладают волны Рэлея, то естественно предположить, что и в нестаци-

онарной задаче потенциал ϕ(k) в первом приближении будет удовлетворять соотношению вида (8):

∂ϕ(k)

∂ζ
= ±i

√

1 − θ2
kκ2

kk2
R

∂ϕ(k)

∂y
+ O(ε). (9)

Для потенциала ψ(k) имеем аналогично

∂ψ(k)

∂ζ
= ±i

√

1 − θ2
kk2

R

∂ψ(k)

∂y
+ O(ε). (10)

В (9), (10) и далее считается, что искомые функции являются комплекснозначными функциями

переменных y, ζ (или ξ, ζ), действительная часть которых дает решение поставленной задачи.

Введем следующие обозначения:

k1,k =
√

1 − θ2
kκ2

kk2
R, k2,k =

√

1 − θ2
kk2

R, k2
3,k = 1 − θ2

kk2
R

2
. (11)

Из условия kR,1 ≤ kR,2 следует, что все параметры (11) являются действительными для любых λk,

µk, ρk. Переходя в (1) к новым переменным (6), получим следующие уравнения:

k2
1,k

∂2ϕ(k)

∂y2
+

∂2ϕ(k)

∂ζ2
+ 2εθ2

kκ2
kkR

∂2ϕ(k)

∂y∂τ∗
+ O(ε2) = 0,

k2
2,k

∂2ψ(k)

∂y2
+

∂2ψ(k)

∂ζ2
+ 2εθ2

kkR

∂2ψ(k)

∂y∂τ∗
+ O(ε2) = 0.

(12)

В дальнейшем нам понадобятся уточненные соотношения (9), (10). Запишем их в виде

∂ϕ(k)

∂ζ
= ±ik1,k

∂ϕ(k)

∂y
+ εϕε + O(ε2),

∂ψ(k)

∂ζ
= ±ik2,k

∂ψ(k)

∂y
+ εψε + O(ε2), (13)

где ϕε, ψε — пока неизвестные функции. Предположим, что эти функции также удовлетворяют

соотношениям (9), (10), и определим их методом итераций. Подставим (13) в (12) и выразим функции

ϕε, ψε через функции ϕ, ψ, требуя удовлетворения уравнений (12) с погрешностью O(ε2). В результате

соотношения (13) запишутся в виде

∂ϕ(k)

∂ζ
= ±ik1,k

∂ϕ(k)

∂y
± iε

θ2
kκ2

kkR

k1,k

∂ϕ(k)

∂τ∗
+ O(ε2),

∂ψ(k)

∂ζ
= ±ik2,k

∂ψ(k)

∂y
± iε

θ2
kkR

k2,k

∂ψ(k)

∂τ∗
+ O(ε2). (14)

Преобразуем выражения для напряжений σ
(k)
33 , σ

(k)
13 из (2), переходя в них к новым переменным (6)

и заменяя вторые производные по ζ их выражениями, полученными из уравнений (12):

σ
(k)
33 = 2µ1h

−2γk

(

−k2
3,k

∂2ϕ(k)

∂y2
− ∂2ψ(k)

∂y∂ζ
− εθ2

kkR

∂2ϕ(k)

∂y∂τ∗
+ O(ε2)

)

,

σ
(k)
13 = 2µ1h

−2γk

(
∂2ϕ(k)

∂y∂ζ
− k2

3,k

∂2ψ(k)

∂y2
− εθ2

kkR

∂2ψ(k)

∂y∂τ∗
+ O(ε2)

)

,

(15)
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Представим искомые функции в виде суммы

ϕ(k) = ϕ
(k)
1 + ϕ

(k)
2 , ψ(k) = ψ

(k)
1 + ψ

(k)
2 , (16)

где функции с нижним индексом 1 затухают при ζ → −∞, а функции с нижним индексом 2 — при

ζ → ∞ (направления затухания схематически представлены на рисунке). Уравнения эллиптического

типа для определения функций ϕ
(k)
1 , ϕ

(k)
2 , ψ

(k)
1 , ψ

(k)
2 в первом приближении легко получаются из

уравнений (12), если отбросить в них малые члены. В соотношениях (9), (10) и (14) функциям ϕ
(k)
1 ,

ψ
(k)
1 соответствует знак «−», а функциям ϕ

(k)
2 , ψ

(k)
2 — знак «+».

Рассмотрим граничные условия (3). Из выражений для k1,k, k2,k (11) следует, что потенциалы ϕ
(k)
1 ,

ϕ
(k)
2 затухают гораздо быстрее, чем потенциалы ψ

(k)
1 , ψ

(k)
2 (так как κ2

k ≤ 0.5), поэтому при удовлетво-

рении граничным условиям мы будем пренебрегать тем из потенциалов ϕ
(k)
1 , ϕ

(k)
2 , который затухает

при удалении от противоположной границы (см. рисунок) (например, при удовлетворении граничным

условиям при ζ = 1 мы отбрасываем слагаемые с ϕ
(1)
2 ), а также аналогичным ему потенциалом ψ

(k)
1

или ψ
(k)
2 , если он умножается на малый параметр ε.

Подставим представление (16) в выражение для напряжения σ
(1)
13 и удовлетворим граничному усло-

вию для этого напряжения при ζ = 1. Используя (14) и пренебрегая слагаемыми, малыми вследствие

затухания соответствующих функций, приходим к выражениям

∂2ϕ
(1)
1

∂y2
= i

k2
3,1

k1,1

(

∂2ψ
(1)
1

∂y2
+

∂2ψ
(1)
2

∂y2

)

−ε
θ2
1κ

2
1kR

k2
1,1

∂2ϕ(1)

∂y∂τ∗
+ iε

θ2
1kR

k1,1

∂2ψ
(1)
1

∂y∂τ∗
+ O(ε2),

∂2ϕ
(1)
1

∂y∂τ∗
=i

k2
3,1

k1,1

∂ψ
(1)
1

∂y∂τ∗
+ O(ε).

(17)

Теперь удовлетворим граничному условию при ζ = 1 для напряжения σ
(1)
33 , подставляя в первое

соотношение (15) представления (16), (17) и преобразуя смешанные производные от функций ψ
(1)
1 ,

ψ
(1)
2 во вторые производные по y с помощью (14). Асимптотически главные члены в полученном

выражении сократятся в силу уравнения (4), а оставшиеся малые члены дадут уравнение

∂2ψ
(1)
1

∂ζ∂τ∗
+ ε−1B1

∂2ψ
(1)
2

∂y∂ζ
+ O(ε) = −ε−1 B1P1h

2

4µ1γ1
, (18)

где

B1 =

[

θ2
1kR

2

(

κ2
1

k2
1,1

+
1

k2
2,1

− 2

k2
3,1

)]−1

. (19)

Следует отметить, что в уравнении (18) неявно присутствует одномерный волновой оператор,

содержащий скорость волны Рэлея. Это нетрудно показать, дифференцируя (18) по y и возвращаясь

к исходным переменным ξ, τ .

Выполняя аналогичные действия с граничными условиями при ζ = −1, приходим к соотношениям

∂2ϕ
(2)
2

∂y2
= −i

k2
3,2

k1,2

(

∂2ψ
(2)
2

∂y2
+

∂2ψ
(2)
1

∂y2

)

− ε
θ2
2κ

2
2kR

k2
1,2

∂2ϕ
(2)
2

∂y∂τ∗
− iε

θ2
2kR

k1,2

∂2ψ
(2)
2

∂y∂τ∗
+ O(ε2),

∂2ϕ
(2)
2

∂y∂τ∗
= −i

k2
3,2

k1,2

∂2ψ
(2)
2

∂y∂τ∗
+ O(ε)

(20)

и

−B2D2

2

∂2ψ
(2)
2

∂y∂ζ
− ε

∂2ψ
(2)
2

∂ζ∂τ∗
− B′

2

2

∂2∂ψ
(2)
1

∂y∂ζ
+ O(ε2) =

B2P2h
2

4µ1γ2
, (21)

где

B2 =

[

θ2
nkR

2

(

k4
3,nκ2

n

k3
1,nk2,n

+
k4
3,n

k1,nk3
2,n

−
2k2

3,n

k1,nk2,n

)]−1

,

D2 = 1 −
k4
3,n

k1,nk2,n

, B′

2 = B2

(

k4
3,n

k1,nk2,n

+ 1

)

.

(22)
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Второе слагаемое в (21), вообще говоря, мало по сравнению с первым. Оно оставлено для того

чтобы полученная модель была применима в случае kR,1 = kR,2.

Уравнения (18) и (21) представляют собой уравнения для граничных значений функций ∂ψ
(k)
k /∂ζ.

Из (17) и (20) следуют граничные условия для ϕ
(k)
k .

Рассмотрим теперь контактные условия при ζ = r1. Подставим в них, с учетом (16), выражения

для перемещений (см. (2)) и напряжений (15), сохраняя в последних только асимптотически главные

члены. Интегрируя условия для напряжений по y и преобразуя ∂ϕ
(k)
i /∂ζ в ∂ϕ

(k)
i /∂y и ∂ψ

(k)
i /∂y в

∂ψ
(k)
i /∂ζ с помощью соотношений (9) и (10), приходим к системе уравнений

γ1

(

k1,1
∂ϕ

(1)
2

∂y
+

k2
3,1

k2,1

∂ψ
(1)
2

∂ζ
+ O(ε)

)

+ γ2

(

k1,2
∂ϕ

(2)
1

∂y
+

k2
3,2

k2,2

∂ψ
(2)
1

∂ζ
+ O(ε)

)

=

= γ1

k2
3,1

k2,1

∂ψ
(1)
1

∂ζ
+ γ2

k2
3,2

k2,2

∂ψ
(2)
2

∂ζ
,

γ1

(

k2
3,1

∂ϕ
(1)
2

∂y
+

∂ψ
(1)
2

∂ζ
+ O(ε)

)

− γ2

(

k2
3,2

∂ϕ
(2)
1

∂y
+

∂ψ
(2)
1

∂ζ
+ O(ε)

)

= −γ1
∂ψ

(1)
1

∂ζ
+ γ2

∂ψ
(2)
2

∂ζ
,

k1,1
∂ϕ

(1)
2

∂y
+

1

k2,1

∂ψ
(1)
2

∂ζ
+ k1,2

∂ϕ
(2)
1

∂y
+

1

k2,2

∂ψ
(2)
1

∂ζ
=

1

k2,1

∂ψ
(1)
1

∂ζ
+

1

k2,2

∂ψ
(2)
2

∂ζ
,

∂ϕ
(1)
2

∂y
+

∂ψ
(1)
2

∂ζ
− ∂ϕ

(2)
1

∂y
− ∂ψ

(2)
1

∂ζ
= −∂ψ

(1)
1

∂ζ
+

∂ψ
(2)
2

∂ζ
,

(23)

которую можно рассматривать как систему линейных функциональных уравнений относительно неиз-

вестных
∂ϕ

(1)
2

∂y
,

∂ψ
(1)
2

∂ζ
,

∂ϕ
(2)
1

∂y
,

∂ψ
(2)
1

∂ζ
.

Условие равенства нулю определителя системы (23) совпадает с уравнением для определения скорости

волны Стоунли (см., например, [12]), в которое на место искомого параметра подставлено значение

скорости волны Рэлея . Даже если волна Стоунли существует, её скорость не совпадает со скоростью

волны Рэлея kR. Следовательно, определитель системы (23) отличен от нуля, и её можно однозначно

разрешить относительно упомянутых неизвестных. Полученные выражения дадут граничные условия

для потенциалов ϕ
(1)
2 , ϕ

(2)
1 , ψ

(1)
2 , ψ

(2)
1 при ζ = r1.

Отбрасывая в соотношениях (12), (15), (17)–(21) малые члены и возвращаясь к исходным перемен-

ным, получим приближенную модель, которая включает в себя:

А) Одномерные уравнения для функций

Ψ
(1)
1 (ξ, τ) =

∂ψ
(1)
1

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
ζ=1

, Ψ
(n)
2 (ξ, τ) =

∂ψ
(n)
2

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
ζ=−1

, (24)

описывающие распространение волнового процесса вдоль наружных поверхностей:

∂2Ψ
(1)
1

∂τ2
− k2

R

∂2Ψ
(1)
1

∂ξ2
− 2kRB1

∂2Ψ
(1)
2,h

∂ξ2
=

kRB1h
2

2µ1γ1

∂P1

∂ξ
, (25)

−kRB2D2
∂2Ψ

(n)
2

∂ξ2
+

(

∂2Ψ
(n)
2

∂τ2
− k2

R

∂2Ψ
(n)
2

∂ξ2

)

− kRB′

2

∂2Ψ
(n)
1,h

∂ξ2
=

kRB2h
2

2µ1γn

∂P2

∂ξ
, (26)

где

Ψ
(1)
2,h(ξ, τ) =

∂ψ
(1)
2

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
ζ=1

, Ψ
(n)
1,h(ξ, τ) =

∂ψ
(n)
1

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
ζ=−1

, (27)

постоянные B1, B2, B′
2 и D2 определяются формулами (19) и (22).

B) Краевые задачи Неймана для функций ψ
(k)
i (i = 1, 2): найти решение уравнения

k2
2,k

∂2ψ
(k)
i

∂ξ2
+

∂2ψ
(k)
i

∂ζ2
= 0 (28)
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в области D
(k)
i , удовлетворяющее граничному условию

∂ψ
(k)
i

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(k)
i

= Ψ
(k)
i (29)

при k = 1, i = 1 и k = n, i = 2, или одному из условий

∂ψ
(p)
2

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p)
2

= S
(p)
11

∂ψ
(p)
1

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p)
2

+ S
(p)
12

∂ψ
(p+1)
2

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p)
2

, (30)

∂ψ
(p+1)
1

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p+1)
1

= S
(p)
21

∂ψ
(p)
1

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p+1)
1

+ S
(p)
22

∂ψ
(p+1)
2

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p+1)
1

, (31)

где p = 1 (p — номер контактной поверхности).

C) Краевые задачи Дирихле для функций ϕ
(p)
i (i = 1, 2): найти решение уравнения

k2
1,k

∂2ϕ
(k)
i

∂ξ2
+

∂2ϕ
(k)
i

∂ζ2
= 0 (32)

в области D
(k)
i , удовлетворяющее граничному условию

∂ϕ
(k)
i

∂ξ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(k)
i

= −
k2
3,k

k1,kk2,k

Ψ
(k)
i (33)

при k = 1, i = 1 и k = n, i = 2, или одному из условий

∂ϕ
(p)
2

∂ξ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p)
2

= P
(p)
11

∂ψ
(p)
1

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p)
2

+ P
(p)
12

∂ψ
(p+1)
2

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p)
2

, (34)

∂ϕ
(p+1)
1

∂ξ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p+1)
2

= P
(p)
21

∂ψ
(p)
1

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p)
2

+ P
(p)
22

∂ψ
(p+1)
2

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
L

(p+1)
1

, (35)

где p = 1. В краевые задачи (28)–(31) и (32)–(35) переменная τ входит как параметр.

D) Выражения для напряжений и перемещений:

σ
(k)
33 = −2µ1h

−2γk

(

k2
3,k

∂2ϕ
(k)
1

∂ξ2
+ k2

3,k

∂2ϕ
(k)
2

∂ξ2
+

∂2ψ
(k)
1

∂ξ∂ζ
+

∂2ψ
(k)
2

∂ξ∂ζ

)

,

σ
(k)
13 = 2µ1h

−2γk

(

∂2ϕ
(k)
1

∂ξ∂ζ
+

∂2ϕ
(k)
2

∂ξ∂ζ
− k2

3,k

∂2ψ
(k)
1

∂ξ2
− k2

3,k

∂2ψ
(k)
2

∂ξ2

)

,

σ
(k)
11 = 2µ1h

−2 γk

k2
1,k

[

(
1 − k2

1,k − k2
3,k

)

(

∂2ϕ
(k)
1

∂ζ2
+

∂2ϕ
(k)
2

∂ζ2

)

+ k2
1,k

(

∂2ψ
(k)
1

∂ξ∂ζ
+

∂ψ
(k)
2

∂ξ∂ζ

)]

,

v
(k)
1 =

1

h

(

∂ϕ
(k)
1

∂ξ
+

∂ϕ
(k)
2

∂ξ
+

∂ψ
(k)
1

∂ζ
+

∂ψ
(k)
2

∂ζ

)

, v
(k)
3 =

1

h

(

∂ϕ
(k)
1

∂ζ
+

∂ϕ
(k)
2

∂ζ
− ∂ψ

(k)
1

∂ξ
− ∂ψ

(k)
2

∂ξ

)

.

(36)

Области D
(k)
i определены следующим образом:

D
(k)
1 : (ζ < rk−1,−∞ < ξ < ∞) ; D

(k)
2 : (ζ > rk,−∞ < ξ < ∞) , (37)

а линии L
(k)
i представляют собой границы полуплоскостей D

(k)
i :

L
(k)
1 : (ζ = rk−1,−∞ < ξ < ∞) ; L

(k)
2 : (ζ = rk,−∞ < ζ < ∞) , (38)
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причем L
(k+1)
1 = L

(k)
2 . Коэффициенты в (30), (31), (34), (35) определяются при решении системы (23)

и имеют вид

S
(p)
i0i0

=
1

∆
(p)
0

[(
k4
3,i + k1,ik2,i

)
(k1,lk2,l − 1) γ2

i + silγiγl + +
(
k1,lk2,l − k4

3,l

)
(k1,ik2,i + 1) γ2

i

]
,

sil = (2 + k1,ik2,l − k1,lk2,i) k2
3,ik

2
3,l − (2k1,lk2,l + k1,ik2,i − k1,lk2,i) k2

3,i+

+ (2k1,ik2,i + k1,lk2,l − k1,ik2,l) k2
3,l − 2k1,ik2,ik1,lk2,l − k1,lk2,i + k1,ik2,l,

S
(p)
i0l0

=
2k2,i

∆
(p)
0

(
k2
3,l − 1

) [(
k2
3,lk1,i − k1,l

)
γ2
1 +

(
k2
3,ik1,l − k1,i

)
γlγi

]
,

P
(p)
i0i0

=
2

∆
(p)
0

[
k2
3,i (1 − k1,lk2,l) γ2

i −
(
k2
3,i + 1

) (
k2
3,l − k1,lk2,l

)
γiγl +

(
k4
3,l − k1,lk2,l

)
γ2

l

]
,

P
(p)
i0l0

=
2

∆
(p)
0

(
k2
3,l − 1

) [
−

(
k2
3,l − k1.lk2,i

)
γ2

l +
(
k2
3,i − k1,lk2,i

)
γlγi

]
,

(39)

где l, i = p, p + 1, l 6= i, i0 = i − p + 1, l0 = l − p + 1, и

∆
(p)
0 =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

γpk1,p γpk
2
3,p γ1,p+1k1,p+1 γp+1k

2
3,p+1

γpk
2
3,p γpk2,p −γp+1k

2
3,p+1 −γp+1k2,p+1

k1,p 1 k1,p+1 1

1 k2,p −1 −k2,p+1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(в первой части в (39) p = 1).

Уравнения (25), (26) неудобны тем, что они не отделяются от двумерных задач из-за наличия

величин Ψ
(1)
2,h, Ψ

(n)
1,h. Выразим эти величины через Ψ

(1)
1 , Ψ

(n)
2 , последовательно решая краевые задачи

для функций ψ
(k)
i (28)–(31). Поскольку нам требуются не сами функции ψ

(k)
i , а их производные по ζ,

то задачи (28)–(31) сводятся к задачам Дирихле. Решение последних записывается в виде интеграла

Пуассона для полуплоскости (см., например, [13]), позволяющего восстановить значения функции,

гармонической в полуплоскости z > 0, по её значениям на границе z = 0.

Подставляя записанные с помощью интеграла Пуассона выражения для Ψ
(1)
2,h, Ψ

(2)
1,h в (25), (26),

приходим к системе двух одномерных интегродифференциальных уравнений относительно функций

Ψ
(1)
1 , Ψ

(n)
2 . Эту систему можно записать как систему для составляющих перерезывающего усилия.

Используя (28), представим выражение для напряжения σ
(k)
13 из (36) в виде

σ
(k)
13 = 2µ1h

−2γk

(

∂2ϕ
(k)
1

∂ξ∂ζ
+

∂2ϕ
(k)
2

∂ξ∂ζ
+

k2
3,k

k2
2,k

∂2ψ
(k)
1

∂ζ2
+

k2
3,k

k2
2,k

∂2ψ
(k)
2

∂ζ2

)

, (40)

позволяющем вычислить в явном виде интегралы в выражении для перерезывающего усилия. Пре-

небрегая членами, малыми вследствие затухания потенциалов при удалении от соответствующих

границ, приходим, учитывая граничные условия (33), к следующему выражению:

N1 = h





r1∫

−1

σ
(2)
13 dζ +

1∫

r1

σ
(1)
13 dζ



 ≈ 2µ1h
−1

(

KN,1Ψ
(1)
1 − KN,2Ψ

(n)
2

)

= N
(1)
1 − N

(2)
1 , (41)

где

KN,1 = γ1
θ4
1k

4
R

4k2
2,1k

2
3,1

, KN,2 = γnk2
3,n

k1,n − k2,n

k1,nk2
2,n

. (42)

Выражая величины Ψ
(1)
1 , Ψ

(n)
2 через N

(1)
1 , N

(2)
1 , получаем систему уравнений

∂2N
(1)
1

∂τ2
− k2

R

∂2N
(1)
1

∂ξ2
− 2kRB1S

(1)
11

π2

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

N
(1)
1 (q1x1 + q1x2 + ξ, τ)

(x2
1 + 1) (x2

2 + 1)
dx1 dx2−

−2kRB1S
(1)
12 KN,1

π2KN,2

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

N
(2)
1 (q2x1 + q1x2 + ξ, τ)

(x2
1 + 1) (x2

2 + 1)
dx1 dx2 =

hkRB1KN,1

γ1

∂P1

∂ξ
,
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−kRB2D2
∂2N

(2)
1

∂ξ2
+

(

∂2N
(2)
1

∂τ2
− k2

R

∂2N
(2)
1

∂ξ2

)

− (43)

−kRB′
2S

(1)
22

π2

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

N
(2)
1 (q2x1 + q2x2 + ξ, τ)

(x2
2 + 1) (x2

2 + 1)
dx1 dx2−

−kRB′
2S

(1)
21 KN,2

π2KN,1

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

N
(1)
1 (q1x1 + q2x2 + ξ, τ)

(x2
1 + 1) (x2

2 + 1)
dx1 dx2 =

hkRB2KN,2

γ2

∂P2

∂ξ
,

где qk = 2ηkk2,k, ηk = (rk−1 − rk) /2, ηk — относительные полутолщины слоев.

Система (43) является замкнутой. Таким образом, задача, по сути, сводится к одномерной, подобно

тому, как при построении длинноволновых приближений трехмерные динамические уравнения для

пластины или оболочки сводятся к двумерным уравнениям для величин, не зависящих от толщинной

координаты (см. [14]). После нахождения решения системы (43) можно восстановить затухающее

поле во всей области пластины, решая стандартные краевые задачи для уравнений эллиптического

типа (28)–(31) и (32)–(35).

Вид уравнений (43) позволяет проанализировать характер особенностей решения в зависимости

от приложенной нагрузки. В частности, если нагрузка имеет вид

Pk = ±Ikδ (ξ)H (τ) ,

где δ (ξ) — дельта-функция Дирака, H (τ) — функция Хевисайда, то перерезывающая сила на фронте

волны Рэлея имеет разрыв первого рода. Появление этого разрыва связано с бесконечным разрывом

напряжений на границе. Внутри тела, в том числе и в точках, сколь угодно близких к границе,

все напряжения и перемещения являются непрерывными, что соответствует условному характеру

фронта волны Рэлея и тому факту, что внутри упругого тела разрывы не могут распространяться со

скоростями, отличными от скоростей волн расширения и сдвига.

При применении построенной модели следует иметь в виду, что она не предназначена для описа-

ния длинноволновых колебаний, поэтому частные решения подобного рода должны быть отброшены.

Также следует отметить, что волновой оператор во втором уравнении системы (43) необходим, строго

говоря, только в случае kR,1 = kR,2 (равные скорости волны Рэлея), когда постоянная D2 обраща-

ется в нуль. Если же скорости волн Рэлея различны, то с течением времени их фронты расходятся

достаточно далеко и перестают влиять друг на друга. Однако в случае очень близких значений ско-

ростей возможны ситуации, когда даже в дальнем поле фронт второй волны попадает в окрестность

фронта первой волны. В этом случае построенная модель при сохранении волнового оператора во

втором уравнении описывает оба фронта, однако скорость движения второго фронта определяется

приближенно — чем ближе значения скоростей, тем точнее. В случае существенного различия ско-

ростей учет волнового оператора во втором уравнении становится неэффективным. Отбрасывая его и

следующее слагаемое, малое по сравнению с первым, получим упрощенную систему:

∂2N
(1)
1

∂τ2
− k2

R

∂2N
(1)
1

∂ξ2
− 2kRB1S

(1)
11

π2

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

N
(1)
1 (q1x1 + q1x2 + ξ, τ)

(x2
1 + 1) (x2

2 + 1)
dx1 dx2−

−2kRB1S
(1)
12 KN,1

π2KN,2

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

N
(2)
1 (q2x1 + q1x2 + ξ, τ)

(x2
1 + 1) (x2

2 + 1)
dx1 dx2 =

hkRB1KN,1

γ1

∂P1

∂ξ
, (44)

−kRB2D2
∂2N

(2)
1

∂ξ2
− kRB′

2S
(1)
21 KN,2

π2KN,1

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

N
(1)
1 (q1x1 + q2x2 + ξ, τ)

(x2
1 + 1) (x2

2 + 1)
dx1 dx2 =

hkRB2KN,2

γ2

∂P2

∂ξ
.

Критерием выбора между системами (43) и (44) является погрешность аппроксимации величины

kR,2 выражением
√

k2
R + kRB2D2. Если она мала (порядка десятых долей процента), то следует

пользоваться системой (43), в противном случае — системой (44).
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Заметим также, что построенная модель без каких-либо изменений применима и для описания

поля в окрестности фронта большей скорости волны Рэлея (для этого следует выбрать нумерацию из

условия kR,1 > kR,2), если при этом выполняется неравенство kR,1 < θ−1
2 (скорость волны Рэлея в

первом слое больше скорости волны Рэлея во втором слое, но меньше скорости волны сдвига в нем).

2 . ПЛАСТИНА С ПРОИЗВОЛЬНЫМ ЧИСЛОМ СЛОЕВ

2.1 . Формулировка асимптотической модели

Будем считать теперь, что рассматриваемая пластина имеет n слоев, положение плоскостей раздела

которых характеризуется координатами z = hp, p = 1, n − 1, h > h1 > · · · > hn−1 > −h. Постановка

задачи из п.1.1 не изменится, за исключением граничных условий (3), которые примут вид

ζ = 1 : σ
(1)
13 = 0, σ

(1)
33 = P1 (ξ, τ) ;

ζ = rp : σ
(p)
13 = σ

(p+1)
13 , σ

(p)
33 = σ

(p+1)
33 , v

(p)
1 = v

(p+1)
1 , v

(p)
3 = v

(p+1)
3 ;

ζ = −1 : σ
(n)
13 = 0, σ

(n)
33 = P2 (ξ, τ) .

(45)

где rp = hp/h, p = 1, n − 1. В уравнениях п.1.1 теперь следует полагать k = 1, n. Все безразмерные

переменные и безразмерные параметры вводятся так же, как и в п.1.1.

Примем, что упругие параметры материалов слоев таковы, что выполняется условие kR,1 ≤ kR,n,

и при этом kR,1 < θ−1
k для всех k = 1, n (скорость волны Рэлея в первом слое меньше всех скоростей

волн сдвига в остальных слоях). Тогда параметры (11) будут действительными для любого k.

Из хода рассуждений при выводе приближенных уравнений в п.1.2 ясно, что для обобщения

асимптотической модели (24)–(39) на случай многослойной пластины достаточно заменить слой (2)

слоем (n) и записать систему (23) для каждой поверхности контакта. Таким образом, уравнения

(24)–(39) остаются в силе и для многослойной пластины, если полагать в них k = 1, n, p = 1, n − 1.

2.2 . Вывод разрешающей системы

В случае многослойной пластины также можно получить замкнутую систему двух одномерных

уравнений, описывающую распространение волнового процесса вдоль наружных поверхностей. Для

этого следует выразить величины Ψ
(1)
2,h, Ψ

(n)
1,h через Ψ

(1)
1 , Ψ

(n)
2 , последовательно решая краевые задачи

для функций ψ
(k)
i (28)–(31) с помощью интеграла Дирихле. Запишем, например, решение для ψ

(1)
1 :

∂ψ
(1)
1

∂ζ
=

1

π

∞∫

−∞

Ψ
(1)
1 ((r0 − ζ) k2,1x1 + ξ, τ)

x2
1 + 1

dx1. (46)

Для сокращения записи будем опускать параметр τ . Введем обозначение

Iif (a1xi + ξ) =
1

π

∞∫

−∞

f (a1xi + ξ)

x2
i + 1

dxi, (47)

где i — некоторое целое число, a1 — величина, не зависящая от xi и ξ. Результат повторного приме-

нения оператора (47) с другим множителем при переменной интегрирования записывается в виде

IjIif (a1xi + a2xj + ξ) =
1

π2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

f (a1xi + a2xj + ξ)

(x2
i + 1)

(
x2

j + 1
) dxidxj . (48)

Если мы переименуем переменные xi ↔ xj и изменим порядок интегрирования, то придем к

соотношению

IjIif (a1xi + a2xj + ξ) = IjIif (a1xj + a2xi + ξ) . (49)

Введем также обозначения

Ψ
(k)
i,rp

=
∂ψ

(k)
i

∂ζ

∣
∣
∣
∣
∣
ζ=rp

. (50)
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С учетом введенных обозначений и формулы (46) имеем:

Ψ
(1)
1,r1

= I1Ψ
(1)
1 (q1x1 + ξ) . (51)

Аналогично получим

Ψ
(n)
2,rn−1

= I1Ψ
(n)
2 (qnx1 + ξ) . (52)

Здесь и далее величины qk определяются как в системе (43) при k = 1, n. Запишем решение

задачи (28), (30)

∂ψ
(p)
2

∂ζ
= S

(p)
11 IlΨ

(p)
1,rp

((ζ − rp) k2,pxl + ξ) + S
(p)
12 IlΨ

(p+1)
2,rp

((ζ − rp) k2,pxl + ξ) (53)

и решение задачи (28), (31)

∂ψ
(p,1)
1

∂ζ
= S

(p)
21 IlΨ

(p)
1,rp

((rp − ζ) k2,p+1xl + ξ) + S
(p)
22 IlΨ

(p+1)
2,rp

((rp − ζ) k2,p+1xl + ξ). (54)

В дальнейших выкладках будем пренебрегать «переотражением» во внутренних слоях, то есть при

выводе выражения для Ψ
(1)
2,h будем отбрасывать второе слагаемое в формуле (54), а при выводе выра-

жения для Ψ
(n)
1,h — первое слагаемое в формуле (53) (в (53), (54) подчеркнуты те слагаемые, которые

нужно отбросить). В силу затухания волнового поля влияние отброшенных слагаемых должно быть

мало. Последовательное применение формул (53) и (54) позволяет свести выражения для Ψ
(1)
2,h и Ψ

(n)
1,h

к соотношениям, содержащим величины, определяемые формулами (51) и (52). Пользуясь методом

математической индукции, нетрудно установить общие формулы:

Ψ
(1)
2,h = S

(1)
11 I1I2Ψ

(1)
1 (q1x1 + q1x2 + ξ) +

+

n−1∑

k=2

S
(k)
11

(
k−1∏

l=1

S
(l)
12 S

(l)
21

)

I1 . . . I2kΨ
(1)
1





k∑

j=1

(qjx2j−1 + qjx2j) + ξ



 +

+

(
n−1∏

l=1

S
(l)
12

)

I1 . . . InΨ
(n)
2





n∑

j=1

qjxj + ξ



 , (55)

Ψ
(n)
1,h = S

(n−1)
22 I1I2Ψ

(n)
2 (qnx1 + qnx2 + ξ) +

+

n−2∑

k=1

S
(k)
22

(
n−1∏

l=k+1

S
(l)
12 S

(l)
21

)

I1 . . . I2(n−k)Ψ
(n)
n





n−k∑

j=1

qn+1−j (x2j−1 + x2j) + ξ



 +

+

(
n−1∏

l=1

S
(l)
21

)

I1 . . . InΨ
(1)
1





n∑

j=1

qjxj + ξ



 . (56)

Подставляя полученные выражения в уравнения (25), (26), приходим к замкнутой системе урав-

нений для функций Ψ
(1)
1 и Ψ

(n)
2 :

∂2Ψ
(1)
1

∂τ2
− k2

R

∂2Ψ
(1)
1

∂ξ2
− 2kRB1S

(1)
11

π2

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

Ψ
(1)
1 (q1x1 + q1x2 + ξ, τ)

(x2
1 + 1) (x2

2 + 1)
dx1 dx2−

−2kRB1

n−1∑

k=2

S
(k)
11

π2k

(
k−1∏

l=1

S
(l)
12 S

(l)
21

)

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞
︸ ︷︷ ︸

2k

Ψ
(1)
1

(
k∑

j=1

qj (x2j−1 + x2j) + ξ, τ

)

2k∏

j=1

(
x2

j + 1
)

dx1 . . . dx2k−

−2kRB1

πn

(
n−1∏

l=1

S
(1)
12

)

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞
︸ ︷︷ ︸

n

Ψ
(n)
2

(
n∑

j=1

qjxj + ξ, τ

)

n∏

j=1

(
x2

j + 1
)

dx1 . . . dxn =
h2kRB1

2µ1γ1

∂P1

∂ξ
, (57)

84 Научный отдел



М. В. Вильде, Л. Ю. Коссович. Асимптотическая модель дальнего поля волны Рэлея

−kRB2D2
∂2Ψ

(n)
2

∂ξ2
+

(

∂2Ψ
(n)
2

∂τ2
− k2

R

∂2Ψ
(n)
2

∂ξ2

)

−

−kRB′
2S

(n−1)
22

π2

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

∞∫

−∞

Ψ
(n)
2 (qnx1 + qnx2 + ξ, τ)

(x2
1 + 1) (x2

2 + 1)
dx1 dx2 − kRB′

2

n−2∑

k=1

S
(k)
22

π2(n−k)

(
n−1∏

l=k+1

S
(l)
12 S

(l)
21

)

×

× ∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞
︸ ︷︷ ︸

2(n−k)

Ψ
(n)
2

(
n−k∑

j=1

qn+1−j (x2j−1 + x2j) + ξ, τ

)

2(n−k)∏

j=1

(
x2

j + 1
)

dx1 . . . dx2(n−k)−

−kRB′
2

πn

(
n−1∏

l=1

S
(l)
21

)

∂2

∂ξ2

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞
︸ ︷︷ ︸

n

Ψ
(1)
1

(
n∑

j=1

qjxj + ξ, τ

)

n∏

j=1

(
x2

j + 1
)

dx1 . . . dxn =
h2kRB2

2µ1γn

∂P2

∂ξ
.

Формулы перехода от Ψ
(1)
1 и Ψ

(n)
2 к составляющим перерезывающего усилия (см. (41)) не изме-

нятся, так как в них участвуют только величины, относящиеся к внешним поверхностям пластины.

Полагая в (57)

Ψ
(1)
1 =

hN
(1)
1

2µ1KN,1
, Ψ

(n)
2 =

hN
(2)
1

2µ1KN,2
, (58)

где величины KN,1, KN,2 определяются формулами (42), получим систему двух уравнений для ве-

личин N
(1)
1 и N

(2)
1 . Все замечания о порядке применения построенной модели, приведенные в конце

п.1.2, относятся и к многослойным пластинам. В частности, если скорости волн Рэлея на верхней

и нижней поверхностях существенно различны, следует использовать упрощенную систему, первое

уравнение которой совпадает с первым уравнением (57), а второе имеет вид
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Критерием выбора между полной и упрощенной системами по-прежнему является погрешность

аппроксимации величины kR,n выражением
√

k2
R + kRB2D2.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Асимптотическая модель, представленная в данной работе, значительно упрощает анализ дальнего

поля волны Рэлея в многослойных пластинах. Задача описания распространения волны сводится

к решению замкнутой системы двух одномерных интегродифференциальных уравнений, в которой

присутствует скорость волны Рэлея в явном виде. Результаты работы могут быть применены при

формулировке асимптотической схемы расчленения НДС слоистых пластин и оболочек при ударных

воздействиях нормального типа.

Кроме волн Рэлея в двухслойной пластине при определенных соотношениях параметров суще-

ствует поверхностная волна Стоунли. Данная модель не описывает условного фронта этой волны.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 11-01-00545-а).
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Работа посвящена изучению распространения обобщенных свя-
занных термоупругих волн заданного азимутального порядка
в длинном цилиндрическом волноводе кругового поперечно-
го сечения. При этом предполагается, что стенка волновода
свободна от нагрузок и является проницаемой для тепла. Ис-
следование проводится в рамках теории связанной обобщенной
термоупругости третьего типа (GNIII), согласующейся с основны-
ми принципами термомеханики.
Данная теория сочетает оба известных типа распространения
тепла в твердых деформируемых телах: термодиффузионный
и волновой. Предельными случаями обобщенной термоупруго-
сти типа III являются классическая термоупругость (GNI/CTE)
и гиперболическая термоупругость (GNII), которые могут быть
сформулированы в терминах классической теории поля. Диф-
ференциальные уравнения поля в этом случае принадлежат
гиперболическому аналитическому типу. Методом разделения
переменных в связанных уравнениях линейной термоупругости
третьего типа получено их замкнутое аналитическое решение,
которое удовлетворяет необходимым краевым условиям на бо-
ковой стенке волновода, в том числе условию конвективного
теплообмена с окружающей средой. Установлено, что краевые
условия на поверхности волновода выполняются отдельно для
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В. А. Ковалев, Ю. Н. Радаев. Связанные термоупругие волны третьего типа в волноводе

каждой из волн фиксированного азимутального порядка, поэто-
му волны различного азимутального порядка распространяются
в волноводе независимо друг от друга. Для термоупругой волны
заданного азимута построен частотный детерминант. Выполнен
численный анализ частотного уравнения на предмет поиска его
комплексных корней. При этом в частотном уравнении произве-
дено выделение всех возможных однозначных ветвей квадрат-
ных радикалов. Детально описана схема локализации корней
частотного уравнения и определены волновые числа связанных
термоупругих волн, в частности, первого и седьмого азимуталь-
ного порядков. Приведены результаты численного анализа в
случае связанной волны азимутального порядка 70. Обсужда-
ются различные аспекты численной реализации предлагаемого
подхода.

Ключевые слова: термомеханика, термоупругость, GNIII, ча-
стотное уравнение, волновод, волновое число, форма волны,
азимутальный порядок, теплообмен.

The GNII-theory can be formulated as a field theory and differential
field equations are of hyperbolic analytical type. Closed solution of
the coupled linear GNIII-thermoelasticity partial differential equations
satisfying the required boundary conditions on the surface of
waveguide including convective heat interchanging condition is
obtained by the separation of variables technique. For a given
azimuthal number the frequency equation is derived. A numerical
analysis of frequency equation is carried out by Mathematica. A
scheme of frequency equation roots localization is proposed and
wavenumbers of the coupled type-III thermoelastic waves of the first
and seventh azimuthal numbers are computed. A numerical study of
the coupled thermoelastic waves of the 70th azimutal number is also
presented. Some aspects of numerical realization of the proposed
approach are discussed.

Key words: thermomechanics, thermoelasticity, type-III thermo-
elasticity, frequency equation, waveguide, wavenumber, wave mode,
azimuthal number, heat interchanging.

1. ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В настоящее время термин «термоупругость» охватывает достаточно широкий спектр таких яв-

лений, как теплопроводность, термические напряжения, связанные термоупругие деформации, за-

тухание тепловых и упругих импульсов в твердых телах и, конечно же, тепловые волны «второго

звука» в деформируемых твердых телах. С чисто теоретической точки зрения термоупругость следует

рассматривать как одну из важнейших составляющих термомеханики и теории поля. В частности,

термоупругость второго типа GNII допускает формулировку в терминах классической теории поля

[1–3].

Первые исследования температурных напряжений и деформаций в деформируемых твердых те-

лах в линейном приближении восходят к J.M.C.Duhamel (1837) и F.Neumann (1885) [4]. Одна из

первых работ на русском языке, посвященная температурным напряжениям и содержащая все извест-

ные к тому времени достаточно законченные формы решений прикладных задач термоупругости, —

монография Н.Н. Лебедева [5].

Классическая теория термоупругости (CTE, conventional thermoelasticity) основывается на законе

теплопроводности Фурье, содержание которого, как известно, сводится к следующему: как только

в заданном месте пространства возникает градиент температуры ∇θ, мгновенно (т. е. без всякой

задержки по времени) устанавливается противоположно направленный поток тепла:

h = −Λ∗∇θ,

где h — вектор потока тепла (heat flux), Λ∗ —коэффициент теплопроводности (thermal conductivity),

θ — температура, ∇ — пространственный оператор Гамильтона. Таким образом, закон теплопроводно-

сти Фурье устанавливает коллинеарность вектора потока тепла и пространственного антиградиента

температуры. Известно, что соответствующее закону Фурье уравнение теплопроводности принадле-

жит параболическому аналитическому типу; уравнения такого типа допускают бесконечные скорости

распространения возмущений, а в том случае, когда решение имеет «волновой» характер, тепловые

волны будут иметь затухающие амплитуды. Совершенно ясно, что возможность распространения

теплового сигнала с бесконечно большой скоростью явно не соответствует реальным физическим

наблюдениям и нарушает принцип причинности.

По существу, парадокс бесконечной скорости распространения температурных возмущений впер-

вые обсуждался J. C. Maxwell [6]. M.A. Biot [7] впервые методами термодинамики необратимых

процессов корректно построил теорию связанной термоупругости; связанные соотношения этой тео-

рии, классифицируемые в настоящее время как CTE, включают векторное уравнение движения, при-

надлежащее гиперболическому типу, и параболическое уравнение теплопроводности. Очевидно, что

теория Biot в полной мере обладает указанным выше недостатком, поскольку предсказывает конеч-

ную скорость распространения упругой волны и — бесконечную для теплового импульса. «Полевые»
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уравнения CTE для связанных (сопряженных) перемещений и температуры в линейном приближе-

нии состоят из одного векторного и сопряженного ему скалярного связанных дифференциальных

уравнений в частных производных:

{
µ∆u + (λ + µ)∇∇ · u − α∇θ − ρü = 0,

Λ∗∆θ − κθ̇ − αθ0∇ · u̇ = 0.
(1)

В этих уравнениях µ, λ— упругие постоянные Ламе (для изотермической деформации); ∆ = ∇ ·∇ —

оператор Лапласа; u — вектор перемещения; α — термомеханическая постоянная (α = 1/3(3λ+2µ)β∗);

β∗ — коэффициент объемного теплового расширения; θ — абсолютная температура, точнее, ее превы-

шение (инкремент) над отсчетной (референциальной) температурой θ0; θ0 — отсчетная (равновесная)

температура (при температуре, равной θ0, отсутствуют деформации и напряжения); κ — теплоемкость

(на единицу объема) при нулевой постоянной деформации. Связанность уравнений CTE-теории обу-

словливается взаимным влиянием нагрева (охлаждения) и объемной деформации тела, проявляется

через определяющую постоянную α и является следствием основных принципов термодинамики (см.

[7]).

Второе из уравнений системы (1), сформулированное для недеформируемого проводника тепла,

представляет собой одно из наиболее важных линейных параболических дифференциальных уравне-

ний математической физики — уравнение диффузии:

∆θ − κ

Λ∗
θ̇ = 0. (2)

За последние десятилетия было предложено достаточно много различных обобщений теории свя-

занной термоупругости Biot с тем, чтобы устранить парадокс бесконечной скорости распространения

тепла и допустить возможность волнового характера транспорта тепла в форме незатухающих волн

(undamped heat waves). Последнее из указанных явлений называется «вторым звуком». Обзор работ

по проблеме «второго звука», включая весьма интересный исторический аспект, дан в статьях [8]. От-

метим, что волны и волновые процессы очень широко распространены в природе, однако дать точное

и ясное определение того, что же считать волной, не совсем просто, поскольку грань между волно-

вым и неволновым поведением часто оказывается размытой. Традиционный отличительный критерий

волнового процесса — перенос энергии в пространстве, не сопровождающийся переносом массы.

Эксперименты, проведенные в разные годы различными исследователями, подтверждают вывод

о том, что тепло при определенных условиях может распространяться как незатухающая волна.

Первоначально (1946 г.) термические волны «второго звука» были экспериментально обнаружены

в жидком гелии и позднее (1966 г.) — в твердом гелии. Феномен второго звука наблюдается при

весьма низких температурах в кристаллах высокой чистоты. Например, в работе [9] указывается на

обнаружение «второго звука» в кристалле NaF. «Второй звук» в NaF наблюдается при температуре

около 15K [10]. В работах [11] и [12] также подтверждается существование волн второго звука в NaF;

согласно [13] скорость волн «второго звука» составляет 1953.1 м/с. В публикации [14] приводятся

результаты измерений волн «второго звука» в висмуте (Bi) при температуре около 3K. Скорость волн

«второго звука» в висмуте оказывается равной 78 ± 5 м/с.

Остановимся на нескольких наиболее часто встречающихся в прикладных задачах термомеханики

обобщениях основополагающих уравнений CTE. Одно из них было дано H. Lord и Y. Shulman (LS-

theory) [15]. Ими было получено гиперболическое уравнение распространения тепла, основанное на

новом законе теплопроводности, заменившем классический закон теплопроводности Фурье. В законе

LS-теплопроводности введена дополнительная определяющая постоянная — время релаксации τrel в

соответствии с уравнением C. Cattaneo:

h + τrel

∂h

∂t
= −Λ∗∇θ. (3)

Время релаксации представляет собой (всегда весьма малое) время запаздывания после возникнове-

ния температурного градиента, необходимое для того, чтобы в элементе тела сформировался устано-

вившийся поток тепла. Для металлов величина τrel заключена в пределах от 10−12 с до 10−9 с.
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Независимо от C. Cattaneo аналогичное уравнение было получено в работе [17]. Уравнение (3)

часто выводится на основании уравнения «запаздывания» (the lag equation)

h(x, t + τrel) = −Λ∗∇θ(x, t), (4)

которое формулируется для заданного места в пространстве x и, как уже отмечалось, устанавливает,

что поток тепла запаздывает по отношению к пространственному градиенту температуры. Принимая

во внимание, что

h(x, t + τrel) = h(x, t) + τrel

∂h

∂t
(x, t) + . . . ,

где частное дифференцирование по времени выполняется при фиксированном положении x, и огра-

ничиваясь лишь первыми двумя слагаемыми в приведенном разложении, приходим к уравнению (3).

«Уравнения поля» LS-теории для связанных перемещений и температуры в линейном прибли-

жении состоят из одного векторного (совпадающего с соответствующим уравнением CTE-теории) и

сопряженного ему скалярного гиперболического связанных дифференциальных уравнений в частных

производных: {
µ∆u + (λ + µ)∇∇ · u − α∇θ − ρü = 0,

Λ∗∆θ − κ(θ̇ + τrelθ̈) − αθ0(∇ · u̇ + τrel∇ · ü) = 0.
(5)

Второе из этих уравнений, сформулированное для недеформируемого тела, оказывается одним из

важнейших гиперболических дифференциальных уравнений математической физики — телеграфным

уравнением (telegraphist’s equation):

∆θ − κτrel

Λ∗
θ̈ − κ

Λ∗
θ̇ = 0. (6)

Тем самым, в LS-теории как уравнение движения, так и уравнение транспорта тепла, принадле-

жат гиперболическому типу, что и обеспечивает конечную скорость распространения и тепловых, и

упругих волн деформации. В отечественной научной литературе первое упоминание о времени релак-

сации теплового потока и конечной скорости распространения теплового возмущения было сделано

А.В. Лыковым в 1967 г. [18].

Вторым хорошо известным обобщением связанной теории термоупругости Biot, допускающим

«второй звук», является теория, предложенная A. E. Green, K.A. Lindsay (GL-theory) [19]. GL-теория

характеризуется тем, что вектор потока тепла в термоупругом теле h зависит от скорости изменения

абсолютной температуры θ и градиента температуры; закон GL-теплопроводности имеет форму

h = −bθ̇ − Λ∗ · ∇θ,

где b — антисимметричный вектор, Λ∗ — тензор теплопроводности. Тензор второго ранга Λ∗ в

GL-теории симметричен: Λ∗ = ΛT
∗ . Заметим, что в случае центральной материальной симметрии

выполняется равенство b = 0. Уравнение транспорта тепла оказывается гиперболическим. GL-теория

в случае b = 0 допускает «второй звук», не нарушая при этом классического закона теплопроводности

Фурье.

Определяющее уравнение GL-теории связанной термоупругости имеет вид

σ = 2µε + λtr ε − α

(
1 + τ∗ ∂

∂t

)
(θ − θ0)I, (7)

где σ — тензор напряжений, ε — тензор малых деформаций, I — единичный тензор.

Замкнутая система дифференциальных уравнений GL-теории состоит из уравнения движения

µ∆u + (λ + µ)∇∇ · u − α

(
1 + τ∗ ∂

∂t

)
∇θ − ρü = 0 (8)

и уравнения распространения тепла

Λ∗∆θ − αθ0∇ · u̇ − κ

(
1 + τ∗

∂

∂t

)
θ̇ = 0. (9)
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Определяющие постоянные GL-теории τ∗ и τ∗, имеющие смысл времен релаксации, подчиняются

неравенствам τ∗ ≥ τ∗ ≥ 0, гарантирующим неотрицательность внутреннего производства энтропии

при распространении волн деформаций и температуры. Если τ∗ = τ∗ = 0, то GL-теория сводится к

CTE.

Заметим, что теории LS и GL принципиально отличаются друг от друга и не получаются одна из

другой как частные случаи.

Уравнение (9), сформулированное для недеформируемого теплопроводящего тела, представляет

собой телеграфное уравнение вида

∆θ − κτ∗
Λ∗

θ̈ − κ

Λ∗
θ̇ = 0. (10)

В начале 90-х гг. XX в. A.E.Green и P.M.Naghdi [20, 21] была развита теория обобщенной термо-

упругости (GN-theory). Предложенная теория сочетает в себе как свойства классической термоупру-

гости CTE, выстроенной согласно закону теплопроводности Фурье, так и свойства недиссипативной

термоупругости, предполагающей отсутствие производства энтропии и волновой характер распро-

странения теплового сигнала. GN-теория была сформулирована в трех различных термодинамически

корректных вариантах: GNI, GNII и GNIII. В линейном приближении первый вариант (GNI) приводит

к закону теплопроводности Фурье и параболическому уравнению теплопроводности; второй (GNII)

— предлагает считать распространение тепла как волновой недиссипативный процесс (dissipationless

thermoelasticity), не сопровождающийся внутренним производством энтропии, и приводит к гипер-

болическому уравнению транспорта тепла; третий (GNIII) — наиболее общий из рассматриваемых

— включает GNI и GNII в качестве предельных случаев. Именно по этой причине GN-теория в со-

стоянии моделировать значительно более широкий круг явлений, связанных с переносом тепла, по

сравнению с теорией Фурье.

Классическая связанная теория термоупругости (CTE) широко применяется в различных при-

кладных задачах термомеханики в тех ситуациях, когда речь идет о быстропротекающих переходных

процессах или когда происходит интенсивный нагрев тела (например, с помощью импульсного лазер-

ного излучения). В таких ситуациях температурное поле связано с упругим полем и связанная фор-

ма уравнений термоупругости должна выглядеть наиболее адекватной. Систематическое изложение

динамической теории связанной (сопряженной) CTE-термоупругости дано в известной монографии

В. Новацкого [22].

Отличительной чертой теории GNII гиперболической термоупругости является то, что она полно-

стью согласуется с основными принципами термодинамики (и в этом смысле она термодинамически

корректна) и предсказывает нулевое внутреннее производство энтропии, т. е. отсутствие рассеяния

энергии, при распространении термической волны «второго звука». Отсутствие диссипации энергии

в GNII-термоупругом теле позволяет дать вариационную (а следовательно, и полевую) формулировку

теории с целью дальнейшего поиска вариационных симметрий связанной системы дифференциальных

уравнений в частных производных термоупругости. Лагранжева и гамильтонова полевые формы нели-

нейной теории термоупругости типа GNII рассматривались в работах G.A. Maugin, V.K. Kalpakides

[23–26].

Анализ литературных источников показывает, что к настоящему времени опубликовано сравни-

тельно немного работ, выполненных с привлечением связанных уравнений GNIII-теории. Например,

распространение плоских гармонических связанных термоупругих волн в рамках GNIII-теории изуча-

лось лишь сравнительно недавно в работах [27] и [28], и нельзя сказать, что эта проблема полностью

разрешена в плане определения нормальных волновых чисел указанного типа волн. В статье [29] в

рамках теории обобщенной термоупругости GNIII исследуется термоупругие волны в неограничен-

ном однородном изотропном теле, вызванные линейным источником тепла. Полученные в указанной

работе результаты показывают, что теория GNIII в целом прогнозирует диффузионный механизм рас-

пространения тепла и только в отдельных случаях допускает волновой механизм теплопроводности.

В [1, 30] получено решение задачи о рапространении связанной GNIII-термоупругой волны вдоль

теплоизолированного цилиндрического волновода. В работе [31] исследуется частотное уравнение

указанных волн в случае достаточно высоких азимутальных чисел.

Целью настоящей работы является изучение распространения обобщенных связанных GNIII-тер-

90 Научный отдел



В. А. Ковалев, Ю. Н. Радаев. Связанные термоупругие волны третьего типа в волноводе

моупругих волн вдоль цилиндрического волновода со свободной теплопроницаемой стенкой. Одной

из задач исследования является определение влияния теплообмена через стенку цилиндрического

волновода на величину волновых чисел распространяющихся в волноводе нормальных волн и форму

волн деформаций и температуры.

2. НЕЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕРМОУПРУГОСТИ ТИПА III
И УРАВНЕНИЯ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОЙ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ

Для представления деформации термоупругого тела воспользуемся классическим лагранжевым

отсчетным описанием: x = x(X, t), x — пространственное положение точки, которая занимала место

X в отсчетном положении. В дальнейшем изложении систематически будет использоваться отсчетный

оператор Гамильтона ∇R, ассоциированный с лагранжевой переменной X.

Система основных нелинейных диффференциальных уравнений связанной термоупругости типа

GNIII состоит из:

— уравнения баланса массы
∂ρR

∂t

∣∣∣∣
X

= 0; (11)

— уравнения баланса импульса

ρRẍ = ∇R · S, (12)

где S = JF−T · T — первый тензор напряжений Пиола—Кирхгофа, T — тензор напряжений Коши,

F = ∇R ⊗ x — градиент деформации, J = detF — якобиан деформации;

— уравнения баланса внутренней энергии

ė = −∇R · hR + tr (S · ḞT) + ε, (13)

где e — плотность (в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии) внутренней энергии, hR —

вектор потока тепла (в единицу времени через единицу площади в отсчетном состоянии), ε — плот-

ность объемных источников тепла (лучистое тепло);

— уравнения баланса энтропии

ṡ = −∇R · jR + σ + ξ, (14)

где s — плотность энтропии (в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии), jR — вектор

потока энтропии (в единицу времени через единицу площади в отсчетном состоянии), σ — внешнее

производство энтропии, ξ ≥ 0 — внутреннее производство энтропии.

В качестве термодинамических переменных состояния в термоупругости GNIII выбираются пере-

менные (ϑ — температурное смещение (thermal displacement))

ϑ, ϑ̇, ∇Rϑ, ∇Rϑ̇, F. (15)

Далее полагается, что допустимы лишь такие процессы, когда выполняется уравнение балан-

са энтропии (14) при ограничениях (11)–(13). Возможная двойственная формулировка: выполняется

уравнение баланса энергии (13) при ограничениях (11), (12), (14). Исходная и двойственная фор-

мулировка выступают как проявление принципа непротиворечивости: баланс энтропии (энергии) не

должен нарушать баланса массы, импульса, энергии (энтропии).

Ограничения в форме дифференциальных уравнений (11)–(13) учитываются с помощью множите-

лей Лагранжа. В результате можно получить соотношения (θ — абсолютная температура, обратное

значение которой («холодность») выступает в качестве множителя Лагранжа)

θjR = hR, θσ = ε. (16)

На основании уравнений (11)–(14) и соотношений (16) выводится уравнение

−(ψ̇ + sθ̇) + tr (S · ḞT) − jR · ∇Rθ = θξ, (17)

где ψ = e− sθ — плотность (в расчете на единицу объема в отсчетном состоянии) свободной энергии

Гельмгольца.
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Дифференциальные уравнения термоупругости должны быть дополнены определяющими уравне-

ниями. Определяющие уравнения связанного термоупругого поля обязаны иметь форму

ψ = ψ(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

hR = hR(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

S = S(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

s = s(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

ξ = ξ(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,∇Rϑ̇,F),

θ = θ(ϑ̇).

(18)

Дальнейшие ограничения на форму определяющих уравнений (18) могут быть получены следую-

щим образом. Выполнив подстановку определяющих зависимостей (18) в уравнение (17) и замечая,

что коэффициенты при ϑ̈, ∇Rϑ̈, Ḟ должны обращаться в нуль, заключаем, что свободная энергия в

действительности не может зависеть от переменной состояния ∇Rϑ̇:

ψ = ψ(ϑ, ϑ̇,∇Rϑ,F);

кроме того, должны выполняться следующие равенства:

s = − 1
∂θ

∂ϑ̇

∂ψ

∂ϑ̇
, (19)

S =
∂ψ

∂F
. (20)

Для внутреннего производства энтропии, следовательно, остается выражение

θξ = −
(
jR +

∂ψ

∂∇Rϑ

)
· ∇Rϑ̇ − ∂ψ

∂ϑ
ϑ̇. (21)

Предполагая, что определяющие уравнения (18) не содержат явных вхождений температурного

смещения ϑ, находим

θξ = −
(
jR +

∂ψ

∂∇Rϑ

)
· ∇Rϑ̇. (22)

Вводя затем потенциал рассеяния (точнее говоря, сопряженный потенциал рассеяния) согласно

θξ = D = D(ϑ̇,∇Rϑ,F;∇Rϑ̇) и рассматривая его как функцию от термодинамической силы −∇Rϑ̇,

приходим к определяющему уравнению в форме соотношения термодинамической ортогональности1

в пространстве термодинамических сил термодинамического потока jR +
∂ψ

∂∇Rϑ
поверхности уров-

ня потенциала рассеяния D(ϑ̇,∇Rϑ,F;∇Rϑ̇) = const. В гладких точках поверхности уровня имеем

следующее уравнение градиентальности:

jR +
∂ψ

∂∇Rϑ
= −λ∗ ∂D

∂∇Rϑ̇
, (23)

или

jR = − ∂ψ

∂∇Rϑ
− λ∗ ∂D

∂∇Rϑ̇
. (24)

Множитель λ∗ в уравнении (23) вычисляется на основании определяющего потенциала рассеяния

D равенства

θξ = D = λ∗(∇Rϑ̇) · ∂D
∂∇Rϑ̇

,

1Оригинальный подход был развит H.Ziegler в ряде публикаций начиная с 1958 г. как обобщение линейной теории

L.Onsager, восходящей к 1931 г. См.: Циглер Г. Экстремальные принципы термодинамики необратимых процессов и механика

сплошной среды. М., 1966. 134 с.; Ziegler H. Proof of an orthogonality principle in irreversible thermodynamics // Zeitschrift

fur Angewandte Mathematik und Physik (ZAMP). 1970. Vol. 21, № 6. P. 853–863; Ziegler H. Discussion of some objections to

thermomechanical orthogonality // Archive of Applied Mechanics. 1981. Vol. 50, № 3. P. 149–164.
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откуда сразу же следует, что

λ∗ =
1

(∇Rϑ̇) · ∂D
∂∇Rϑ̇

D. (25)

Таким образом, подставляя (25) в уравнение (24), закон теплопроводности в теории термоупру-

гости типа GNIII с учетом принципа термодинамической ортогональности будет иметь следующий

вид:

jR = − ∂ψ

∂∇Rϑ
− D

(∇Rϑ̇) · ∂D
∂∇Rϑ̇

∂D
∂∇Rϑ̇

. (26)

Выполнение неравенства ξ ≥ 0 обеспечивается выпуклостью поверхностей уровня

D(ϑ̇,∇Rϑ,F;∇Rϑ̇) = const в пространстве термодинамических сил.

Полученное выше уравнение (26) устанавливает определяющий закон теплопроводности в GNIII

теории, основанный на принципе ортогональности термодинамических потоков и сил. Очевидно, что

термодинамически корректен и такой вариант, когда процесс термоупругого деформирования не со-

провождается внутренним производством энтропии. В этом случае D = 0, и закон теплопроводности

приобретает форму

jR = − ∂ψ

∂∇Rϑ
, (27)

характерную для теории GNII. Это определяющее уравнение для вектора потока энтропии — одно из

самых замечательных в термомеханике континуума, поскольку поток энтропии, а следовательно, и

поток тепла определяются согласно (27) заданием свободной энергии.

Теория связанной термоупругости GNI/CTE основывается на допущении о независимости свобод-

ной энергии ψ от температурного смещения ϑ и градиента температурного смещения ∇ϑ. Поэтому

следует полагать, что

ψ = ψ(ϑ̇,F).

В результате внутреннее производство энтропии вычисляется как

θξ = −jR · ∇Rϑ̇.

Уравнение термодинамической ортогональности, обобщающее закон теплопроводности Фурье, имеет

форму

jR = − D

(∇Rϑ̇) · ∂D
∂∇Rϑ̇

∂D
∂∇Rϑ̇

. (28)

Итак, в теории GNIII, дополненной принципом термодинамической ортогональности, вектор потока

энтропии определяется, как следует из уравнения (26), через два потенциала: свободную энергию ψ

и потенциал рассеяния D. Он естественным образом распадается на две составляющие: обратимую

− ∂ψ

∂∇Rϑ

и необратимую

− D

(∇Rϑ̇) · ∂D
∂∇Rϑ̇

∂D
∂∇Rϑ̇

.

3. ЛИНЕЙНЫЕ СВЯЗАННЫЕ УРАВНЕНИЯ ТЕРМОУПРУГОСТИ ТИПА III

На практике обычно применяются линеаризованные уравнения термоупругости. Не вдаваясь в

подробности, приведем замкнутую систему уравнений линейной теории термоупругости третьего типа

(GNIII).

В линейном приближении GNIII термоупругое поведение тела подчиняется определяющему закону

Дюгамеля – Неймана:

σ = 2µε + (λtr ε − α(θ − θ0)) I, (29)
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где σ — тензор напряжений, ε — тензор малых деформаций, I — единичный тензор. Мы по-прежнему

используем следующие обозначения: λ, µ — упругие постоянные Ламе; α — термомеханическая по-

стоянная (α = 1/3(3λ + 2µ)β∗); β∗ — коэффициент объемного теплового расширения (coefficient of

thermal expansion); θ — абсолютная температура; θ0 — отсчетная (равновесная) температура. Отме-

тим, что при температуре, равной θ0, отсутствуют деформации и напряжения.

Линейная теория GNIII-термоупругости характеризуется тем, что вектор потока тепла h линейно

зависит как от градиента температуры, так и от градиента температурного смещения:

h = −Λ∗∇θ − Λ∇ϑ, (30)

где Λ — характерная скорость теплопроводности (thermal conductivity rate), ∇ — трехмерный оператор

Гамильтона, ϑ (ϑ̇ = θ) — температурное смещение.

В рамках линейной теории следует предполагать линейную зависимость между термодинамиче-

ским потоком:

−
(

j +
∂ψ

∂∇ϑ

)

и термодинамической силой

∇ϑ̇,

равно как и квадратичную зависимость свободной энергии ψ от градиента температурного смеще-

ния ∇ϑ. В результате определяющее уравнение для теплового потока будет иметь вид (30).

Таким образом, уравнение (30) получается, как следствие (26), при условии, что свободная энер-

гия квадратично зависит от градиента температурного смещения ∇ϑ, а потенциал рассеяния — от

градиента температуры ∇ϑ̇ и, следовательно, не противоречит принципу термодинамической ортого-

нальности.

Заметим, что внутреннее производство энтропии в модели GNII-термоупругости исчезает ξ = 0 в

силу

j = − ∂ψ

∂∇ϑ
.

Классическая связанная термоупругость GNI/CTE основывается на допущении о независимости

свободной энергии ψ от температурного смещения ϑ и градиента температурного смещения ∇ϑ, в

силу чего внутреннее производство энтропии вычисляется как

θξ = −j · ∇θ.

Кроме того, полная система соотношений GNIII-теории включает уравнения движения:

div σ − ρü = 0, (31)

где ρ — плотность, u — вектор перемещений; уравнение баланса энтропии:

ṡ + ∇ · j = σ + ξ, (32)

где s — плотность (на единицу объема) энтропии, j — вектор потока энтропии, σ — внешнее произ-

водство энтропии, ξ ≥ 0 — внутреннее производство энтропии, или

θṡ + ∇ · (θj) = j · ∇θ + θ(σ + ξ); (33)

и уравнение баланса энергии, которое мы примем в форме

−
(
ψ̇ + sθ̇

)
+ tr (σ · ε̇) − h · ∇θ

θ
= θξ, (34)

где ψ — плотность (на единицу объема) свободной энергии Гельмгольца. Здесь необходимо учесть,

что вектор потока тепла и вектор потока энтропии связаны уравнением

h = θj, (35)
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а для внутреннего производства энтропии справедливо соотношение

θξ = −
(

j +
∂ψ

∂∇ϑ

)
· ∇ϑ̇. (36)

Приведем также соотношения Коши, связывающие тензор малых деформаций ε и градиент вектора

перемещения ∇ ⊗ u:

2ε = ∇ ⊗ u + (∇ ⊗ u)
T

. (37)

Условие конвективного теплообмена с окружающей средой через поверхность с единичной норма-

лью n в линейном приближении имеет вид

n · h = σ (θ − θenv) , (38)

где σ — коэффициент теплообмена, θenv — температура окружающей среды. В дальнейшем будем

полагать, что температура окружающей среды совпадает с отсчетной θenv = θ0.

Для сокращения записи уравнений в дальнейшем через θ будем обозначать превышение темпера-

туры над отсчетной (равновесной) температурой θ0, т. е. символ θ в последующем изложении следует

понимать как разность θ − θ0.

Приведем линейные связанные уравнения движения и теплопроводности GNIII-термоупругости

[1, 2] в той форме, в которой они используются в настоящей работе:

{
µ∆u + (λ + µ)∇∇ · u − α∇θ − ρü = 0,

Λ∆θ + Λ∗∆θ̇ − κθ̈ − αθ0∇ · ü = 0.
(39)

Здесь ∆ — трехмерный оператор Лапласа, κ — (specific heat of the unit volume) теплоемкость (на

единицу объема) при отсутствии деформации2.

Если теплопроводящая среда недеформируема и определяющий параметр Λ∗ → 0, то термическое

поле согласно уравнениям GNIII удовлетворяет классическому волновому уравнению:

∆θ − κ

Λ
θ̈ = 0. (40)

Разделим второе уравнение системы (39) на Λ и θ0. В дальнейшем постоянные Λ, Λ∗ и κ будут

считаться отнесенными к отсчетной температуре θ0. Таким образом, можно минимизировать число

постоянных, необходимых для формулировки связанных уравнений GNIII-теории. В итоге приходим

к системе уравнений 



µ∆u + (λ + µ)∇∇ · u − α∇θ − ρü = 0,

∆θ +
Λ∗

Λ
∆θ̇ − κ

Λ
θ̈ − α

Λ
∇ · ü = 0.

(41)

Как упоминалось ранее, классическая связанная термоупругость (GNI/CTE) и гиперболическая

термоупругость (GNII) являются предельными случаями GNIII-теории. Заметим, что система (41)

исключительна удобна при переходе к уравнениям гиперболической GNII-теории: для этого необхо-

димо положить Λ∗ = 0. Ясно также, что переход Λ → 0 к классической термоупругости (GNI/CTE) в

уравнениях (41) требует соблюдения ряда мер предосторожности.

Заключая этот раздел работы, заметим, что из приведенных выше прямых тензорных соотношений

(29), (37) находятся физические компоненты тензора напряжений и деформаций в цилиндрических

координатах r, ϕ, z

σrr = λε + 2µ
∂ur

∂r
− αθ, σϕϕ = λε + 2µ

(
1

r

∂uϕ

∂ϕ
+

ur

r

)
− αθ,

σzz = λε + 2µ
∂uz

∂z
− αθ, σrϕ = µ

(
∂uϕ

∂r
− uϕ

r
+

1

r

∂ur

∂ϕ

)
,

σrz = µ

(
∂uz

∂r
+

∂ur

∂z

)
, σϕz = µ

(
1

r

∂uz

∂ϕ
+

∂uϕ

∂z

)
;

(42)

2Поскольку рассматривается линейная теория, κ не зависит от температуры для ее значений в окрестности референциальной

температуры.
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ε = εrr + εϕϕ + εzz;

εrr =
∂ur

∂r
, εϕϕ =

1

r

∂uϕ

∂ϕ
+

ur

r
, εzz =

∂uz

∂z
,

2εϕz =
1

r

∂uz

∂ϕ
+

∂uϕ

∂z
, 2εrz =

∂uz

∂r
+

∂ur

∂z
, 2εrϕ =

∂uϕ

∂r
− uϕ

r
+

1

r

∂ur

∂ϕ
.

(43)

4. РАЗДЕЛЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ В УРАВНЕНИЯХ GNIII-ТЕОРИИ
В ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ

Будем рассматривать гармоническую зависимость перемещений и температуры от времени:

u = Ue−iωt, θ = Θe−iωt, где ω — циклическая частота; U, Θ — комплексные амплитуды.

Представим вектор комплексной амплитуды U в виде разложения Гельмгольца:

U = ∇Φ + ∇ × Ψ, (44)

где Φ — скалярный потенциал, Ψ — векторный потенциал. При этом необходимо учесть условие

калибровки векторного потенциала

∇ · Ψ = 0. (45)

Исходная система уравнений (41) будет удовлетворяться, если потенциалы Φ, Ψ и амплитуда Θ

будут удовлетворять следующей системе уравнений:





ω2ρΨ + µ∆Ψ = 0,

(λ + 2µ) ∆Φ − αΘ + ω2ρΦ = 0,

∆Θ − iω
Λ∗

Λ
∆Θ +

κω2

Λ
Θ +

αω2

Λ
∆Φ = 0.

(46)

Потенциал Ψ удовлетворяет независимому уравнению, векторному уравнению Гельмгольца:

∆Ψ + k2
⊥Ψ = 0, (47)

где k2
⊥ — квадрат волнового числа чисто упругой поперечной волны.

В цилиндрической системе координат в векторном уравнении (47) удается разделить простран-

ственные переменные. Для определения векторного поля Ψ будем искать его компонеты в виде

Ψr (r, ϕ, z) = Ar(r)

{
sin nϕ

cos nϕ

}
e±ikz, Ψϕ (r, ϕ, z) = Aϕ(r)

{
cos nϕ

− sin nϕ

}
e±ikz,

Ψz(r, ϕ, z) = Az(r)

{
sinnϕ

cos nϕ

}
e±ikz,

где n — азимутальный порядок волны, k — волновое число распространяющейся в волноводе обоб-

щенной термоупругой волны заданного азимутального порядка n. Физические компоненты Ar(r),

Aϕ(r), Az(r) находятся в форме линейных комбинаций модифицированных функций Бесселя (см.

[1]). Окончательно, компоненты Ψr, Ψϕ, Ψz принимают вид

Ψr(r, ϕ, z) = (C3In−1(q2r) + C4In+1(q2r))

{
sin nϕ

cos nϕ

}
e±ikz,

Ψϕ(r, ϕ, z) = (C3In−1(q2r) − C4In+1(q2r))

{
cos nϕ

− sin nϕ

}
e±ikz,

Ψz(r, ϕ, z) = C5In(q2r)

{
sin nϕ

cos nϕ

}
e±ikz,

(48)

где In(ξ) — модифицированная функция Бесселя целого порядка n; q2
2 = k2 − k2

⊥; C3, C4, C5 —

произвольные постоянные.
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Два последних уравнения в системе (46) связывают скалярный потенциал Φ и комплексную ам-

плитуду Θ. Следуя работе [1], определим Φ и Θ через новый скалярный потенциал Ω согласно

Φ = aΩ, Θ = bΩ; (49)

при этом постоянные a и b могут принимать в точности два различных значения

aj = p2
j − g2, bj = h

ωα

Λ∗
γ2

j (j = 1, 2). (50)

Здесь мы вводим следующие обозначения:

p2
j = k2 − γ2

j , g2 = k2 − hh2
2h

−2
3 k2

‖, h = h2
3

1 + ih2
3

1 + h4
3

, h2
2 =

c2
l

l2
, h2

3 =
Λ∗ω

Λ
, l−2 =

κ

Λ
,

где постоянные γj (j = 1, 2) имеют смысл волновых чисел и определяются ниже, k2
‖ — квадрат

волнового числа чисто упругой продольной волны. Потенциал Ω удовлетворяет скалярному уравнению

Гельмгольца:

∆Ω + γ2Ω = 0 (γ = γ1, γ2). (51)

Остановимся на определении постоянной γ. Подставляя равенства (49) во второе и третье урав-

нения (46), приходим к линейной алгебраической системе уравнений относительно a и b (см. [1, 28])





(
γ2 (λ + 2µ) − ρω2

)
a + αb = 0,

γ2ω2 α

Λ
a +

(
γ2 − i

Λ∗ω

Λ
γ2 − κω2

Λ

)
b = 0.

(52)

Для того чтобы существовало нетривиальное решение относительно a и b этой системы линейных

алгебраических уравнений, необходимо, чтобы определитель системы обращался в нуль. Вычисляя

определитель системы, приходим к биквадратному уравнению, из которого находятся волновые чис-

ла γ:
γ4

k4
‖

(
ih2

3 − 1
)

+
γ2

k2
‖

(
h2

1 − ih2
3

)
− h2

2 = 0, h2
1 = 1 + h2

2 +
α2

ρΛ
. (53)

Квадраты волновых чисел, следовательно, вычисляются в виде (см. [1, 21])

2γ2

k2
‖

=
ih2

3 − h2
1 +

√
(h2

1 − ih2
3)

2 + 4h2
2(ih

2
3 − 1)

ih2
3 − 1

.

Извлекая квадратный корень, приходим к выражению

2
γ2

k2
‖

=
ih2

3 − h2
1 + a1, 2 + ib1, 2

ih2
3 − 1

, (54)

где a1, 2 и b1, 2 вычисляются согласно

a1, 2 = ±

√√√√h4
1 − h4

3 − 4h2
2 +

√
(h4

1 − h4
3 − 4h2

2)
2

+ 4h4
3 (2h2

2 − h2
1)

2

2
, b1, 2 =

h2
3

(
2h2

2 − h2
1

)

a1, 2

.
(55)

Выражения для самих волновых чисел γ будут следующими:

√
2 (h4

3 + 1)
γ

k‖
= a′

1, 2; 3, 4 + ib′1, 2; 3, 4, (56)

где введены обозначения [1]

a′
1, 2; 3, 4 = ±

√
S2 + b1, 2h

2
3 − a1, 2 +

√
(S2 + b1, 2h2

3 − a1, 2)2 + (T 2 − a1, 2h2
3 − b1, 2)2

2
,

b′1, 2; 3, 4 =
T 2 − a1, 2h

2
3 − b1, 2

2a1, 2; 3, 4

,

(57)
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при этом S2 и T 2 выражаются в соответствии с формулами

S2 = h4
3 + h2

1, T 2 = h2
3(h

2
1 − 1). (58)

Следует отметить, что γ2
1, 2 есть квадраты волновых чисел плоской связанной термоупругой волны

третьего типа (GNIII) [28].

Вернемся к определению потенциала Ω. В цилиндрической системе координат дифференциальное

уравнение в частных производных (51) принимает вид

∂2Ω

∂r2
+

1

r2

∂2Ω

∂ϕ2
+

∂2Ω

∂z2
+

1

r

∂Ω

∂r
+ γ2

j Ω = 0 (j = 1, 2), (59)

а соответствующие решения для Ω находятся в виде

Ω|γ=γj
= In(pjr)

{
cos nϕ

− sin nϕ

}
e±ikz (j = 1, 2). (60)

Окончательно скалярный потенциал Φ и комплексная амплитуда Θ определяются в форме

Φ =
(
C1

(
p2
1 − g2

)
In(p1r) + C2

(
p2
2 − g2

)
In(p2r)

)
{

cos nϕ

− sin nϕ

}
e±ikz,

Θ = h
ωα

Λ∗

(
C1γ

2
1In(p1r) + C2γ

2
2In(p2r)

)
{

cos nϕ

− sin nϕ

}
e±ikz,

(61)

где C1 и C2 — произвольные постоянные.

5. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ НА БОКОВОЙ ПОВЕРХНОСТИ ВОЛНОВОДА И ЧАСТОТНОЕ УРАВНЕНИЕ
ТЕРМОУПРУГОЙ ВОЛНЫ ЗАДАННОГО АЗИМУТА

В рассматриваемой задаче предполагается, что боковая поверхность волновода свободна от нагру-

зок, т. е. должны удовлетворяться граничные условия

σrr|r=R = 0, σrϕ|r=R
= 0, σrz|r=R = 0, (62)

где σrr, σrϕ, σrz — физические компоненты тензора напряжений.

С окружающей средой через боковую стенку волновода происходит конвективный теплообмен по

линейному закону (38). Положив θenv = θ0, разделим уравнение (38) на θ0, затем разность θ − θ0

обозначим, как было оговорено ранее, через θ и продифференцируем обе части полученного уравнения

по времени. В результате, приходим к условию

(
Λ

∂θ

∂r
+ Λ∗

∂θ̇

∂r
+ σθ̇

)∣∣∣∣∣
r=R

= 0, (63)

σ — коэффициент теплообмена, отнесенный к отсчетной температуре θ0.

На основании (44) физические компоненты перемещений в цилиндрической системе координат

выражаются (с точностью до гармонической экспоненты e−iωt) через потенциалы Φ и Ψ

ur =
∂Φ

∂r
+

1

r

∂Ψz

∂ϕ
− ∂Ψϕ

∂z
, uϕ =

1

r

∂Φ

∂ϕ
+

∂Ψr

∂z
− ∂Ψz

∂r
, uz =

∂Φ

∂z
+

Ψϕ

r
+

∂Ψϕ

∂r
− 1

r

∂Ψr

∂ϕ
. (64)

Принимая во внимание соотношения (48), (61), с помощью (64) получаем представления для

перемещений и температуры в гармонической связанной GNIII-термоупругой волне:

ur =

[
C1

(
p2
1 − g2

) (n

r
In(p1r) + p1In+1(p1r)

)
+ C2

(
p2
2 − g2

) (n

r
In(p2r) + p2In+1(p2r)

)
+

+
n

r
C5In(q2r) + (∓ik)

(
C3

2n

q2r
In(q2r) + C3In+1(q2r) − C4In+1(q2r)

)] {
cos nϕ

− sin nϕ

}
e±ikz−iωt,
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uϕ =

[
(±ik)

(
C3

2n

q2r
In(q2r) + C3In+1(q2r) + C4In+1(q2r)

)
− C5

(n

r
In(q2r) + q2In+1(q2r)

)
−

−n

r

{
C1

(
p2
1 − g2

)
In(p1r) + C2

(
p2
2 − g2

)
In(p2r)

}
]{

sin nϕ

cos nϕ

}
e±ikz−iωt,

uz =

[
(±ik)

{
C1

(
p2
1 − g2

)
In(p1r) + C2

(
p2
2 − g2

)
In(p2r)

}
+

+(C3 − C4)q2In(q2r)

] {
cos nϕ

− sin nϕ

}
e±ikz−iωt,

θ = h
ωα

Λ∗

(
C1(k

2 − p2
1)In(p1r) + C2(k

2 − p2
2)In(p2r)

)
{

cos nϕ

− sin nϕ

}
e±ikz−iωt.

Далее, удовлетворяя граничным условиям (62), условию конвективного теплообмена (63), а также

калибровочному условию (45), приходим к линейной однородной алгебраической системе уравнений

относительно пяти постоянных Cj :

DijCj = 0 (i, j = 1, 5). (65)

Приравнивая нулю определитель системы (65), который мы в дальнейшем будем обозначать че-

рез D, получаем частотное уравнение D = 0. В случае теплоизолированного цилинидрического вол-

новода элементы частотного определителя приведены в [1, 30]. В рассматриваемой задаче с конвек-

тивным теплообменом через боковую поверхность волновода элементы частотного определителя D41

и D42 будут отличаться от приведенных в указанных работах. Для удобства ниже выписываются все

элементы частотного определителя D (n = 1, 2, . . .):

D11 =
1

k2 − q2
1

(p2
1 − g2)

(
(n2 − n + p2

1)In(p1) − p1In+1(p1)
)
+

+
(2q2

1 − q2
2 − k2)(p2

1 − g2)

(k2 − q2
1)(k2 − q2

2)

(
(n − n2 − k2)In(p1) + p1In+1(p1)

)
− hs2

∗(k
2 − p2

1)In(p1),

D12 =
1

k2 − q2
1

(p2
2 − g2)

(
(n2 − n + p2

2)In(p2) − p2In+1(p2)
)
+

+
(2q2

1 − q2
2 − k2)(p2

2 − g2)

(k2 − q2
1)(k2 − q2

2)

(
(n − n2 − k2)In(p2) + p2In+1(p2)

)
− hs2

∗(k
2 − p2

2)In(p2),

D13 = ∓(ik)
2

k2 − q2
2

(
2n2 − 2n + q2

2

2n
(In−1(q2) − In+1(q2)) + (n − 1)In+1(q2)

)
,

D14 = ∓(ik)
2

k2 − q2
2

(−q2In(q2) + (n + 1)In+1(q2)) , D15 =
2

k2 − q2
2

(
(n2 − n)In(q2) + q2nIn+1(q2)

)
,

D21 = 2(p2
1 − g2)

(
(n − n2)In(p1) − np1In+1(p1)

)
, D22 = 2(p2

2 − g2)
(
(n − n2)In(p2) − np2In+1(p2)

)
,

D23 = ±(ik)

(
4n2 − 4n + q2

2

2n
(In−1(q2) − In+1(q2)) + (2n − 2)In+1(q2)

)
,

D24 = ±(ik) (q2In(q2) − (2n + 2)In+1(q2)) , D25 = (2n − 2n2 − q2
2)In(q2) + 2q2In+1(q2),

D31 = ±(2ik)(p2
1 − g2) (nIn(p1) + p1In+1(p1)) , D32 = ±(2ik)(p2

2 − g2) (nIn(p2) + p2In+1(p2)) ,

D33 =
2k2 + q2

2

2
(In−1(q2) − In+1(q2)) + (q2

2 + k2)In+1(q2),

D34 = −q2nIn(q2) − (q2
2 + k2)In+1(q2), D35 = ±(ik)nIn(q2),

D41 =
(
k2 − p2

1

)
(nIn(p1) + p1In+1(p1)) + h7

(
k2 − p2

1

)
In(p1),

D42 =
(
k2 − p2

2

)
(nIn(p2) + p2In+1(p2)) + h7

(
k2 − p2

2

)
In(p2),

D43 = 0, D44 = 0, D45 = 0, D51 = 0, D52 = 0, D53 = q2, D54 = q2, D55 = ±(ik),
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где принято обозначение q2
1 = k2 − k2

‖, s2
∗ =

α2

ρΛ∗
и введены следующие безразмерные величины:

h2
5 = h2

6k̃‖, h2
6 =

σcl

Λ
, h7 =

ih2
5

1 + ih2
3

, s̃∗ =
s∗√
ω
, k̃ = kR, k̃‖ = k‖R, p̃j = pjR, q̃j = qjR, и символ

волны, указывающий на отсутствие физической размерности, для краткости опущен. Заметим, что

s̃∗ =
h4√
k̃‖

, h2
4 =

α2R

ρΛ∗cl

. В дальнейшем будет использоваться еще одна определяющая постоянная

h2
0 =

Λ∗cl

ΛR
.

6. ВИЗУАЛЬНАЯ ЛОКАЛИЗАЦИЯ КОРНЕЙ ЧАСТОТНОГО УРАВНЕНИЯ
НА КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ (Re k̃, Im k̃)

Переходя к анализу частотного уравнения, отметим, что в рассматриваемой задаче всего име-

ется пять независимых безразмерных материальных постоянных, не зависящих от частоты: h0, h2,

h4, h6, k̃⊥/k̃‖ = cl/ct. Изменение частоты будет определяться варьированием еще одного (шестого)

безразмерного параметра k̃‖.

Для отыскания решений частотного уравнения и анализа полученных данных применялась си-

стема символьных вычислений Mathematica 6.0. С ее помощью численно исследовалось уравнение

D = 0 в случае различных азимутальных чисел n и осуществлялся поиск безразмерных волновых

чисел k̃ = kR при заданных значениях пяти независимых безразмерных определяющих постоянных

и различных значениях волнового числа чисто упругой продольной волны k̃‖; проводилась визуаль-

ная локализация на комплексной плоскости (Re k̃, Im k̃) корней частотного уравнения D = 0 и были

построены соответствующие графические образы, иллюстрирующие процесс локализации волновых

чисел.

Предваряя описание процедуры визуальной локализации корней частотного уравнения, заметим,

что используемые в формулах для элементов частотного детерминанта величины q1, q2, p1, p2, g в

силу своего определения многозначны. Последнее обстоятельство существенно осложняет вычисле-

ние частотного детерминанта в системах типа Mathematica 6.0. В частности, для получения полного

набора линий нулевого уровня значений Re D(Re k̃, Im k̃) и ImD(Re k̃, Im k̃) требуется исследование

всех 25 вариантов выбора значений двузначных величин q1, q2, p1, p2, g. С целью контроля их зна-

чений произведем явное вычисление соответствующих квадратных корней. Для этого воспользуемся

тем, что извлечение квадратного корня в выражении

q =
√

k2 − ξ2 (66)

приводит к двум следующим значениям:

Re q = ±

√
P +

√
P 2 + 4Q2

2
, Im q =

Q

Re q
, (67)

где введены обозначения P = (Re k)2 − (Im k)2 − (Re ξ)2 + (Im ξ)2, Q = (Re k)(Im k) − (Re ξ)(Im ξ).

Ясно, что приведенные только что формулы вычисления значений
√

k2 − ξ2 пригодны только в

том случае, когда Re
√

k2 − ξ2 6= 0. Это условие не выполняется только тогда, когда разность k2 − ξ2

есть отрицательное вещественное число. Поэтому в том случае, когда разность ξ2 − k2 вещественна

и положительна, получаем q =
√

k2 − ξ2 = ±i
√

ξ2 − k2.

На основании (1), (67) для величин

q1 =
√

k2 − k2
‖, k2

‖ =
ω2

c2
l

, q2 =
√

k2 − k2
⊥, k2

⊥ =
ω2

c2
t

получим

Re q1 = ±

√√√√P‖ +
√

P 2
‖ + 4Q2

‖

2
, Im q1 =

Q‖

Re q1

,
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P‖ = (Re k)2 − (Im k)2 − k2
‖, Q‖ = (Re k)(Im k);

Re q2 = ±

√
P⊥ +

√
P 2
⊥ + 4Q2

⊥

2
, Im q2 =

Q⊥

Re q2

,

P⊥ = (Re k)2 − (Im k)2 − k2
⊥, Q⊥ = (Re k)(Im k).

Квадратный корень в выражении

g =
√

k2 − ξ2, ξ2 = k2
‖h

2
2

1 + ih2
3

1 + h4
3

,

поскольку

Re ξ = ±h2k‖

√
1 +

√
1 + h4

3

2(1 + h4
3)

, Im ξ =
k2
‖h

2
2h

2
3

2(1 + h4
3)Re ξ

, (68)

извлекается в следующем виде:

Re g = ±

√
P +

√
P 2 + 4Q2

2
, Im g =

Q

Re g
,

P = (Re k)2 − (Im k)2 − (Re ξ)2 + (Im ξ)2, Q = (Re k)(Im k) − (Re ξ)(Im ξ).

В формуле (68) необходимо выбрать один из знаков (все равно какой, так как дальнейшие вычис-

ления не зависят от конкретизации знака). По смыслу величина ξ есть комплексное волновое число

плоской чисто термической (т. е. не сопровождающейся деформацией) волны. Поскольку термические

волны в чистом виде (т. е. отдельно от волн деформации) в термоупругой среде не существуют, то

значение ξ имеет указанный выше смысл только с этой поправкой.

Остается рассмотреть квадратные корни в

p1 =
√

k2 − γ2
1 , p2 =

√
k2 − γ2

2 ,

где
2γ2

1, 2

k2
‖

=
ih2

3 − h2
1 + a1, 2 + ib1, 2

ih2
3 − 1

,

a1, 2 = ±

√
h4

1 − h4
3 − 4h2

2 +
√

(h4
1 − h4

3 − 4h2
2)

2 + 4h4
3(2h

2
2 − h2

1)
2

2
, b1, 2 =

h2
3(2h

2
2 − h2

1)

a1, 2

.

Поскольку

√
2

k‖

√
1 + h4

3Re γ1, 2 =

= ±

√
h4

3 + h2
3b1, 2 + h2

1 − a1, 2 +
√

(h4
3 + h2

3b1, 2 + h2
1 − a1, 2)2 + (h2

1h
2
3 − a1, 2h2

3 − h2
3 − b1, 2)2

2
,

√
2

k‖

√
1 + h4

3Im γ1, 2 =
h2

1h
2
3 − a1, 2h

2
3 − h2

3 − b1, 2

2

√
2

k‖

√
1 + h4

3Re γ1, 2

,

(69)

значения p1, p2 вычисляются как

Re p1 = ±

√
P1 +

√
P 2

1 + 4Q2
1

2
, Im p1 =

Q1

Re p1

,

P1 = (Re k)2 − (Im k)2 − (Re γ1)
2 + (Im γ1)

2, Q1 = (Re k)(Im k) − (Re γ1)(Im γ1);

Re p2 = ±

√
P2 +

√
P 2

2 + 4Q2
2

2
, Im p2 =

Q2

Re p2

,

P2 = (Re k)2 − (Im k)2 − (Re γ2)
2 + (Im γ2)

2, Q2 = (Re k)(Im k) − (Re γ2)(Im γ2).
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В формуле (69) также необходимо указать один из знаков (все равно какой, так как интересующие

нас вычисления не зависят от того, какой именно знак выбран). Заметим, что постоянные γ1, γ2 —

скорости распространения плоских связанных GNIII-термоупругих волн.

Учитывая изложенное, все программы в кодах

Mathematica 6.0 были написаны так, чтобы обес-

печить различные варианты выбора знаков перед

знаками радикалов в данных выше формулах для

вещественных и мнимых частей величин q1, q2, p1,

p2, g. В качестве примера на рис. 1 для связанной

GNIII-термоупругой волны азимутального порядка

n = 3 приводится картина линий нулевого уровня

значений Re D(Re k̃, Im k̃) и Im D(Re k̃, Im k̃), по-

лученная в результате объединения всех 25 вариан-

тов возможного выбора значений двузначных вели-

чин q1, q2, p1, p2, g. Значения безразмерных опре-

деляющих постоянных приняты равными h0 = 0.1,

h2 = 100.0, h4 = 0.01, h6 = 21, cl/ct = 1.9;

k̃‖ = 0.1. Построение выполнено с помощью проце-

дуры ContourPlot, PlotPoints = 450. Осуществ-

лен учет 25 = 32 возможных вариантов выбора од-

нозначных ветвей квадратных радикалов в выра-

жении для D.

Рис. 1

В табл. 1 сгруппированы некоторые наиболее близкие к нулю безразмерные волновые числа k̃

термоупругой волны первого азимутального порядка, найденные с помощью процедуры FindRoot

при следующих значениях безразмерных определяющих постоянных: h0 =
√

Λ∗cl/(ΛR) = 0.1,

h2 = cl/l = 100.0, h4 = α
√

R/(ρΛ∗cl) = 0.01, h6 =
√

σcl/Λ = 1.1, cl/ct = 1.9. В выражении для

параметра h4 следует учитывать, что Λ∗ относится к отсчетной температуре θ0.

Таблица 1

k̃‖ Волновые числа k̃ = kR k̃‖ Волновые числа k̃ = kR

0.1

−0.011814 + 6.085313i

−0.19 − 3.39887 × 10
−18

i

1.98107 × 10
−13

+ 2.81428i

1.71312 × 10
−14

+ 0.456983i

0.2

−0.2 + 4.98733 × 10
−18

i

0.38 − 1.3892 × 10
−22

i

1.33648 × 10
−13

+ 2.79345i

6.96231 × 10
−15

+ 0.605541i

0.3

0.57 − 1.90096 × 10
−18

i

0.3 − 1.0262 × 10
−17

i

2.20287 × 10
−15

+ 0.689327i

1.74377 × 10
−15

+ 6.6713i

0.4

0.4 − 1.5378 × 10
−17

i

0.76 + 4.57084 × 10
−18

i

2.35725 × 10
−15

+ 0.731949i

−4.41931 × 10
−18

+ 2.70864i

0.5

2.967 × 10
−15

+ 0.741351i

−3.51351 × 10
−15 − 0.741351i

0.95 − 4.0535 × 10
−19

i

0.5 − 3.07992 × 10
−17

i

0.6

2.12995 × 10
−15

+ 0.719426i

2.67966 × 10
−15

+ 0.719426i

1.14 − 3.57361 × 10
−18

i

0.6 − 4.43641 × 10
−17

i

0.7

1.69503 × 10
−15

+ 0.663357i

−1.60072 × 10
−15

+ 0.663357i

1.33 + 7.8288 × 10
−20

i

0.7 − 6.05126 × 10
−17

i

0.8

1.21172 × 10
−16

+ 0.562791i

1.44482 × 10
−15

+ 0.562791i

0.8 − 7.91034 × 10
−17

i

1.52 + 1.94567 × 10
−24

i

Далее остановимся на процедуре визуальной локализации корней частотного уравнения. Для

определенности выберем первый из корней частотного уравнения, включенных в табл. 1: k̃ =

= −0.011814314799580788+6.085313119171459i. Сначала построим кривые нулевого уровня значений

Re D(Re k̃, Im k̃) и Im D(Re k̃, Im k̃). Линии уровня Re D(Re k̃, Im k̃) = 0 и Im D(Re k̃, Im k̃) = 0 вы-

страиваются совместно на одном и том же рисунке с помощью стандартной процедуры Mathematica

6.0 ContourPlot с заданным значением PlotPoints = 450.
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На рис. 2–4 с различной степенью детализации совместно построены нулевые линии

уровня Re D(Re k̃, Im k̃) = 0 и Im D(Re k̃, Im k̃) = 0 в окрестности волнового числа

k̃′ = −0.011814314799580788+6.085313119171459i. По-прежнему рассматривается термоупругая волна

первого азимутального порядка при следующих значениях безразмерных определяющих постоянных:

h0 =
√

Λ∗cl/(ΛR) = 0.1, h2 = cl/l = 100.0, h4 = α
√

R/(ρΛ∗cl) = 0.01, h6 =
√

σcl/Λ = 1.1, cl/ct = 1.9.

Для безразмерной постоянной k̃‖ принято значение 0.1. В выражениях для вещественных частей q1,

q2 выбраны отрицательные знаки.

Рис. 2 Рис. 3

Рис. 4

Рис. 4 дает наиболее детальную картину. Точки,

в которых пересекаются указанные линии уровня,

и являются корнями частотного уравнения D = 0.

После чего, собственно говоря, процесс визуальной

локализации волнового числа k̃ = k̃′ можно считать

завершенным.

Подставляя найденное волновое число k̃ = k̃′

в частотный определитель D, получаем значение

D = 5.4090618305084216·10−11−1.1823313693210316×
×10−10i, весьма близкое к нулю, что свидетельствует

о достаточно точном нахождении корня частотного

уравнения D = 0.

Остановимся также на локализации волновых чи-

сел связанной термоупругой волны седьмого азиму-

тального порядка. Численно можно определить сле-

дующие два корня частотного уравнения:

k̃ = 0.35813631327764267+0.13995345934802972i, k̃ = −0.3300000112936643+0.14999999521083596i.

По-прежнему задаются следующие значения безразмерных определяющих постоянных:

h0 =
√

Λ∗cl/(ΛR) = 0.1, h2 = cl/l = 100.0, h4 = α
√

R/(ρΛ∗cl) = 0.01, h6 =
√

σcl/Λ = 1.1,

cl/ct = 1.9. Для безразмерной постоянной k̃‖ принято значение 0.1. В выражениях для вещественных

частей q1, q2 выбраны отрицательные знаки. Совместное изображение нулевых линий уровня

вещественной и мнимой части частотного определителя D в зоне локализации указанных выше

корней частотного уравнения представлено на рис. 5, а. На рис. 5, б приводится более детальное

изображение этой же зоны. Построения выполнены с заданным значением PlotPoints = 450.

Для контроля точности нахождения волновых чисел необходимо вычислить значения частотно-

го детерминанта D для определенных численно корней частотного уравнения. Для безразмерного
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волнового числа k̃ = 0.35813631327764267 + 0.13995345934802972i имеем весьма малое значение

D = 3.6385463758821164 ∗ 10−23 + 8.860204458854764 ∗ 10−22i;

для k̃ = −0.3300000112936643 + 0.14999999521083596i также получается чрезвычайно малое значение

D = 2.7335966455513133 ∗ 10−22 − 2.6113561644592067 ∗ 10−23i.
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Рис. 5

С ростом азимутального числа n связанной

термоупругой волны процесс локализации вол-

новых чисел существенно усложняется. Это об-

стоятельство прекрасно иллюстрируется карти-

ной (рис. 6) совместно построенных изолиний

Re D(Re k̃, Im k̃) = 0 и Im D(Re k̃, Im k̃) = 0 для

волны достаточно высокого азимутального поряд-

ка n = 70. Указанные изолинии в выбранном мас-

штабе представления графических данных практи-

чески сплошь заполняют комплексную плоскость

(Re k̃, Im k̃), не проникая, однако, внутрь четко

обозначенной на рис. 6 «окружности». Графиче-

ские построения проводились при следующих зна-

чениях безразмерных определяющих постоянных:

h0 =
√

Λ∗cl/(ΛR) = 0.1, h2 = cl/l = 100.0, h4 =

= α
√

R/(ρΛ∗cl) = 0.01, h6 =
√

σcl/Λ = 2.0,

cl/ct = 1.9; для безразмерной постоянной k̃‖ при-
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Рис. 6

нято значение 0.1; задано значение PlotPoints = 450. В выражениях для вещественных частей p1,

q1, g были выбраны отрицательные знаки.

Полученные численные и графические данные позволяют также заключить, что при фиксиро-

ванной частоте в волноводе, по-видимому, не могут распространяться термоупругие волны третьего

типа, которым соответствуют волновые числа, имеющие модуль, меньший некоторого порогового зна-

чения λ∗: |k̃| ≤ λ∗. Это значение λ∗ = 2.934, оцениваемое численно, представляет собой характерный

104 Научный отдел



В. А. Ковалев, Ю. Н. Радаев. Связанные термоупругие волны третьего типа в волноводе

радиус «окружности» (см. рис. 6), внутри которой не отображаются линии нулевого уровня веще-

ственной и мнимой части частотного определителя. Геометрия самой «окружности», как показывают

более точные вычисления, оказывается достаточно сложной (рис. 7–9).

Рис. 7 Рис. 8

Рис. 9

На рис. 7 изображена структура границы «окруж-

ности», внутрь которой не проникают регуляр-

ные линии уровня Re D(Re k̃, Im k̃) = 0 и

ImD(Re k̃, Im k̃) = 0. Графические данные построены

с заданным значением PlotPoints = 750. На рис. 8

более детально изображен участок границы «окруж-

ности», приведенной на рис. 7. Наряду с регуляр-

ными линиями уровня присутствуют также линии с

хаотичной геометрией. Графические данные построе-

ны с заданным значением PlotPoints = 650. Даль-

нейшее исследование осложняется тем, что в окрест-

ности границы «окружности» линии уровня харак-

теризуются достаточно хаотичной геометрией, дета-

лизация которой, как показывает рис. 9 (значение

PlotPoints = 750),из-за сопутствующего «серого фо-

на» практически невозможна.

В табл. 2 приводятся результаты численного анализа влияния безразмерной определяющей посто-

янной h6 (волна азимутального порядка n = 70) на характерный радиальный размер «окружности».

Таблица 2

Значения Характерный Значения Характерный Значения Характерный

постоянной линейный постоянной линейный постоянной линейный

h6 размер λ
∗

h6 размер λ
∗

h6 размер λ
∗

2 2.9342 16000 2.738 120000 2.695

2000 2.817 32000 2.737 240000 2.679

4000 2.793 48000 2.7265 480000 2.659

6000 2.782 60000 2.718 960000 2.643

8000 2.775 96000 2.708 1920000 2.631

Следует заметить, что значения частотного определителя внутри указанной «окружности» весьма

малы. Так, при h6 = 2.0 (n = 70) согласно данным вычислений имеем:

k̃ = 0.0950440 + 0.000084i значение D = −2.044685 × 10−620 + 1.340236 × 10−620i;

k̃ = 1.783787 + 1.782571i значение D = 0.0 + 0.0i;

k̃ = 0.792573 + 0.693172i значение D = 0.0 + 0.0i.
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По этой причине локализация корней частотного уравнения на фоне чрезвычайно малых значений

самого частотного детерминанта оказывается невозможной. Вопрос о построении нулевых изолиний

Re D(Re k̃, Im k̃) = 0 и Im D(Re k̃, Im k̃) = 0 внутри «окружности» будет рассматриваться отдельно.

Картина изолиний, подобная рис. 6, характерна лишь для сравнительно больших азимутальных

чисел n, поскольку, например, при n = 20, как свидетельствуют проведенные вычисления, она не

наблюдается (рис. 10). На рис. 10 изображены изолинии GNIII-термоупругой волны азимутально-

го порядка n = 20. Значения безразмерных опре-

деляющих постоянных приняты равными h0 = 0.1,

h2 = 100.0, h4 = 0.01, h6 = 2.0, cl/ct = 1.9; k̃‖ = 0.1

(значение PlotPoints = 450). При переходе к ги-

перболической GNII-термоупругой волне3 и малых

значениях безразмерной постоянной h6 «окруж-

ность» вытягивается вдоль оси Re k̃ так, как по-

казано на рис. 11, 12 (значение PlotPoints = 450).

На рис. 12 изображены изолинии гиперболической

GNII-термоупругой волны азимутального порядка

n = 47; значения безразмерных определяющих по-

стоянных приняты равными h0 = 0, h2 = 100.0,

s = 0.01, h6 = 0.001, cl/ct = 1.9; k̃‖ = 0.1. Ме-

нее детальное по сравнению с рис. 11 изображение

приводится на рис. 12.
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Рис. 11 Рис. 12

7. ПОСТРОЕНИЕ НУЛЕВЫХ ИЗОЛИНИЙ НА КОМПЛЕКСНОЙ ПЛОСКОСТИ (Re k̃, Im k̃) В ОБЛАСТИ МАЛЫХ |D|

Как было отмечено, локализация корней частотного уравнения на фоне чрезвычайно малых зна-

чений самого частотного детерминанта сопряжена с дополнительными трудностями. На рис. 13–15

на комплексной плоскости представлены нулевые линии уровня вещественной и мнимой частей ча-

стотного детерминанта D в случае достаточно больших азимутальных чисел n, а именно n = 70,

построенные при заданных значениях определяющих постоянных h0 = 0.1, h2 = 100.0, h4 = 0.01,

3Соотношения гиперболической термоупругости GNII получаются из соотношений GNIII-теории по следующей схеме:

h0 → 0, h3 → 0, h → 0, h4 → ∞, h0h4 = s, h2

1
= 1 + h2

2
+ s2. Безразмерная постоянная s̃∗ = h4/

√
k̃‖ сама по себе

в соотношения GNII-теории не входит; h(s̃∗)2 → s2.
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h6 = 2, cl/ct = 1.9; k̃‖ = 0.1. Использовано значение PlotPoints = 150. В выражениях для веще-

ственных частей квадратных радикалов p1, q1, g выбраны отрицательные знаки.

Из рис. 13 видно, что при больших значениях азимутального числа n, нулевые линии уровня

вещественной и мнимой части величины D в области, близкой к началу координат на комплекс-

ной плоскости (Re k̃, Im k̃), не отображаются. Это обстоятельство обусловлено тем, что в указанной

области, ограниченной «окружностью», величина D принимает очень малые значения порядка 10−295.

На рис. 14 представлены нулевые линии уров-

ня вещественной и мнимой части величины D, по-

строенные в той же области, что и на рис. 13. За-

даны значения h0 = 0.1, h2 = 100.0, h4 = 0.01,

h6 = 2, cl/ct = 1.9; k̃‖ = 0.1. Вычисления с нор-

мированным значением D, PlotPoints = 150. При

построении изолиний значения Re D(Re k̃, Im k̃) и

ImD(Re k̃, Im k̃) нормировались множителем 10300.

Тем самым показано, что внутри «окружности» ну-

левые линии уровня на самом деле существуют и

даже могут быть до определенной степени выстрое-

ны численно.

Нулевые линии уровня вещественной и мнимой

части частотного детерминанта D внутри «окружно-

сти» в заданном квадрате наиболее детально изобра-

жены на рис. 15. Видно, что указанные линии доста-

точно плотно заполняют рассматриваемую область и

характеризуются хаотической геометрией.
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Рис. 14 Рис. 15

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00184-a).
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to the known calculations.
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ВВЕДЕНИЕ

Моделирование переходных процессов в электрических цепях является неотъемлемой частью ра-

боты по проектированию электротехнических устройств. Уравнения состояния, которые составляют-

ся по законам Кирхгофа в мгновенной форме, являются интегродифференциальными уравнениями.

Обычно интегродифференциальные уравнения преобразуют в системы дифференциальных уравнений

первого порядка, но при этом порядок системы уравнений возрастает. Реальные исследуемые цепи

могут содержать несколько сотен элементов, что приводит к большим системам дифференциальных

уравнений при моделировании. Для решения таких систем в настоящее время широко применяются

многошаговые методы численного интегрирования дифференциальных уравнений с использованием

полиномиальной аппроксимации решения. В результате получены разностные схемы [1, гл. 11], позво-

ляющие вычислить значение искомой функции в некоторой временной точке по известным значениям

функции (или ее производных) в нескольких предыдущих точках. Однако увеличение порядка систем

дифференциальных уравнений приводит к увеличению времени и снижению точности моделирования.

Поэтому модификация методов численного решения интегродифференциальных уравнений, приводя-

щая к сокращению времени моделирования, является актуальной задачей.

Для инженеров-электриков, которым важен физический смысл математических действий, пред-

ставляется более наглядным, если какая-либо математическая операция заменяется схемной моделью.

Например, расчет переходных процессов операторным методом [2, гл. 10] сопровождается операторной

схемой замещения или дифференциальный анализ электрических цепей [3] сопровождается соответ-

ствующими схемами замещения. При этом в схеме замещения соответствующий процесс должен быть

такой, чтобы он полностью описывался алгебраическими уравнениями. Схемная модель позволяет от

электрической цепи, в которой процессы описываются интегродифференциальными уравнениями, пе-

рейти к цепи с изображениями токов, для которых справедливы законы Кирхгофа, приводящие к ал-

гебраическим уравнениям. Это открывает возможность использования всего многообразного аппарата

теории цепей для работы с изображениями токов. Поэтому модификация численного метода, сопро-

вождающаяся созданием адекватной схемной модели «дружественной» для инженеров-электриков,

является ценной.

Цель данной работы — модификация метода численного решения интегродифференциальных

уравнений, использующего полиномиальную аппроксимацию решения, приводящая к получению от-

меченных выше положительных качеств.
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МАТЕРИАЛ И РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Рассмотрим одноконтурную цепь переменного тока, содержащую резистивный (R), индуктивный

(L) и емкостный (C) элементы, включенные последовательно. Пусть до коммутации конденсатор

был заряжен до напряжения uc(0). При подключении при t = 0 источника переменной ЭДС e(t)

в цепи происходит переходный процесс, который описывается линейным интегродифференциальным

уравнением с постоянными коэффициентами:

L
di

dt
+ Ri +

1

C

∫ t

0

i(t)dt + uc(0) = e(t). (1)

Будем искать решение во временной области, состоящей из N одинаковых шагов h. Узловые точки,

являющиеся границами шагов, обозначим t0, t1, t2, . . . tN .

Решение для тока как функцию от времени в интервале времени [t0, tN ] аппроксимируем полино-

мом N -й степени:

i(t) ≃ p(t) = a0 + a1t + a2t
2 + · · · + aN tN . (2)

Для аппроксимирующего полинома (2) зададим условие, что в точках tk деления интервала изме-

нения аргумента

i(tk) = p(tk) (3)

для k = 0, 1, 2, . . . , N. Если условие (3) записать для каждой точки tk, то получим систему линейных

алгебраических уравнений, если принять, что t0 = 0 :



































a0 = i(t0) = i0,

a0 + a1h + a2h
2 + · · · + aNhN = i(t1),

a0 + a1(2h) + a2(2h)2 + · · · + aN (2h)N = i(t2),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a0 + a1(Nh) + a2(Nh)2 + · · · + aN (Nh)N = i(tN ).

(4)

Вычтем из уравнений системы (4) первое уравнение и получим сокращенную систему:























a1h + a2h
2 + · · · + aNhN = i1(t1) − i0,

a1(2h) + a2(2h)2 + · · · + aN (2h)N = i1(t2) − i0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a1(Nh) + a2(Nh)2 + · · · + aN (Nh)N = iN (tN − i0).

(5)

В матричной форме система (5) имеет вид











h h2 · · · hN

2h (2h)2 · · · (2h)N

· · · · · · · · · · · ·

Nh (Nh)2 · · · (Nh)N











·











a1

a2

· · ·

aN











=











i(h) − i0

i(2h) − i0

· · ·

i(Nh) − i0











(6)

или

V ·A = I− i0, (7)

где V — матрица Вандермонда без первой строки и первого столбца; A = [a1, a2, . . . , aN ]T — вектор

коэффициентов аппроксимирующего полинома; I = [i(h), i(2h), . . . , i(Nh)]T — вектор значений тока

в опорных точках 1, 2, . . . , N . Будем считать, что номер k отрезка, на которые разделен интервал

изменения аргумента, совпадает с номером точки деления tk, расположенной справа отрезка.

Продифференцируем выражение (2):

di

dt
= a1 + 2a2t + · · · + NaN t(N−1). (8)
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Если для точек t1, t2, . . . , tN подставить в (8) значение времени t, выраженное через шаг и номер

точки, то получим следующую систему линейных уравнений:























a1 + 2a2h + · · · + NaNhN−1 = i′1(t1),

a1 + 2a2(2h) + · · · + NaN (2h)N−1 = i′1(t2),

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

a1 + 2a2(Nh) + · · · + NaN (Nh)N−1 = i′N (tN ).

(9)

В матричной форме система (9) имеет вид











i′1
i′2
· · ·

i′N











=











1 2h · · · NhN−1

1 2 · 2h · · · N(2h)N−1

· · · · · · · · · · · ·

1 2Nh · · · N(Nh)N−1











·











a1

a2

· · ·

aN











(10)

или

I′ = T1 ·A, (11)

где I′ = [i′(h), i′(2h), . . . , i′(Nh)]T — вектор производных тока для точек с номером k = 1, 2, . . . , N.

Проинтегрируем выражение (2) от нуля до k-й точки при изменении номера k от 1 до N :

∫ tk

0

p(t)dt =

∫ tk

0

a0 + a1t + a2t
2 + · · · + aN tNdt = a0tk +

a1

2
tk

2 +
a2

3
tk

3 + · · · +
aN

N + 1
tk

N+1. (12)

Подстановка в (12) значений k от 1 до N дает:










































∫ t1

0

p(t)dt = a0h +
a1

2
h2 +

a2

3
h3 + · · · +

aN

N + 1
hN+1 = J1,

∫ t2

0

p(t)dt = 2a0h +
a1

2
(2h)

2
+

a2

3
(2h)

3
+ · · · +

aN

N + 1
(2h)

N+1
= J2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
∫ tN

0

p(t)dt = Na0h +
a1

2
(Nh)

2
+

a2

3
(Nh)

3
+ · · · +

aN

N + 1
(Nh)

N+1
= JN .

(13)

Если учесть, что a0 = i(t0) = i0, то из (13) получим следующую систему в матричной форме:











J1

J2

· · ·

JN











=











1
2h2 1

3h3 · · · 1
N+1hN+1

1
2 (2h)

2 1
3 (2h)

3
· · · 1

N+1 (2h)
N+1

· · · · · · · · · · · ·
1
2 (Nh)

2 1
3 (Nh)

3
· · · 1

N+1 (Nh)
N+1











·











a1

a2

· · ·

aN











= i0 ·











h

2h

· · ·

Nh











(14)

или

J = T2 ·A + i0H, (15)

где J — вектор интегралов (14) для значений k = 1, 2, . . . , N .

Распишем уравнение (1) с учетом аппроксимации (2) для точек k = 1, 2, . . . , N . Получим в мат-

ричной форме выражение:

LI′ + RI + BJ + uc0 = e, (16)

где В = 1/С, uc0 — значение напряжения на конденсаторе в начале интервала, e — вектор значений

ЭДС источника в точках 1, 2, . . . , N текущего временного интервала.

Если подставить в выражение (16) матрицы I (7) , I′ (11), J (15) , то получим:

(LT1 + RV + BT2)A = e− uc0 − Ri0 − BHio. (17)

Уравнение (17) можно интерпретировать следующим образом. Пусть в контуре исходной цепи

R-L-C-e протекает ток i(t). Тогда согласно уравнению (17) исходной цепи соответствует цепь замеще-

ния, в которой протекает сигнал A, изображающий ток i(t). При этом в цепи замещения резистивный
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Рис. 1. Схема замещения контура R-L-C-e

элемент имеет операторное сопро-

тивление RV и последовательно

с ним навстречу току включается

источник ЭДС Ri0 (рис. 1).

Индуктивный элемент имеет

операторное сопротивление LT1, а

емкостный элемент имеет опера-

торное сопротивление BT2 и по-

следовательно с ним навстречу току включается источник ЭДС BHi0 + uc0. Источнику ЭДС e(t) в

оригинальной цепи соответствует изображающий вектор e в цепи замещения.

Докажем, что в узлах схемы замещения для изображений А соблюдается закон токов Кирхго-

фа. Для этого воспользуемся уравнением (7). В любом узле электрической цепи для токов ветвей,

принадлежащих узлу, в любой момент времени, а следовательно, токов в начале интервала i0 и для

векторов токов I, выполняется закон токов Кирхгофа:

b
∑

k=1

(Ik − i0k) =
b

∑

k=1

VAk = 0, (18)

где b — количество ветвей, сходящихся к узлу, k — текущий номер ветви, сходящейся к узлу. Если

уравнение (18) умножить на матрицу, обратную матрице V, то получим:

b
∑

k=1

(Ak) = 0. (19)

Что и требовалось доказать.

Из изложенного материала сделаем выводы.

Реальному току i(t) соответствует векторное изображение А в схеме замещения, показанной на

рис. 1. Все изображения тока А в схеме замещения удовлетворяют законам Кирхгофа, если схема

замещения составляется по следующему правилу:

– источник ЭДС заменяется векторным источником e, содержащим значения ЭДС в N опорных

точках;

– резистивный элемент имеет операторное сопротивление RV и последовательно с ним навстречу

току включается дополнительный источник ЭДС Ri0;

– индуктивный элемент имеет операторное сопротивление LT1;

– емкостный элемент имеет операторное сопротивление BT2 и последовательно с ним навстречу

току включается дополнительный источник ЭДС BHi0 + uC0.

Таким образом, в схеме замещения электрической цепи изображения Ak оригиналов токов ik(t)

удовлетворяют законам Кирхгофа. Следовательно, при известных значениях токов ветвей i0k и напря-

жений на конденсаторах uC0k в начале интервала [t0, tN ] система уравнений, составленная по законам

Кирхгофа, для всех узлов без одного и для всех главных контуров имеет единственное решение. В

результате решения системы линейных алгебраических уравнений получаем векторы полиномиаль-

ных коэффициентов Ak для всех ветвей. Зная для любой ветви коэффициенты полинома и значение

i0 в начальной точке t0, мы можем получить значение тока и напряжения на конденсаторе во всех

произвольных точках любого из N отрезков в интервале времени [t0, tN ].

Рассмотрим, как ведет себя полиномиальная аппроксимация, если изменять число опорных то-

чек N . Как показано в работе [4, chap. 3] максимальная погрешность R аппроксимации полиномом

p(x) степени N + 1 некоторой функции f(x), имеющей ограниченные непрерывные производные до

степени N + 1 на участке [a, b] , при условии, что в N + 1 различной точке полином совпадает с

функцией f(x), определяется выражением

R = max
a≤x≤b

|f(x) − p(x)| ≤

(b − a)N+1 · max
a≤x≤b

|f (N+1)(x)|

(N + 1)!
. (20)
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Чтобы практически воспользоваться условием (20) представим, что при разложении в ряд Фурье

функция f(x) реально содержит S гармоник. Тогда согласно теореме С. Берштейна [5, гл. 3] значение

производной f (N+1)(x) по модулю имеет ограничение:

|f (N+1)(x)| ≤ SN+1M, (21)

где M = max
a≤x≤b

|f(x)|.

С учетом выражения (21) погрешность (20) при равномерном расположении опорных точек преоб-

разуем к относительной форме:

δ =
R

M
≤

NN+1hN+1

(N + 1)!
SN+1. (22)

Расчеты по (22) показывают, что при фиксированных значениях S относительная погрешность умень-

шается с ростом количества опорных точек и степени полинома. Однако трудно заранее предсказать,

сколько реальных гармоник содержит искомое решение. В работе [6, гл. 4] авторы предостерегают,

что для некоторых функций значения производных порядка N растут быстрее, чем N !. Поэтому ре-

комендуют практически пользоваться интерполянтами степени не больше пятой. Однако это касается

некоторых искусственных функций, которые на практике встречаются редко. На участке [a, b] погреш-

ность ведет себя неравномерно. Зависимость погрешности от номера точки k на [a, b] при равномерном

расположении опорных точек определяется следующим выражением [7, гл. 2]:

R ≤

k!(N − 1 − k!) · max
a≤x≤b

|f (N+1)(x)|

(N + 1)!
hN+1. (23)

Если в выражении (23) учесть ограничение (21), то получим относительную погрешность в зависи-

мости от номера шага k на [a, b] :

R ≤
k!(N − 1 − k!) · SN+1

(N + 1)!
hN+1. (24)

Оценка (24) показывает, что на краю участка [a, b] погрешность интерполяции максимальна. По-

этому, к примеру, для снижения погрешности можно применить полином степени 10, но использовать

интерполяцию в девяти точках.

Однако увеличивать степень полинома бесконечно нельзя. С ростом числа N матрицы становят-

ся плохо обусловленными. Матрица T2 в выражении (14) содержит шаг интегрирования в степени

N + 1. Чтобы при малом шаге h матрицы V, T1 и особенно T2 не стали плохо обусловленными необ-

ходимо шаг интегрирования умножить на нормирующий коэффициент такой, чтобы нормированный

шаг был близок к единице. Тогда на нормирующий коэффициент нужно умножить значения всех ин-

дуктивностей и емкостей, входящих в схему, а значение частоты нужно разделить на нормирующий

коэффициент. Это улучшит обусловленность матриц, но увеличение степени полинома больше десяти

может в некоторых случаях привести к неадекватному решению.

На больших интервалах изменения независимой переменной t >> Nh уравнение (17) можно ре-

шать методом циклической прогонки, увеличивая каждый раз текущее время на N шагов. В резуль-

тате определим коэффициенты аппроксимирующего полинома для всего интересующего интервала

времени. В каждом цикле необходимо вычислять новые значения i0 и uC0, которые будут использова-

ны в следующем цикле. Можно эти значения вычислить в конце текущего участка, но для улучшения

точности интерполяции можно часть последних шагов не использовать:

i0 = i0пред + a1((N − Nh)h) + a2((N − Nh)h)2 + · · · + aN ((N − Nh)h)N . (25)

uc0 = uc0пред + B[((N − Nh)h) +
a1

2
((N − Nh)h)2 + · · · +

aN

N + 1
((N − Nh)h)N+1], (26)

где i0пред и uC0пред равны значениям i0 и uC0, вычисленным в предыдущем цикле.
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Для испытания разработанной методики

в системе Matlab составлено несколько ком-

пьютерных программ для расчета переход-

ных процессов в электрических цепях. Рас-

смотрим расчет переходного процесса неко-

торой модельной цепи (рис. 2). Требуется

рассчитать переходный процесс изменения

токов после замыкания ключа.

Согласно правилу преобразования, пока-

занному на рис. 1, составим схему замеще-

ния для изображений токов, показанных на

исходной схеме (рис. 2). Схема замещения

для изображений показана на рис. 3.

На схеме замещения дополнительные ис-

точники ЭДС имеют следующие обозначе-

ния индексами: первый индекс «0» означа-

ет, что берется значение тока в точке k = 0

текущего временного интервала; второй ин-

декс обозначает номер ветви в цепи. Для

схемы замещения, показанной на рис. 3,

система уравнений, составленная по зако-

нам Кирхгофа для изображений токов, имеет

следующий вид:

Рис. 2. Схема модельной цепи

Рис. 3. Схема замещения модельной цепи


































A0 −A1 −A4 = 0,

A1 −A2 −A3 = 0,

R0VA0 + R4VA4 + B4T2A4 = e− R0i00 − B4Hi04 − uc04,

R1VA1 + LT1A1 + R2VA2 − B4T2A4 − R4VA4 = B4Hi04 − R1i01 − R2i02 + uc04 + R4i04,

−R2VA2 + R3VA3 + B3T2A3 = R2i02 − R3i03 − B3Hi03,

(27)

где i00, i01, i02, i03, i04, uc03, uc04 — обозначения токов ветвей 0–4 и напряжений на конденсаторах

3, 4 в начале текущего цикла, Н — вектор шагов (см. выражение (6)).

Система уравнений (27) для изображе-

ний токов и напряжений является систе-

мой алгебраических уравнений с посто-

янными коэффициентами, и имеет един-

ственное решение — векторы Ab, где но-

мер ветви b = 0 · · · 4.

По программе, составленной соглас-

но предложенному алгоритму, выполнен

расчет переходного процесса при сле-

дующих значениях исходных данных:

e(t) = 100sin(2πft + π/4), f = 50 Гц,

R1 = 1 Ом, R2 = 200 Ом, R3 = 1 Ом,

R4 = 3 Ом, C3 = 10 мкФ, C4 = 50 мкФ.

График тока i1(t), полученный в результа-

те расчета, представлен на рис. 4.

Для оценки точности вычислений по

предложенному методу выполнен также

точный аналитический расчет переходного

процесса при тех же значениях исходных

данных. Полученное аналитическое выра-

жение для тока i1(t) имеет вид

Рис. 4. Зависимость от времени тока, полученная в резуль-

тате моделирования (звездочками показаны точки, получен-

ные точным расчетом)
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i1(t) = D1e
p1t + D2e

p2t + D3e
p3t + I1m sin(ωt + ψ), (28)

где D1 = −0.355 − 1.01j, D2 = −0.355 + 1.013j, D3 = 0.137, p1 = (−348.51 + 3143j) · 103,

p2 = (−348.51 − 3143j) · 103, p3 = −5.548 · 103, I1m = 0.592A, ψ = 1.315.

Шаг интегрирования при расчете предложенным методом выбран таким, чтобы относительное

отклонение значения тока от соответствующего точного значения в точках локальных максимумов

не превышало ±10% (при уменьшении шага интегрирования погрешность уменьшается). Выполнен

также расчет модельной задачи при использовании метода Гира с максимальным постоянным шагом

интегрирования таким, чтобы относительное отклонение значения тока от соответствующего точно-

го значения в точках локальных максимумов также не превышало ±10%. С помощью операторов

tic/toc оценивалось время расчета. Сравнение процессорного времени расчета модельной задачи по

предложенному методу и по методу Гира показало, что рассматриваемый метод имеет быстродействие

более чем в четыре раза лучшее, чем многошаговый метод Гира. Это можно объяснить следующими

соображениями:

– в предложенном методе уже известна форма решения (полиномоидальная), поэтому достаточно

найти решение только в редких опорных точках, а в промежуточных точках оно определяется по

коэффициентам полинома;

– за каждый цикл выполнялся расчет не одного, а N = 8 шагов интегрирования;

– во многих программных комплексах, специализированных для расчета переходных процессов

в электрических цепях, каждый элемент электрической цепи рассматривается как отдельная ветвь.

Предложенная методика интерпретирует как одну ветвь включенные последовательно резистивный,

индуктивный и емкостный элементы, а также источник ЭДС;

– сокращение системы уравнений достигается и за счет того, что в предложенной методике урав-

нения численного метода отдельно составлять не нужно, так как они заложены в схему замещения

для изображений.

Выводы

1. Предложенная методика построения схем замещения электрической цепи позволяет непосред-

ственно вычислять коэффициенты полиномиальной аппроксимации искомых токов в переходных ре-

жимах.

2. Векторы полиномиальных коэффициентов удовлетворяют законам токов и напряжений Кирхго-

фа для схемы замещения и являются решениями системы алгебраических уравнений, составленных

по законам Кирхгофа.

3. Представленная схема замещения описывает не только саму электрическую цепь, но и числен-

ный метод расчета интегродифференциальных уравнений переходного процесса.

4. Для модельной задачи отмечено лучшее быстродействие расчета по сравнению с известными

численными методами.
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ВВЕДЕНИЕ

Под конечной динамической системой понимается пара (S, δ),

где S – конечное непустое множество, элементы которого называ-

ются состояниями системы, δ: S → S – отображение множества

состояний в себя, называемое эволюционной функцией системы.

Конечной динамической системе сопоставляется карта – граф с

множеством вершин S и дугами, проведенными из каждой верши-

ны s ∈ S в вершину δ(s). Этот граф является функциональным, т.е.

из каждой вершины выходит точно одна дуга. Компоненты связно-

сти графа, задающего динамическую систему, называются её бас-

сейнами. Каждый бассейн представляет собой контур с входящими

в него деревьями. Контуры называются предельными циклами, или

аттракторами.

В работе [1] рассматривается SER-динамика бесконтурных гра-

фов, где каждое следующее состояние получается из предыдущего

путем переориентации всех дуг, входящих в стоки (вершины, имею-

щие нулевую степень исхода). Эта динамика используется в задачах

об отказоустойчивости компьютерных сетей, моделируемых бескон-

турными графами. При изучении модельных графов можно использо-

вать идеи и методы теории динамических систем двоичных векторов

(см., например, [2, 3]), когда имеется естественная двоичная коди-

ровка графов рассматриваемого класса.

Одними из основных характеристик состояний динамической си-

стемы являются ветвление — количество непосредственных пред-

c© Жаркова А. В., 2011
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шественников данного состояния, и недостижимость – свойство состояний, имеющих нулевое ветв-

ление (они называются также начальными состояниями системы). Программа [4] предназначена для

исследования эволюционных параметров состояний в динамических системах, состояниями которых

являются двоичные векторы, представляющие некоторые типы графов.

В настоящей работе предлагаются формулы для подсчёта количества недостижимых состояний в

динамических системах двоичных векторов, связанных с такими графами, как цепи и циклы.

1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ

Источником в графе называется вершина, имеющая нулевую степень захода. Множество источ-

ников бесконтурного ориентированного графа будем называть допустимым, если из него в каждый

сток этого графа есть дуга.

В работе [1] вводится SER-динамика бесконтурных ориентаций заданного графа, где каждое сле-

дующее состояние (бесконтурный граф) получается из предыдущего путем переориентации всех дуг,

входящих в стоки.

В работах автора [5, 6] доказывается следующая теорема о ветвлении состояний в таких динами-

ческих системах.

Теорема 1. Ветвление данного состояния s динамической системы, ассоциированной с графом,

равно количеству допустимых множеств источников в графе, представляющем состояние s.

Из данной теоремы можно заключить, какие же состояния являются недостижимыми.

Следствие 1. Состояние s динамической системы, ассоциированной с графом, недостижи-

мо тогда и только тогда, когда нет ни одного допустимого множества источников в графе,

представляющем состояние s, или, другими словами, когда существует хотя бы один сток, не

соседствующий с источниками.

Напомним формулу включений и исключений из комбинаторики, которая нам понадобится. Пусть

даны непустые множества A1, A2, . . . , Am. Обозначим через k(A) количество элементов, принадле-

жащих множеству A. Тогда количество различных элементов в объединении множеств A1, A2, . . . ,

Am подсчитывается по формуле

k(A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ Am) = k(A1) + k(A2) + . . . + k(Am) − k(A1 ∩ A2)−

−k(A1 ∩ A3) − . . . − k(A1 ∩ Am) − k(A2 ∩ A3) − . . . − k(A2 ∩ Am) − . . .−

−k(Am−1 ∩ Am) + k(A1 ∩ A2 ∩ A3) + . . . , (1)

если число пересекающихся множеств нечетно, то слагаемое входит со знаком «+», если четно — со

знаком «−».

2. КОЛИЧЕСТВО НЕДОСТИЖИМЫХ СОСТОЯНИЙ В ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ,
АССОЦИИРОВАННЫХ С ЦЕПЯМИ

Через Bn, n>0, обозначим множество всех двоичных векторов размерности n. Эволюционная

функция δ задается на Bn следующим образом. Пусть состоянием динамической системы в дан-

ный момент времени является вектор v ∈ Bn. Тогда в следующий момент времени она окажется в

состоянии δ(v), полученном путем одновременного применения правил:

I) если первой компонентой в v является 0, то первой компонентой в δ(v) будет 1;

II) если в составе v имеются диграммы (две соседние компоненты) вида 10, то в δ(v) каждая из

них заменяется на 01;

III) если последней компонентой в v является 1, то последней компонентой в δ(v) будет 0;

IV) других отличий между v и δ(v) нет.

Данная динамика для системы (Bn, δ), n>0, введена в [2].

Динамическая система (Bn, δ) изоморфна динамической системе (Pn, δ), состояниями которой

являются всевозможные ориентации цепи длины n, и каждое следующее состояние получается из

предыдущего путем переориентации всех дуг, входящих в стоки. Изоморфизм устанавливается сле-
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дующим образом: в ориентации цепи дуга получает метку

«0», если она направлена к началу цепи, и метку «1» — в

противном случае; кодирующий эту ориентацию двоичный

вектор получается последовательным выписыванием меток

дуг. Пример представлен на рис. 1.

На рис. 2 показана карта динамической системы (B6, δ).
Рис. 1. Состояние системы на язы-

ках цепей и двоичных векторов

Рис. 2. Карта динамической системы (B6, δ)

В работе [2] показывается, что состояние (вектор) v динамической системы (Bn, δ) недостижимо

из других состояний тогда и только тогда, когда в составе v имеется хотя бы один из следующих

фрагментов: 1) начальная диграмма 00, 2) тетраграмма 1100, 3) финальная диграмма 11.

Очевидно, что эти три условия на языке векторов выражают факт существования стока, требуе-

мого следствием 1.

С помощью программы [4] были получены данные по количеству недостижимых состояний в

динамической системе (Bn, δ), представленные для 1 ≤ n ≤ 10 в табл. 1.

Выведем формулу для вычисления количества недостижимых состояний в динамической системе

(Bn, δ).
Таблица 1

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

КНС(n,δ) 0 2 4 8 18 38 80 168 350 726

Теорема 2 (Количество недостижимых состояний в динамической системе (Bn, δ)). Количе-

ство недостижимых состояний в динамической системе (Bn, δ), ассоциированной с цепью длины

n > 0, равно

КНС(n,δ) = 2 · 2n−2
− 2n−4 + Ω(0) − 2 · Ω(2) + Ω(4),
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где

Ω(x) =

[n−x

4 ]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−x−4i

· Ci
n−x−3i, (2)

причём если коэффициенты или степени принимают отрицательные значения, то соответству-

ющие выражения принимают значение 0.

Доказательство. В соответствии с видом недостижимых состояний, обозначим множество недо-

стижимых состояний, имеющих начальную диграмму 00, через A00, имеющих финальную диграмму

11 — через B11, имеющих в своём составе тетраграмму 1100 — через C1100. Нужно подсчитать общее

количество недостижимых состояний в системе, для чего применим формулу включений и исключе-

ний (1). Получим, что

КНС(n,δ) = k(A00 ∪ B11 ∪ C1100) = k(A00) + k(B11) + k(C1100) − k(A00 ∩ B11)−

−k(A00 ∩ C1100) − k(B11 ∩ C1100) + k(A00 ∩ B11 ∩ C1100). (3)

1. Подсчитаем k(A00). Для состояний, имеющих начальную диграмму 00, получается, что две на-

чальные компоненты зарезервированы, а остальные компоненты занимают n−2 позиции и принимают

значения 0 или 1. Таким образом, k(A00) = 2n−2.

2. Аналогично пункту 1, k(B11) = 2n−2.

3. Подсчитаем k(C1100). В таких состояниях может присутствовать от одной до [n/4] тетраграмм

1100 включительно. Обозначим количество этих тетраграмм через l. Компоненты, занимаемые тет-

раграммами, получаются зарезервированными, а остальные компоненты занимают n − 4l позиций

и принимают значения 0 или 1. При этом эти l тетраграмм могут занимать различные позиции в

состоянии, и их количество определяется при помощи формулы подсчета количества числа сочета-

ний: Cl
n−4l+l = Cl

n−3l. Но при рассмотрении состояний, содержащих l + 1 тетраграмм, некоторые

тетраграммы уже были учтены, поэтому, применив формулу включений и исключений (1), получим

k(C1100) = k(C1100(1)) − k(C1100(2)) + k(C1100(3)) − . . .

и так далее до [n/4] слагаемого включительно, где C1100(x) — множество недостижимых состояний,

имеющих в своем составе x тетраграмм 1100. Тогда

k(C1100) = 2n−4
· C1

n−3 − 2n−8
· C2

n−6 + 2n−12
· C3

n−9 − . . .

и так далее до [n/4] слагаемого включительно. В итоге получается, что

k(C1100) =

[ n

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−4i

· Ci
n−3i.

4. Подсчитаем k(A00 ∩ B11). Для состояний, имеющих в своем составе одновременно начальную

диграмму 00 и финальную диграмму 11, получается, что четыре компоненты зарезервированы, а

остальные компоненты занимают n − 4 позиции и принимают значения 0 или 1. Таким образом,

k(A00 ∩ B11) = 2n−4.

5. Подсчитаем k(A00 ∩C1100). Для состояний, имеющих в своем составе одновременно начальную

диграмму 00 и тетраграмму 1100, получаем ситуацию, аналогичную рассмотренной в пункте 3, только

здесь постоянно зарезервированы первые две компоненты. Таким образом,

k(A00 ∩ C1100) =

[ n−2

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−2−4i

· Ci
n−2−3i.

6. Подсчет k(B11 ∩ C1100) идет аналогично пункту 5.

7. Подсчитаем k(A00 ∩ B11 ∩ C1100). Для состояний, имеющих в своем составе одновременно

начальную диграмму 00, тетраграмму 1100 и финальную диграмму 11, получаем ситуацию, аналогич-
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ную рассмотренной в пункте 3, только здесь постоянно зарезервированы четыре компоненты. Таким

образом,

k(A00 ∩ B11 ∩ C1100) =

[ n−4

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−4−4i

· Ci
n−4−3i.

Подставляя полученные выражения в формулу (3), имеем

КНС(n,δ) = 2 · 2n−2 +

[ n

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−4i

· Ci
n−3i − 2n−4

− 2 ·

[ n−2

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−2−4i

· Ci
n−2−3i+

+

[ n−4

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−4−4i

· Ci
n−4−3i.

Введем функцию Ω(x) следующим образом:

Ω(x) =

[n−x

4 ]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−x−4i

· Ci
n−x−3i.

Тогда в итоге имеем, что количество недостижимых состояний в динамической системе (Bn, δ),

ассоциированной с цепью длины n > 0, равно

КНС(n,δ) = 2 · 2n−2
− 2n−4 + Ω(0) − 2 · Ω(2) + Ω(4),

причём если коэффициенты или степени принимают отрицательные значения, то это значит, что

при таких размерностях n просто не возникает подобных ситуаций, и эти выражения принимают

значения 0. ¤

3. КОЛИЧЕСТВО НЕДОСТИЖИМЫХ СОСТОЯНИЙ В ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ,
АССОЦИИРОВАННЫХ С ЦИКЛАМИ

На множестве Bn, n > 2, рассмотрим следующую динамическую систему (Bn, θ) (см. [6]). Пусть

состоянием динамической системы (Bn, θ) в данный момент времени является вектор v ∈ Bn. Тогда

в следующий момент времени она окажется в состоянии θ(v), полученном путем одновременного

применения правил:

I) если первой компонентой в v является 0 и последней компонентой является 1, то первой ком-

понентой в θ(v) будет 1, а последней компонентой — 0;

II) если в составе v имеются диграммы вида 10, то в θ(v) каждая из них заменяется на 01;

III) других отличий между v и θ(v) нет.

По определению будем считать, что векторы 0n, 1n динамической системы (Bn, θ) при динамике

переходят в себя, образуя аттракторы единичной длины.

Динамическая система (Bn, θ) изоморфна динамической системе (Cn, θ), состояниями которой

являются всевозможные ориентации цикла длины n, и каждое следующее состояние получается из

предыдущего путем переориентации всех дуг, входящих в стоки. Изоморфизм устанавливается следу-

ющим образом: в цикле фиксируем начальную вершину, в ориентации цикла дуга получает метку «0»,

если она направлена против часовой стрелки, и метку «1» в противном случае; кодирующий эту ори-

ентацию двоичный вектор получается последовательным выписыванием меток дуг при прохождении

цикла по часовой стрелке от начальной вершины. Пример представлен на рис. 3 и 4.

Из следствия 1 можно выразить свойство

недостижимости состояний динамической системы

(Bn, θ) на языке векторов. Состояние динамиче-

ской системы (Bn, θ) недостижимо из других со-

стояний тогда и только тогда, когда в его составе,

возможно, при циклическом сдвиге имеется тетра-

грамма 1100.

Рис. 3. Состояние системы на языках циклов

и двоичных векторов
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Рис. 4. Карта динамической системы (B6, θ)

С помощью программы [4] были получены данные по количеству недостижимых состояний в

динамической системе (Bn, θ), представленные для 3 ≤ n ≤ 12 в табл. 2.

Таблица 2

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

КНС(n,θ) 0 4 10 24 56 124 270 580 1232 2596

Выведем формулу для вычисления количества недостижимых состояний в динамической системе

(Bn, θ).

Теорема 3. (Количество недостижимых состояний в динамической системе (Bn, θ)). Коли-

чество недостижимых состояний в динамической системе (Bn, θ), ассоциированной с циклом

длины n > 2, равно

КНС(n,θ) = 3 · 2n−4 + Ω(0) − 3 · Ω(4),

где Ω(x) задается формулой (2), причём если коэффициенты или степени принимают отрица-

тельные значения, то соответствующие выражения принимают значение 0.

Доказательство. В соответствии с видом недостижимых состояний обозначим множество недо-

стижимых состояний, имеющих в своем составе тетраграмму 1100, через A1100, начальную компо-

ненту 0 и финальную триграмму 110 через B0_110, начальную диграмму 00 и финальную диграмму 11

через C00_11, начальную триграмму 100 и финальную компоненту 1 через D100_1. Нужно подсчитать

общее количество недостижимых состояний в системе, для чего применим формулу включений и

исключений (1). Получим, что количество недостижимых состояний в системе (Bn, θ) высчитывается

по формуле

КНС(n,θ) = k(A1100 ∪ B0_110 ∪ C00_11 ∪ D100_1) = k(A1100) + k(B0_110) + k(C00_11)+

+k(D100_1) − k(A1100 ∩ B0_110) − k(A1100 ∩ C00_11) − k(A1100 ∩ D100_1)−

−k(B0_110 ∩ C00_11) − k(B0_110 ∩ D100_1) − k(C00_11 ∩ D100_1)+

+k(A1100 ∩ B0_110 ∩ C00_11) + k(A1100 ∩ B0_110 ∩ D100_1) + k(A1100 ∩ C00_11 ∩ D100_1)+

+k(B0_110 ∩ C00_11 ∩ D100_1) − k(A1100 ∩ B0_110 ∩ C00_11 ∩ D100_1). (4)

1. Подсчитаем k(A1100). Количество векторов, содержащих в себе тетраграмму 1100, было подсчи-

тано в п. 3 доказательства теоремы 1. Таким образом,

k(A1100) =

[ n

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−4i

· Ci
n−3i.
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2. Подсчитаем k(B0_110). Для состояний, имеющих начальную компоненту 0 и финальную три-

грамму 110, получается, что четыре компоненты зарезервированы, а остальные компоненты занимают

n − 4 позиции и принимают значения 0 или 1. Таким образом, k(B0_110) = 2n−4.

3. Аналогично пункту 2, k(C00_11) = 2n−4.

4. Аналогично пункту 2, k(D100_1) = 2n−4.

5. Подсчитаем k(A1100 ∩ B0_110). Для состояний, имеющих в своем составе одновременно началь-

ную компоненту 0, финальную триграмму 110 и тетраграмму 1100, получаем ситуацию, аналогичную

рассмотренной в п. 1 доказательства, только здесь постоянно зарезервированы четыре компоненты.

Таким образом,

k(A1100 ∩ B0_110) =

[ n−4

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−4−4i

· Ci
n−4−3i.

6. Подсчет k(A1100 ∩ C00_11), k(A1100 ∩ D100_1) идет аналогично пункту 5.

7. Значения k(B0_110 ∩ C00_11), k(B0_110 ∩ D100_1), k(C00_11 ∩ D100_1), k(A1100 ∩ B0_110 ∩ C00_11),

k(A1100 ∩ B0_110 ∩ D100_1), k(A1100 ∩ C00_11 ∩ D100_1), k(B0_110 ∩ C00_11 ∩ D100_1),

k(A1100 ∩ B0_110 ∩ C00_11 ∩ D100_1) равны 0, так как соответствующие множества имеют пустое

пересечение.

Подставляя полученные выражения в формулу (4), имеем:

КНС(n,θ) =

[ n

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−4i

· Ci
n−3i + 3 · 2n−4

− 3 ·

[ n−4

4
]∑

i=1

(−1)i+1
· 2n−4−4i

· Ci
n−4−3i.

Используя функцию Ω(x) (2), имеем, что количество недостижимых состояний в динамической

системе (Bn, θ), ассоциированной с циклом длины n > 2, равно

КНС(n,θ) = 3 · 2n−4 + Ω(0) − 3 · Ω(4),

причём если коэффициенты или степени принимают отрицательные значения, то это значит, что

при таких размерностях n просто не возникает подобных ситуаций, и эти выражения принимают

значения 0. ¤

4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Последовательности, задаваемые табл. 1 и 2, в онлайн-энциклопедии целочисленных последова-

тельностей [7] не встречаются. Построим таблицу для количества достижимых состояний в динами-

ческой системе (Bn, δ) для 1 ≤ n ≤ 10 (табл. 3).

Таблица 3

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2
n − КНС(n,δ) 2 2 4 8 14 26 48 88 162 298

Обратившись к указанной энциклопедии, находим в ней последовательность A135491: «2,

4, 8, 14, 26, 48, 88, 162, 298, 548, . . . » [8], элементы которой получаются по формуле

a(n) = a(n − 1) + a(n − 2) + a(n − 3) при a(1) = 2, a(2) = 4, a(3) = 8. Данная последователь-

ность связана с задачей о бросании монеты [9] и подсчитывает количество способов подбросить

монету n раз так, чтобы в результате в последовательности исходов не было четырех подряд стоящих

одинаковых исходов.

Последовательность A135491 совпадает с последовательностью достижимых состояний в (Bn, δ)

со второго по 33 элемент (столько элементов приведены в энциклопедии). Если обе последователь-

ности на самом деле совпадают, то данные наблюдения можно применить к рекуррентному поиску

количества недостижимых состояний в динамической системе (Bn, δ), полагая

β(n) =
3∑

i=1

β(n − i) при β(1) = 2, β(2) = 2, β(3) = 4
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как функцию, задающую последовательность для количества достижимых состояний в динамической

системе (Bn, δ); тогда количество недостижимых состояний динамической системы (Bn, δ) можно

будет подсчитать по формуле

КНС(n,δ) = 2n
− β(n).

Также, проанализировав последовательность табл. 1, можно заметить, что

КНС(n,δ) = 2n−3 +

3∑

i=1

КНС(n−i,δ), при КНС(1,δ) = 0, КНС(2,δ) = 2, КНС(3,δ) = 4.

Теперь построим таблицу для количества достижимых состояний в динамической системе (Bn, θ)

для 3 ≤ n ≤ 12 (табл. 4).

Таблица 4

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2
n − КНС(n,θ) 8 12 22 40 72 132 242 444 816 1500

Данная последовательность также не встречается в энциклопедии [7]. По аналогии с рекуррентны-

ми подсчетами количества недостижимых состояний динамической системы (Bn, δ) проанализируем

последовательности табл. 2 и 4 для возможного рекуррентного подсчета количества недостижимых

состояний в динамической системе (Bn, θ).

Рассмотрим последовательность для количества достижимых состояний в динамической системе

(Bn, θ) при 3 ≤ n ≤ 33. Введем функцию

γ(n) =

3∑

i=1

γ(n − i) − 2, при γ(3) = 8, γ(4) = 12, γ(5) = 22.

Все 33 элемента рассматриваемой последовательности вычисляются с помощью функции γ(n).

Если эта закономерность распространяется на всю последовательность, то количество недостижимых

состояний динамической системы (Bn, θ), n > 2, можно будет подсчитать по формуле

КНС(n,θ) = 2n
− γ(n).

Также, проанализировав последовательность табл. 2, можно заметить, что

КНС(n,θ) = 2 + 2n−3 +

3∑

i=1

КНС(n−i,θ), при КНС(3,θ) = 0, КНС(4,θ) = 4, КНС(5,θ) = 10.
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