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Аннотация. В численных методах расчета прочности техно-
сферных объектов широко используются аппроксимирующие
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щениях рассчитываемого объекта как жесткого целого из-за
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отсутствия в аппроксимирующих выражениях параметров используемой в расчете криво-
линейной системы координат. В настоящей работе с целью получения аппроксимирующих
выражений для отдельных компонент вектора перемещения внутренней точки конечного
элемента в форме шестигранника использованы известные аппроксимирующие функции
непосредственно для вектора перемещения через векторы перемещений узловых точек. В
результате координатных преобразований, а именно в использовании матричных выражений
базисных векторов узловых точек конечного элемента через базисные векторы его внутренней
точки, получаются аппроксимирующие выражения каждой компоненты вектора перемещения
внутренней точки конечного элемента через все компоненты векторов перемещений узловых
точек конечного элемента. С целью получения аппроксимирующих выражений для компонент
тензора напряжений внутренней точки конечного элемента используется известная аппрок-
симирующая функция непосредственно для выражения тензора напряжений внутренней
точки конечного элемента через тензоры напряжений в его узловых точках. Координатные
преобразования заключаются в использовании матричных выражений диадных произведений
базисных векторов узловых точек через диадные произведения базисного вектора внутренней
точки конечного элемента. В результате координатного преобразования определяется аппрок-
симирующее выражение каждой компоненты тензора напряжения в окрестности внутренней
точки конечного элемента через все компоненты тензоров напряжений в узловых точках.
Полученные аппроксимирующие выражения для компонент вектора перемещения и компонент
тензора напряжения с использованием матричных выражений базисных векторов узловых
точек через базисные векторы внутренней точки конечного элемента, а также через матрич-
ные выражения их диадных произведений позволяют учитывать параметры используемой
криволинейной системы координат, что приводит к решению общеизвестной в МКЭ проблемы
учета смещения конечного элемента как твердого тела.
Ключевые слова: вектор перемещения, тензор второго ранга, криволинейная система коор-
динат, базисные векторы, аппроксимирующие функции
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Abstract. In numerical methods for calculating the strength of technospheric objects approximating
expressions of the desired values in terms of their nodal values are widely used. The theory
of approximating functions of scalar quantities is currently developed quite fully, but its direct
use in curvilinear coordinate systems for approximating the components of displacement vectors
and for the components of stress tensors can lead to significant inaccuracies with significant
gradients of curvature and displacements of the calculated object as a rigid whole due to the
lack of parameters in the approximating expressions of the curvilinear coordinate system used
in the calculation. In this paper, in order to obtain approximating expressions for the individual
components of the displacement vector of a finite element internal point in the form of a hexagon,
the known approximating functions directly for the displacement vector through the displacement
vectors of the nodal points are used. As a result of coordinate transformations, namely, using
matrix expressions of the basis vectors of a finite element nodal points through the basis vectors
of its internal point approximating expressions of each component of the displacement vector
of the finite element internal point through all components of the displacement vectors of the
finite element nodal points are obtained. In order to obtain approximating expressions for the
components of the stress tensor of a finite element inner point a well-known approximating
function is used directly to express the stress tensor of a finite element inner point through the
stress tensors at its nodal points. Coordinate transformations consist in using matrix expressions
of the dyad products of the node points basis vectors through the dyad products of the basis vector
of the finite element inner point. As a result of the coordinate transformation, the approximating
expression of each component of the stress tensor in the vicinity of the inner point of the finite
element is determined through all the components of the stress tensors at the nodal points.
The obtained approximating expressions for the components of the displacement vector and the
components of the stress tensor using matrix expressions of the nodal points basis vectors through
the basis vectors of the finite element internal point as well as through the matrix expressions of
their dyad products allow taking into account the parameters of the curved coordinate system
used. That leads to the solution of the well-known problem in the FEM which takes into account
the displacement of the finite element as a solid.
Keywords: displacement vector, tensor of the second rank, curvilinear coordinate system, basis
vectors, approximating functions
For citation: Gureeva N. A., Kiseleva R. Z., Klochkov Yu. V., Nikolaev A. P. On the
approximation of class 𝐶(0) components of physical quantities in curved coordinate systems.
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Введение

Криволинейные системы координат широко используются в теории механики
деформируемого твердого тела [1–3]. Криволинейные системы координат использу-
ются и в численных методах определения напряженно-деформированного состояния
тонкостенных конструкций инженерных сооружений различного назначения. Среди
численных методов расчета таких конструкций особенно широкое распространение
получил метод конечных элементов (МКЭ) как в формулировке метода перемеще-
ний [4–7], так и в смешанной формулировке [6–9].

Основными операциями использования МКЭ при определении напряженно-дефор-
мированного состояния нагруженного твердого тела являются получение матрицы
жесткости конечного элемента и вектора его узловых нагрузок, что выполняется на
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основе использования аппроксимирующих функций, позволяющих выразить искомые
величины внутренней точки конечного элемента через соответствующие им узловые
неизвестные.

При расчете прочности тонкостенных конструкций на основе смешанного МКЭ
в качестве узловых неизвестных конечных элементов принимаются перемещения и
напряжения. Появляется необходимость аппроксимации искомых величин МКЭ в сме-
шанной формулировке (перемещений и напряжений в окрестности внутренней точки
конечного элемента) через их узловые значения при учете параметров используемой
криволинейной системы координат.

Представленная работа относится к математической операции основного разде-
ла МКЭ, где традиционно при расчетах в криволинейных системах координат для
аппроксимации искомых величин через их узловые неизвестные используются зависи-
мости как для скалярных величин, когда каждая искомая величина аппроксимируется
через узловые значения только этой же величины, что приводит к некорректным
результатам при значительных кривизнах границ конструкции и смещениях конечных
элементов как твердого тела.

В настоящей работе представлены корректные алгоритмы получения в криво-
линейных системах координат аппроксимирующих выражений компонент вектора
перемещения произвольной точки конечного элемента через компоненты векторов
перемещении узловых точек конечного элемента. Разработаны также аппроксимиру-
ющие выражения для компонент тензора второго ранга через компоненты тензоров
второго ранга узловых точек.

1. Базисные векторы точек конечного элемента
Радиус-вектор произвольной точки 𝑀 оболочки определяется выражением

𝑅⃗ = 𝑅⃗0 + 𝜏 𝑎⃗03 = 𝑥𝑚(𝜃𝑛)⃗𝑖𝑚, (1)

где 𝑅⃗0 = 𝑥0𝑚(𝑢, 𝑣)⃗𝑖𝑚 — радиус-вектор соответствующей точки срединной поверхности;
𝑢, 𝑣— криволинейные координаты срединной поверхности [10]; 𝑥0𝑚 — декартовы ко-

ординаты срединной поверхности; 𝑎⃗03 =
𝑅⃗0

,𝑢×𝑅⃗0
,𝑣

|𝑅⃗0
,𝑢×𝑅⃗0

,𝑣| = 𝑎𝑚3 (𝑢, 𝑣)⃗𝑖𝑚 — нормаль к срединной

поверхности; −ℎ
2
6 𝜏 6 ℎ

2
— расстояние от срединной поверхности до рассматриваемой

точки (ℎ— толщина оболочки); 𝜃1 = 𝑢; 𝜃2 = 𝑣; 𝜃3 = 𝜏 — криволинейные координаты
произвольной точки рассматриваемого тела; 𝑥𝑚(𝑢, 𝑣, 𝜏) = 𝑥0𝑚(𝑢, 𝑣) + 𝜑(𝑎𝑚3 (𝑢, 𝑣), 𝜏)—
декартовы координаты произвольной точки тела; 𝑖⃗𝑚 — орты декартовой системы
координат.

При прочностном расчете оболочки она представляется системой конечных эле-
ментов, соединенных между собой в узлах. В качестве конечного элемента полагается
шестигранник с восемью узловыми точками 𝑤 = 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑝, ℎ.

Для каждого шестигранного конечного элемента векторы локальных базисов внут-
ренних и узловых точек определяются дифференцированием (1) по криволинейным
координатам 𝜃𝑘

𝑔⃗𝑘 = 𝑅⃗,𝑘 = 𝑥𝑚(𝜃𝑛),𝑘𝑖𝑚, 𝑔⃗𝑤𝑘 = 𝑥𝑚𝑤(𝜃𝑛𝑤),𝑘𝑖𝑚, 𝑘 = 1, 2, 3, (2)

где 𝑤 = 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑝, ℎ— узлы конечного элемента.
На основе (2) формируются матричные соотношения для внутренней и узловых

точек конечного элемента

{𝑔⃗} = [𝑚]{⃗𝑖}, {𝑔⃗𝑤} = [𝑚𝑤]{⃗𝑖}, 𝑤 = 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑝, ℎ, (3)
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где {𝑔⃗}𝑇 = {𝑔⃗1 𝑔⃗2 𝑔⃗3}— строка векторов локального базиса точки 𝑀 ; {𝑔⃗𝑤}𝑇 = {𝑔⃗𝑤1 𝑔⃗𝑤2
𝑔⃗𝑤3 }— строка векторов локального базиса узловой точки 𝑤 шестигранника; {⃗𝑖}𝑇 =

= {⃗𝑖1 𝑖⃗2 𝑖⃗3}— строка ортов декартовой системы координат.
Используя соотношения (3), можно получить матричные выражения базисных век-

торов узловой точки 𝑤 через базисные векторы произвольной точки 𝑀 шестигранника

{𝑔⃗𝑤}
3×1

= [𝑚𝑤]
3×3

[𝑚]
3×3

−1{𝑔⃗}
3×1

= [𝑧𝑤]
3×3

{𝑔⃗}
3×1

. (4)

2. Аппроксимация компонент вектора перемещения
Для выполнения численного интегрирования по объему конечного элемента ше-

стигранной формы с узлами 𝑖, 𝑗, 𝑘, 𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑝 и ℎ он отображается на локальный куб,
локальные координаты которого изменяются в пределах −1 6 𝜉𝜂𝜁 6 1. Скалярные
величины, относящиеся к точке 𝑀 шестигранника, аппроксимируются через значения
в узловых точках 𝑤 конечного элемента трилинейными соотношениями

𝜆 =
1− 𝜉
2

1− 𝜂
2

1− 𝜁
2

𝜆𝑖 +
1 + 𝜉

2

1− 𝜂
2

1− 𝜁
2

𝜆𝑗 +
1 + 𝜉

2

1 + 𝜂

2

1− 𝜁
2

𝜆𝑘+

+
1− 𝜉
2

1 + 𝜂

2

1− 𝜁
2

𝜆𝑙 +
1− 𝜉
2

1− 𝜂
2

1 + 𝜁

2
𝜆𝑚 +

1 + 𝜉

2

1− 𝜂
2

1 + 𝜁

2
𝜆𝑛+

+
1 + 𝜉

2

1 + 𝜂

2

1 + 𝜁

2
𝜆𝑝 +

1− 𝜉
2

1 + 𝜂

2

1 + 𝜁

2
𝜆ℎ = {𝑓(𝜉, 𝜂, 𝜁)}

1×8

𝑇{𝜆𝑦}
8×1

, (5)

где {𝜆𝑦}
8×1

𝑇 = {𝜆𝑖 𝜆𝑗 𝜆𝑘 𝜆𝑙 𝜆𝑚 𝜆𝑛 𝜆𝑝 𝜆ℎ}— строка узловых значений скалярной величины 𝜆

в узлах шестигранника.
К скалярным величинам точки 𝑀 шестигранника относятся, например, значения

криволинейных координат 𝜃1𝜃2𝜃3 и температура 𝑡.
Для вектора перемещения внутренней точки конечного элемента, представляемого

выражением
𝑉⃗ = 𝑣𝑖𝑔⃗𝑖 = {𝑔⃗}

1×3

𝑇{𝑣}
3×1

, 𝑖 = 1, 2, 3, (6)

аппроксимацию [5–7] компонент 𝑣𝑖 через узловые неизвестные принимают выра-
жением (5) (𝜆 = 𝑣𝑖; {𝜆𝑦}𝑇 = {𝑣𝑖𝑦}𝑇 ). Недостатком этой аппроксимации является
отсутствие в аппроксимирующих выражениях {𝑓(𝜉𝜂𝜁)}𝑇 параметров используемой
криволинейной системы координат.

Для устранения этого недостатка предлагается в аппроксимирующем выраже-
нии (5) под символом 𝜆 понимать вектор перемещения внутренней точки конечного
элемента, а под символом 𝜆𝑤 понимать вектор перемещения узловой точки 𝑤 и
записать аппроксимирующее выражение (5) в векторной форме

𝑉⃗ = {𝑓}
1×8

𝑇{𝑉⃗𝑦}
8×1

, (7)

где {𝑉⃗𝑦}
1×8

𝑇
= {𝑉⃗ 𝑖 𝑉⃗ 𝑗 𝑉⃗ 𝑘 𝑉⃗ 𝑙 𝑉⃗ 𝑚 𝑉⃗ 𝑛 𝑉⃗ 𝑝 𝑉⃗ ℎ}— строка векторов в узлах шестигранника;

𝑉⃗ 𝑤 = 𝑣𝑖𝑤𝑔⃗𝑤𝑖 — вектор перемещения узловой точки 𝑤.
Для выполнения координатного преобразования столбец узловых векторов шести-

гранника представляется матричным выражением

{𝑉⃗𝑦}
8×1

= [𝐿⃗]
8×24

{𝑣𝑦}
24×1

, (8)
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где {𝑣𝑦}
1×24

𝑇 = {𝑣1𝑖 𝑣2𝑖 𝑣3𝑖 𝑣1𝑗 𝑣2𝑗 𝑣3𝑗 · · · 𝑣1ℎ 𝑣2ℎ 𝑣2ℎ},

[𝐿⃗]
8×24

=

⎡⎢⎢⎣
𝑔⃗𝑖1 𝑔⃗𝑖2 𝑔⃗𝑖3 · · · · · ·
· · · 𝑔⃗𝑗1 𝑔⃗𝑗2 𝑔⃗𝑗3 · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · 𝑔⃗ℎ1 𝑔⃗ℎ2 𝑔⃗ℎ3

⎤⎥⎥⎦ .
В матрице [𝐿⃗] точками обозначены ее нулевые элементы.

С учетом (8) аппроксимирующее выражение (7) запишется в матричном виде

𝑉⃗ = {𝑓}
1×8

𝑇 [𝐿⃗]
8×24

{𝑣𝑦}
24×1

=

{︂
𝑓1{𝑔⃗𝑖}

1×3

𝑇 ...𝑓2{𝑔⃗𝑗}
1×3

𝑇 ... · · · ...𝑓8{𝑔⃗ℎ}
1×3

𝑇
}︂
{𝑣𝑦}
24×1

. (9)

Принимая во внимание (4), из соотношения (9) получается матричное соотношение

𝑉⃗ = {𝑔⃗}
1×3

𝑇

[︂
𝑓1[𝑧

𝑖]
1×3

𝑇 ...𝑓2[𝑧𝑗]
1×3

𝑇 ... · · · ...𝑓8[𝑧ℎ]
1×3

𝑇
]︂
= {𝑔⃗}

1×3

𝑇 [𝐻]
3×24

{𝑣𝑦}
24×1

. (10)

Представляя левую часть (10) выражением (6), можно найти аппроксимирующие
выражения для компонент вектора внутренней точки конечного элемента

𝑣𝑖 = {ℎ𝑖}
1×24

𝑇{𝑣𝑦}
24×1

, 𝑖 = 1, 2, 3, (11)

где {ℎ𝑖}
1×24

𝑇 определяется 𝑖-й строкой матрицы [𝐻]
3×24

.

Как видно, в аппроксимирующем выражении (11) компоненты 𝑣𝑖 вектора пере-
мещения через матрицу [𝑧] учитываются параметры используемой криволинейной
системы координат. Кроме того, каждая компонента 𝑣𝑖 вектора перемещения опре-
деляется через все компоненты 𝑣1𝑤, 𝑣2𝑤, 𝑣3𝑤 векторов перемещений узловых точек
конечного элемента.

Если в аппроксимирующем выражении (10) положить матрицу [𝑧𝑤]
3×3

единичной,

что означает равенство базисных векторов узловых точек базисным векторам внут-
ренней точки конечного элемента при их единичной длине, то аппроксимирующие
выражения для 𝑣𝑖 примут вид зависимостей (5), где каждая компонента вектора
перемещения аппроксимируется через узловые значения этой же компоненты. Так
как в криволинейной системе координат матрица [𝑧𝑤]

3×3

не является единичной, то

некорректность использования аппроксимации (5) величин 𝑣𝑖 очевидна.

3. Аппроксимация компонент тензора второго ранга
Если физическая величина в точке 𝑀 шестигранника является тензором второго

ранга, определяемым выражением̃︀𝑇 = 𝑇 𝑖𝑗 𝑔⃗𝑖𝑔⃗𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, (12)

то аппроксимация компонент этой величины выражением (5) (𝜆 = 𝑇 𝑖𝑗, {𝜆𝑦}
1×8

𝑇 = {𝑇 𝑖𝑗
𝑦 }

1×8

𝑇 )

[6,7] также будет некорректна в криволинейной системе координат.
Для получения корректных искомых соотношений следует в аппроксимирующих

выражениях (5) под символом 𝜆 полагать тензор второго ранга в базисе внутренней
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точки конечного элемента, а под символом 𝜆𝑤 — тензор второго ранга в базисе узловой
точки конечного элемента и записать соотношение (5) в виде

̃︀𝑇 = {𝑓}
1×8

𝑇{̃︀𝑇𝑦}
8×1

, (13)

где {̃︀𝑇𝑦}
8×1

𝑇
= {̃︀𝑇 𝑖 ̃︀𝑇 𝑗 ̃︀𝑇 𝑘 ̃︀𝑇 𝑙 ̃︀𝑇𝑚 ̃︀𝑇 𝑛 ̃︀𝑇 𝑝 ̃︀𝑇 ℎ}— строка тензоров узловых точек конечного

элемента; ̃︀𝑇𝑤 = 𝑇 𝑖𝑗𝑤𝑔⃗𝑤𝑖 𝑔⃗
𝑤
𝑗 — тензор узловой точки 𝑤 конечного элемента.

Для координатного преобразования соотношения (13) тензор второго ранга в
точке 𝑀 можно представить матричным произведением

̃︀𝑇 = {𝑇}
1×9

𝑇{⃗⃗𝑔}
9×1

= {⃗⃗𝑔}
9×1

𝑇
{𝑇}
9×1

, (14)

где {𝑇}
1×9

𝑇 = {𝑇 11 𝑇 12 𝑇 13 𝑇 21 𝑇 22 𝑇 23 . . . 𝑇 31 𝑇 32 𝑇 33}— строка компонент тензора второ-

го ранга; {⃗⃗𝑔}
1×9

𝑇
= {𝑔⃗1𝑔⃗1

...⃗𝑔1𝑔⃗2
...⃗𝑔1𝑔⃗3

... · · · ...⃗𝑔3𝑔⃗1
...⃗𝑔3𝑔⃗2

...⃗𝑔3𝑔⃗3}— строка диадных произведений

базисных векторов точки 𝑀 .
Для узловой точки 𝑤 тензоры второго ранга определяются матричными выраже-

ниями ̃︀𝑇𝑤 = {𝑇𝑤}
1×9

𝑇{⃗⃗𝑔𝑤}
9×1

= {⃗⃗𝑔𝑤}
1×9

𝑇
{𝑇𝑤}
9×1

, (15)

где {𝑇𝑤}
1×9

𝑇 = {𝑇 11𝑤 𝑇 12𝑤 𝑇 13𝑤 𝑇 21𝑤 𝑇 22𝑤 𝑇 23𝑤 𝑇 31𝑤 𝑇 32𝑤 𝑇 33𝑤}— строка компонент тензо-

ров второго ранга в узловой точке 𝑤; {⃗⃗𝑔𝑤}
1×9

𝑇
= {𝑔⃗𝑤1 𝑔⃗𝑤1

...⃗𝑔𝑤1 𝑔⃗
𝑤
2

...⃗𝑔𝑤1 𝑔⃗
𝑤
3

... · · · ...⃗𝑔𝑤3 𝑔⃗𝑤1
...⃗𝑔𝑤3 𝑔⃗

𝑤
2

...⃗𝑔𝑤3 𝑔⃗
𝑤
3 }—

строка диадных произведений базисных векторов узловой точки.
На основании (15) столбец узловых тензоров второго ранга может быть представ-

лен матричным выражением

{̃︀𝑇𝑦}
8×1

= [
⃗⃗
𝐿]

8×72

{𝑇𝑦}
72×1

, (16)

где
{𝑇𝑦}
1×72

𝑇={𝑇 11𝑖𝑇 12𝑖𝑇 13𝑖𝑇 21𝑖𝑇 22𝑖𝑇 23𝑖𝑇 31𝑖𝑇 32𝑖𝑇 33𝑖 · · ·𝑇 11ℎ𝑇 12ℎ𝑇 13ℎ𝑇 21ℎ𝑇 22ℎ𝑇 23ℎ𝑇 31ℎ𝑇 32ℎ𝑇 33ℎ}—

строка компонент тензоров второго ранга в узлах шестигранника;

[
⃗⃗
𝐿]

8×72

=

⎡⎢⎢⎢⎣
{⃗⃗𝑔𝑖}
1×9

𝑇
· · · · · ·

· · · · · · · · ·
· · · · · · {⃗⃗𝑔ℎ}

1×9

𝑇

⎤⎥⎥⎥⎦— матрица диадных произведений базисных векторов уз-

ловых точек (точками обозначены ее нулевые элементы).
Диадные произведения базисных векторов узловой точки на основе (4) можно

представить выражением

𝑔⃗𝑤𝑖 𝑔⃗
𝑤
𝑗 = (𝑧𝑤𝑖1𝑔⃗1 + 𝑧𝑤𝑖2𝑔⃗2 + 𝑧𝑤𝑖3𝑔⃗3)(𝑧

𝑤
𝑗1𝑔⃗1 + 𝑧𝑤𝑗2𝑔⃗2 + 𝑧𝑤𝑗3𝑔⃗3). (17)

Используя (17), можно сформировать матричное соотношение

{⃗⃗𝑔𝑤}
9×1

= [𝜒𝑤]
9×9

{⃗⃗𝑔}
9×1

, {⃗⃗𝑔𝑤}
1×9

𝑇
= {⃗⃗𝑔}

1×9

𝑇
[𝜒𝑤]
9×9

𝑇 . (18)
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Аппроксимирующее выражение (13) для тензора произвольной точки шестигран-
ника с учетом (16) и (18) примет вид

̃︀𝑇 = {𝑓}
1×8

𝑇 [
⃗⃗
𝐿]

8×72

{𝑇𝑦}
72×1

= {⃗⃗𝑔}
1×9

𝑇
[︂
𝑓1[𝜒

𝑗]
9×9

𝑇 ...𝑓2[𝜒𝑖]
9×9

𝑇 ... · · · ...𝑓9[𝜒ℎ]
9×9

𝑇
]︂
= {⃗⃗𝑔}

1×9

𝑇
[𝑆]
9×72

{𝑇𝑦}
72×1

. (19)

Представляя левую часть (19) выражением (14), можно получить матричное
выражение

{𝑇}
9×1

= [𝑆]
9×72

{𝑇𝑦}
72×1

. (20)

Каждая компонента тензора второго ранга (элемент столбца {𝑇}
9×1

) определится

выражением
𝑇 𝑖𝑗
𝑙 = {𝐻𝑙}

1×72

𝑇{𝑇𝑦}
72×1

, 𝑙 = 1, 2, . . . , 9, (21)

где {𝐻𝑙}𝑇 — аппроксимирующее выражение, определяемое 𝑙-ой строкой матрицы [𝑆]
9×72

.

На основе (21) каждая компонента тензора второго ранга произвольной точки
шестигранника аппроксимируется через все компоненты тензоров узловых точек
конечного элемента.

Если принять матрицу [𝑧𝑤]
3×3

единичной, то матрица [𝜒𝑤]
6×6

в (19) также будет еди-

ничной, и компонента 𝑇 𝑖𝑗
𝑙 тензора второго ранга в окрестности внутренней точки

конечного элемента будет представляться через узловые значения этой же компонен-
ты аппроксимирующими выражениями (5). Некорректность такой аппроксимации в
криволинейной системе координат очевидна.

Если компоненты тензора второго ранга обладают свойствами симметрии, то в
аппроксимирующих соотношениях (20) размеры матриц уменьшаются.

Выражение тензора второго ранга в произвольной точке конечного элемента (14)
принимает вид ̃︀𝑇 = {𝑇}

1×6

𝑇{⃗⃗𝑔}
6×1

= {⃗⃗𝑔}
1×6

𝑇
{𝑇}
6×1

, (22)

где {𝑇}
1×6

𝑇 = {𝑇 11 𝑇 12 𝑇 13 𝑇 22 𝑇 23 𝑇 33}, {⃗⃗𝑔}
1×6

𝑇
= {𝑔⃗1𝑔⃗1 2𝑔⃗1𝑔⃗2 2𝑔⃗1𝑔⃗3 𝑔⃗2𝑔⃗2 2𝑔⃗2𝑔⃗3 𝑔⃗3𝑔⃗3}.

Аналогично преобразуются тензоры второго ранга узловых точек.
В итоге аппроксимирующее выражение (20) принимает вид

{𝑇}
6×1

= [𝑆]
6×48

{𝑇𝑦}
48×1

. (23)

Как видно, через матрицы [𝑆] и [𝜒𝑤]𝑇 в аппроксимирующих выражениях (20) и
(23) учитываются параметры используемой криволинейной системы координат. Кроме
того, каждая компонента тензора второго ранга внутренней точки конечного элемента
выражается при аппроксимации через все компоненты тензоров узловых точек.

Заключение
Как видно из (11) и (23), некорректным является непосредственное использование

аппроксимирующих соотношений (5) для выражения компонент тензоров 1-го, 2-го
рангов через их узловые значения при переменных базисных векторах. Аппроксими-
рующие функции (5) следует применять к тензорам, а аппроксимирующие выражения
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для компонент тензоров определять, выполняя координатные преобразования меж-
ду базисными векторами узловых точек и базисными векторами внутренней точки
конечного элемента.

Разработанные аппроксимирующие выражения векторных и тензорных величин
следует использовать в численных методах определения напряженно-деформированного
состояния оболочечных элементов инженерных сооружений при переменных кривиз-
нах их срединных поверхностей, а также для учета смещений оболочечных конечных
элементов как твердых тел при расчетах в криволинейных системах координат.
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Abstract. The article proposes a stochastic mathematical model of the diffusion of consumer

innovations, which takes into account changes over time in the total number of potential buyers

of an innovative product. A stochastic differential equation is constructed for a random value of

the number of consumers of an innovative product. The interaction of random changes in the

number of consumers with changes in the total market volume of the product under consideration

is investigated. Following the Euler –Maruyama method, an algorithm for the numerical solution

of the stochastic differential equation for the diffusion of innovations is constructed. For each

implementation of this algorithm, the corresponding stochastic trajectories are constructed for a

random function of the number of consumers of an innovative product. A variant of the method

for calculating the mathematical expectation of a random function of the number of consumers of

an innovative product is developed and the corresponding differential equation is obtained. It is

shown that the numerical solution of this equation and the average value of the function of the

number of consumers calculated for all the implemented implementations of stochastic trajectories

give practically the same results. Numerical analysis of the developed model showed that taking

into account an external random disturbing factor in the stochastic model leads to significant

deviations from the classical deterministic model of smooth market development with innovative

goods.
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Аннотация. В статье предложена стохастическая математическая модель диффузии потре-
бительских инноваций, учитывающая изменения во времени общего числа потенциальных
покупателей инновационного товара. Построено стохастическое дифференциальное уравнение
для случайной величины числа потребителей инновационного товара. Исследовано влияние
случайных изменений числа потребителей на изменение общего объема рынка рассматрива-
емого товара. В соответствии с методом Эйлера –Маруямы построен алгоритм численного
решения стохастического дифференциального уравнения диффузии инноваций. Для каж-
дой реализации этого алгоритма строятся соответствующие стохастические траектории для
случайной функции числа потребителей инновационного товара. Разработан вариант метода
расчета математического ожидания случайной функции числа потребителей инновационного
товара и получено соответствующее для него дифференциальное уравнение. Показано, что
численное решение этого уравнения и среднее значение функции числа потребителей, вы-
численное по всем реализациям стохастических траекторий, дают практически одинаковые
результаты. Численный анализ разработанной модели показал, что учет в стохастической
модели внешнего случайного возмущающего фактора приводит к существенным отклонениям
от классической детерминированной модели плавного наполнения рынка инновационными
товарами.
Ключевые слова: диффузия инноваций, стохастические уравнения, винеровский процесс,
коэффициент инновации, коэффициент имитации
Для цитирования: Parphenova A. Yu., Saraev L. A. Stochastic model of innovation diffusion
that takes into account the changes in the total market volume [Парфенова А. Ю., Сараев Л. А.
Стохастическая модель диффузии инноваций, учитывающая изменение общего объема рын-
ка] // Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика.
Информатика. 2022. Т. 22, вып. 2. С. 152–158. https://doi.org/10.18500/1816-9791-2022-22-2-
152-158
Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
(CC-BY 4.0)

Introduction

One of the important and relevant areas of modern economic theory is the development
of economic and mathematical methods for predicting the features and patterns of
stochastic processes of distribution in the markets of goods with new properties.

Математика 153

https://orcid.org/0000-0001-7374-3663
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=783145
https://orcid.org/0000-0003-3625-5921
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=2919


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2022. Т. 22, вып. 2

New stochastic models developed using these methods to assess the parameters of the
diffusion of consumer innovations help to assess the growth rate of sales of goods with
new properties, adequately predict the indicators of market capture by them, calculate
the time intervals of stagnation or decline in their sales, etc.

A significant contribution to the development of theoretical principles of the diffusion
of consumer innovations is presented in the works [1–4].

On the basis of these provisions, researchers have developed a number of models for
assessing the parameters of the diffusion of innovations, in which the total market size
of the considered innovative product was considered constant [5–8].

The nature of the dynamic development of the process of diffusion of consumer
innovations is determined by the ratio of consumers-innovators and consumers-imitators,
the volatility of the volume of sales and changes in the total volume of the market,
consisting of the total number of potential buyers of the innovative product.

Many well-known statistics on sales of various innovative products show the stochastic
nature of their distribution among consumers. Therefore, while constructing mathematical
models of the dynamics of diffusion of innovations we should rely on the theory of random
functions. Stochastic modeling makes it possible to fully take into account the unstable
nature of the market and make significant additions to the existing similar deterministic
models.

An effective tool for constructing non-deterministic models of diffusion of innovations
is the theory of stochastic differential equations, which takes into account the influence
of random external influences. The construction of the defining equations for the diffusion
of innovations based on this theory significantly enriches the corresponding well-known
deterministic models, in which external random disturbing factors cannot be taken into
account. Methods of studying applications of the stochastic differential equations theory
for modeling random processes are described in detail in [9–13].

This work aims to develop a new economic and mathematical model of innovation
diffusion, taking into account the random nature of consumer behavior and possible
variations in the total market volume.

The peculiarity of the proposed model and its scientific novelty lies in the fact that, in
contrast to the classical models of innovation diffusion, it takes into account the change
in the total volume of the market of potential buyers over time.

1. Stochastic differential equation of innovation diffusion in an
unstable market

Let some fundamentally new innovative product appear and spread on the market.
Let us denote 𝑈(𝑡) as the volume of that part of the market, which is formed by all
purchasers of this product at the moment of time 𝑡, 𝑉 (𝑡) as the maximum volume of
that part of the market, which is formed by all potential purchasers of this product at
the moment time 𝑡. The units of measurement for the values of 𝑈(𝑡) and 𝑉 (𝑡) can be
percent — the number of buyers of the product and the relative number of buyers of the
product. In the latter case, the maximum market volume for the entire period under
consideration is taken as a unit. The function 𝑈(𝑡) is assumed to be continuous and
continuously differentiable on the interval (0 6 𝑡 <∞).

The increment in the number of buyers of the innovative product Δ𝑈 over a certain
period of time Δ𝑡 can be represented in the form of three terms

Δ𝑈 = Δ𝑈𝑁 +Δ𝑈 𝐼 +Δ𝑈𝑊 , (1)
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where Δ𝑈𝑁 is a partial increment over the time interval Δ𝑡 of the number of innovative
buyers oriented towards advertising and the media, Δ𝑈 𝐼 is a partial increment over the
interval time Δ𝑡 of the number of imitator buyers relying on reviews of people who have
already made a purchase, Δ𝑈𝑊 stands for random fluctuations in the number of imitator
buyers due to market volatility.

The quantities Δ𝑈𝑁 , Δ𝑈 𝐼 , Δ𝑈𝑊 can be represented as [14]⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝑈𝑁(𝑡) = 𝑎 · 𝑉 (𝑡) ·
(︂
1− 𝑈(𝑡)

𝑉 (𝑡)

)︂
·Δ𝑡,

Δ𝑈 𝐼(𝑡) = 𝑏 · 𝑈(𝑡) ·
(︂
1− 𝑈(𝑡)

𝑉 (𝑡)

)︂
·Δ𝑡,

Δ𝑈𝑊 (𝑡) = 𝜌 · 𝑏 · 𝑈(𝑡) ·
(︂
1− 𝑈(𝑡)

𝑉 (𝑡)

)︂
·Δ𝑤,

(2)

where 𝑎 is the coefficient of innovation, which determines the share of buyers-innovators
from the total number of potential buyers 𝑉 (𝑡), 𝑏 is the coefficient of imitation, which
determines the share of buyers-imitators from the number of buyers who have already
made a purchase 𝑈(𝑡), 𝑤 is standard Wiener process, Δ𝑤 = 𝜖 ·

√
Δ𝑡, 𝜌 is market volatility,

𝜀 is a random variable with normal distribution, zero mean ⟨𝜀⟩ = 0, and unit variance
⟨𝜀2⟩ = 1.

The multiplier
(︂
1− 𝑈(𝑡)

𝑉 (𝑡)

)︂
describes the process of market saturation up to a certain

limit value 𝑉 (𝑡).
It should be noted that in the considered model, in contrast to the classical model by

F. Bass, the total number of potential buyers 𝑉 (𝑡) is not a constant but is assumed to be
a variable [14].

Substitution of the quantities (2) into the equation (1) leads to the relation

Δ𝑈(𝑡) =

(︂
1− 𝑈(𝑡)

𝑉 (𝑡)

)︂
·
(︂(︂

𝑎 · 𝑉 (𝑡) + 𝑏 · 𝑈(𝑡)
)︂
·Δ𝑡+ 𝜌 · 𝑏 · 𝑈(𝑡) ·Δ𝑤

)︂
. (3)

Passing to the limit in the formula (3) for Δ𝑡→ 0, Δ𝑤 → 0 allows one to obtain the
nonlinear stochastic Ito differential equation [12]

𝑑𝑈(𝑡) = 𝑆
(︀
𝑈(𝑡), 𝑡

)︀
·Δ𝑡+ 𝑍

(︀
𝑈(𝑡), 𝑡

)︀
·Δ𝑤, (4)

where

𝑆
(︀
𝑈(𝑡), 𝑡

)︀
=

(︂
𝑎 · 𝑉 (𝑡) + 𝑏 · 𝑈(𝑡)

)︂
·
(︂
1− 𝑈(𝑡)

𝑉 (𝑡)

)︂
(5)

is a drift coefficient,

𝑍
(︀
𝑈(𝑡), 𝑡

)︀
= 𝜌 · 𝑏 · 𝑈(𝑡) ·

(︂
1− 𝑈(𝑡)

𝑉 (𝑡)

)︂
(6)

is a volatility coefficient.
The initial condition for the equation (4) has the form

𝑈(0) = 𝑈0. (7)

It is obvious that if the process of diffusion of innovations is observed from the very
beginning, then 𝑈0 = 0. Otherwise, the value of 𝑈0 may differ from zero.
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2. Diffusion model of innovation for a market with the variable
total volume

Let us consider a variant of the development of promoting an innovative product
to the market, in which at the initial moment of time 𝑡 the maximum number of its
potential buyers is 𝑉0, and then this number gradually decreases to its limiting value 𝑉∞.
In this case, the function of the total market volume 𝑉 (𝑡) can be represented as [14]

𝑉 (𝑡) = 𝑉∞ + (𝑉0 − 𝑉∞) · exp(−𝜆 · 𝑡), (8)

where 𝜆 is a parameter characterizing the rate of change in the total number of potential
buyers of an innovative product.

The numerical solution of the equation (4) with the coefficients (5), (6) and the
initial condition (7) is performed on the divided system of points 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ... < 𝑡𝑛
time interval [𝑡0, 𝑡𝑛] by the method of successive approximations of Euler –Maruyama in
accordance with the algorithm [3]

𝑈𝑠+1 = 𝑈𝑠 + 𝑆(𝑈𝑠, 𝑡𝑠) ·Δ𝑡𝑠 + 𝜀𝑠 · 𝑍(𝑈𝑠, 𝑡𝑠) ·
√︀
Δ𝑡𝑠 , (𝑠 = 0, 1, 2, ..., 𝑛− 1), (9)

where 𝑛 is the number of time partitions.
At each small time step Δ𝑡𝑠 = 𝑡𝑠+1 − 𝑡𝑠, starting from the initial value 𝑈0, a random

number 𝜀𝑠 is generated and the following is calculated the value of 𝑈𝑠+1.
Thus, random sequences {𝑡𝑠} and {𝑈𝑠} are formed. On the coordinate plane, these

sequences form a system of points {𝑡𝑠, 𝑈𝑠} and the corresponding stochastic trajectory.
When repeating the implementation of the algorithm (9) 𝑚 times, each time a new

stochastic trajectory is formed, since each time the random variable 𝜀 generates new
random values.

To find the mathematical expectation of the function ⟨𝑈(𝑡)⟩, it is necessary to
statistically average the equation (4) with the coefficients (5) and (6)⟨

𝑑𝑈(𝑡)

⟩
=

⟨(︂
𝑎 · 𝑉 (𝑡) + 𝑏 · 𝑈(𝑡)

)︂
·
(︂
1− 𝑈(𝑡)

𝑉 (𝑡)

)︂⟩
·Δ𝑡. (10)

The result is a differential equation containing the statistical moment of the required
second-order function ⟨𝑈(𝑡)2⟩

𝑑⟨𝑈(𝑡)⟩
𝑑𝑡

= 𝑉 (𝑡) ·
(︂
𝑎+ (𝑏− 𝑎) · ⟨𝑈(𝑡)⟩

𝑉 (𝑡)
− 𝑏 · ⟨𝑈(𝑡)

2⟩
𝑉 (𝑡)2

)︂
. (11)

Sequential calculation of the moment ⟨𝑈(𝑡)2⟩ leads to the appearance of moments of
the third, fourth and higher orders. An endless chain of statistical equations is formed,
which must be cut off by making certain assumptions.

In the case under consideration, it is natural to assume that fluctuations in the value
of 𝑈(𝑡) are determined by random fluctuations in the number of buyers-imitators, and it
can be represented as [15]

𝑈(𝑡) = ⟨𝑈(𝑡)⟩+ 𝜌 · ⟨𝑈(𝑡)⟩ ·
(︂
1− ⟨𝑈(𝑡)⟩

𝑉 (𝑡)

)︂
· 𝜀. (12)

Then

𝑈(𝑡)2 = ⟨𝑈(𝑡)⟩2 ·
(︂
1 + 2 · 𝜌 ·

(︂
1− ⟨𝑈(𝑡)⟩

𝑉 (𝑡)

)︂
· 𝜀+ 𝜌2 ·

(︂
1− ⟨𝑈(𝑡)⟩

𝑉 (𝑡)

)︂2

· 𝜀2
)︂
. (13)
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Averaging the equality (13) gives

⟨𝑈2⟩ = ⟨𝑈⟩2 ·
(︂
1 + 𝜌2 ·

(︂
1− ⟨𝑈⟩

𝑉

)︂2)︂
. (14)

Substituting the formula (14) into the ratio (11), we find the differential equation for
the mathematical expectation of the value 𝑈(𝑡)

𝑑⟨𝑈⟩
𝑑𝑡

= 𝑉 ·
(︂
𝑎+ (𝑏− 𝑎) · ⟨𝑈⟩

𝑉
− 𝑏 · ⟨𝑈⟩

2

𝑉 2
·
(︂
1 + 𝜌2 ·

(︂
1− ⟨𝑈⟩

𝑉

)︂2)︂)︂
. (15)

The initial condition for equation (15) has the form

⟨𝑈(0)⟩ = 𝑈0. (16)

The Figure shows five from a hundred stochastic trajectories obtained as a result
of numerical implementations of the Euler –Maruyama algorithm (9), (7), numerical
solution of the Cauchy problem (15), (16), as well as graphs of the function of the total
market volume 𝑉 (𝑡) and its limit value 𝑉∞.

When comparing the numerical solution of the Cauchy problem (15), (16) for the
mathematical expectation of the function 𝑈(𝑡) and the mean value of this function
calculated for all 𝑚 = 100 implementations of the algorithm (9) it turned out that they
practically coincide.

For a deterministic process of diffusion of innovations at 𝜌 = 0, the results obtained
coincide with those of [14].

Figure. Stochastic trajectories constructed from
the results of numerical implementations of
the Euler –Maruyama algorithm (9), (7) and
the expectation curve for the function 𝑈(𝑡),
constructed in accordance with the numerical
solution of the Cauchy problem (15), (16) (solid
lines). Graph of the total market volume function
𝑉 (𝑡) and its asymptote 𝑉 = 𝑉∞ (dashed lines).
Calculated values: 𝑡0 = 0; 𝑡𝑛 = 30; 𝑛 = 100;
𝑚 = 100; 𝑉0 = 1; 𝑉∞ = 0, 6; 𝑎 = 0, 01; 𝑏 = 0, 5;

𝜌 = 0, 35.
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3. Conclusion
A new model of innovation diffusion has been developed in the form of a stochastic

differential equation that takes into account the change in the total number of potential
buyers over time.

An algorithm for the numerical solution of the obtained stochastic differential equation
for constructing stochastic trajectories of a random function of the number of consumers
of an innovative product is presented.

A variant of the method of statistical averaging of the stochastic differential equation
for the diffusion of innovations has been developed and a differential equation has been
obtained to determine the mathematical expectation of a random function of the number
of consumers of an innovative product.
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It was found that the numerical solution of this equation and the statistical average
value of the function of the number of consumers of an innovative product, calculated for
all realizations of stochastic trajectories, give almost the same results.
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Аннотация. В статье рассматриваются динамические системы на плоскости, задаваемые
непрерывными кусочно-гладкими векторными полями. Такие системы используются в качестве
математических моделей реальных процессов с переключениями. Важной задачей является
нахождение условий рождения периодических траекторий при изменении параметров. В работе
описана бифуркация рождения периодической траектории из петли сепаратрисы сшитого седло-
узла — аналог классической бифуркации петли сепаратрисы седло-узла гладкой динамической
системы. Рассмотрим однопараметрическое семейство {𝑋𝜀} непрерывных кусочно-гладких
векторных полей на плоскости. Пусть 𝑧0 — точка на линии переключения. Выберем локальные
координаты 𝑥, 𝑦, в которых 𝑧0 имеет нулевые координаты, а линия переключения задается
уравнением 𝑦 = 0. Пусть векторное поле 𝑋0 в полуокрестности 𝑦 > 0 (𝑦 6 0) совпадает с
гладким векторным полем 𝑋+

0 (𝑋−
0 ), для которого точка 𝑧0 является устойчивым грубым

узлом (грубым седлом), а собственные подпространства матрицы линейной части поля
в 𝑧0 не совпадают с прямой 𝑦 = 0. Особая точка 𝑧0 называется сшитым седло-узлом.
Существует единственная траектория 𝐿0, 𝛼-предельная к 𝑧0 — выходящая сепаратриса точки
𝑧0. Предполагается, что она также 𝜔-предельна к 𝑧0, причем входит в 𝑧0 по ведущему
направлению узла поля 𝑋+

0 . Для типичного семейства при изменении параметра 𝜀 сшитый
седло-узел либо распадается на грубые узел и седло, либо исчезает. В работе доказано, что в
последнем случае из контура 𝐿0 ∪ {𝑧0} рождается единственная периодическая траектория
поля 𝑋𝜀 — устойчивый предельный цикл.
Ключевые слова: непрерывная кусочно-гладкая динамическая система, фазовая плоскость,
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Abstract. The article considers dynamical systems on the plane, defined by continuous piecewise
smooth vector fields. Such systems are used as mathematical models of real processes with
switching. An important task is to find the conditions for the generation of periodic trajectories
when the parameters change. The paper describes the bifurcation of the birth of a periodic
trajectory from the loop of the separatrix of a sewn saddle-node — an analogue of the classical
bifurcation of the separatrix loop of a saddle-node of a smooth dynamical system. Consider a
one-parameter family {𝑋𝜀} of continuous piecewise-smooth vector fields on the plane. Let 𝑧0

be a point on the switching line. Let’s choose the local coordinates 𝑥, 𝑦 in which 𝑧0 has zero
coordinates, and the switching line is given by the equation 𝑦 = 0. Let the vector field 𝑋0 in a
semi-neighborhood 𝑦 > 0 (𝑦 6 0) coincide with a smooth vector field 𝑋+

0 (𝑋−
0 ), for which the

point 𝑧0 is a stable rough node (rough saddle), and the proper subspaces of the matrix of the
linear part of the field in 𝑧0 do not coincide with the straight line 𝑦 = 0. The singular point 𝑧0 is
called a sewn saddle-node. There is a single trajectory 𝐿0 that is 𝛼-limit to 𝑧0 — the outgoing
separatrix of the point 𝑧0. It is assumed that 𝐿0 is also 𝜔-limit to 𝑧0, and enters 𝑧0 in the leading
direction of the node of the field 𝑋+

0 . For generic family, when the parameter 𝜀 changes, the
sewn saddle-node either splits into a rough node and a rough saddle, or disappears. In the paper
it is proved that in the latter case the only periodic trajectory of the field 𝑋𝜀 is generated from
the contour 𝐿0 ∪ {𝑧0}— a stable limit cycle.
Keywords: continuous piecewise smooth dynamical system, phase plane, bifurcation, sewn
saddle-node, limit cycle
For citation: Roitenberg V. Sh. On generation of a limit cycle from a separatrix loop of a
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Введение
Исследование бифуркаций фазовых портретов динамических систем было начато

А. А. Андроновым в 1930-е гг. Бифуркация рождения предельного цикла из петли
сепаратрисы седло-узла гладкой динамической системы на плоскости была описана в
работе А. А. Андронова и Е. А. Леонтович [1]. Случай фазового пространства любой
размерности был рассмотрен Л. П. Шильниковым в [2]. Для динамических систем,
задаваемых разрывными кусочно-гладкими векторными полями в R𝑛, рождение пери-
одической траектории из петли сепаратрисы особой точки типа сшитый седло-узел
было получено в [3]. Теории локальных и нелокальных бифуркаций кусочно-гладких
динамических систем посвящено большое число научных работ (см., например, [4–7].
Несомненный теоретический и прикладной интерес представляет изучение бифурка-
ций динамических систем, задаваемых непрерывными кусочно-гладкими векторными
полями. Здесь изучены в основном локальные бифуркации [8]. В частности, описаны
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бифуркации особой точки 𝑂 = (0, 0) типа седло-узел, «сшитой» из седла и узла глад-
ких векторных полей, заданных соответственно в верхней и нижней полуплоскостях
плоскости R2.

В настоящей работе рассматривается бифуркация петли сепаратрисы такой точ-
ки. Доказывается, что при исчезновении особой точки рождается единственная
периодическая траектория.

1. Непрерывные кусочно-гладкие векторные поля на плоскости
Пусть замкнутая область 𝑀 на плоскости R2 с 𝐶𝑟+1-гладкой (𝑟 > 1) границей

𝜕𝑀 представлена в виде объединения 𝐶𝑟+1-гладких двумерных компактных подмно-
гообразий 𝑀𝑘 (𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛) с краем 𝜕𝑀𝑘, причем 𝑀𝑖 ∩𝑀𝑗 = 𝜕𝑀𝑖 ∩ 𝜕𝑀𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗.
Пусть X𝑟(𝑀𝑘)— банахово пространство 𝐶𝑟-векторных полей на 𝑀𝑘 с 𝐶𝑟-нормой [9],
которую обозначим ‖ · ‖ 𝑘

𝑟 . Непрерывным кусочно-гладким векторным полем в обла-
сти 𝑀 с разбиением 𝒟 = {𝑀1,𝑀2, ...,𝑀𝑛} назовем такое непрерывное векторное поле
𝑋 :𝑀 → 𝑇𝑀 = R𝑛 , что для любого 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛 𝑋𝑘 := 𝑋 |𝑀𝑘

∈ X𝑟(𝑀𝑘). Множество
X𝑟(𝑀,𝒟) таких векторных полей с нормой ‖𝑋‖𝑟 := max

𝑘=1,..,𝑛
||𝑋 |𝑀𝑘

||𝑘𝑟 является банахо-

вым пространством. Множество 𝑆 :=
⋃︀
𝑖̸=𝑗

𝜕𝑀𝑖 ∩ 𝜕𝑀𝑗 и его компоненты называются

линиями переключения.
Векторное поле 𝑋 ∈ X𝑟(𝑀,𝒟) удовлетворяет условию Липшица. Поэтому для

любой точки 𝑧0 ∈ int𝑀 существует единственная траектория, начинающаяся в
этой точке, — отображение 𝑔(𝑧0, ·) : 𝐼 → 𝑀 , где 𝐼 — максимальный промежуток,
содержащий нуль, для которого 𝑔(𝑧0, 0) = 𝑧0 и 𝑑

𝑑𝑡
𝑔(𝑧0, 𝑡) = 𝑋(𝑔(𝑧0, 𝑡)) при всех 𝑡 ∈ 𝐼.

Как обычно, множество точек 𝐿 = {𝑥 = 𝑔(𝑧0, 𝑡) : 𝑡 ∈ 𝐼} также будем называть
траекторией.

2. Формулировка результатов
Будем рассматривать семейство {𝑋𝜀}|𝜀|<𝛿 векторных полей 𝑋𝜀 ∈ X𝑟(𝑀,𝒟), 𝑟 > 3,

зависящих от параметра 𝜀 ∈ (−𝛿, 𝛿), и предполагать, что отображение

(−𝛿, 𝛿) ∋ 𝜀 ↦→ 𝑋𝜀 ∈ X𝑟(𝑀,𝒟)

— 𝐶1-гладкое. Тогда для всех 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛 отображения

𝑀𝑘 × (−𝛿, 𝛿) ∋ (𝑧, 𝜀) ↦→ 𝑋𝑘
𝜀 (𝑧) ∈ R2

— 𝐶𝑟-гладкие. Согласно теореме Уитни [10, с. 587–599], векторные поля 𝑋𝑘
𝜀 := 𝑋𝜀 |𝑀𝑘

можно продолжить до векторных полей 𝑋̄𝑘
𝜀 на 𝑀 так, чтобы отображения

𝑀 × (−𝛿, 𝛿) ∋ (𝑧, 𝜀) ↦→ 𝑋̄𝑘
𝜀 (𝑧) ∈ R2

также были 𝐶𝑟-гладкими.
Пусть векторное поле 𝑋0 имеет особую точку 𝑧0 на линии переключения. Элемен-

ты разбиения 𝒟, содержащие эту точку, обозначим 𝑀+ и 𝑀−. Пусть 𝑋±
𝜀 := 𝑋𝜀

⃒⃒
𝑀± .

Предположим, что линейный оператор 𝑑𝑋+(𝑧0) имеет различные отрицательные соб-
ственные значения, а соответствующие собственные подпространства трансверсальны
касательной к 𝜕𝑀+ в точке 𝑧0; линейный оператор 𝑑𝑋−(𝑧0) имеет собственные зна-
чения противоположных знаков, а соответствующие собственные подпространства
трансверсальны касательной к 𝜕𝑀− в точке 𝑧0. Точку 𝑧0 в этом случае назовем
сшитым седло-узлом. Она имеет один устойчивый параболический сектор и два
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Рис. 1. Сшитый седло-узел и петля его сепара-
трисы

Fig. 1. The sewn saddle-node and its separatrix
loop

гиперболических сектора (рис. 1). Гра-
ничная траектория между двумя ги-
перболическими секторами называет-
ся выходящей сепаратрисой, а две
граничные траектория между пара-
болическим и гиперболическими сек-
торами — входящими сепаратрисами.
Бифуркации сшитого седло-узла опи-
саны в [8].

Выберем в окрестности 𝑈0 точки
𝑧0 локальные 𝐶𝑟+1-координаты (𝑧1, 𝑧2),
|𝑧1| < 1, |𝑧2| < 1, в которых 𝑧0 имеет
нулевые координаты, 𝑈0∩𝑀+, 𝑈0∩𝑀−
и ℓ := 𝑈0 ∩ 𝑆 задаются соответственно
условиями 0 6 𝑧2 < 1, −1 < 𝑧2 6 0
и 𝑧2 = 0, а 𝑈0 не содержит других
особых точек. В этих координатах

𝑋
±
(𝑧) = 𝑃±

1 (𝑧1, 𝑧2, 𝜀)𝜕/𝜕𝑧1 + 𝑃±
2 (𝑧1, 𝑧2, 𝜀)𝜕/𝜕𝑧2,

где 𝑃±
𝑖 —𝐶𝑟-функции, 𝑃±

𝑖 (0) = 0 (𝑖 = 1, 2),

𝑃+
𝑖 (𝑧1, 0, 𝜀) ≡ 𝑃−

𝑖 (𝑧1, 0, 𝜀), (1)

det 𝑑𝑋
+
(𝑧0) = det(𝜕𝑃+

𝑖 (0)/𝜕𝑧𝑗) > 0, det 𝑑𝑋
−
(𝑧0) = det(𝜕𝑃−

𝑖 (0)/𝜕𝑧𝑗) < 0. (2)

Вследствие (1) определители

Δ± =

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑃±

1 (0)/𝜕𝑧1 𝜕𝑃±
1 (0)/𝜕𝜀

𝜕𝑃±
2 (0)/𝜕𝑧1 𝜕𝑃±

2 (0)/𝜕𝜀

⃒⃒⃒⃒
совпадают: Δ+ = Δ− =: Δ. Их величина не зависит от способа продолжения вектор-
ных полей 𝑋±

𝜀 до векторных полей 𝑋
±
𝜀 .

По теореме о неявной функции получаем, что при 𝜀, достаточно близких к нулю,
в окрестности 𝑈0 векторное поле 𝑋̄±

𝜀 имеет единственную особую точку 𝑧±(𝜀) с
координатами (ℎ±(𝜀), 𝑣±(𝜀)), где ℎ±(·), 𝑣±(·) ∈ 𝐶𝑟,

ℎ±(0) = 𝑣±(0) = 0, 𝜕𝑣±(0)/𝜕𝜀 = −Δ/ det(𝜕𝑃±
𝑖 (0)/𝜕𝑧𝑗). (3)

Предположим, что Δ ̸= 0. Без ограничения общности можно полагать, что Δ > 0.
Тогда из (2) и (3) получаем, что существует такое 𝛿0 > 0, что

sgn 𝑣±(𝜀) = ∓ sgn 𝜀 для всех 𝜀 ∈ (−𝛿0, 𝛿0). (4)

Если 𝛿0 выбрано достаточно малым, то из (4) следует, что векторное поле 𝑋𝜀 в
окрестности 𝑈0

— не имеет особых точек при 𝜀 ∈ (0, 𝛿0);
— имеет единственную особую точку — сшитый седло-узел 𝑧±(0) = 𝑧0 при 𝜀 = 0;
— имеет ровно две особых точки — грубый узел 𝑧+(𝜀) ∈ int𝑀+ и грубое седло

𝑧−(𝜀) ∈ int𝑀− при 𝜀 ∈ (−𝛿0, 0).
Предположим теперь, что у векторного поля 𝑋0 выходящая сепаратриса 𝐿0 сши-

того седло-узла 𝑧0 трансверсальна линии переключения 𝑆, 𝜔-предельна к 𝑧0, но не
совпадает ни с одной из входящих сепаратрис (см. рис. 1). Обозначим Γ0 := 𝐿0∪{𝑧0}.
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Если число 𝛿 ∈ (0, 𝛿0) достаточно мало, то при 𝜀 ∈ (−𝛿, 0] в достаточно малой
окрестности гомоклинического контура Γ0 нет особых точек, отличных от 𝑧±(𝜀), и
нет замкнутых траекторий.

Опишем бифуркации в окрестности контура Γ0 при 𝜀 > 0. Нам понадобится
следующее

Определение. Пусть 𝐴𝜀, 𝜀 ∈ [0, 𝜀0), — подмножества некоторого топологического
пространства. Множество 𝐴0 — топологический предел множеств 𝐴𝜀 при 𝜀 → 0
( 𝑙𝑡
𝜀→0

𝐴𝜀 = 𝐴0), если для любой окрестности 𝑈 множества 𝐴0 найдется такое 𝜀* ∈ (0, 𝜀0),

что 𝐴𝜀 ⊂ 𝑈 для всех 𝜀 ∈ (0, 𝜀*).

Теорема. При сделанных относительно семейства {𝑋𝜀}|𝜀|<𝛿 предположениях
существуют такие окрестность 𝑉 (Γ0) контура Γ0 и число 𝛿 ∈ (0, 𝛿0), что для
любого 𝜀 ∈ (0, 𝛿) векторное поле 𝑋𝜀, имеет единственную замкнутую траекто-
рию Γ𝜀, принадлежащую 𝑉 (Γ0). Эта траектория — устойчивый гиперболический
предельный цикл, ее топологическим пределом при 𝜀→ 0 является Γ0.

Доказательство теоремы приведено в разделах 3–5.

3. Локальная функция соответствия по траекториям поля 𝑋+
𝜀

По условию линейный оператор 𝑑𝑋+
0 (𝑧

0) имеет собственные значения 𝜆+1 < 𝜆+2 < 0.
Без ограничения общности можно считать, что координаты 𝑧1, 𝑧2 выбраны так, что

𝑃+
1 (𝑧1, 𝑧1, 0) = 𝜆+1 𝑧1 + 𝑜(|𝑧|), 𝑃+

2 (𝑧1, 𝑧2, 0) = 𝑎𝑧1 + 𝜆+2 𝑧2 + 𝑜(|𝑧|), где 𝑎 < 0.

В координатах 𝑥1 = 𝑧1 − ℎ+(𝜀), 𝑥2 = 𝑧2 − 𝑣+(𝜀)

𝑋
±
(𝑧) = 𝑄+

1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀)𝜕/𝜕𝑥1 +𝑄+
2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀)𝜕/𝜕𝑥2,

𝑄+
1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀) = 𝜆+1 𝑥1 + 𝑥1𝑞11(𝑥1, 𝑥2, 𝜀) + 𝑥2𝑞12(𝑥1, 𝑥2, 𝜀), (5)

𝑄+
2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀) = 𝑎𝑥1 + 𝜆+2 𝑥2 + 𝑥1𝑞21(𝑥1, 𝑥2, 𝜀) + 𝑥2𝑞22(𝑥1, 𝑥2, 𝜀), (6)
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Рис. 2. Конус 𝐾𝜀
𝑑,𝑘, дуги 𝑇 1

𝜀 и 𝑇 2
𝜀 ,

функция 𝑓1
𝜀

Fig. 2. The cone 𝐾𝜀
𝑑,𝑘, the arcs 𝑇 1

𝜀 and
𝑇 2
𝜀 , the function 𝑓1

𝜀

где 𝑞𝑖𝑗 —𝐶𝑟−1-функции, 𝑞𝑖𝑗(0) = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2.
Обозначим 𝐾𝜀

𝑑,𝑘 := {(𝑥1, 𝑥2) : 0 < 𝑥2 6 𝑑,
|𝑥1| 6 𝑘𝑥2} (рис. 2). Из (5) и (6) получаем,
что при достаточно малых 𝑑 > 0, 𝑘 > 0 и
0 < 𝛿1 < 𝛿0 функция

𝑅(𝑥1, 𝑥2, 𝜀) := 𝑄+
1 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀)/𝑄

+
2 (𝑥1, 𝑥2, 𝜀)

определена для 𝜀 ∈ (−𝛿1, 𝛿1), (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐾𝜀
𝑑,𝑘.

Поскольку 𝜆+1 /𝜆
+
2 > 1, то при этом

±𝑅(±𝑘𝑥2, 𝑥2, 𝜀) > 𝑘. Но тогда решение
𝑥1 = 𝜙(𝑥2, 𝑢, 𝜀) дифференциального уравне-
ния 𝑑𝑥1/𝑑𝑥2 = 𝑅(𝑥1, 𝑥2, 𝜀), удовлетворяющее
начальному условию 𝜙(𝑑, 𝑢, 𝜀) = 𝑢 с |𝑢| 6 𝑘𝑑,
определено при всех 𝑥2 ∈ (0, 𝑑].

Производная 𝜙′
𝑢(𝑥2, 𝑢, 𝜀) удовлетворяет

уравнению в вариациях

𝑑
𝑑𝑥2
𝜙′
𝑢 = 𝑅′

𝑥1
(𝜙(𝑥2, 𝑢, 𝜀), 𝑥2, 𝜀)𝜙

′
𝑢
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и начальному условию 𝜙′
𝑢(𝑑, 𝑢, 𝜀) = 1. Поэтому

𝜙′
𝑢(𝑥2, 𝑢, 𝜀) = exp

∫︁ 𝑥2

𝑑

𝑅′
𝑥1
(𝜙(𝜉, 𝑢, 𝜀), 𝜉, 𝜀) 𝑑𝜉. (7)

Выберем число 𝛾 так, что 1 < 𝛾 < 𝜆+1 /𝜆
+
2 . Используя (5) и (6), запишем 𝑅′

𝑥1
в

виде

𝑅′
𝑥1
(𝑥1, 𝑥2, 𝜀) =

𝜆+1 𝜆
+
2 𝑥1 + 𝑥1𝑠1(𝑥1, 𝑥2, 𝜀) + 𝑥2𝑠2(𝑥1, 𝑥2, 𝜀)

(𝑎𝑥1 + 𝜆+2 𝑥2 + 𝑥1𝑞21(𝑥1, 𝑥2, 𝜀) + 𝑥2𝑞22(𝑥1, 𝑥2, 𝜀))2
, (8)

где 𝑠𝑖 —𝐶𝑟−1-функции, 𝑠𝑖(0) = 0, 𝑖 = 1, 2. Считая 𝑑, 𝑘 и 𝛿1 достаточно малыми, из (8)
получаем следующую оценку:

𝑅′
𝑥1
(𝑥1, 𝑥2, 𝜀) 6 𝛾/𝑥2 при 𝜀 ∈ (−𝛿1, 𝛿1), (𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝐾𝜀

𝑑,𝑘.

Отсюда и из (7) имеем
0 < 𝜙′

𝑢(𝑥2, 𝑢, 𝜀) 6 (𝑥2/𝑑)
𝛾. (9)

Обозначим 𝑇 1
𝜀 и 𝑇 2

𝜀 дуги, задаваемые в координатах (𝑥1, 𝑥2), соответственно
условиями 𝑥2 = 𝑑, |𝑥1| 6 𝑘𝑑 и 𝑥2 = −𝑣+(𝜀), |𝑥1| 6 −𝑘𝑣+(𝜀). Поскольку сепаратриса
𝐿0 не совпадает с входящей сепаратрисой сшитого седло-узла 𝑧0, то она входит в 𝑧0

по ведущему направлению, соответствующему собственному значению 𝜆+2 . Поэтому 𝑑
можно выбрать так, чтобы 𝐿0 пересекала дугу 𝑇 1

0 во внутренней точке, 𝑥1-координату
которой обозначим 𝜉0. Фиксируем 𝑘 и 𝑑. Выбрав 𝛿1 достаточно малым, будем иметь
∀𝜀 ∈ (0, 𝛿1) 0 < −𝑣+(𝜀) < 𝑑. Функция 𝑢 ↦→ 𝑓 1

𝜀 (𝑢) := 𝜙(−𝑣+(𝜀), 𝑢, 𝜀) является функцией
соответствия по траекториям поля 𝑋𝜀, 𝜀 ∈ (0, 𝛿1), между дугами 𝑇 1

𝜀 ⊂ 𝑀+ и 𝑇 2
𝜀 ⊂ ℓ.

Для ее производной получаем из (9) следующую оценку:

0 < (𝑓 1
𝜀 )

′(𝑢) 6 [𝑣+(𝜀)]𝛾/𝑑𝛾. (10)

4. Локальная функция соответствия по траекториям поля 𝑋−𝜀 .
Функция последования

По условиям теоремы матрица (𝜕𝑃−
𝑖 (0)/𝜕𝑧𝑗) имеет собственные значения раз-

ных знаков, а соответствующие собственные подпространства трансверсальны пря-
мой 𝑧2 = 0. Поэтому найдется такое 𝛿2 ∈ (0, 𝛿1), что при 𝜀 ∈ (−𝛿2, 𝛿2) матрица
(𝜕𝑃−

𝑖 (ℎ−(𝜀), 𝑣−(𝜀), 𝜀)/𝜕𝑧𝑗) имеет собственные значения 𝜆−1 (𝜀) и 𝜆−2 (𝜀) (𝜆−2 (𝜀)<0<𝜆−1 (𝜀))
и соответствующие собственные векторы (𝑎1(𝜀),−1)𝑇 и (𝑎2(𝜀), 1)

𝑇 (𝑎1(𝜀)> 0, 𝑎2(𝜀)> 0),
𝐶𝑟−1-гладко зависящие от 𝜀. Тогда в координатах (𝑧1, 𝑧1), задаваемых равенствами

𝑧1 = ℎ−(𝜀) + 𝑎1(𝜀)𝑧1 + 𝑎2(𝜀)𝑧2, 𝑧2 = 𝑣−(𝜀)− 𝑧1 + 𝑧2,

получаем

𝑋̄−
𝜀 (𝑧) = (𝜆1(𝜀) 𝑧1 + 𝑐1(𝑧1, 𝑧2, 𝜀))𝜕/𝜕𝑧1 + (𝜆2(𝜀) 𝑧2 + 𝑐2(𝑧1, 𝑧2, 𝜀))𝜕/𝜕𝑧2,

где 𝑐𝑘 (𝑘 = 1, 2) —𝐶𝑟−1-функции, обращающиеся в нуль вместе со своими пер-
выми производными по 𝑧1 и 𝑧2 при 𝑧1 = 𝑧2 = 0, на дуге ℓ = 𝑆 ∩ 𝑈0 (𝑧2 = 0)
имеем 𝑧2 = −𝑣−(𝜀) + 𝑧1, а условие 𝑧 ∈ 𝑈0 ∩𝑀− (𝑧2 6 0) равносильно неравенству
𝑧2 6 −𝑣−(𝜀) + 𝑧1.

При достаточно малых 𝑙0 > 0 и 𝛿3 ∈ (0, 𝛿2] локальные инвариантные многооб-
разия седла 𝑧−(𝜀) при всех 𝜀 ∈ (−𝛿3, 𝛿3) задаются в координатах (𝑧1, 𝑧2) уравне-
ниями 𝑧1 = 𝑤1(𝑧2, 𝜀), 𝑧2 ∈ (−𝑙0, 𝑙0) и 𝑧2 = 𝑤2(𝑧1, 𝜀), 𝑧1 ∈ (−𝑙0, 𝑙0), где 𝑤𝑘 ∈ 𝐶𝑟−1,
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𝑤𝑘(0, 𝜀) = (𝑤𝑘)
′
𝜏 (𝜏, 𝜀) |𝜏=0 = 0, 𝑘 = 1, 2 [9]. Замена 𝑦1 = 𝑧1−𝑤1(𝑧2, 𝜀), 𝑦2 = 𝑧2−𝑤2(𝑧1, 𝜀)

является диффеоморфизмом, который можно сделать сколь угодно близким к тожде-
ственному в 𝐶1-топологии, выбрав достаточно малые 𝑙0 и 𝛿3. При каждом 𝑙0 число
𝛿3 можно выбрать столь малым, что при 𝜀 ∈ (−𝛿3, 𝛿3) дуга ℓ пересекается с окрест-
ностью Π−

𝜀 = Π−
𝑙0,𝜀

точки 𝑧−(𝜀), заданной неравенствами |𝑧1| < 𝑙0, |𝑧2| < 𝑙0 (рис. 3).
Поэтому можно считать, что 𝑙0 и 𝛿3 таковы, что ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝛿3) ℓ ∩ Π−

𝜀 имеет уравнение
𝑦2 = 𝜓(𝑦1, 𝜀), где

𝜓(0, 𝜀) < −𝑣−(𝜀)/2 < 0, (11)
0 < 𝜓′

𝑦1
(𝑦1, 𝜀) < 2, (12)
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Рис. 3. Окрестность седла 𝑧−(𝜀). Дуги
𝑇 2
𝜀 и 𝑇 3

𝜀 , функция 𝑓2
𝜀

Fig. 3. A neighborhood of the saddle 𝑧−(𝜀).
The arcs 𝑇 2

𝜀 and 𝑇 3
𝜀 , the function 𝑓2

𝜀

а условие 𝑧 ∈ Π−
𝜀 ∩𝑀− равносильно нера-

венству 𝑦2 6 𝜓(𝑦1, 𝜀).
В окрестности Π−

𝜀

𝑋̄−
𝜀 (𝑧) = (𝜆1(𝜀) + 𝑟1(𝑦1, 𝑦2, 𝜀))𝑦1𝜕/𝜕𝑦1+

+(𝜆−1 (𝜀) + 𝑟2(𝑦1, 𝑦2, 𝜀))𝑦2𝜕/𝜕𝑦2, (13)

где 𝑟𝑘 ∈ 𝐶𝑟−2, 𝑟𝑘(0, 0, 𝜀) = 0, 𝑘 = 1, 2, и
можно считать, что

𝜆−1 (𝜀) + 𝑟1(𝑦1, 𝑦2, 𝜀) > 0,

𝜆−2 (𝜀) + 𝑟2(𝑦1, 𝑦2, 𝜀) < 0.
(14)

Из (13) получаем, что производная функ-
ции 𝑦2−𝜓(𝑦1, 𝜀) по направлению векторного
поля 𝑋

−
𝜀 равна

(𝜆−2 (𝜀) + 𝑟2(𝑦1, 𝑦2, 𝜀))𝑦2 − 𝜓′
𝑦1
(𝑦1, 𝜀)(𝜆

−
1 (𝜀) + 𝑟1(𝑦1, 𝑦2, 𝜀))𝑦1.

Ввиду (11) и (14) можно считать, что при выбранном 𝛿3 в точках ℓ∩Π−
𝜀 с координатой

𝑦1 6 0 она положительна, т. е. поле 𝑋𝜀, 𝜀 ∈ (0, 𝛿3), в этих точках направлено внутрь
𝑀+. Поскольку в точках дуги 𝑇 2

𝜀 поле 𝑋𝜀 направлено внутрь 𝑀−, то все точки
𝑇 2
𝜀 имеют положительную координату 𝑦1. Так как для координат 𝑥1, 𝑥2 точек 𝑇 2

𝜀

имеем 𝑥2 = −𝑣+(𝜀), |𝑥1| 6 −𝑘𝑣+(𝜀), а 𝑣(0) = 0, то можно считать, что при 𝜀 ∈ (0, 𝛿3)
𝑇 2
𝜀 ⊂ Π−

𝜀 и существует такая постоянная 𝐶 > 0, что

0 < 𝑦1 6 𝐶𝜀 для координаты 𝑦1 любой точки 𝑇 2
𝜀 . (15)

Переход от параметра 𝑥1 (|𝑥1| 6 −𝑘𝑣+(𝜀)) на дуге 𝑇 2
𝜀 к параметру 𝑧1 задается

возрастающей аффинной функцией 𝑧1 = (𝑧1− ℎ−(𝜀) + 𝑎𝑣−(𝜀))/(𝑎1(𝜀) + 𝑎2(𝜀)). Переход
от параметра 𝑧1 на 𝑇 2

𝜀 к параметру 𝑦1 задается равенством 𝑦1 = 𝑧1−𝑤1(−𝑣−(𝜀)+ 𝑧1, 𝜀).
Поэтому переход от параметра 𝑥1 к параметру 𝑦1 имеет вид 𝑦1 = 𝑦𝜀(𝑥1), где
(𝑥1, 𝜀) ↦→ 𝑦𝜀(𝑥1)—𝐶𝑟−1-функция, (𝑦𝜀)′(𝑥1) > 0.

Обозначим 𝑇 3
𝜀 дугу, заданную в координатах 𝑦1, 𝑦2 условиями 𝑦1 = 𝑙0/2, |𝑦2| 6 𝑙,

где 0 < 𝑙 < 𝑙0. В качестве параметра на 𝑇 3
𝜀 возьмем координату 𝑦2. При 𝜀 = 0

сепаратриса 𝐿0 поля 𝑋0 трансверсально пересекает дугу 𝑇 3
0 в точке с координатой

𝑦2 = 0. Так как 𝐿0 трансверсально пересекает и дугу 𝑇 1
0 в ее внутренней точке, а

также трансверсальна 𝑆, то при достаточно малых 𝑙 и 𝛿4 ∈ (0, 𝛿3) для любого 𝜀 ∈ [0, 𝛿4]
определено отображение по траекториям поля 𝑋𝜀 дуги 𝑇 3

𝜀 в дугу 𝑇 1
𝜀 , ставящее в
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соответствие точке с координатой 𝑦2 = 𝑣 точку с координатой 𝑥1 = 𝑓 3
𝜀 (𝑣), при этом

отображение (𝑣, 𝜀) ↦→ 𝑓 3
𝜀 (𝑣) принадлежит классу 𝐶𝑟−2.

Обозначим Π𝑒𝑥𝑡
𝑙,𝜀 объединение дуг положительных полутраекторий поля 𝑋𝜀, начи-

нающихся в точках 𝑇 3
𝜀 и кончающихся в точках 𝑇 1

𝜀 . При достаточно малом 𝛿4 для
любого 𝜀 ∈ (0, 𝛿4) множество 𝑈(𝑘, 𝑑, 𝑙0, 𝑙, 𝜀) := 𝐾𝜀

𝑑,𝑘∪Π−
𝑙0,𝜀
∪Π𝑒𝑥𝑡

𝑙,𝜀 является окрестностью
петли Γ0.

Траектория поля 𝑋
−
𝜀 , начинающаяся в точке окрестности Π−

𝜀 с координатами
𝑦1, 𝑦2, 0 < 𝑦1 < 𝑙, |𝑦2| < 𝑙, пересекает дугу 𝑇 3

𝜀 в точке с 𝑦2-координатой 𝑌 (𝑦1, 𝑦2, 𝜀),
где 𝑌 —𝐶𝑟−2-функция. Из [11, п. 13.8, замечания 2 и 3] следует, что

𝑌 (𝑦1, 𝑦2, 𝜀) = 𝑐(𝜀)𝑦
𝜆(𝜀)
1 𝑦2 + 𝜂(𝑦1, 𝑦2, 𝜀), (16)

где 𝜆(𝜀) = −𝜆−2 (𝜀)/𝜆−1 (𝜀) > 0, 𝑐, 𝜂 ∈ 𝐶1, 𝑐(𝜀) > 0,

|𝜕𝑖+𝑖𝜂(𝑦1, 𝑦2, 𝜀)/𝜕𝑦
𝑖
1𝜕𝑦

𝑗
2| 6 𝑁 𝑦

𝛼+𝜆(𝜀)−𝑖
1 , 0 6 𝑖+ 𝑗 6 1, (17)

а 𝛼 > 0, 𝑁 > 0— некоторые постоянные.
Функция 𝑓 2

𝜀 (𝑦1) := 𝑌 (𝑦1, 𝜓(𝑦1, 𝜀), 𝜀) задает отображение дуги 𝑇 2
𝜀 в дугу 𝑇 3

𝜀 по
траекториям поля 𝑋𝜀 (см. рис. 3). Мы можем считать, что 𝛿4 < 1. Из (16), (17), (12)
и (15) получаем, что найдется такое число 𝑁1 > 0, что при всех 𝜀 ∈ (0, 𝛿4) в области
определения функции 𝑓 2

𝜀

(𝑓 2
𝜀 )

′(𝑦1) 6 𝑁1𝜀
𝜆(𝜀) 6 𝑁1. (18)

При 𝜀 ∈ (0, 𝛿4) функция 𝑓𝜀 := 𝑓 3
𝜀 ∘ 𝑓 2

𝜀 ∘ 𝑦𝜀 ∘ 𝑓 1
𝜀 : [−𝑘𝑑, 𝑘𝑑] → [−𝑘𝑑, 𝑘𝑑] задает

отображение дуги 𝑇 1
𝜀 в себя по траекториям векторного поля 𝑋𝜀. Из оценок (10),

(18), ограниченности производных функций 𝑦𝜀, 𝑓 3
𝜀 и равенства lim

𝜀→0
𝑣+(𝜀) = 0 следует,

что при достаточно малом 𝛿 ∈ (0, 𝛿4] ∀ 𝜀 ∈ (0, 𝛿) 0 < (𝑓𝜀)
′(𝑥1) < 1/2. Поэтому

функция последования 𝑓𝜀 имеет единственную неподвижную точку (устойчивую
гиперболическую) 𝜉(𝜀). Через соответствующую точку дуги 𝑇 1

𝜀 проходит устойчивая
гиперболическая замкнутая траектория Γ𝜀 поля 𝑋𝜀.

5. Окрестность 𝑉 (Γ0)

Построим окрестность 𝑉 (Γ0), о которой идет речь в теореме. При достаточ-
но малом 𝛿6 ∈ (0, 𝛿5) найдется окрестность 𝑉*(Γ0) контура Γ0, содержащаяся в
любой окрестности 𝑈(𝑘, 𝑑, 𝑙0, 𝑙, 𝜀), 𝜀 ∈ (0, 𝛿6). Выберем число 𝜎 > 0 так, чтобы
−𝑘𝑑 < 𝜉0 − 𝜎 < 𝜉0 < 𝜉0 + 𝜎 < 𝑘𝑑. Поскольку контур Γ0 состоит из 𝐶1-гладких дуг с
концами на линиях переключения и трансверсальных этим линиям, то, взяв 𝜎 доста-
точно малым, можно построить окрестность 𝑉 (Γ0) ⊂ 𝑉*(Γ0) контура, ограниченную
двумя замкнутыми кусочно-гладкими кривыми 𝛾+ и 𝛾−, пересекающимися с дугой 𝑇 1

0

только в точках соответственно 𝐴+
0 и 𝐴−

0 с 𝑥1-координатами 𝜉0−𝜎 и 𝜉0+𝜎. Используя
теорему о неявной функции, получим, что 𝛿6 можно выбрать так, что при 𝜀 ∈ (0, 𝛿6)
дуга 𝑇 1

𝜀 пересекается с кривой 𝛾+ (𝛾−) в единственной точке 𝐴+
𝜀 (𝐴−

𝜀 ).
Выбрав достаточно малые положительные числа 𝑑, 𝑙̃0, 𝑙̃ и 𝛿 ∈ (0, 𝛿6), по ним для

любого 𝜀 ∈ (0, 𝛿) можно построить окрестность 𝑈(𝑘, 𝑑, 𝑙̃0, 𝑙̃, 𝜀) контура Γ0 аналогично
окрестности 𝑈(𝑘, 𝑑, 𝑙0, 𝑙, 𝜀) так, чтобы 𝑈(𝑘, 𝑑, 𝑙̃0, 𝑙̃, 𝜀) ⊂ 𝑉 (Γ0). Векторное поле 𝑋𝜀 при
𝜀 ∈ (0, 𝛿) имеет в 𝑈(𝑘, 𝑑, 𝑙̃0, 𝑙̃, 𝜀), а потому и в 𝑉 (Γ0) замкнутую траекторию Γ̃𝜀. Так как
часть дуги 𝑇 1

𝜀 между точками 𝐴+
𝜀 и 𝐴−

𝜀 разбивает 𝑉 (Γ0) на две односвязные области,
не содержащие особые точки поля, то Γ̃𝜀 пересекает дугу 𝑇 1

𝜀 . Но при 𝜀 ∈ (0, 𝛿) Γ𝜀 —
единственная замкнутая траектория поля 𝑋𝜀, пересекающая дугу 𝑇 1

𝜀 . Следовательно,
Γ̃𝜀 = Γ𝜀 — единственная замкнутая траектория поля 𝑋𝜀, содержащаяся в 𝑉 (Γ0).
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Покажем, что 𝑙𝑡
𝜀→0

Γ𝜀 = Γ0. Зададим окрестность 𝑈(Γ0) сепаратрисного конту-

ра Γ0. Выбрав достаточно малые 𝑑, 𝑙̃0, 𝑙̃ и 𝛿* ∈ (0, 𝛿), будем иметь при всех 𝜀 ∈ (0, 𝛿*)

𝑈(𝑘, 𝑑, 𝑙̃0, 𝑙̃, 𝜀) ⊂ 𝑈(Γ0)∩𝑉 (Γ0). Векторное поле 𝑋𝜀 при 𝜀 ∈ (0, 𝛿*) имеет в 𝑈(𝑘, 𝑑, 𝑙̃0, 𝑙̃, 𝜀),
а потому и в 𝑈(Γ0) ∩ 𝑉 (Γ0) замкнутую траекторию Γ𝜀. Следовательно, 𝑙𝑡

𝜀→0
Γ𝜀 = Γ0.

Теорема доказана.
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О разрешимости одного класса нелинейных интегральных
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Аннотация. В настоящей работе исследуется класс нелинейных интегральных уравнений
на полуоси с некомпактным оператором Гаммерштейна. Предполагается, что ядро уравне-
ния экспоненциально убывает на положительной части числовой оси. Уравнения такого
рода возникают в различных областях естествознания. В частности, такие уравнения встре-
чаются в теории переноса излучения в спектральных линиях, в математической теории
пространственно-временного распространения эпидемии, в кинетической теории газов. От-
личительной особенностью рассматриваемого класса уравнений являются некомпактность
соответствующего нелинейного интегрального оператора Гаммерштейна в пространстве су-
щественно ограниченных функций на положительной части числовой прямой и условие
критичности (т. е. наличие тривиального нулевого решения). При определенных ограничениях
на нелинейность доказывается существование положительного ограниченного и суммируемого
решения. Исследуется также асимптотическое поведение решения на бесконечности. Доказа-
тельство теоремы существования носит конструктивный характер. Сперва решая определенное
простое характеристическое уравнение, строится нулевое приближение в рассматриваемых
итерациях. Затем изучается специальное вспомогательное нелинейное интегральное уравне-
ние, решение которого строится с помощью простых последовательных приближений. После
этого доказывается, что введенные нами итерации монотонно возрастают и сверху ограничены
решением вышеотмеченного вспомогательного интегрального уравнения. Далее, используя
соответствующие условия на нелинейность и на ядро, доказывается, что предел этих итераций
является решением первоначального уравнения и экспоненциально убывает на бесконечности.
При дополнительном ограничении на нелинейность устанавливается единственность постро-
енного решения в определенном классе измеримых функций. В конце работы приводятся
конкретные примеры ядра и нелинейности прикладного характера, для которых автоматически
выполняются все условия доказанной теоремы.
Ключевые слова: монотонность, итерации, суммируемое решение, выпуклость, ядро
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Abstract. The paper studies a class of nonlinear integral equations on the semiaxis with a
non-compact Hammerstein operator. It is assumed that the kernel of the equation decreases
exponentially on the positive part of the number axis. Equations of this kind arise in various
fields of natural science. In particular, such equations are found in the theory of radiation transfer
in spectral lines, in the mathematical theory of the space-time propagation of an epidemic, in
the kinetic theory of gases. A distinctive feature of the considered class of equations is the
non-compactness of the corresponding nonlinear Hammerstein integral operator in the space of
essentially bounded functions on the positive part of the number line and the criticality condition
(i.e., the presence of a trivial zero solution). Under certain restrictions on nonlinearity, the
existence of a positive bounded and summable solution is proved. The asymptotic behavior of the
solution at infinity is also investigated. The proof of the existence theorem is constructive. First,
solving a certain simple characteristic equation the zero approximation in the considered iterations
is costructed. Then a special auxiliary nonlinear integral equation is studied, the solution of
which is constructed using simple successive approximations. After that, it is proved that the
iterations introduced by us increase monotonically and are bounded from above by the solution
of the aforementioned auxiliary integral equation. Further, using the appropriate conditions for
nonlinearity and for the kernel, it is proved that the limit of these iterations is a solution to
the original equation and exponentially decreases at infinity. Under an additional constraint
on nonlinearity, the uniqueness of the constructed solution is established in a certain class of
measurable functions. At the end of the work, specific examples of the kernel and nonlinearity of
an applied nature are given for which all the conditions of the theorem proved are automatically
satisfied.
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Введение
Настоящая работа посвящена изучению и решению следующего класса нелиней-

ных интегральных уравнений на полуоси:

𝑓(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝐻(𝑡, 𝑓(𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+ := [0,+∞) (1)

относительно искомой неотрицательной и измеримой функции 𝑓(𝑥). В уравнении
(1) ядро 𝐾 — суммируемая и ограниченная функция на множестве R := (−∞,+∞),
удовлетворяющая следующим основным условиям:

𝐾(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ R,
∞∫︁

−∞

𝐾(𝑥)𝑑𝑥 = 1, 𝜈(𝐾) :=

∞∫︁
−∞

𝑥𝐾(𝑥)𝑑𝑥 < 0, (2)

причем считается, что последний интеграл абсолютно сходится.
Нелинейность 𝐻(𝑡, 𝑢) определена на множестве R+ × R+, причем удовлетворяет:

а) условию критичности: 𝐻(𝑡, 0) ≡ 0, 𝑡 ∈ R+;
б) условию Каратеодори по аргументу 𝑢 на множестве R+ × R+, т.е при каждом

фиксированном 𝑢 ∈ R+ функция 𝐻(𝑡, 𝑢) измерима по 𝑡 на R+ и почти при всех
𝑡 ∈ R+ данная функция непрерывна по 𝑢 на R+;

в) при всяком фиксированном 𝑡 ∈ R+ функция 𝐻(𝑡, 𝑢) монотонно возрастает по
аргументу 𝑢 на R+.

Для конкретных представлений ядра 𝐾 и нелинейности 𝐻 уравнение (1) возника-
ет в различных областях естествознания. В частности, когда ядро 𝐾 представляет
вполне монотонную функцию, имеющую отрицательный первый момент, уравнение (1)
возникает в теории переноса излучения в спектральных линиях, в теории марковских
процессов и в кинетической теории газов (см. [1–5]). В случае когда ядро 𝐾 допус-
кает несимметричное гауссовское распределение: 𝐾(𝑥) = 1√

𝜋
𝑒−(𝑥+𝑐)2, 𝑥 ∈ R, 𝑐 > 0,

уравнение (1) встречается в математической теории пространственно-временного
распространения эпидемии (см. [6–8]).

Отметим, что в случае когда нелинейность 𝐻(𝑡, 𝑢) не зависит от переменной
𝑡: 𝐻(𝑡, 𝑢) = 𝑄(𝑢), где 𝑄 непрерывная монотонно возрастающая функция на неко-
тором отрезке [0, 𝜂], (𝜂 > 0), причем 𝑄(0) = 0, 𝑄(𝜂) = 𝜂, 𝑄(𝑢) > 𝑢, 𝑢 ∈ [0, 𝜂],
уравнение (1) достаточно подробно исследовалось в работах [9,10]. В случае когда
𝐻(𝑡, 𝑢) = 𝑢− 𝜔(𝑡, 𝑢), где 𝜔(𝑡, 𝑢) > 0, (𝑡, 𝑢) ∈ R+ × R+, 𝜔(𝑡, 𝑢) ↓ по 𝑢 полубесконечном
интервале [𝛿,+∞), (𝛿 > 0), причем 𝜔(𝑡, 𝑢) 6

∘
𝜔(𝑡 + 𝑢), 𝑡 > 0, 𝑢 > 𝛿,

∘
𝜔(𝑢) > 0, 𝑢 > 𝛿,

∘
𝜔 ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐶0(R+) и

∘
𝜔 ↓ на [𝛿,+∞) (здесь 𝐿1(R+)— пространство суммируемых

функций на R+, а 𝐶0(R+)— пространство непрерывных функций на R+, имеющих
нулевой предел в бесконечности), в работе [11] для уравнения (1) построено од-
нопараметрическое семейство положительных и ограниченных решений, имеющих
конечные положительные пределы в бесконечности.

Наконец, когда для нелинейности 𝐻(𝑡, 𝑢) мажорантой в смысле М. А. Красносель-
ского служит линейная функция (по 𝑢) вида 𝑐0𝑢+ 𝛽(𝑡), 0 < 𝑐0 6 1, 𝛽(𝑡) > 0, 𝑡 ∈ R+,
𝛽 ∈ 𝐿1(R+), а минорантой для 𝐻(𝑡, 𝑢) служит экспоненциально убывающая функция
специальной структуры, уравнение (1) изучалось в работе [12]. Следует также отме-
тить, что для симметричных ядер 𝐾 уравнение (1) при различных ограничениях на
𝐻(𝑡, 𝑢) исследовалось в работах [13–16].
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В настоящей работе при существенно других условиях (слабых по сравнению
с условиями из работы [12]) на нелинейности 𝐻(𝑡, 𝑢) мы докажем существование
положительного ограниченного и суммируемого на R+ решения. Более того, мы также
будем исследовать асимптотическое поведение построенного решения на бесконеч-
ности. При дополнительных ограничениях на 𝐻(𝑡, 𝑢) мы установим единственность
построенного решения в определенном классе измеримых функций.

В конце работы приводятся примеры функций 𝐾(𝑥) и 𝐻(𝑡, 𝑢), для которых условия
теоремы выполняются.

1. Основные условия на K и на H. Формулировка основного
результата

Прежде чем накладывать основные оценки на функцию 𝐻(𝑡, 𝑢), введем следующие
обозначения. Пусть 𝐺(𝑢)— непрерывная монотонно возрастающая и выпуклая (вверх)
на R+ функция, причем

𝐺(0) = 0, существует 𝐺′(0) > 1, 𝐺′(0) < +∞, (3)

𝐺(𝑢) 6 𝐺′(0)𝑢, 𝑢 ∈ R+. (4)

Рассмотрим следующую функцию Дикмана (см. [6]):

ℒ(𝜆) := 𝐺′(0)

∞∫︁
−∞

𝐾(𝑦)𝑒𝜆𝑦𝑑𝑦, 𝜆 > 0, (5)

предполагая, что интеграл в (5) сходится, когда 𝜆 ∈ [0, 𝜆0], 𝜆0 > 0. Заметим, что

ℒ(0) = 𝐺′(0)
∞∫︀

−∞
𝐾(𝑦)𝑑𝑦 = 𝐺′(0) > 1, ℒ′(0) = 𝐺′(0)

∞∫︀
−∞

𝐾(𝑦)𝑦𝑑𝑦 < 0 (в силу условия

(2)). С другой стороны, ℒ′′(𝜆) = 𝐺′(0)
∞∫︀

−∞
𝐾(𝑦)𝑦2𝑒𝜆𝑦𝑑𝑦 > 0 (последний интеграл может

быть и бесконечным).
Следовательно, ℒ(𝜆) представляет собой выпуклую (вниз) функцию на отрезке

[0, 𝜆0]. В силу непрерывности функции ℒ′(𝜆) существует число 𝜆* ∈ [0, 𝜆0] такое, что
ℒ′(𝜆) < 0, 𝜆 ∈ [0, 𝜆*]. В дальнейшем предположим, что

ℒ(𝜆*) < 1. (6)

Зафиксируем число 𝜆*. Теперь мы готовы накладывать последние два условия на
нелинейность 𝐻(𝑡, 𝑢).

Предположим также, что
г) выполняется неравенство

𝐻(𝑡, 𝑒−𝜆*𝑡) >
1

𝛼
𝑒−𝜆*𝑡, 𝑡 ∈ R+, (7)

где число 𝛼 задается согласно следующей формуле:

𝛼 :=

0∫︁
−∞

𝐾(𝑦)𝑒𝜆
*𝑦𝑑𝑦; (8)
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д) существует измеримая функция 𝛾(𝑡), определенная на множестве R+ со свой-
ствами

𝛾(𝑡) >
1

𝛼
𝑒−𝜆*𝑡, 𝑡 ∈ R+, 𝛾(𝑡)𝑒𝜆

*𝑡 ∈𝑀(R+) (9)

(𝑀(𝐸)— пространство существенно органичных на 𝐸 функций), такая, что

𝐻(𝑡, 𝑢) 6 𝐺(𝑢) + 𝛾(𝑡), 𝑢 > 0, 𝑡 > 0. (10)

Справедлива следующая

Теорема. Пусть ядро 𝐾 ∈ 𝐿1(R) ∩𝑀(R) удовлетворяет условиям (2) и (6), а
нелинейность 𝐻(𝑡, 𝑢)— условиям а)–д). Тогда уравнение (1) обладает положитель-
ным ограниченным и суммируемым решением. Более того, 𝑒𝜆*𝑥𝑓(𝑥) ∈𝑀(R+). Если
дополнительно функция 𝐻(𝑡, 𝑢) удовлетворяет следующему условию Липшица по
аргументу 𝑢 на R+ равномерно относительно переменной 𝑡 ∈ R+ :

е) существует число 𝐿 ∈
(︁
0, 𝐺′(0)

ℒ(𝜆*)

)︁
такое, что

|𝐻(𝑡, 𝑢1)−𝐻(𝑡, 𝑢2)| 6 𝐿|𝑢1 − 𝑢2|, 𝑡 ∈ R+, 𝑢1, 𝑢2 ∈ R+,

то решение единственно в классе неотрицательных и измеримых на R+ функций
𝑓(𝑥), удовлетворяющих условию 𝑒𝜆

*𝑥𝑓(𝑥) ∈𝑀(R+).

2. Об одном нелинейном вспомогательном интегральном
уравнении

Рассмотрим следующее вспомогательное нелинейное интегральное уравнение на
полуоси:

𝜑(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝐺(𝜑(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ R+, (11)

относительно искомой измеримой и неотрицательной функции 𝜑(𝑥), где

𝑔(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝛾(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+. (12)

Во-первых, заметим, что из свойств (6) и (9) следует, что 𝑒𝜆
*𝑥𝑓(𝑥) ∈ 𝑀(R+). Дей-

ствительно, учитывая (6) и (9), из представления (12) будем иметь

𝑒𝜆
*𝑥𝑔(𝑥) = 𝑒𝜆

*𝑥

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑒−𝜆*𝑡𝑒𝜆
*𝑡𝛾(𝑡)𝑑𝑡 6

6 sup
𝑡>0

(𝑒𝜆
*𝑡𝛾(𝑡))

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑒𝜆*(𝑥−𝑡)𝑑𝑡 6

6 sup
𝑡>0

(𝑒𝜆
*𝑡𝛾(𝑡))

∞∫︁
−∞

𝐾(𝑦)𝑒𝜆
*𝑦𝑑𝑦 =

ℒ(𝜆*)
𝐺′(0)

sup
𝑡>0

(𝑒𝜆
*𝑡𝛾(𝑡)) := 𝐶 < +∞. (13)

Во-вторых,
𝑔(𝑥) > 𝑒−𝜆*𝑥, 𝑥 ∈ R+. (14)
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На самом деле, учитывая неравенство (9) и обозначение (8), получим

𝑔(𝑥) >
1

𝛼

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑒−𝜆*𝑡𝑑𝑡 =
1

𝛼

𝑥∫︁
−∞

𝐾(𝑦)𝑒−𝜆*(𝑥−𝑦)𝑑𝑦 >

>
1

𝛼
𝑒−𝜆*𝑥

0∫︁
−∞

𝐾(𝑦)𝑒𝜆
*𝑦𝑑𝑦 = 𝑒−𝜆*𝑥, 𝑥 > 0.

Теперь рассмотрим следующие простые итерации для вспомогательного уравне-
ния (11):

𝜑𝑛+1(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝐺(𝜑𝑛(𝑡))𝑑𝑡+ 𝑔(𝑥),

𝜑0(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.

(15)

Используя неотрицательность ядра 𝐾, функции 𝑔, а также монотонность функции 𝐺
и соотношение 𝐺(0) = 0, несложно проверить, что

𝜑𝑛(𝑥) ↑ по 𝑛. (16)

Докажем теперь, что

𝑒𝜆
*𝑥𝜑𝑛(𝑥) 6

𝐶

1− ℒ(𝜆*)
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+. (17)

Неравенство (17) в случае 𝑛 = 0 сразу следует из определения нулевого приближения
с учетом неравенств (6) и (13). Предположим, что (17) имеет место при некотором
𝑛 ∈ N. Тогда из (15) с учетом неравенств (4) и (13), а также определения функции
ℒ(𝜆) будем иметь

𝑒𝜆
*𝑥𝜑𝑛+1(𝑥) 6 𝐶 + 𝑒𝜆

*𝑥𝐺′(0)

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑒−𝜆*𝑡𝑒𝜆
*𝑡𝜑𝑛(𝑡)𝑑𝑡 6

6 𝐶 +
𝐶𝐺′(0)

1− ℒ(𝜆*)

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑒𝜆*(𝑥−𝑡)𝑑𝑡 6 𝐶 +
𝐶ℒ(𝜆*)
1− ℒ(𝜆*)

=
𝐶

1− ℒ(𝜆*)
.

Так как свертка суммируемых и ограниченных функций представляет собой непрерыв-
ную функцию (см. [17]), то индукцией по 𝑛 легко можно убедиться, что 𝜑𝑛 ∈ 𝐶(R+),
𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Итак, в силу (16) и (17) заключаем, что последовательность непре-
рывных функций {𝜑𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел при 𝑛→∞: lim

𝑛→∞
𝜑𝑛(𝑥) = 𝜑(𝑥),

причем, согласно теореме Б. Леви (см. [18]), 𝜑(𝑥) является решением уравнения (11).
Из (16) и (17) следует также оценка

𝑔(𝑥) 6 𝜑(𝑥) 6
𝐶𝑒−𝜆*𝑥

1− ℒ(𝜆*)
, 𝑥 ∈ R+. (18)

Снова используя непрерывность свертки суммируемых и ограниченных функций,
заключаем, что 𝜑 ∈ 𝐶(R+).
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3. Доказательство теоремы. Последовательные приближения
для уравнения (1). Единственность решения

Перейдем теперь к основному уравнению (1). Рассмотрим следующие итерации
для уравнения (1):

𝑓𝑛+1(𝑥) =

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝐻(𝑡, 𝑓𝑛(𝑡))𝑑𝑡,

𝑓0(𝑥) = 𝑒−𝜆*𝑥, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.

(19)

Индукцией по 𝑛 докажем справедливость следующих фактов:
1) 𝑓𝑛(𝑥) ↑ по 𝑛, 𝑥 ∈ R+;
2) {𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 измеримы на R+;
3) 𝑓𝑛(𝑥) 6 𝜑(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.
Сначала докажем, что 𝑓1(𝑥) > 𝑓0(𝑥) и 𝑓1(𝑥) 6 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ R+. Используя условие г),

положительность ядра 𝐾 и обозначение (8), из (19) получим

𝑓1(𝑥) >
1

𝛼

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑒−𝜆*𝑡𝑑𝑡 > 𝑒−𝜆*𝑥 = 𝑓0(𝑥), 𝑥 ∈ R+.

С другой стороны, из условия 𝑒) в силу (10), (2) и (11) имеем

𝑓1(𝑥) 6

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)(𝐺(𝜑(𝑡)) + 𝛾(𝑡))𝑑𝑡 = 𝑔(𝑥) +

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝐺(𝜑(𝑡))𝑑𝑡 = 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ R+.

Измеримость нулевого приближения сразу следует из непрерывности экспоненциаль-
ной функции. Предполагая, что 𝑓𝑛(𝑥) измерима по 𝑥 на R+ для некоторого 𝑛 и при
этом используя условие Каратеодори (см. условие б)), из (19) получаем измеримость
функции 𝑓𝑛+1(𝑥). Предполагая, что 𝑓𝑛(𝑥) > 𝑓𝑛−1(𝑥) и 𝑓𝑛(𝑥) 6 𝜑(𝑥) при некотором
натуральном 𝑛 и используя монотонность функции 𝐻(𝑡, 𝑢), положительность ядра 𝐾,
а также оценку (10), из (19) приходим к следующим неравенствам: 𝑓𝑛+1(𝑥) > 𝑓𝑛(𝑥) и
𝑓𝑛+1(𝑥) 6 𝜑(𝑥). Итак, в силу 1)–3) мы получаем поточечную сходимость последова-
тельности измеримых функций {𝑓𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 : lim

𝑛→∞
𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥), причем

𝑒−𝜆*𝑥 6 𝑓(𝑥) 6 𝜑(𝑥), 𝑥 ∈ R+. (20)

Снова используя условие б) и теорему Б. Леви, заключаем, что предельная функция
𝑓(𝑥) почти всюду на R+ удовлетворяет уравнению (1). Из (20) с учетом (18) следует,
что 𝑒𝜆

*𝑥𝑓(𝑥) ∈𝑀(R+). Перейдем теперь к доказательству единственности решения
уравнения (1) в следующем классе измеримых функций:

𝒫 := {𝑓(𝑥) : 𝑓(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ R+, 𝑒𝜆
*𝑥𝑓(𝑥) ∈𝑀(R+)}. (21)

Предположим обратное: уравнение (1) имеет два решения 𝑓 и 𝑓 из класса 𝒫 . Тогда,
используя условие д), определение функции Дикмана и условие (6) для разности 𝑓
и 𝑓 , получим

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥)| 6 𝐿

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)|𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑡)|𝑑𝑡 6
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6 𝐿

∞∫︁
0

𝐾(𝑥− 𝑡)𝑒−𝜆*𝑡𝑑𝑡 sup
𝑡∈R+

(𝑒𝜆
*𝑡|𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑡)|) =

= 𝐿𝑒−𝜆*𝑥

𝑥∫︁
−∞

𝐾(𝑦)𝑒𝜆
*𝑦𝑑𝑦 sup

𝑡∈R+

(𝑒𝜆
*𝑡|𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑡)|) 6 𝑒−𝜆*𝑥𝐿ℒ(𝜆*)

𝐺′(0)
sup
𝑡∈R+

(𝑒𝜆
*𝑡|𝑓(𝑡)− 𝑓(𝑡)|),

из которого следует, что
(︁
1− 𝐿ℒ(𝜆*)

𝐺′(0)

)︁
sup
𝑥∈R+

(𝑒𝜆
*𝑥|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥)|) 6 0.

Так как 𝐿 ∈
(︁
0, 𝐺′(0)

ℒ(𝜆*)

)︁
, то из последнего неравенства сразу следует, что 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

почти всюду на R+. Теорема доказана.

4. Примеры ядра K и нелинейности H
Сперва приведем конкретные прикладные примеры ядра 𝐾:

А) 𝐾(𝑥) =
𝑏∫︀
𝑎

𝑒−|𝑥+𝑐|𝑠𝐺(𝑠)𝑑𝑠, 𝑥 ∈ R, 𝑐 > 0, где 𝐺(𝑠) > 0— непрерывная функция на

[𝑎, 𝑏) (0 < 𝑎 < 𝑏 6 +∞), причем 2
𝑏∫︀
𝑎

𝐺(𝑠)
𝑠
𝑑𝑠 = 1;

Б) 𝐾(𝑥) = 1√
𝜋
𝑒−(𝑥+𝑐)2 , 𝑥 ∈ R, 𝑐 > 0.

Прямой проверкой можно убедиться, что для приведенных ядер выполняются
условия (2). Приведем теперь содержательные примеры нелинейности 𝐺(𝑢):

ж) 𝐺(𝑢) = 𝛾0(1− 𝑒−𝑢), 𝑢 ∈ R+, 𝛾0 > 1— числовой параметр;
з) 𝐺(𝑢) = 𝛾0(1+𝑢−𝑒−𝑢)

2
, 𝛾0 > 1, 𝑢 ∈ R+.

Выполнение условий (3) и (4) совершено очевидно. Проверим выполнение усло-
вия (6) на примере Б). Имеем

ℒ(𝜆) = 𝐺′(0)√
𝜋

∞∫︁
−∞

𝑒−(𝑦+𝑐)2𝑒𝜆𝑦𝑑𝑦 = 𝛾0𝑒
𝜆2

4
−𝑐𝜆.

Заметим, что ℒ′(𝜆) = 𝛾0
(︀
𝜆
2
− 𝑐
)︀
𝑒

𝜆2

4
−𝑐𝜆 6 0, когда 𝜆 ∈ [0, 2𝑐],

ℒ′′(𝜆) =
𝛾0
2
𝑒

𝜆2

4
−𝑐𝜆 + 𝛾0

(︂
𝜆

2
− 𝑐
)︂2

𝑒
𝜆2

4
−𝑐𝜆 > 0.

Итак, ℒ(𝜆) ↓ на отрезке [0, 2𝑐] выпукла (вниз). Очевидно, что ℒ(2𝑐) = 𝛾0𝑒
−𝑐2 < 1 при

𝑐 >
√
ln 𝛾0. Итак, если 𝑐 ∈ (

√
ln 𝛾0,+∞), то в качестве 𝜆* можно выбрать 𝜆* = 2𝑐.

Приведем теперь примеры для нелинейности 𝐻(𝑡, 𝑢). Рассмотрим следующий класс
функций:

𝐻(𝑡, 𝑢) = Λ(𝑡, 𝑢)
√︀
𝐺(𝑢)𝑒−𝜆*𝑡, (𝑡, 𝑢) ∈ R+ × R+, (22)

где Λ(𝑡, 𝑢)— определенная на множестве R+ × R+ монотонно возрастающая по 𝑢 на
R+ и непрерывная по совокупности своих аргументов функция, удовлетворяющая
следующему двойному неравенству:

1

𝛼
6 Λ(𝑡, 𝑢) 6 æ, (𝑡, 𝑢) ∈ R+ × R+, (23)

где æ > 1
𝛼

— некоторое число.
Очевидно, что 𝐻(𝑡, 0) = 0, 𝑡 ∈ R+, ибо 𝐺(0) = 0.

176 Научный отдел



Х. А. Хачатрян, А. С. Петросян. О разрешимости одного класса интегральных уравнений

Здесь дополнительно предположим, что существует число 𝜂 > 1 такое, что
𝐺(𝜂) = 𝜂 (для примеров ж) и з) такое число всегда существует).

Из этого в силу соответствующих свойств функции 𝐺 получаем, что 𝐺(𝑢) > 𝑢,
𝑢 ∈ [0, 𝜂]. Сперва проверим выполнение неравенства (7). В силу (23) и оценки
𝐺(𝑢) > 𝑢, 𝑢 ∈ [0, 𝜂] из (22) имеем

𝐻(𝑡, 𝑒−𝜆*𝑡) = Λ(𝑡, 𝑒−𝜆*𝑡)
√︀
𝐺(𝑒−𝜆*𝑡)𝑒−𝜆*𝑡 >

1

𝛼

√
𝑒−2𝜆*𝑡 =

1

𝛼
𝑒−𝜆*𝑡, 𝑡 ∈ R+.

Монотонность функции 𝐻(𝑡, 𝑢) сразу следует из монотонности Λ(𝑡, 𝑢) (по 𝑢) и 𝐺(𝑢).
Теперь выберем функцию 𝛾(𝑡) (со свойствами (9)) так, чтобы выполнялось неравенство
(10). В силу свойств функций Λ и 𝐺 данное неравенство равносильно оценке:

Λ2(𝑡, 𝑢)𝐺(𝑢)𝑒−𝜆*𝑡 6 𝐺2(𝑢) + 2𝐺(𝑢)𝛾(𝑡) + 𝛾2(𝑡), (𝑡, 𝑢) ∈ R+ × R+,

или, что то же самое,

𝐺2(𝑢) +𝐺(𝑢)(2𝛾(𝑡)− Λ2(𝑡, 𝑢)𝑒−𝜆*𝑡) + 𝛾2(𝑡) > 0, (𝑡, 𝑢) ∈ R+ × R+. (24)

Заметим, что когда

𝛾(𝑡) >
1

4
Λ2(𝑡, 𝑢)𝑒−𝜆*𝑡, (𝑡, 𝑢) ∈ R+ × R+, (25)

то неравенство (24) будет автоматически выполнено. Действительно, если выполняет-
ся (25), то

𝐺2(𝑢) +𝐺(𝑢)(2𝛾(𝑡)− Λ2(𝑡, 𝑢)𝑒−𝜆*𝑡) + 𝛾2(𝑡) =

(︂
𝐺(𝑢)− 𝛾(𝑡) + Λ2(𝑡, 𝑢)

2
𝑒−𝜆*𝑡

)︂2

+

+𝑒−𝜆*𝑡Λ2(𝑡, 𝑢)

(︂
𝛾(𝑡)− Λ2(𝑡, 𝑢)

4
𝑒−𝜆*𝑡

)︂
> 0.

Очевидно, что если в качестве 𝛾(𝑡) выбрать функцию 𝛾(𝑡) = max{æ2

4
; 1}𝑒−𝜆*𝑡, 𝑡 ∈ R+,

то условия (9), (10) и (25) будут выполнены. Условие Каратеодори для функции
𝐻(𝑡, 𝑢) выполняется в силу непрерывности 𝐺(𝑢) и Λ(𝑡, 𝑢). Для полноты изложения
приведем также примеры Λ(𝑡, 𝑢) :

∙ Λ(𝑡, 𝑢) = 1−𝜀𝑒−𝑢

𝛼(1−𝜀)
, 𝜀 ∈ (0, 1)— параметр, а число 𝛼 задается согласно (8);

∙ Λ(𝑡, 𝑢) =
(︀
1
𝛼
+ 𝑢

𝑢+1

)︀
Γ(𝑡), (𝑡, 𝑢) ∈ R+ × R+, где Γ ∈ 𝐶(R+), Γ(𝑡) > 1, 𝑡 ∈ R+,

sup
𝑡∈R+

Γ(𝑡) < +∞.

В конце рассмотрим еще один класс функций, удовлетворяющих условиям а)–д):

𝐻(𝑡, 𝑢) = 𝐺(𝑢) +𝐵(𝑡, 𝑢), (𝑡, 𝑢) ∈ R+ × R+,

где 𝐵(𝑡, 𝑢)— непрерывная функция на множестве R+×R+ и удовлетворяет следующим
условиям:
∙ 𝐵(𝑡, 𝑢) ↑ по 𝑢 на R+;
∙ 𝐵(𝑡, 𝑒−𝜆*𝑡) > 1

𝛼
𝑒−𝜆*𝑡, 𝑡 ∈ R+;

∙ sup
𝑢∈R+

𝐵(𝑡, 𝑢) = 𝛾(𝑡), 𝑡 ∈ R+.

В качестве 𝐵(𝑡, 𝑢) можно выбрать следующую функцию:

𝐵(𝑡, 𝑢) =
𝛾(𝑡)𝑢

𝑢+ 𝜀𝑒−𝜆*𝑡
, (𝑡, 𝑢) ∈ R+ × R+,

где 𝛾(𝑡) удовлетворяет условию (9) и 𝛾(𝑡) >
(︀
1
𝛼
+ 𝜀
)︀
𝑒−𝜆*𝑡, 𝑡 ∈ R+, 𝜀 ∈ (0, 1).
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Аннотация. Представлен подход к решению обратной задачи
об одновременной идентификации двух термомеханических ха-
рактеристик функционально-градиентного стержня. Рассмотре-
ны две задачи термоупругости с различной тепловой нагрузкой
на торцах стержня. В качестве входной информации выступают
данные измерений температуры на торце стержня на конечном
временном интервале. Прямые задачи после применения пре-
образования Лапласа решены на основе метода пристрелки и
обращения трансформант на основе разложения оригинала в
ряд по смещенным многочленам Лежандра. Проведен анализ
влияния законов изменения переменных характеристик на зна-
чения снимаемой в эксперименте входной информации. Решение
нелинейной обратной задачи построено на основе итерацион-
ного процесса. Начальное приближение для итерационного
процесса находится в классе линейных функций, коэффици-
енты которых определяют из условия минимального значения
функционала невязки. Для нахождения поправок к законам
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изменения термомеханических характеристик на основе слабой постановки каждой прямой за-
дачи и метода линеаризации получена система интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода.
Регуляризация системы интегральных уравнений осуществлена на основе метода А. Н. Ти-
хонова. Проведены вычислительные эксперименты по одновременной реконструкции двух
теплофизических характеристик при известных законах изменения остальных характеристик.
Восстанавливались пары как монотонно возрастающих, так и монотонно убывающих функций.
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Abstract. An approach to solving the inverse problem of the simultaneous identification of
two thermomechanical characteristics of a functionally graded rod is presented. Two problems
of thermoelasticity with different heat loads at the ends of the rod are considered. The input
information is the temperature measurement data at the end of the rod over a finite time
interval. Direct problems after applying the Laplace transform are solved on the basis of the
shooting method and inversion of transformants based on the expanding the original in a series
in the shifted Legendre polynomials. The analysis of the influence of the variable characteristics
change laws on the values of the input information taken in the experiment is carried out.
The solution to the nonlinear inverse problem is based on an iterative process. The initial
approximation for the iterative process is in the class of linear functions, the coefficients of
which are determined from the condition of the minimum value of the residual functional. To find
corrections to the laws of change in thermomechanical characteristics on the basis of a weak
statement of each direct problem and the linearization method, a system of Fredholm integral
equations of the 1st kind is obtained. The system of integral equations is regularized based on
the method of A. N. Tikhonov. Computational experiments on the simultaneous reconstruction
of two thermophysical characteristics with known laws of change in other characteristics are
carried out. Pairs of both monotonically increasing and monotonically decreasing functions were
reconstructed.
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Введение

Обычно расчеты, связанные с нахождением напряженно-деформированного со-
стояния стержневых конструкций, находящихся в условиях высокотемпературного
нагружения, проводят для однородных материалов. Однако в настоящее время в раз-
личных областях техники все шире стали использовать функционально-градиентные
материалы (FGM) — неоднородные материалы с заданными свойствами [1]. В этих
материалах, в отличие от слоистых композитов, удается избежать скачка термомехани-
ческих характеристик через поверхность раздела. Из-за сложной и многоступенчатой
технологии изготовления FGM в конечном изделии могут присутствовать отклонения
от заданных законов неоднородности. Поэтому требуется идентификация реальных
свойств изделия после изготовления. Однако из-за того, что термомеханические
характеристики являются функциями координат, они могут быть определены толь-
ко неразрушающими методами контроля, теоретически опирающимися на аппарат
коэффициентных обратных задач (КОЗ) термомеханики.

КОЗ термоупругости [2] — это задачи нахождения термомеханических характе-
ристик (модулей упругости, плотности, коэффициента теплопроводности, удельной
теплоемкости, коэффициента температурного напряжения) как коэффициентов диффе-
ренциальных операторов уравнений термоупругости по дополнительной информации
о полях перемещений или температуры, измеренной на части границы объекта, на
некотором временном отрезке.

Из-за некорректности и нелинейности КОЗ в настоящее время актуальной задачей
является построение экономных и устойчивых алгоритмов их решения. Наиболее
распространенным методом решения КОЗ является построение функционала невязки
и его минимизация каким-либо из градиентных методов [3, 4] или генетическим
алгоритмом [5]. На основе такого подхода выполнено довольно большое количество
исследований КОЗ теплопроводности [3–8] и теории упругости [9–11]. Однако для
ряда материалов необходимо учитывать связанность полей и решать КОЗ термоупру-
гости [12]. При решении КОЗ термоупругости возникает проблема построения опе-
раторных уравнений, связывающих искомые и измеряемые в эксперименте функции.

Ранее авторами был разработан и апробирован численный метод решения одномер-
ных нелинейных КОЗ теории упругости [13] и термоупругости [12,14,15], основанный
на построении итерационного процесса. Для этого на основе слабой постановки пря-
мой задачи и линеаризации была получена система линеаризованных операторных
уравнений в трансформантах Лапласа [12]. Ограничившись восстановлением только
одной из термомеханических характеристик при известных других, после перехода
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от трансформант Лапласа к оригиналам была проведена идентификация термоме-
ханических характеристик стержня [14] и цилиндра [15]. Начальное приближение
определялось в классе линейных функций, коэффициенты которых определяют из
условия минимального значения функционала невязки. Для нахождения поправок
термомеханических характеристик на каждом шаге итерационного процесса решалось
интегральное уравнение Фредгольма 1-го рода.

Однако обычно на практике неизвестными являются несколько термомеханических
характеристик. Поэтому обратная задача о реконструкции нескольких термомехани-
ческих характеристик неоднородных тел является актуальной.

В данной работе рассматривается КОЗ об одновременной идентификации двух
термомеханических характеристик функционально-градиентного стержня. Рассмотре-
ны две постановки задач термоупругости с различной тепловой нагрузкой на торцах
стержня. Прямые задачи после применения преобразования Лапласа решены с исполь-
зованием метода пристрелки и обращения трансформант на основе метода разложения
оригинала в ряд по смещенным многочленам Лежандра. Решение обратных задач
построено на основе итерационного процесса, на каждом шаге которого численно
решалась система интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода. В ходе вычисли-
тельных экспериментов восстанавливались пары как монотонно возрастающих, так и
монотонно убывающих функций.

1. Постановка обратной задачи термоупругости
для функционально-градиентного стержня

Рассмотрим КОЗ об определении законов изменения двух теплофизических харак-
теристик функционально-градиентного стержня длины 𝑙. Торец стержня 𝑥 = 0 жестко
закреплен и на нем поддерживается нулевая температура, на другом торце 𝑥 = 𝑙,
свободном от напряжений, действует тепловой поток. В рамках тепловой диагностики
идентификация переменных свойств может быть осуществлена по данным о темпера-
туре, измеренной на торце стержня, на конечном временном интервале. Поскольку
неизвестными являются две теплофизические характеристики, то рассмотрим две
задачи термоупругости с разной тепловой нагрузкой на торце 𝑥 = 𝑙. В первой задаче
на торце действует тепловой поток 𝑞0𝑡𝑒−𝑡; во второй задаче — тепловой поток 𝑞0𝐻(𝑡),
где 𝐻(𝑡)— функция Хевисайда.

Постановка задачи 1 имеет вид

𝜕𝜎𝑥
𝜕𝑥

= 𝜌(𝑥)
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
, 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑡 ∈ [0,∞), (1)

𝜎𝑥 = 𝐸(𝑥)
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝛾(𝑥)𝜃, (2)

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘(𝑥)

𝜕𝜃

𝜕𝑥
) = 𝑐𝜀(𝑥)

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑇0𝛾(𝑥)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
, 𝑥 ∈ [0, 𝑙], 𝑡 ∈ [0,∞), (3)

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝜎𝑥(𝑙, 𝑡) = 0, (4)

𝜃(0, 𝑡) = 0, −𝑘(𝑙)𝜕𝜃
𝜕𝑥

(𝑙) = 𝑞0𝑡𝑒
−𝑡, (5)

𝜃(𝑥, 0) = 𝑢(𝑥, 0) =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 0. (6)
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Постановка задачи 2 совпадает с постановкой задачи 1 за исключением тепловых
граничных условий (5), вместо которых ставятся условия

𝜃(0, 𝑡) = 0, −𝑘(𝑙)𝜕𝜃
𝜕𝑥

(𝑙) = 𝑞0𝐻(𝑡). (7)

Перейдем в (1)–(7) к безразмерным параметрам и переменным, обозначая [14]:
𝑧 = 𝑥

𝑙
, 𝑘(𝑧) = 𝑘(𝑥)

𝑘0
, 𝑐(𝑧) = 𝑐𝜀(𝑥)

𝑐0
, 𝜌(𝑧) = 𝜌(𝑥)

𝜌0
, 𝐸̄(𝑧) = 𝐸(𝑥)

𝐸0
, 𝛾(𝑧) = 𝛾(𝑥)

𝛾0
,

𝑡2 = 𝑙
√︁

𝜌0
𝐸0

, 𝜏 = 𝑡
𝑡1
, 𝑊 = 𝛾0𝜃

𝐸0
, 𝑈 = 𝑢

𝑙
, Ω = 𝜎𝑥

𝐸0
, 𝛿0 =

𝛾2
0𝑇0

𝑐0𝐸0
, 𝛽 = 𝑞0𝛾0𝑙

𝑘0𝐸0
, 𝜀0 = 𝑡2

𝑡1
.

Здесь 𝐸0, 𝜌0, 𝑘0, 𝑐0, 𝛾0 — некоторые характерные величины.
В дальнейшем в обезразмеренных формулах обозначим функции с индексами «I»

и «II» как функции, отвечающие первой и второй постановке задач соответственно.
Тогда задача 1 в безразмерной форме имеет вид

𝜕Ω𝐼

𝜕𝑧
= 𝜀20𝜌(𝑧)

𝜕2𝑈𝐼

𝜕𝜏 2
, 𝑧 ∈ [0, 1], 𝜏 ∈ [0,∞), (8)

Ω𝐼 = 𝐸̄(𝑧)
𝜕𝑈𝐼

𝜕𝑧
− 𝛾(𝑧)𝑊𝐼 , (9)

𝜕

𝜕𝑧
(𝑘(𝑧)

𝜕𝑊𝐼

𝜕𝑧
) = 𝑐(𝑧)

𝜕𝑊𝐼

𝜕𝜏
+ 𝛿0𝛾(𝑧)

𝜕2𝑈𝐼

𝜕𝑧𝜕𝜏
, 𝑧 ∈ [0, 1], 𝜏 ∈ [0,∞), (10)

𝑈𝐼(0, 𝜏) = 0, Ω𝐼(1, 𝜏) = 0, (11)

𝑊𝐼(0, 𝜏) = 0, −𝑘(1)𝜕𝑊𝐼

𝜕𝑧
(1, 𝜏) = 𝛽𝜏𝑒𝜏 , (12)

𝑊𝐼(𝑧, 0) = 𝑈𝐼(𝑧, 0) =
𝜕𝑈𝐼

𝜕𝜏
(𝑧, 0) = 0. (13)

Обезразмеренная постановка задачи 2 отличается от задачи 1 только тепловыми
граничными условиями. Вместо граничных условий (12) имеем

𝑊𝐼𝐼(0, 𝜏) = 0, −𝑘(1)𝜕𝑊𝐼𝐼

𝜕𝑧
(1, 𝜏) = 𝛽𝐻(𝜏). (14)

Множитель 𝜀0, стоящий в правой части уравнения движения (8), очень мал
(10−16..10−12), поэтому в дальнейшем для упрощения расчетов будем рассматри-
вать квазистатические постановки прямых задач термоупругости, не учитывающих
инерционные члены, т.е. 𝜕Ω𝐼

𝜕𝑧
= 0, 𝜕Ω𝐼𝐼

𝜕𝑧
= 0.

Прямая задача термоупругости состоит в нахождении функций 𝑊𝐼(𝑧, 𝜏), 𝑈𝐼(𝑧, 𝜏)
из (8)–(13) по известным термомеханическим характеристикам (𝐸̄(𝑧), 𝜌(𝑧), 𝑐(𝑧), 𝑘(𝑧),
𝛾(𝑧)).

Особенности идентификации механических характеристик неоднородных тел
исследованы в [13]. Мы же подробно рассмотрим особенности идентификации тепло-
физических характеристик.

В обратной задаче требуется одновременно восстановить две теплофизические
характеристики при известных остальных по дополнительной информации о торцевой
температуре 𝑓𝐼(𝜏), 𝑓𝐼𝐼(𝜏), измеренной в ходе проведения двух экспериментов с
тепловой нагрузкой, моделируемой граничными условиями (12) и (14) соответственно:

𝑊𝐼(1, 𝜏) = 𝑓𝐼(𝜏), 𝜏 ∈ [𝑎1, 𝑏1], (15)

𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏) = 𝑓𝐼𝐼(𝜏), 𝜏 ∈ [𝑎2, 𝑏2]. (16)
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2. Решение прямой задачи термоупругости

При произвольных законах изменения термомеханических характеристик прямые
задачи вида (8)–(13) могут быть решены лишь численно, например методом при-
стрелки. Применим его к решению поставленных прямых задач. Для этого применим
преобразование Лапласа к уравнениям равновесия (8), теплопроводности (10), гра-
ничным условиям (11), (12) с учетом начальных условий (13) и того, что Ω̃(𝑧, 𝑝) = 0,
после некоторых преобразований перейдем к канонической системе обыкновенных
дифференциальных уравнений 1-го порядка с переменными коэффициентами:

𝑑𝑊̃𝐼

𝑑𝑧
=

1

𝑘(𝑧)
𝑄̃𝐼(𝑧, 𝑝), (17)

𝑑𝑄̃𝐼

𝑑𝑧
= 𝑝

(︂
𝑐(𝑧) + 𝛿0

𝛾2(𝑧)

𝐸̄(𝑧)

)︂
𝑊̃𝐼(𝑧, 𝑝), (18)

𝑑𝑈̃𝐼

𝑑𝑧
=
𝛾(𝑧)

𝐸̄(𝑧)
𝑊̃𝐼(𝑧, 𝑝). (19)

Далее для 1-й задачи методом Рунге –Кутта решается вспомогательная задача
Коши, состоящая из системы дифференциальных уравнений (17)–(19) со следующими
условиями на торце 𝑧 = 0: 𝑈̃1(0) = 0, 𝑊̃1(0) = 0, 𝑄̃1(0) = 1. Составляются выражения
𝑈̃𝐼 = 𝛼1𝑈̃1, 𝑊̃𝐼 = 𝛼1𝑊̃1, 𝑄̃𝐼 = 𝛼1𝑄̃1. Неизвестная константа 𝛼1 определяется путем
удовлетворения условию на торце 𝑧 = 1: 𝑄̃𝐼(1, 𝑝) =

𝛽
(𝑝+1)2

.
Для 2-й задачи решается вспомогательная задача Коши, состоящая из системы

дифференциальных уравнений (17)–(19) со следующими условиями на торце 𝑧 = 0:
𝑈̃2(0) = 0, 𝑊̃2(0) = 1, 𝑄̃2(0) = 0. Составляются выражения 𝑈̃𝐼𝐼 = 𝛼2𝑈̃2, 𝑊̃𝐼𝐼 = 𝛼2𝑊̃2,
𝑄̃𝐼𝐼 = 𝛼2𝑄̃2. Неизвестная константа 𝛼2 определяется путем удовлетворения условию
на торце 𝑧 = 1: 𝑄̃𝐼𝐼(1, 𝑝) =

𝛽
𝑝
.

После нахождения решений прямых задач в трансформантах для каждого значения
параметра 𝑝 = 1, 2.... для нахождения оригиналов функций в работе применялось
обращение преобразования Лапласа на основе метода разложения оригинала в ряд
по смещенным многочленам Лежандра. На примере однородного стержня проведено
сравнение результатов, полученных предложенным методом решения прямой задачи с
аналитическим решением. Выяснено, что для того чтобы погрешность вычисления
оригиналов температуры для времени 𝜏 > 0.01 не превосходила 1%, достаточно
ограничиться 50 членами ряда в разложении по смещенным многочленам Лежандра.

Важным этапом при решении обратных задач является анализ влияния законов
изменения переменных характеристик на значения снимаемой в эксперименте входной
информации.

Проведен анализ влияния законов изменения теплофизических характеристик и па-
раметра связанности 𝛿0 на температуру, измеренную на торце стержня 𝑧 = 1, которая
выступает при решении обратных задач в качестве входной информации. Выяснено,
что законы изменения коэффициента теплопроводности и удельной теплоемкости для
рассматриваемых задач оказывают сильное влияние на торцевую температуру при
любом параметре связанности 𝛿0 = 0.01...0.4. Влияние же коэффициента температур-
ных напряжений на торцевую температуру сильно зависит от величины параметра
связанности и оказывается существенным только при 𝛿0 > 0.2.

На рис. 1–3 показаны графики 𝑊𝐼(1, 𝜏) и 𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏) для различных наборов законов
изменения свойств материала при 𝛽 = 1.
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Так, на рис. 1, для того чтобы показать влияние коэффициента теплопровод-
ности 𝑘(𝑧) на торцевую температуру, были построены графики 𝑊𝐼(1, 𝜏) и 𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏)
при 𝛿0 = 0.03 и двух наборах законов изменения свойств материала: 1) 𝑘(𝑧) = 1,
𝑐(𝑧) = 𝛾(𝑧) = 𝐸̄(𝑧) = 1 + 3𝑧 (сплошная линия); 2) 𝑐(𝑧) = 𝛾(𝑧) = 𝐸̄(𝑧) = 𝑘(𝑧) = 1 + 3𝑧
(пунктир).

а / a б / b
Рис. 1. Графики торцевой температуры, построенные при различных законах измене-

ния коэффициента теплопроводности: а —𝑊𝐼(1, 𝜏); б —𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏)
Fig. 1. End temperature graphs plotted for various laws of change in the heat conduction

coefficient: a —𝑊𝐼(1, 𝜏); b —𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏)

Для оценки влияния законов изменения удельной теплоемкости 𝑐(𝑧) аналогично
на рис. 2 построены графики торцевой температуры при 𝛿0 = 0.03 и двух наборах
законов изменения свойств материала: 1) 𝑐(𝑧) = 1, 𝑘(𝑧) = 𝛾(𝑧) = 𝐸̄(𝑧) = 1 + 2𝑒−2𝑧

(сплошная линия); 2) 𝑐(𝑧) = 𝑘(𝑧) = 𝛾(𝑧) = 𝐸̄(𝑧) = 1 + 2𝑒−2𝑧 (пунктир).

а / a б / b
Рис. 2. Графики торцевой температуры, построенные при различных законах измене-

ния удельной теплоемкости: а —𝑊𝐼(1, 𝜏); б —𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏)
Fig. 2. End temperature graphs plotted for various laws of change in the heat capacity

change: a —𝑊𝐼(1, 𝜏); b —𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏)
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На рис. 3 показано влияние коэффициента температурного напряжения 𝛾(𝑧)
на торцевую температуру неоднородного стержня при большом параметре связан-
ности 𝛿0 = 0.4. Рассмотрены следующие два набора законов изменения свойств
материала: 1) 𝛾(𝑧) = 1, 𝑘(𝑧) = 𝑐(𝑧) = 𝐸̄(𝑧) = 2 + cos(3𝑧) (сплошная линия);
2) 𝑘(𝑧) = 𝑐(𝑧) = 𝐸̄(𝑧) = 𝛾(𝑧) = 2 + cos(3𝑧) (пунктир).

а / a б / b
Рис. 3. Графики торцевой температуры, построенные при различных законах измене-

ния коэффициента температурного напряжения: а —𝑊𝐼(1, 𝜏); б —𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏)
Fig. 3. End temperature graphs plotted for various laws of variation of the thermal stress

coefficient: a —𝑊𝐼(1, 𝜏); b —𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏)

Графики торцевой температуры на рис. 2 для различных наборов законов удельной
теплоемкости и на рис. 3 для различных наборов законов коэффициента температур-
ных напряжений отличаются друг от друга незначительно, что делает невозможным
одновременную реконструкцию удельной теплоемкости и коэффициента температур-
ных напряжений.

3. Решение обратной задачи термоупругости
КОЗ термоупругости является нелинейной задачей. Построим ее решение на

основе итерационного процесса, воспользовавшись техникой, описанной в работе [12].
Записав для задач 1 и 2 слабые постановки в трансформантах Лапласа и исполь-
зуя метод линеаризации для нахождения поправок теплофизических характеристик
𝛿𝑎̄(𝑛−1) (𝛿𝑘(𝑛−1), 𝛿𝑐(𝑛−1), 𝛿𝛾(𝑛−1)) на (𝑛− 1)-й итерации, была получена система двух
операторных уравнений 1-го рода:

(𝑝+ 1)2
1∫︁

0

𝛿𝑘(𝑛−1)

(︃
𝑑𝑊

(𝑛−1)
𝐼

𝑑𝑧

)︃2

𝑑𝑧 + 𝑝(𝑝+ 1)2
1∫︁

0

𝛿𝑐(𝑛−1)(𝑊̃
(𝑛−1)
𝐼 )2𝑑𝑧+

+𝛿0𝑝(𝑝+ 1)2
1∫︁

0

𝛿𝛾(𝑛−1)𝑑𝑈̃
(𝑛−1)
𝐼

𝑑𝑧
𝑊̃

(𝑛−1)
𝐼 𝑑𝑧 = 𝛽(𝑓𝐼(𝑝)− 𝑊̃ (𝑛−1)

𝐼 (1, 𝑝)), (20)

𝑝

1∫︁
0

𝛿𝑘(𝑛−1)

(︃
𝑑𝑊

(𝑛−1)
𝐼𝐼

𝑑𝑧

)︃2

𝑑𝑧 + 𝑝2
1∫︁

0

𝛿𝑐(𝑛−1)(𝑊̃
(𝑛−1)
𝐼𝐼 )2𝑑𝑧+

+𝛿0𝑝
2

1∫︁
0

𝛿𝛾(𝑛−1)𝑑𝑈̃
(𝑛−1)
𝐼𝐼

𝑑𝑧
𝑊̃

(𝑛−1)
𝐼𝐼 𝑑𝑧 = 𝛽(𝑓𝐼𝐼(𝑝)− 𝑊̃ (𝑛−1)

𝐼𝐼 (1, 𝑝)). (21)
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Исходя из анализа влияния законов изменения теплофизических характеристик
на торцевую температуру, рассмотрено два различных случая одновременной иденти-
фикации двух теплофизических характеристик.

1. Пусть 𝛾(𝑧) известна. Необходимо определить 𝑘(𝑧) и 𝑐(𝑧).
В этом случае, полагая в (20), (21) 𝛿𝛾(𝑛−1) = 0, получим

(𝑝+ 1)2
1∫︁

0

𝛿𝑘(𝑛−1)

(︃
𝑑𝑊

(𝑛−1)
𝐼

𝑑𝑧

)︃2

𝑑𝑧 + 𝑝(𝑝+ 1)2
1∫︁

0

𝛿𝑐(𝑛−1)(𝑊̃
(𝑛−1)
𝐼 )2𝑑𝑧 =

= 𝛽(𝑓𝐼(𝑝)− 𝑊̃ (𝑛−1)
𝐼 (1, 𝑝)), (22)

𝑝

1∫︁
0

𝛿𝑘(𝑛−1)

(︃
𝑑𝑊

(𝑛−1)
𝐼𝐼

𝑑𝑧

)︃2

𝑑𝑧 + 𝑝2
1∫︁

0

𝛿𝑐(𝑛−1)(𝑊̃
(𝑛−1)
𝐼𝐼 )2𝑑𝑧 = 𝛽(𝑓𝐼𝐼(𝑝)− 𝑊̃ (𝑛−1)

𝐼𝐼 (1, 𝑝)). (23)

Обращая операторные уравнения в трансформантах (22), (23), получим систему
операторных уравнений в оригиналах, которая является системой интегральных
уравнений Фредгольма (ИУФ) 1-го рода:

1∫︁
0

(︀
𝛿𝑘(𝑛−1)𝑅11(𝑧, 𝜏) + 𝛿𝑐(𝑛−1)𝑅12(𝑧, 𝜏)

)︀
𝑑𝑧 = 𝑓𝐼(𝜏)−𝑊 (𝑛−1)

𝐼 (1, 𝜏), 𝜏 ∈ [𝑎1, 𝑏1], (24)

1∫︁
0

(︀
𝛿𝑘(𝑛−1)𝑅21(𝑧, 𝜏) + 𝛿𝑐(𝑛−1)𝑅22(𝑧, 𝜏)

)︀
𝑑𝑧 = 𝑓𝐼𝐼(𝜏)−𝑊 (𝑛−1)

𝐼𝐼 (1, 𝜏), 𝜏 ∈ [𝑎2, 𝑏2]. (25)

Здесь ядра (24), (25) имеют вид

𝑅11(𝑧, 𝜏) =
1

𝛽

𝜏∫︁
0

(︃
𝜕𝑊

(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝑧
+ 2

𝜕2𝑊
(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝑧𝜕𝜏
+
𝜕3𝑊

(𝑛−1)
1 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝑧𝜕𝜏 2

)︃
×

×𝜕𝑊
(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏 − 𝜏1)

𝜕𝑧
𝑑𝜏1,

𝑅12(𝑧, 𝜏) =
1

𝛽

𝜏∫︁
0

(︃
𝑊

(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏1) + 2

𝜕𝑊
(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝜏
+
𝜕2𝑊

(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝜏 2

)︃
×

×𝜕𝑊
(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏−𝜏1)

𝜕𝜏
𝑑𝜏1,

𝑅21(𝑧, 𝜏) =
1

𝛽

𝜏∫︁
0

𝜕2𝑊
(𝑛−1)
𝐼𝐼 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝑧𝜕𝜏

𝜕𝑊
(𝑛−1)
𝐼𝐼 (𝑧, 𝜏 − 𝜏1)

𝜕𝑧
𝑑𝜏1,

𝑅22(𝑧, 𝜏) =
1

𝛽

𝜏∫︁
0

𝜕𝑊
(𝑛−1)
𝐼𝐼 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝜏

𝜕𝑊
(𝑛−1)
𝐼𝐼 (𝑧, 𝜏 − 𝜏1)

𝜕𝜏
𝑑𝜏1.
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2. Пусть 𝑐(𝑧) известна. Необходимо определить 𝑘(𝑧) и 𝛾(𝑧).
В этом случае, полагая в (20), (21) 𝛿𝑐(𝑛−1) = 0, после обращения трансформант

получим систему операторных уравнений в оригиналах для нахождения поправок
𝛿𝑘(𝑛−1), 𝛿𝛾(𝑛−1):

1∫︁
0

(︀
𝛿𝑘(𝑛−1)𝑀11(𝑧, 𝜏) + 𝛿𝛾(𝑛−1)𝑀12(𝑧, 𝜏)

)︀
𝑑𝑧 = 𝑓𝐼(𝜏)−𝑊 (𝑛−1)

𝐼 (1, 𝜏), 𝜏 ∈ [𝑎1, 𝑏1], (26)

1∫︁
0

(︀
𝛿𝑘(𝑛−1)𝑀21(𝑧, 𝜏) + 𝛿𝛾(𝑛−1)𝑀22(𝑧, 𝜏)

)︀
𝑑𝑧 = 𝑓𝐼𝐼(𝜏)−𝑊 (𝑛−1)

𝐼𝐼 (1, 𝜏), 𝜏 ∈ [𝑎2, 𝑏2]. (27)

Здесь ядра (26), (27) имеют вид

𝑀11(𝑧, 𝜏) = 𝑅11(𝑧, 𝜏), 𝑀21(𝑧, 𝜏) = 𝑅21(𝑧, 𝜏),

𝑀12(𝑧, 𝜏) =
𝛿0
𝛽

𝜏∫︁
0

(︃
𝑊

(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏1) + 2

𝜕𝑊
(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝜏
+
𝜕2𝑊

(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝜏 2

)︃
×

×𝜕
2𝑈

(𝑛−1)
𝐼 (𝑧, 𝜏 − 𝜏1)
𝜕𝑧𝜕𝜏

𝑑𝜏1,

𝑀22(𝑧, 𝜏) =
𝛿0
𝛽

𝜏∫︁
0

𝜕𝑊
(𝑛−1)
𝐼𝐼 (𝑧, 𝜏1)

𝜕𝜏

𝜕2𝑈
(𝑛−1)
𝐼𝐼 (𝑧, 𝜏 − 𝜏1)
𝜕𝑧𝜕𝜏

𝑑𝜏1.

На основе системы операторных уравнений вида (24)–(27) можно организовать
итерационный процесс для определения искомых характеристик.

Итерационный процесс стартует с выбора начальных приближений двух функций,
которые определяются в классе линейных функций 𝑎̄

(0)
1 = 𝑚1 +𝑚2𝑧, 𝑎̄

(0)
2 = 𝑚3 +𝑚4𝑧

на основе минимизации функционала невязки

𝐽 =

𝑏1∫︁
𝑎1

(𝑓𝐼(𝜏)−𝑊𝐼(1, 𝜏))
2𝑑𝜏 +

𝑏2∫︁
𝑎2

(𝑓𝐼𝐼(𝜏)−𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏))
2𝑑𝜏, (28)

на двух множествах 𝐴1 и 𝐴2, построенных по априорной информации об ограничен-
ности искомых функций 0 < 𝑎−1 6 𝑎̄1(𝑧) 6 𝑎+1 , 0 < 𝑎−2 6 𝑎̄2(𝑧) 6 𝑎+2 , 𝑧 ∈ [0, 1]. Здесь
𝑊𝐼(1, 𝜏) и 𝑊𝐼𝐼(1, 𝜏)— решения задач 1 и 2 в точке 𝑧 = 1 при заданных законах 𝑎̄

(0)
1 ,

𝑎̄
(0)
2 , где параметры 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, 𝑚4 выбраны из соответствующих множеств 𝐴1 и 𝐴2.

Численная реализация этого подхода осуществляется путем замены интегральных
операторов в правой части (28) на конечные суммы, вычислением их значений для
каждого набора точек на сетках разбиений множеств 𝐴1 и 𝐴2 и выбором точек, на
котором достигается наименьшее значение функционала 𝐽 .

Далее осуществляется корректировка текущих законов изменения термомеханиче-
ской характеристики путем нахождения двух поправок 𝛿𝑎̄

(𝑛−1)
1 , 𝛿𝑎̄(𝑛−1)

2 из решения
соответствующих систем ИУФ 1-го рода. После нахождения поправок строятся новые
приближения 𝑎̄(𝑛)1 = 𝑎̄

(𝑛−1)
1 + 𝛿𝑎̄

(𝑛−1)
1 , 𝑎̄(𝑛)2 = 𝑎̄

(𝑛−1)
2 + 𝛿𝑎̄

(𝑛−1)
2 . Далее процесс замыкается

и повторяется до тех пор, пока не будет достигнуто условие остановки: достиже-
ния некоторого порогового значения функционала невязки (28), равного 10−4, или
достижения предельного количества итераций, равного 20.
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При этом следует отметить, что основная сложность реализации этого процесса
состоит в построении численного решения систем ИУФ 1-го рода. Поскольку решение
системы ИУФ 1-го рода является некорректной задачей, то для его регуляризации
применяется метод А. Н. Тихонова [16]. Для этого вводится равномерное разбиение
отрезка [0, 1] на 𝑛 отрезков точками 𝑧𝑗 = Δ𝑧 (𝑗 − 1), 𝑗 = 1...𝑛, где Δ𝑧 = 1

𝑛−1
— шаг

разбиения по безразмерной координате и равномерное разбиение безразмерных времен-
ных отрезков [𝑎1, 𝑏1] и [𝑎2, 𝑏2] на 𝑚 отрезков точками 𝜏1𝑖 = Δ𝜏1(𝑖− 1),𝜏2𝑖 = Δ𝜏2(𝑖− 1),
𝑖 = 1...𝑚, где Δ𝜏1 =

𝑏1−𝑎1
𝑚−1

, Δ𝜏2 = 𝑏2−𝑎2
𝑚−1

— шаги разбиения по безразмерному времени.
Согласно методу Тихонова решение обратной задачи сводится к решению регуля-

ризованной системы уравнений:
𝐵𝛼𝑦 = 𝐹𝛼, (29)

где 𝐵𝛼 = 𝐵 + 𝛼𝐶, 𝐵 = 𝐴𝑇𝐴, 𝐹𝛼 = 𝐴𝑇 𝑏, 𝐴𝑇 — транспонированная матрица 𝐴,
𝐶 = 𝐸 + 𝐶0, 𝐸 — единичная матрица, 𝛼— параметр регуляризации, который вы-
бирается по обобщенной невязке согласно [16].

При этом компоненты векторов 𝑦, 𝑏 и матрицы 𝐴 имеют вид

𝑦𝑗 =

{︃
𝑎̄1(𝑧𝑗), 𝑗 = 1...𝑛,

𝑎̄2(𝑧𝑗−𝑛), 𝑗 = 𝑛+ 1...2𝑛,
𝑏𝑖 =

{︃
𝑓𝐼(𝜏𝑖), 𝑖 = 1...𝑚,

𝑓𝐼𝐼(𝜏𝑖−𝑚), 𝑖 = 𝑚+ 1...2𝑚,

𝐴𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑅11(𝑧𝑗, 𝜏𝑖), 𝑖 = 1...𝑚, 𝑗 = 1...𝑛,

𝑅12(𝑧𝑗−𝑛, 𝜏𝑖), 𝑖 = 1...𝑚, 𝑗 = 𝑛+ 1...2𝑛,

𝑅21(𝑧𝑗, 𝜏𝑖−𝑚), 𝑖 = 𝑚+ 1...2𝑚, 𝑗 = 1...𝑛,

𝑅22(𝑧𝑗−𝑛, 𝜏𝑖−𝑚), 𝑖 = 𝑚+ 1...2𝑚, 𝑗 = 𝑛+ 1...2𝑛,

𝐶0 — матрица размером 2𝑛× 2𝑛, которая имеет вид⎛⎜⎜⎝
1

Δ𝑧2
− 1

Δ𝑧2
0..... 0

− 1
Δ𝑧2

2
Δ𝑧2

− 1
Δ𝑧2

..... 0
.... .... 2

Δ𝑧2
− 1

Δ𝑧2

.... ..... − 1
Δ𝑧2

1
Δ𝑧2

⎞⎟⎟⎠ .

4. Результаты вычислительных экспериментов
В данном разделе представлены результаты вычислительных экспериментов по

одновременной реконструкции двух теплофизических характеристик в классах сте-
пенных, логарифмических, тригонометрических и экспоненциальных функций. В
вычислениях принято 𝛽 = 1, 𝑛 = 31.

Найдены наиболее информативные интервалы для измерения входной информации.
В случае тепловой торцевой нагрузки, соответствующей 1-й постановке задачи,
наиболее информативным является отрезок [𝑎1, 𝑏1] = [0.04, 0.72], а при 2-й постановке
задачи — отрезок [𝑎2, 𝑏2] = [0.03, 0.48]. Съем дополнительной информации происходил
в 11 точках (параметр 𝑚 = 11) внутри выбранных информативных отрезков.

На рис. 4–7 представлены результаты реконструкции пар теплофизических харак-
теристик (𝑐(𝑧) и 𝑘(𝑧)), (𝑘(𝑧) и 𝛾(𝑧)). При этом сплошной линией изображен точный
закон неоднородности, точками — восстановленный.

В первой серии экспериментов восстанавливалась пара функций 𝑐(𝑧), 𝑘(𝑧) при
известных 𝛾(𝑧) = 𝐸̄(𝑧) = 1 + 2𝑧 и 𝛿0 = 0.03.

Сначала были проведены эксперименты по одновременной реконструкции двух
характеристик, имеющих монотонно возрастающие законы неоднородности: 𝑘(𝑧) =
= 1− 0.5(𝑧 − 1)2, 𝑐(𝑧) = 0.5(1 + 𝑧2) (рис. 4). Начальные приближения коэффициентов:
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𝑘0(𝑧) = 0.45 + 0.5𝑧, 𝑐0(𝑧) = 0.5 + 0.45𝑧. Потребовалось 16 итераций; максимальная
погрешность восстановления двух функций не превысила 6%.

а / a б / b

Рис. 4. Результаты реконструкции возрастающих функций: а — 𝑘(𝑧) = 1− 0.5(𝑧− 1)2;
б — 𝑐(𝑧) = 0.5(1 + 𝑧2)

Fig. 4. Results of reconstruction of increasing functions: a — 𝑘(𝑧) = 1 − 0.5(𝑧 − 1)2;
b — 𝑐(𝑧) = 0.5(1 + 𝑧2)

Затем были проведены эксперименты по одновременной реконструкции двух
характеристик, имеющих монотонно убывающие законы неоднородности: 𝑘(𝑧) = 1 +
+ 0.5 cos(3𝑧), 𝑐(𝑧) = 1.2 cos(𝑧) (рис. 5). Начальные приближения коэффициентов:
𝑘0(𝑧) = 1.45 − 0.9𝑧, 𝑐0(𝑧) = 1.25 − 0.6𝑧. Потребовалось 14 итераций; максимальная
погрешность восстановления двух функций не превысила 5%.

а / a б / b

Рис. 5. Результаты реконструкции убывающих функций: а — 𝑘(𝑧) = 1 + 0.5 cos(3𝑧);
б — 𝑐(𝑧) = cos(𝑧)

Fig. 5. The results of the reconstruction of decreasing functions: a — 𝑘(𝑧)=1+0.5 cos(3𝑧);
b — 𝑐(𝑧) = cos(𝑧)

Во второй серии экспериментов восстанавливалась пара функций 𝑘(𝑧) и 𝛾(𝑧) при
известных 𝑐(𝑧) = 𝐸̄(𝑧) = 1 + 2𝑧. При этом одновременная реконструкция 𝑘(𝑧) и 𝛾(𝑧)
оказалась возможной только при параметре связанности 𝛿0 > 0.2.
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На рис. 6 показаны результаты вычислительных экспериментов по одновременной
реконструкции двух теплофизических характеристик, имеющих монотонно возрастаю-
щие законы неоднородности: 𝑘(𝑧) = 1+0.2𝑒2𝑧, 𝛾(𝑧) = 1+

√
2𝑧 при 𝛿0 = 0.4. Начальные

приближения коэффициентов: 𝑘0(𝑧) = 1.2 + 1.25𝑧, 𝛾0(𝑧) = 1 + 1.45𝑧. Выход из итера-
ционного процесса произошел по предельному количеству итераций. При этом на
последней итерации максимальная погрешность восстановления двух функций не
превысила 8%.

а / a б / b
Рис. 6. Результаты реконструкции возрастающих функций: а — 𝑘(𝑧) = 1 + 0.2𝑒2𝑧;

б — 𝛾(𝑧) = 1 +
√
2𝑧

Fig. 6. Results of reconstruction of increasing functions: a — 𝑘(𝑧) = 1 + 0.2𝑒2𝑧;
b — 𝛾(𝑧) = 1 +

√
2𝑧

На рис. 7 показаны результаты вычислительных экспериментов по одновременной
реконструкции двух теплофизических характеристик, имеющих монотонно убыва-
ющие законы неоднородности: 𝑘(𝑧) = 1 + 𝑒−4𝑧, 𝛾(𝑧) = 2 − ln(1 + 5𝑧) при 𝛿0 = 0.4.
Начальные приближения коэффициентов: 𝑘(0)(𝑧) = 2− 0.9𝑧, 𝛾0(𝑧) = 2.1− 1.85𝑧.

а / a б / b
Рис. 7. Результаты реконструкции убывающих функций: а — 𝑘(𝑧) = 1 + 𝑒−4𝑧;

б — 𝛾(𝑧) = 2− ln(1 + 5𝑧)
Fig. 7. The results of the reconstruction of decreasing functions: a — 𝑘(𝑧) = 1 + 𝑒−4𝑧;

b — 𝛾(𝑧) = 2− ln(1 + 5𝑧)
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Максимальная погрешность восстановления двух функций на 20-й итерации не
превысила 7%.

Заключение

Исследована обратная задача об одновременной идентификации двух термомеха-
нических характеристик функционально-градиентного стержня по дополнительной
информации, полученной в результате проведения двух вычислительных эксперимен-
тов с различным типом торцевой нагрузки. Прямые задачи после обезразмеривания и
преобразования Лапласа решались с использованием метода пристрелки и обращения
трансформант на основе разложения оригинала в ряд по смещенным многочленам
Лежандра. Для нахождения двух поправок термомеханических характеристик в ите-
рационном процессе получена система интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода.
В ходе вычислительных экспериментов выяснено, что: 1) на результат реконструкции
пары функций (𝑐(𝑧) и 𝑘(𝑧)) величина параметра связанности 𝛿0 оказывает неболь-
шое влияние, в то же время успешная реконструкция пары (𝑘(𝑧) и 𝛾(𝑧)) возможна
только при 𝛿0 > 0.2; 2) пары функций 𝑐(𝑧) и 𝑘(𝑧) восстанавливаются с меньшей
погрешностью (не превышающей 6%), чем пары 𝑘(𝑧) и 𝛾(𝑧).
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Abstract. A non-integrable quasi-hyperbolic sixth-order equation is derived that simulates

the axisymmetric propagation of longitudinal waves along the generatrix of a cylindrical

Kirchhoff–Love shell interacting with a nonlinear elastic medium. A six-parameter generalized

model of a nonlinear elastic medium, which is reduced in particular cases to the models of

Winkler, Pasternak, and Hetenyi, is introduced into consideration. The equation was derived

by the asymptotic multiscale expansions method under the assumption that the dimensionless

parameters of nonlinearity, dispersion, and thinness have the same order of smallness. The use

of the introduced model made it possible to reveal additional high-frequency and low-frequency

dispersions characterizing the response of the external environment to bending and shear. It is

shown that non-classical shell theories should be used to reveal nonlinear effects that compensate

for dispersion. It was found that the Pasternak model admits a “dispersionless” state when the

dispersion due to the inertia of normal displacement is compensated by the dispersion generated

by the reaction of the nonlinear elastic foundation to shear.
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Аннотация. Выведено неинтегрируемое квазигиперболическое уравнение шестого порядка,
моделирующее осесимметричное распространение продольных волн вдоль образующей ци-
линдрической оболочки Кирхгофа–Лява, взаимодействующей с нелинейно-упругой средой.
Введена в рассмотрение шестипараметрическая обобщенная модель нелинейно-упругой среды,
сводящаяся в частных случаях к моделям Винклера, Пастернака и Хетеньи. Вывод уравнения
осуществлен асимптотическим методом многих масштабов в предположении, что безраз-
мерные параметры нелинейности, дисперсии и тонкостенности имеют одинаковый порядок
малости. Использование введенной модели позволило выявить дополнительные высокочастот-
ные и низкочастотную дисперсии, характеризующие реакцию внешней среды на изгиб и сдвиг.
Показано, что для выявления нелинейных эффектов, компенсирующих дисперсию, необходимо
использовать неклассические теории оболочек. Установлено, что модель Пастернака допускает
«бездисперсионное» состояние, когда дисперсия, обусловленная инерцией нормального переме-
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Introduction
The need to study and take into account the influence of an elastic foundation on the

statics and dynamics of deformable systems was realized more than a hundred years ago
from an analysis of the problems put forward by construction practice. The theoretical

Механика 197

https://orcid.org/0000-0002-4379-8310
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=13616
https://orcid.org/0000-0001-9088-9234
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=10662
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=1122561
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=819753


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2022. Т. 22, вып. 2

foundations for modeling the interaction of structures with an elastic foundation are
contained in [1–5]. In the monograph [6], published in 1960 and has already become
a classic, a wide class of problems on the refinement of the calculation schemes of
the foundation and the development of simplified methods for calculating structures
on an elastic foundation were solved. In recent decades, numerous results have been
obtained, indicating that the interaction with the surrounding elastic (nonlinear-elastic)
medium must be taken into account when studying the static and dynamic stability
of structures [7–9]. The procedure for the formal construction of elastic foundation
models is described in [10]. An extensive bibliography is given in the review [11]
of theoretical models of elastic and viscoelastic foundations used in the analysis of
oscillatory systems. The review [12] discusses the importance of using the Winkler base
model in problems of adhesive mechanics and “soft matter”. When solving problems of
nonlinear wave dynamics of deformable systems, taking into account the influence of an
external elastic medium leads to a complication of mathematical models, but allows one
to identify new effects that are used in acoustic diagnostics and non-destructive testing
of materials. In [13, 14], in a linear formulation, edge bending waves in a Kirchhoff
plate interacting with the elastic foundations of Winkler and Pasternak were investigated.
In [15], the features of localization in a Bernoulli – Euler beam on an inhomogeneous
elastic foundation are analyzed. It is shown that the existence of a localized solution to
the dynamic problem caused by the weakening of the stiffness of the foundation leads
to a local loss of stability in statics. The phenomenon of localization of nonlinear waves
in elastic bodies with inclusions is studied in [16]. It has been established that the
cubic nonlinearity of the elastic foundation does not eliminate the localization phenomena
and does not distort the shapes of localized waves, but leads to the dependence of the
frequency of oscillations of the localized wave on the amplitude. In [17], the dispersion
and spatial localization of flexural waves in a Timoshenko beam lying on a nonlinear
elastic foundation were investigated. Localized longitudinal and flexural waves in a
rod interacting with a nonlinear elastic medium are considered in [18]. In [19], as a
result of an analysis of an axisymmetric wave process in a cylindrical Kirchhoff–Love
shell, it was shown that for the existence of exact solitary wave solutions and the
development of modulation instability, a soft type of nonlinearity of the external elastic
medium is required. A generalization of the Winkler model, taking into account the
reaction of the base in the longitudinal direction, was introduced in [20]. In the same
place, for longitudinal waves in a reinforced cylindrical shell, the generalized Shamel –
Ostrovsky equation is derived, and solitary wave, periodic and compact solutions are
constructed [21].

This article, devoted to the derivation and analysis of an equation that simulates the
axisymmetric propagation of longitudinal waves in a cylindrical shell interacting with
an external nonlinear elastic medium, is organized as follows. In the first section, a
nonlinear quasi-hyperbolic equation is derived from the equations of motion of an element
of the Kirchhoff–Love shell using the asymptotic method of multiscale expansions. A
multiparameter model of a nonlinear elastic medium is introduced, which generalizes
the classical models of Winkler, Pasternak, and Hetenyi. In the second section, we
briefly analyze important special cases of the derived equation. In conclusion, the results
obtained are discussed.

1. Derivation of a nonlinear quasi-hyperbolic equation

The initial object of research is the equations of motion of an element of an infinite
cylindrical Kirchhoff–Love shell [22], interacting with a nonlinear elastic medium. An
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axisymmetric case is considered, which ignores the dependence on the circumferential
coordinate:
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The coordinate axes 𝑂𝑥, 𝑂𝑦, and 𝑂𝑧 are directed respectively along the longitudinal axis
of the shell, along the circumference of its cross-section, and along its radius towards
the cross-section center. The motions of the shell’s middle surface along the axes 𝑂𝑥
and 𝑂𝑧 are designated as 𝑢 and 𝑤. The other designations shall be as follows: 𝑁𝑥

and 𝑀𝑥 are normal force and bending moment in the cross-section of the shell, 𝑁𝑦 is
normal force in the longitudinal section of the shell, 𝛾 is the specific gravity of the shell
material, 𝑅 and ℎ are the radii of curvature of the shell and thickness of its wall, 𝑔
is the gravitational acceleration; 𝑡 is time; 𝑓𝑤1, 𝑓𝑤2, 𝑓𝑤3 are coefficients characterizing
the resistance of the external medium during its normal deformation, 𝑓𝑢1 is coefficient
characterizing the resistance of the external medium during its shear deformation, 𝑔𝑝,
𝑔ℎ are the coefficients of the Pasternak and Hetenyi elastic foundation models, taking
into account, respectively, the shear and bending stiffnesses of the external medium
layer. Thus, a generalized six-parameter model of an external nonlinearly elastic medium
is introduced into consideration, which is reduced in particular cases to the models of
Winkler, Pasternak, and Hetenyi. On the right-hand sides of the system (1)–(2), there
are terms responsible for the influence of the external environment on the shell dynamics
and are absent in the case of the classical model.

Taking into account physical relations

𝑁𝑥 =
ℎ𝐸

1− 𝜇2
(𝜀𝑥 + 𝜇𝜀𝑦) , 𝑁𝑦 =

ℎ𝐸

1− 𝜇2
(𝜀𝑦 + 𝜇𝜀𝑥) , 𝑀𝑥 =

ℎ3𝐸

12 (1− 𝜇2)
𝑘𝑥, (3)

where 𝜀𝑥, 𝜀𝑦 are deformations along axes 𝑂𝑥 and 𝑂𝑦, 𝑘𝑥 is the parameter of curvature
change, 𝐸 and 𝜇 are Young’s modulus and Poisson’s ratio of the shell material,
together with the equations for the connection of deformations with displacements
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element in displacements:
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𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︂2

+
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜇

𝑅
𝑤

)︃
𝜕𝑤

𝜕𝑥

]︃
= −

(︀
𝑓𝑤1𝑤 + 𝑓𝑤2𝑤

2 + 𝑓𝑤3𝑤
3
)︀
. (5)

After the transition to dimensionless variables

𝑈 =
𝑢

𝐴
, 𝑊 =

𝑤

ℎ
, 𝑋 =

𝑥

𝑙
, 𝑇 =

√︃
𝐸𝑔

𝛾 (1− 𝜇2)

𝑡

𝑙
, (6)
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where scaling factors 𝐴 and 𝑙 play the role of the amplitude of longitudinal displacement
and the characteristic wavelength of the disturbance, respectively, in the system of

equations (4), (5) dimensionless combinations of parameters 𝐴
𝑙
,
√︁

ℎ𝑅
𝑙2

and ℎ
𝑅

are revealed,
which characterize the nonlinearity of the wave process, its dispersion and the thinness
of the shell. We will consider the case when the parameters of nonlinearity, dispersion,
and thinness are of the same order of smallness:

𝐴

𝑙
=

√︂
ℎ𝑅

𝑙2
=
ℎ

𝑅
= 𝜀≪ 1. (7)

Thus, we consider a thin-walled shell (ℎ ≪ 𝑅), in which long (𝑅 ≪ 𝑙) longitudinal
(ℎ ≪ 𝐴) waves of small amplitude (𝐴 ≪ 𝑅) propagate. Introducing dimensionless
parameters

𝐹𝑢1 =
𝑅

𝐸𝜇2𝜀3
𝑓𝑢1, 𝐺ℎ =

1

𝐸𝑅3
𝑔ℎ, 𝐺𝑝 =

1

𝐸𝑅𝜀
𝑔𝑝,

𝐹𝑤1 =
𝑅

𝐸𝜀2
𝑓𝑤1, 𝐹𝑤2 =

2𝜇𝑅2

𝐸𝜀
𝑓𝑤2, 𝐹𝑤3 =

3𝜇2𝑅3

𝐸
𝑓𝑤3,

(8)

we pass to the slow-time coordinate system 𝜉 = 𝑋 −𝐶0𝑇, 𝜏 = 𝜀𝑇 . Finally, in accordance
with the multiscale method, we represent the dependent variables as the sum of the main
part and the small correction

𝑈 (𝜉, 𝜏) = 𝑈0 (𝜉, 𝜏) + 𝜀𝑈1 (𝜉, 𝜏) , 𝑊 (𝜉, 𝜏) = 𝑊0 (𝜉, 𝜏) + 𝜀𝑊1 (𝜉, 𝜏) . (9)

Assuming that the new dependent variables (9), their derivatives with respect to 𝜉 and 𝜏 ,
as well as dimensionless parameters (8), are of the order of unity, we group the terms
in the equations in powers of the small parameter 𝜀. Equating to zero the terms in the
leading order, we obtain the system of linear equations(︀

1− 𝐶2
0

)︀ 𝜕2𝑈0

𝜕𝜉2
− 𝜇𝜕𝑊0

𝜕𝜉
= 0, (10)

−𝜇𝜕𝑈0

𝜕𝜉
+𝑊0 = 0, (11)

the compatibility of which requires the fulfillment of equality 𝑊0 = 𝜇𝜕𝑈0

𝜕𝜉
, which

establishes the relationship between longitudinal and transverse displacements in the
linear approximation, and also condition 𝐶0 =

√︀
1− 𝜇2, from which it follows that the

perturbation propagates along the shell with a rod velocity [23].
In the next order in 𝜀, we have the system of equations

𝜕𝑊1

𝜕𝜉
− 𝜇𝜕

2𝑈1

𝜕𝜉2
=

2
√︀

1− 𝜇2

𝜇

𝜕2𝑈0

𝜕𝜉𝜕𝜏
− 𝜇

(︀
1− 𝜇2

)︀
𝐹𝑢1𝑈0, (12)

𝑊1 − 𝜇
𝜕𝑈1

𝜕𝜉
= −𝜇

(︀
1− 𝜇2

)︀
×

×

(︃
𝐺ℎ

𝜕5𝑈0

𝜕𝜉5
− (𝐺𝑝 − 1)

𝜕3𝑈0

𝜕𝜉3
+ 𝐹𝑤1

𝜕𝑈0

𝜕𝜉
+

1

2
𝐹𝑤2

(︂
𝜕𝑈0

𝜕𝜉

)︂2

+
1

3
𝐹𝑤3

(︂
𝜕𝑈0

𝜕𝜉

)︂3
)︃
. (13)

Eliminating variables 𝑊1 and 𝑈1 from system (12), (13), we obtain

2

𝜇2
√︀

1− 𝜇2

𝜕2𝑈0

𝜕𝜉𝜕𝜏
+𝐺ℎ

𝜕6𝑈0

𝜕𝜉6
− (𝐺𝑝 − 1)

𝜕4𝑈0

𝜕𝜉4
+
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+

(︃
𝐹𝑤1 + 𝐹𝑤2

𝜕𝑈0

𝜕𝜉
+ 𝐹𝑤3

(︂
𝜕𝑈0

𝜕𝜉

)︂2
)︃
𝜕2𝑈0

𝜕𝜉2
− 𝐹𝑢1 𝑈0 = 0. (14)

The derived equation (14) is a sixth-order nonlinear quasi-hyperbolic equation, containing,
in addition to the traditional gradient-type terms, the term with the component of the
desired displacement field, which characterizes the resistance of the external medium
during its shear deformation. For the first time, such an additional term appeared in
the already classic article by L. A. Ostrovsky [24] devoted to the study of nonlinear
waves in a rotating ocean. The presence of this term, which introduces additional low-
frequency dispersion into the model, significantly complicates the analytical structure
of the equation and does not allow obtaining exact solitary wave and periodic solutions.
The derived non-integrable equation (14) can be called the sixth order generalized
Boussinesq –Ostrovsky equation.

2. Special cases of equation (14)
1. The classical model of Winkler’s linear elastic medium. In this case 𝐹𝑢1 = 𝐹𝑤2 =

= 𝐹𝑤3 = 𝐺ℎ = 𝐺𝑝 = 0, and equation (14) becomes linear. This means that when studying
longitudinal waves in shells, the geometric nonlinearity of the classical Kirchhoff–Love
model does not affect the wave process. This conclusion is valid on a time interval of the
order of 1/𝜀.

2. Nonlinear-elastic Winkler –Pasternak –Hetenyi foundation (𝐹𝑢1 = 0). Equation
(14) in this case contains three dispersion terms: to the traditional dispersion caused by
the inertia of normal displacement, two additional ones are added, due to the reaction
of the elastic foundation to shear and bending. With respect to the component of the
longitudinal deformation 𝜕𝑈0

𝜕𝜉
equation (14) takes the form of the modified Kawahara

equation ((14) without the last term), which has classes of exact periodic and solitary-
wave solutions [25]. Here the problem of their physical realizability becomes the most
important. In [26] it is rightly noted that “... many equations have solutions that are
unsuitable from the point of view of common sense. For example, taking into account
the higher-order dispersion leads to the fact that the group velocity of small-scale
perturbations becomes greater than the phase velocity, while in the original equations
the group velocity is always less than the phase velocity. In addition, such equations
often have additional solutions that do not correspond to the known data on waves in the
framework of equations complete in nonlinearity.”

3. The bending stiffness of the external medium layer is not taken into account
(𝐺ℎ = 0). The higher-order dispersion disappears in equation (14). The result is a
combination of the classical and modified Ostrovsky equations — the so-called Gardner –
Ostrovsky equation

𝜕

𝜕𝜉

(︃
2

𝜇2
√︀

1− 𝜇2

𝜕𝑈0

𝜕𝜏
+ (1−𝐺𝑝)

𝜕3𝑈0

𝜕𝜉3
+ 𝐹𝑤1

𝜕𝑈0

𝜕𝜉
+
𝐹𝑤2

2

(︂
𝜕𝑈0

𝜕𝜉

)︂2

+
𝐹𝑤3

3

(︂
𝜕𝑈0

𝜕𝜉

)︂3
)︃

=

= 𝐹𝑢1𝑈0. (15)

Recently, there has been a significant increase in interest in the study of its exact and
approximate solutions [27]. In this case, the external medium can be called the nonlinear
elastic Pasternak medium, which, in contrast to the Winkler medium, allows one to
reveal a new property of equation (14). The high-frequency dispersion coefficient can
be positive, negative, or even zero, depending on the value of the coefficient 𝐺𝑝. In the
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“dispersionless” case, the reduced Ostrovsky equation

𝜕

𝜕𝜉

(︃
2

𝜇2
√︀
1− 𝜇2

𝜕𝑈0

𝜕𝜏
+ 𝐹𝑤1

𝜕𝑈0

𝜕𝜉
+
𝐹𝑤2

2

(︂
𝜕𝑈0

𝜕𝜉

)︂2

+
𝐹𝑤3

3

(︂
𝜕𝑈0

𝜕𝜉

)︂3
)︃

= 𝐹𝑢1𝑈0 (16)

is obtained, which has integrable reductions and exact localized solutions [28,29]. The
possibility of ”controlling” the sign of the high-frequency dispersion makes it possible to
use the ”antisoliton theorem” [30] and to identify regimes that allow stable propagation
of soliton-like perturbations.

3. Discussion and conclusions

When studying the propagation of axisymmetric longitudinal waves in elastic thin
shells on the basis of the geometrically nonlinear Kirchhoff–Love model, it is not possible
to analytically describe deformation solitons. In other words, asymptotic integration of
the equations of motion of a shell element does not allow one to obtain an equation of
the Korteweg – de Vries type for the longitudinal deformation component. This is due to
the absence in the equations of motion of terms with quadratic (so-called hydrodynamic)
nonlinearity such as 𝑈2

𝑥 and 𝑈𝑥𝑈𝑥𝑥. It is obvious that the use of geometrically nonlinear
equations of the classical model of the Timoshenko type for the analysis of longitudinal
waves leads to similar results. Consequently, an equation containing the necessary
nonlinear terms can only be obtained using nonclassical shell theories based on refined
models. In this article, nonlinearity, which compensates for dispersion and contributes
to the formation of soliton-like longitudinal waves, is introduced on the basis of a
generalized model of a nonlinear elastic foundation. Taking into account the fact that
in shells, in contrast to plates and rods, longitudinal and normal displacements are
connected already in the linear approximation, both equations of motion (1)–(2) contain
terms that characterize the resistance of the external medium. The introduced model
in particular cases is reduced to the linear and nonlinear models of Winkler, Pasternak,
and Hetenyi. The use of the Pasternak model makes it possible to control the sign in
front of high-frequency dispersion and to reveal the conditions for the propagation of
solitary waves. In this case, a dispersionless state becomes possible, when the dispersion
due to the inertia of normal displacement is compensated by the dispersion generated
by the reaction of the nonlinear elastic foundation to shear. A brief analysis of special
cases of the generalized Boussinesq –Ostrovsky equation (14) showed that the choice
of a nonlinear elastic foundation model has a significant effect on the resulting wave
pattern, and the problem of physical realizability of the corresponding exact solutions
comes to the fore.
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Аннотация. Ориентируемые континуумы играют важную роль в микрополярной теории
упругости, все реализации которой возможны только в рамках псевдотензорного формализма
и представления об ориентируемом многообразии. Особенно это касается теории микро-
полярных гемитропных упругих сред. В настоящей статье используется псевдотензорное
описание, а не формализм Картана. В литературе неизвестна псевдотензорная формулировка
теоремы Стокса. Рассматриваются различные формулировки интегральной теоремы Стокса
для асимметричного ковариантного псевдотензорного поля, заданного веса и валентности.
Тем самым достигается распространение известной интегральной формулы Стокса на случай
псевдотензоров. Последнее обстоятельство позволяет использовать указанное обобщение для
микрополярных континуумов. Исследование существенно опирается на класс специальных
координатных систем. Обсуждается процедура согласования ориентаций реперов внутри и на
границе многообразия для различных формулировок интегральной теоремы Стокса.
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Preliminary remarks

An orientable manifold [1–3] naturally appears in micropolar elasticity. In continuum
mechanics, it is usually required that the continuum be immersed in an external
“plane” space. This is of crucial importance for modeling the mechanical behaviour of
materials with microstructure, micropolar media [4], and industrial processes of additive
manufacturing [5, 6]. Special attention should be paid to the orientations consistency
of elementary cell repers frames taken inside the continuum and on its boundary. It is
also true for integral theorems and balance laws of non-linear continuum mechanics.
The tensor elementary volume measurements lead to the employment of pseudotensor
calculus and the fundamental concept of orientable manifolds [1–3,7].

Throughout the paper, we are going to follow the terminology and notions related to
multidimensional geometry presented in [3]. The requisite notations and equations for
the tensor elementary volume and area can be found in monographs [1, see Appendix on
Invariants by J. L. Ericksen] and [3]. Applying pseudotensor algebra to the problems of
mechanics of growing solids and micropolar elasticity are discussed in the studies [5–10].

In the present paper, the problems of orientations consistency (situated inside and
on the boundary) for a micropolar continuum immersed in an external plane space of a
given dimension 𝑁 are discussed.
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After the Preliminary remarks in Sec. 1, the definitions of fundamental orienting
pseudoscalar, covariant derivative, 𝑀 -manifold, 𝑀 -cell, and tensor elementary volume
are recalled for 𝑁 -dimensional space. The covariant differentiation of an arbitrary relative
tensor is considered. Based on the concept of an 𝑀 -cell tensor elementary volume (area),
an algorithm for comparing and spatial orientations consistency of 𝑀 -cells is described.
Processes of continuous transfer of directions associated with an 𝑀 -cell along a given
path are considered.

Then, in Sec. 2 generalized pseudotensor formulations of Stokes’ integral theorem
are refined due to the class of special coordinate nets geometrically constrained by the

equation 𝑒2 =
[2]

1 1.
Finally, in Sec. 3 the orientations consistency procedure for Stokes’ integral theorem

formulations in the case of a 2-manifold is considered and discussed. The preferable
bypasses of boundary contours associated with boundary 1-cell direction for different
formulations of Stokes’ integral theorem are discriminated and discussed.

As a whole, the present paper should be considered as a contemporary framework for
problems of Stokes’ integral theorem formulations for tensors and pseudotensors fields
that is important for non-linear continuum mechanics.

1. Orientation of M-manifold. Pseudotensors of integer weights.
Tensor and pseudotensor elementary volume

In this study we shall not recall the definitions and properties of pseudotensors. A
detailed discussion of pseudotensor algebra and analysis can be found in the tensor
analysis textbooks [2, 3] and in the papers [5–10]. Hereafter, the weight of a relative
tensor (pseudotensor) is embraced by square brackets situated above the root symbol.
The zero weight of absolute tensors will not be noted.

Consider an 𝑁 -dimensional Euclidean “plane” space supplied by a curvilinear coordinate
net 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁), local covariant basis 𝚤

1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑁
and the metric tensor 𝑔𝑖𝑗. A

manifold (surface) of mathematical dimension 𝑀 (𝑀 6 𝑁) immersed in external space
is called an 𝑀 -manifold. Consider two repers with different corner points 𝑥𝑘 and 𝑥𝑘 and
endpoints 𝑥𝑘 + 𝑑

c
𝑥𝑘 and 𝑥𝑘 + 𝑑

c
𝑥𝑘 (c = 1, 2, . . . ,𝑀). Then the external coordinates of the

first and the second reper vectors are 𝑑
c
𝑥𝑘 and 𝑑

c
𝑥𝑘 respectively.

Orientable manifolds are of crucial importance for the micropolar theories of
continuum mechanics [4]. It is then clear that the reper orientation at a micropolar solid
point is determined by an enumeration of directions. The reper orientation is changed
after a permutation of two numbers of reper directions, i.e., the right-handed frame
becomes left-handed. In continuum mechanics, the orientation of the coordinate frame is
conveniently determined by the sign of fundamental orienting pseudoscalar 𝑒 [5,8]. In
three-dimensional space, 𝑒 can be defined by the triple product of the covariant basis
vectors

𝑒 =
[+1]
𝑒 = (𝚤

1
× 𝚤

2
) · 𝚤

3
. (1)

Evidently, the orienting pseudoscalar (1) apart of the sign is the parallelepiped volume
constituted by the vectors 𝚤

a
. It is easy to show that

𝑒2 = 𝑔, 𝑔 = det(𝑔𝑖𝑗). (2)

1The terminology and notations worked out in [7,9,10] are employed throughout the paper.
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It is clear that 𝑒 >
[+1]

0 for a right-handed coordinate net, and 𝑒 <
[+1]

0 for a left-handed
coordinate net.

Note that the fundamental orienting pseudoscalar allows us to transform a pseudotensor
of a given weight 𝑊 and valency into an absolute tensor following the rule

T = 𝑒−𝑊
[𝑊 ]

T . (3)

By comparing weights on the left and right sides in (3), we conclude that T is an
absolute tensor. In what follows, for fundamental symbols such as 𝑒, the indication of
their weights is usually omitted.

The covariant derivative of a pseudotensor 𝑇 𝑙𝑚···𝑛
𝑖𝑗···𝑘 of a given weight 𝑊 is defined

similarly to the corresponding operation for absolute tensors [2,3,8]:

∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
𝑖𝑗...𝑘 = 𝜕𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
𝑖𝑗...𝑘 +

[𝑊 ]

𝑇 𝑠𝑚...𝑛
𝑖𝑗...𝑘 Γ𝑙

𝑠𝑝 + · · ·+
[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑠
𝑖𝑗...𝑘 Γ

𝑠
𝑖𝑝−

−Γ𝑙
𝑠𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
𝑠𝑗...𝑘 − · · · − Γ𝑙

𝑠𝑝

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
𝑖𝑗...𝑠 −𝑊

[𝑊 ]

𝑇 𝑙𝑚...𝑛
𝑖𝑗...𝑘 Γ𝑠

𝑠𝑝.

In particular, for a pseudoscalar, the covariant derivative takes the form

∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 = 𝜕𝑝
[𝑊 ]

𝑇 −𝑊
[𝑊 ]

𝑇 Γ𝑠
𝑠𝑝, (4)

wherein

Γ𝑠
𝑠𝑝 =

𝜕𝑝𝑒

𝑒
.

Taking account of the Christoffel symbol properties and equation (2), we obtain an
expression for the covariant derivative (4) as follows

∇𝑝

[𝑊 ]

𝑇 = 𝜕𝑝
[𝑊 ]

𝑇 − 𝑒−1𝑊
[𝑊 ]

𝑇 𝜕𝑝𝑒.

Let the differentiable 𝑀 -manifold be parameterized by Gaussian (intrinsic) coordinates
𝑢𝛼 (𝛼 = 1, 2, . . . ,𝑀):

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑀) (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁). (5)

In equation (5) 𝑥𝑘 are the external coordinates for the 𝑀 -manifold and 𝑢𝛼 are the
intrinsic ones.

Let us divide the 𝑀 -manifold into a system of 𝑀 -cells. Each 𝑀 -cell is defined by a
corner reper characterized by a corner point (with external coordinates 𝑥𝑘 and intrinsic
coordinates 𝑢𝛼) and endpoints of the reper with intrinsic coordinates

𝑢𝛼 + 𝑑
c
𝑢𝛼 (𝛼 = 1, 2, . . . ,𝑀)

or external coordinates
𝑥𝑘 + 𝑑

c
𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁),

where the “fraktur” index c enumerates the reper directions (c = 1, 2, . . . ,𝑀). From
the external (spatial) point of view, the reper directions are given by the absolute
contravariant vectors

𝑑
1
𝑥𝑘, 𝑑

2
𝑥𝑘, . . . , 𝑑

𝑀
𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁).
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We proceed to define the operation of continuous transfer of the 𝑀 -cell reper along
the path Π from the point 𝑥𝑘 to the point 𝑥𝑘 (Fig. 1). Consider a piecewise smooth
path Π on the 𝑀 -manifold linked two points 𝑥𝑘 and 𝑥𝑘. There always exists a linear
transformation from one reper to another, acting according to the well-known formula

𝑑𝑥
c

𝑘 = 𝑃 a·
·c 𝑑

a
𝑥𝑘, (6)

where 𝑃 a·
·c is the transfer matrix.

𝑥𝑘 + 𝑑
1
𝑥𝑘

𝑥𝑘

1

𝑥𝑘 + 𝑑
2
𝑥𝑘

2

𝑥𝑘 + 𝑑
𝑀
𝑥𝑘

𝑀

𝑥𝑘 + 𝑑
1
𝑥𝑘

𝑥𝑘
1

𝑥𝑘 + 𝑑
2
𝑥𝑘

2

𝑥𝑘 + 𝑑
𝑀
𝑥𝑘

𝑀
Π

𝑃 a·
·c

Fig. 1. Directions associated with 𝑀 -cells. The comparison of orientations is due to continuous
transfer along the path Π

The transfer is continuously deforming the reper from the starting point to the
endpoint so that the reper directions remain linearly independent. It is assumed that
the reper does not degenerate during the transfer process, i.e. the skew product of
the reper vectors is never equal to zero along the path Π. The initial and final repers
orientations can be then compared: if the orientation of the final reper is the same,
i.e. the determinant of the transfer matrix in (6) is positive, then they are treated as
co-oriented. If it is true for each pair of repers on 𝑀 -manifold then the manifold is called
orientable or two-sided. Contrariwise, if there exists a pair of differently oriented repers
then such a 𝑀 -manifold is called a non-orientable or one-sided one.

The tensor elementary volume of the 𝑀 -cell is defined by

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =𝑀 !𝑑
1
𝑥[𝑖1𝑑

2
𝑥𝑖2 · · · 𝑑

𝑀
𝑥𝑖𝑀 ]. (7)

Here the square brackets denote index alternation.
By considering the following formula for the differentials of external coordinates

along with the reper directions of the 𝑀 -cell

𝑑
b
𝑥𝑘 = (𝜕𝛼𝑥

𝑘)𝑑
b
𝑢𝛼,

equation (7) reads (see [3, pp. 256–257])

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝜖𝛼1𝛼2...𝛼𝑀𝜕𝛼1𝑥
𝑖1𝜕𝛼2𝑥

𝑖2 · · · 𝜕𝛼𝑀
𝑥𝑖𝑀det(𝑑

b
𝑢𝛾). (8)

The factor before the determinant in (8) is called an intrinsic elementary volume of the
𝑀 -cell. Using the concept of the intrinsic volume of the 𝑀 -cell, one can propose an
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algorithm that orients 𝑀 -manifold (for details see [3]) if it is possible at all in the sense
discussed above.

If elementary 𝑀 -cells are divided by the coordinate surfaces 𝑢𝛼 = 𝑐𝛼, then for the
case 𝑀 = 𝑁 we obtain

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 =
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁𝜖𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 ,

where
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 is the natural elementary volume being a pseudoscalar of weight −1 and
defined as follows

[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 = det(𝜕𝛼𝑥
𝑘)𝑑𝑢1𝑑𝑢2 · · · 𝑑𝑢𝑁 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝑁 .

2. A generalized pseudotensor formulation of Stokes’ integral
theorem

The integral transformation theorems play an important role in continuum mechanics
and thermomechanics while formulating conservation laws. For a differentiable asymmetric
covariant field 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1

one can formulate Stokes’ integral theorem in the form [3,
p. 269] ∫︁

𝜕𝑖𝑀𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =

∮︁
𝜕

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 , (9)

where 𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 is the tensor elementary volume of 𝑀 -manifold calculated due to the
intrinsic parameterization 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑀 whereas 𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 is the tensor elementary
volume of the boundary of 𝑀 -manifold calculated by an intrinsic parameterizatioñ︀𝑢1, ̃︀𝑢2, . . . , ̃︀𝑢𝑀−1. The operation with formula (9) implies the orientations consistency
inside 𝑀 -manifold and on the boundary. At this aim, we introduce a non-degenerated
vector field 𝑠𝑘 on the boundary directed outward with respect to the 𝑀 -manifold. Arrange
the parameterizations 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑀 and ̃︀𝑢1, ̃︀𝑢2, . . . , ̃︀𝑢𝑀−1 so that the corresponding
systems of vectors 𝜕1𝑥𝑘, 𝜕2𝑥𝑘, . . . , 𝜕𝑀𝑥𝑘 (𝜕𝑖 = 𝜕/𝜕𝑢𝑖) and ̃︀𝜕1𝑥𝑘, ̃︀𝜕2𝑥𝑘, . . . , ̃︀𝜕𝑀−1𝑥

𝑘, 𝑠𝑘

(̃︀𝜕𝑖 = 𝜕/𝜕̃︀𝑢𝑖) are co-oriented in the sense described in Sec. 1.
In previous studies [1,2] Stokes’ integral theorem is formulated as [2, p. 103]∫︁

𝜕𝑖1𝐴𝑖2𝑖3...𝑖𝑀𝑑𝜏
𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =

∮︁
𝜕

𝐴𝑖2𝑖3...𝑖𝑀𝑑𝜏
𝑖2𝑖3...𝑖𝑀 . (10)

Once again, arrange the parametrizations inside the 𝑀 -manifold and on the boundary. In
this case, the orientations consistency procedure differs from the one mentioned above
by the order of vectors on the boundary of 𝑀 -manifold. In such a case the vector 𝑠𝑘

should be placed in the first position.
Note that the Stokes’ theorem formulations (9) and (10) imply that the field 𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1

may not have a tensor nature.
Stokes’ theorem (9) remains valid for a pseudotensor field of a given integer weight 𝑊∫︁

𝜕𝑖𝑀
[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =

∮︁
𝜕

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 . (11)
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Invariant integral extended to an orientable 𝑀 -manifold for a covariant pseudotensor

field
[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
of weight 𝑊 can be furnished as∫︁

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 𝑒
−𝑊𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 . (12)

Here we emphasize that the integral (12) is an absolute invariant.
In such a case Stokes’ integral theorem (9) can be reformulated as follows∫︁

𝜕𝑖𝑀

(︁[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑒−𝑊

)︁
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =

∮︁
𝜕

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑒−𝑊𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 , (13)

where the absolute tensor field is enclosed in parentheses.
It is obvious that the integrand in (13) can be transformed according to

𝜕𝑖𝑀

(︁
𝑒−𝑊

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1

)︁
= −𝑊𝑒−𝑊 𝜕𝑖𝑀 𝑒

𝑒

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
+ 𝑒−𝑊𝜕𝑖𝑀

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
. (14)

Substituting (14) into (13) we come to

−
∫︁
𝑊𝑒−𝑊 𝜕𝑖𝑀 𝑒

𝑒

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 +

∫︁
𝑒−𝑊𝜕𝑖𝑀

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =

=

∮︁
𝜕

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑒−𝑊𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 . (15)

On the other hand by virtue of

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝑑𝜏 [𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 ]

the integrand in (13) is transformed into

𝜕𝑖𝑀

(︁[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑒−𝑊

)︁
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝜕[𝑖𝑀

(︁[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1]𝑒
−𝑊
)︁
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =

= ∇[𝑖𝑀

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1]

𝑒𝑊
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 . (16)

Taking account of covariant constancy of integer powers of the fundamental orienting
pseudoscalar, i.e.

∇𝑖𝑒
𝑚 =

[𝑚]

0 (𝑚 = 0,±1,±2, · · · ),
equation (16) reads

∇[𝑖𝑀

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1]

𝑒𝑊
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝑒−𝑊∇[𝑖𝑀

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1]𝑑𝜏
𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 .

Finally, Stokes’ integral theorem (13) is rewritten as∫︁
𝑒−𝑊∇[𝑖𝑀

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1]𝑑𝜏
𝑖1𝑖2...𝑖𝑀𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =

∮︁
𝜕

𝑒−𝑊
[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1 , (17)

which once more confirms the validity of the formulation (11).
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By comparing the formulations of Stokes’ theorem (15) and (17) we conclude that∫︁
𝑒−𝑊 𝜕𝑖𝑀 𝑒

𝑒

[𝑊 ]

𝐴𝑖1𝑖2...𝑖𝑀−1
𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 0. (18)

It is then seen that equation (18) is satisfied by

𝜕𝑖𝑒 =
[+1]

0 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁). (19)

The introduced equation (19) can be interpreted, following the paper [10] by a choice
of special coordinate systems constrained by the condition

𝑒 = ±
[+1]

1 . (20)

The equation (20) can be used for simplification of governing equations in mechanics of
hemitropic micropolar continuum when the constitutive tensors are sensitive to space

orientations. Note that if 𝑒 = −
[+1]

1 then there is an ambiguity in the calculation of the
non-integer degrees 𝑒−𝑊 .2 The latter fact means that pseudotensors cannot have rational
weights.

Note that the constraint
√
𝑔 =

[+1]

1 following from (20) is often used not only in
astronomy and the theory of relativity [11] but also in the mechanics of solids [12].

In the monograph [11, p. 135–142], the equation
√
𝑔 =

[+1]

1 is used for the gravity
equation derivation in 4-space-time, which greatly simplifies the field theory equations.

In the monograph [12] the equation
√
𝑔 =

[+1]

1 is systematically used while separating
isostatic coordinates in the three-dimensional differential equations of the conventional
mathematical theory of plasticity.

3. Different Stockes’ integral theorem formulations
for a two-dimensional manifold

Consider the orientations consistency procedure developed for Stokes’ integral theorem
formulation (9) in the case of a given 2-manifold. In the two-dimensional case, a 2-cell
reper consists of the two enumerated vectors 1 and 2 as shown in Fig. 2. Let us transfer
a continuously deforming reper from an interior point of the manifold to another point on
the boundary contour, so that the reper directions remain linearly independent during the
transfer. Let s be a vector directed outward relative to the 2-manifold and co-oriented to
the vector 2 (see Fig. 2). Thus, there are two possible cases. Vector 1 defined by the
1-cell boundary reper can have two different directions corresponding to two ways of a
2-manifold boundary contour bypassing. In the first case (as can be seen from Fig. 2, a),
the repers orientations 1, 2 and 1, 2 are consistent as one is obtained from another by
in-plane rotation. Since it can also be seen from Fig. 2, a, the boundary contour should
be bypassed in the clockwise sense. In the second case, as it can be elucidated in Fig. 2,
b, the repers 1, 2 and 1, 2 have opposite orientations in virtue of one is obtained from
another by mirroring the vector 1 into 1. Apparently, the boundary contour is bypassed

2For example, if 𝑒 = −
[+1]

1 and 𝑊 =
1

2
, then 𝑒𝑊 =

[+1/2]

𝑖 , which is impossible within the framework of

real analysis.
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in the counterclockwise sense. Note that in Stokes’ integral theorem formulation (9),
we should accept the orientations consistency as shown in Fig. 2, a, i.e. the boundary
contour should be bypassed in the clockwise sense.

1

2 =
s

1

2

a

1

2 =
s

1

2

b

Fig. 2. Orientations consistency rules for tensor elementary volume in the case of 2-manifold
according to the monograph [3]: a is the contour bypassing in the clockwise sense; b is the

contour bypassing in the counterclockwise sense

The Stokes’ integral theorem formulation (10) corresponds to orientations shown in
Fig. 3. The vector field s is chosen co-oriented to the vector 1, and the vector defined by
a 1-cell boundary reper is denoted by 2. Once again, there are two possible orientations
of vector 2. In the first case (as it can be seen from Fig. 3, a), the repers orientations 1,
2 and 1, 2 are opposite because one is obtained from another by mirroring the vector 2

2

1 =
s

1

2

a

2

1 =
s

1

2

b

Fig. 3. Orientations consistency rules for tensor elementary volume in the case of 2-manifold
according to the monographs [1,2]: a is the contour bypassing in the clockwise sense; b is the

contour bypassing in the counterclockwise sense
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into 2. In this case (as it can be also elucidated from Fig. 3, a) the boundary contour
should be bypassed in the clockwise sense. In the second case, the reper 1, 2 can be
obtained from the reper 1, 2 by in-plane rotation, so that they are co-oriented. As follows
from Fig. 3, b, the boundary contour should be bypassed in the counterclockwise sense.

Note that, for example, in complex analysis, the positive direction of a loop is bypassed
in the counterclockwise sense. Therefore, the formulation of Stokes’ integral theorem in
the form (10) is much more preferable in this case.

Conclusions

The present study is devoted to Stokes’ integral theorem formulations for an
asymmetric covariant pseudotensor field of a given weight and valency:

– the notions of orientable manifold and continuum playing an important role in
micropolar elasticity have been discussed. In particular, this concerns the hemitropic
micropolar elasticity;

– the fundamental tensors characterizing the metric and orientational properties of
𝑁 -dimensional space have been introduced. The notion of the fundamental orienting
pseudoscalar and its covariant constancy has been discussed;

– the rule providing a scheme of reducing pseudotensors to absolute ones has been
given;

– the concepts of tensor and pseudotensor elementary volume (area) of 𝑀 -cell have
been revisited;

– the generalized pseudotensor formulations of Stokes’ integral theorem have been

refined for the class of special coordinate nets constrained by the equation 𝑒2 =
[2]

1 ;
– a procedure of elementary cells orientations consistency for Stokes’ integral theorem

formulations in the case of a 2-manifold has been considered and discussed. The
preferable bypasses of boundary contours associated with boundary 1-cell direction
for different formulations of Stokes’ integral theorem have been discriminated and
discussed.
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Аннотация. В статье рассматривается задача оптимизации с ограничениями на форму для
построения монотонной регрессии, которая в последние годы привлекает большое внима-
ние исследователей. В статье представлены результаты построения нелинейной регрессии с
3-монотонными ограничениями. Монотонная регрессия высоких порядков может применяться
во многих областях, включая непараметрическую математическую статистику и сглаживание
эмпирических данных. Предлагается итерационный алгоритм для построения разреженной
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Introduction
Let 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)

𝑇 ∈ R𝑛 be the vector of a given function values taken at some
points 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝑇 ∈ R𝑛, 𝑛 ∈ N. Denote Δ𝑖 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 − 1. Then
the 𝑘-th order finite difference operator Δ𝑘 (for 𝑘 > 1) is defined recursively as follows:

Δ𝑘𝑧𝑖 =
1

𝑘−1∑︀
𝑗=0

Δ𝑖+𝑗

(︀
Δ𝑘−1𝑧𝑖+1 −Δ𝑘−1𝑧𝑖

)︀
,

where Δ0𝑧𝑖 = 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
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We will call the vector 𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑛)
𝑇 ∈ R𝑛 as 𝑘-monotone with respect to

𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑇 , if Δ𝑘𝑧𝑖 > 0 for all 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 𝑘.

The shape-constrained problems in statistics (the task of finding the best fitting
monotone regression is one of them) have attracted much attention in recent decades [1,2].
The most studied has been the problem of constructing monotone (or isotonic) regression,
i.e. the task of finding the best fitted non-decreasing vector to a given vector. One can
find a detailed review of isotonic regression in the work of Robertson and Dykstra [3,4].

𝑘-monotone regression is the extension of monotone regression to the general
case of 𝑘-monotonicity. Both isotonic and 𝑘-monotone regression may be applied in
many fields, including non-parametric mathematical statistics [1, 5], the empirical
data smoothing [6–8], the shape-preserving dynamic programming [9], and the shape-
preserving approximation [10,11]. Moreover, 𝑘-monotone sequences and vectors are also
used in solving various mathematical problems [12–15].

In this paper, we will use the idea of a dual active-set algorithm that proposes and
analyzes regularized monotonic regression in the paper [2]. It should be noted that some
algorithms for constructing 𝑘-monotone regressions were considered in papers [16,17].

Denote Δ𝑛
3 the set of all vectors from R𝑛, which are 3-monotone. The task of

constructing 3-monotone regression is to obtain a vector 𝑧 ∈ R𝑛 with the lowest square
error of approximation to the given vector 𝑦 ∈ R𝑛 (not necessarily 3-monotone) under
condition 𝑧 ∈ Δ𝑛

3 :

(𝑧 − 𝑦)𝑇 (𝑧 − 𝑦) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑧𝑖 − 𝑦𝑖)2 → min
𝑧∈Δ𝑛

3 (𝑥)
. (1)

In this paper we propose a dual active-set algorithm for constructing 3-monotone
regression and prove that the algorithm has polynomial complexity and obtains the
optimal solution.

1. Preliminary analysis

The problem (1) can be rewritten in the form of a convex programming problem with
linear constraints:

𝐹 (𝑧) =
1

2
𝑧𝑇 𝑧 − 𝑦𝑇 𝑧 → min, (2)

where the minimum is taken over all 𝑧 ∈ R𝑛 such that

𝑔𝑖(𝑧) := −

(︃
Δ𝑖+1Δ𝑖(Δ𝑖+1 +Δ𝑖)𝑧𝑖+3 −Δ𝑖(Δ𝑖+2 +Δ𝑖+1)

(︃
𝑖+2∑︁
𝑗=𝑖

Δ𝑗

)︃
𝑧𝑖+2+

+Δ𝑖+2(Δ𝑖+1 +Δ𝑖)

(︃
𝑖+2∑︁
𝑗=𝑖

Δ𝑗

)︃
𝑧𝑖+1 −Δ𝑖+2Δ𝑖+1(Δ𝑖+2 +Δ𝑖+1)𝑧𝑖

)︃
6 0, (3)

for 1 6 𝑖 6 𝑛− 3. Problem (2)–(3) is a quadratic programming problem and is strictly
convex, therefore there is a unique solution for it.

Let 𝑧 be the global solution of the problem (2)–(3), then there is Lagrange multiplier
𝜇 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛−3)

𝑇 ∈ R𝑛−3 such that

∇𝐹 (𝑧) +
𝑛−3∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖∇𝑔𝑖(𝑧) = 0, (4)
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𝑔𝑖(𝑧) 6 0, 1 6 𝑖 6 𝑛− 3, (5)

𝜇𝑖 > 0, 1 6 𝑖 6 𝑛− 3, (6)

𝜇𝑖𝑔𝑖(𝑧) = 0, 1 6 𝑖 6 𝑛− 3, (7)

where ∇𝑔𝑖 is the gradient of the function 𝑔𝑖.
The equations (4)–(7) are the Karush –Kuhn–Tucker conditions. From (4) it follows

that

𝜕

𝜕𝑧𝑗

[︃
1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑧𝑖 − 𝑦𝑖)2 +
𝑛−3∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖

(︁
−Δ𝑖+1Δ𝑖(Δ𝑖+1 +Δ𝑖)𝑧𝑖+3+

+Δ𝑖(Δ𝑖+2 +Δ𝑖+1)

(︃
𝑖+2∑︁
𝑗=𝑖

Δ𝑗

)︃
𝑧𝑖+2 −Δ𝑖+2(Δ𝑖+1 +Δ𝑖)

(︃
𝑖+2∑︁
𝑗=𝑖

Δ𝑗

)︃
𝑧𝑖+1+

+Δ𝑖+2Δ𝑖+1(Δ𝑖+2 +Δ𝑖+1)𝑧𝑖

)︁]︃
= 0, 1 6 𝑗 6 𝑛− 3.

2. A dual active-set algorithm for 3-monotone regression

In this subsection, a dual active-set algorithm is proposed. It will be shown that it
possesses the following useful properties:

– the number of operations required to complete the algorithm for a given input
𝑦 from R𝑛 is 𝑂(𝑛𝑘) for some non-negative integer 𝑘, i.e. it has the polynomial
complexity;

– the solution is optimal (the Karush –Kuhn–Tucker conditions are fulfilled).
The proposed algorithm uses as so-called active set. The active set 𝑆 consists of

blocks of the form [𝑙, 𝑟 − 3] ⊂ [1, 𝑛− 3], such that [𝑙, 𝑟 − 3] ⊂ 𝑆, 𝑙 − 1 ̸∈ 𝑆, 𝑟 − 2 ̸∈ 𝑆, and

𝑆 = [𝑙1, 𝑟1] ∪ [𝑙2, 𝑟2] ∪ · · · ∪ [𝑙𝑚−1, 𝑟𝑚−1] ∪ [𝑙𝑚, 𝑟𝑚],

where 𝑙1 > 1, 𝑟𝑚 6 𝑛− 3, and 𝑚 is the number of blocks. If 𝑟𝑖 = 𝑙𝑖 then the 𝑖-th block
consists of only one point.

At each iteration of the algorithm, the active set 𝑆 ⊂ [1, 𝑛 − 3] is chosen and the
corresponding optimization problem is solved

1

2

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑧𝑖 − 𝑦𝑖)2 → min, (8)

where the minimum is taken over all 𝑧 ∈ R𝑛 satisfying

Δ𝑖+1Δ𝑖(Δ𝑖+1 +Δ𝑖)𝑧𝑖+3 −Δ𝑖(Δ𝑖+2 +Δ𝑖+1)

(︃
𝑖+2∑︁
𝑗=𝑖

Δ𝑗

)︃
𝑧𝑖+2+

+Δ𝑖+2(Δ𝑖+1 +Δ𝑖)

(︃
𝑖+2∑︁
𝑗=𝑖

Δ𝑗

)︃
𝑧𝑖+1 −Δ𝑖+2Δ𝑖+1(Δ𝑖+2 +Δ𝑖+1)𝑧𝑖 = 0, ∀𝑖 ∈ 𝑆. (9)
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THE DUAL ACTIVE-SET ALGORITHM FOR 3-MONOTONE REGRESSION

begin
· Input data 𝑦 ∈ R𝑛 · Active set 𝑆 = ∅ · Initial approximation 𝑧(𝑆) = 𝑦 while
𝑧(𝑆) /∈ Δ𝑛

3 do
· Change the active set 𝑆 ← 𝑆 ∪ {𝑖 : 𝑔𝑖(𝑧(𝑆)) > 0} · We solve the problem
(8)–(9) using values from the active set 𝑆 · Rewriting the vector 𝑧(𝑆)

end
· Returning the solution 𝑧(𝑆)

end

The computational complexity of the dual active set algorithm for 3-monotone
regression is 𝑂(𝑛3). It follows from two remarks:

– at each iteration of the algorithm, the active set 𝑆 attaches, at least, one index
from [1, 𝑛− 3], which means that the number of the while loop iterations can not
be greater than 𝑛− 3;

– the computational complexity of solving the problem (8)–(9) is 𝑂(𝑛2).

3. The convergence and optimality analysis of the dual active set
algorithm

We need the following auxiliary lemmas, the proof of which can be obtained similarly
to the proof of the corresponding lemmas in the paper [16].

Lemma 1. Let 𝑧 be a global solution to the problem (2)–(3). Then the Lagrange
multipliers 𝜇 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛−3)

𝑇 ∈ R𝑛−3, identified in (4)–(7), are calculated as follows:

𝜇𝑖 = −
𝑧𝑖 − 𝑦𝑖

Δ𝑖+2Δ𝑖+1(Δ𝑖+2 +Δ𝑖+1)
+

(Δ𝑖 +Δ𝑖−1)

(︃
𝑖+2∑︀
𝑗=𝑖

Δ𝑗

)︃
Δ𝑖+2Δ𝑖+1(Δ𝑖+2 +Δ𝑖+1)

(Δ𝑖+1𝜇𝑖−1 −Δ𝑖−2𝜇𝑖−2)+

+
Δ𝑖−2Δ𝑖−3(Δ𝑖−2 +Δ𝑖−3)

Δ𝑖+2Δ𝑖+1(Δ𝑖+2 +Δ𝑖+1)
𝜇𝑖−3, 1 6 𝑖 6 𝑛− 3, (10)

and 𝜇𝑖 = 0 ∀𝑖 < 1.

Lemma 2. Let 1 ∈ 𝑆 i.e. Δ2𝑦1 < 0 and suppose that 2, 3, 4 /∈ 𝑆. Let 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, 𝑧4 be
the values of linear regression, built on pairs of values (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2), (𝑥3, 𝑦3), (𝑥4, 𝑦4).
Then the values of the corresponding Lagrange multipliers (10) will be non-negative.

Lemma 3. Let at some iteration of the algorithm the pairs of values
𝑌 = {(𝑥1, 𝑧1), . . . , (𝑥𝑘+1, 𝑧𝑘+1)} such that [1 : 𝑘 − 3] ⊂ 𝑆, Δ3𝑧𝑖 < 0 for all 𝑖 ∈ [1 : 𝑘 − 3],
and 𝑘 − 2, 𝑘 − 1, 𝑘, 𝑘 + 1 /∈ 𝑆. Let 𝑧(0)𝑖 , 𝑖 ∈ [1 : 𝑘] be an optimization problem solution

1

2

𝑘∑︁
𝑖=1

(𝜁𝑖 − 𝑧𝑖)2 → min,

where the minimum is taken among all values 𝜁 ∈ R𝑘 satisfying 𝑔𝑖(𝜁) = 0 for all
𝑖 ∈ [1 : 𝑘 − 3], where 𝑔𝑖(𝜁) is defined in (3). Moreover, suppose that 𝑔𝑘−2(𝑧

(0)) < 0 i.e.
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𝑥𝑘−2 will be added to the active set 𝑆 at the next iteration of the algorithm. Let 𝑧(1)𝑖 ,
𝑖 ∈ [1 : 𝑘 + 1] be an optimization problem solution

1

2

𝑘+1∑︁
𝑖=1

(𝜁𝑖 − 𝑧𝑖)2 → min,

where the minimum is taken among all values 𝜁 ∈ R𝑘+1 satisfying the equality 𝑔𝑖(𝜁) = 0
for all 𝑖 ∈ [1 : 𝑘 − 2]. Then for all 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑘 − 2 get

𝜇
(1)
𝑖 > 0,

where 𝜇(1)
𝑖 is Lagrange multiplier for 𝑧(1) and 𝜇

(1)
𝑘−1 = 𝜇

(1)
𝑘 = 𝜇

(1)
𝑘+1 = 0.

Theorem 1. For any initial 𝑆 ⊂ 𝑆*, the algorithm converges to the optimal solution
of the problem (1) in, at most, 𝑛−|𝑆| iterations. Where 𝑆* is the active set corresponding
to the optimal solution and 𝑛 is the dimension of the problem.

Proof. The algorithm is designed in such a way that, at each iteration, the active
set 𝑆 is expanded by attaching at least one index point from [1, 𝑛− 3]. This point should
not previously belong to the set 𝑆. In the case of 𝑆 = [1, 𝑛− 3], the number of blocks is
equal to 1 and the input vector is already 3-monotone. Another case is |𝑆| < 𝑛− 3. Then
the number of iterations must be less than 𝑛− |𝑆| where |𝑆| is the number of indices in
the initial active set 𝑆.

If the point 𝑖 has a negative value of the third-order finite difference Δ3𝑧𝑖 and is
isolated (i.e. 𝑖− 3, 𝑖− 2, 𝑖− 1, 𝑖+ 1, 𝑖+ 2, 𝑖+ 3 ̸∈ 𝑆) then the dual active set algorithm
replaces 𝑧𝑖, 𝑧𝑖+1, 𝑧𝑖+2, 𝑧𝑖+3 with the values of linear regression constructed by the points
(𝑥𝑖, 𝑧𝑖), (𝑥𝑖+1, 𝑧𝑖+1), (𝑥𝑖+2, 𝑧𝑖+2), (𝑥𝑖+3, 𝑧𝑖+3). This situation is considered in Lemma 2 in
which is proved that the values of the corresponding Lagrange multipliers are non-
negative.

Another case we should analyse is the case when the violation of 3-monotonicity
occurs at several consecutive 𝑘 > 1 neighboring points, which can be written as follows
Δ3𝑧𝑗 < 0, 𝑗 = 𝑖, . . . , 𝑖+𝑘 and Δ3𝑧𝑖−3,Δ

3𝑧𝑖−2,Δ
3𝑧𝑖−1 > 0, Δ3𝑧𝑖+𝑘+1,Δ

3𝑧𝑖+𝑘+2,Δ
3𝑧𝑖+𝑘+3 > 0.

In this case, the algorithm replaces values 𝑧𝑖, 𝑧𝑖+1, . . . , 𝑧𝑖+𝑘+3 with the values of a
linear regression constructed by the points (𝑥𝑖, 𝑧𝑖), . . . , (𝑥𝑖+𝑘+3, 𝑧𝑖+𝑘+3). This situation
is considered in Lemma 3 which shows that the values of the corresponding Lagrange
multipliers are non-negative.

In the same way, in this theorem, the non-negativity of the Lagrange multipliers can
be proved in other cases. �

Conclusion

The paper presents the algorithm for constructing optimal 3-monotone regression
based on an active set. This algorithm has already been applied when constructing
regression of other orders and with a constant distance between values [16]. At each
iteration of the algorithm, it first determines the active set and then solves a standard
least-squares subproblem on the active set with a small size, which exhibits a local
superlinear convergence. Therefore, the algorithm is very efficient when coupled with
parallel execution. The classical optimization algorithms (e.g. coordinate descent or
proximal gradient descent) only possess sublinear convergence in general or linear
convergence under certain conditions.
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Аннотация. В статье рассматриваются возможности использования технологий искусствен-
ного интеллекта, а именно компьютерного зрения, в сфере медицины. Актуальность темы
обусловлена растущей нагрузкой на медицинский персонал и на медицинские учреждения
в связи с увеличением числа пожилых людей и пациентов с хроническими заболевания-
ми, а также непредвиденными обстоятельствами, как, например, пандемия коронавируса
SARS-CoV-2 в 2019–2021 гг. Кроме того, многие медицинские учреждения заинтересованы в
предоставлении услуг высокого качества, повышении лояльности и увеличении числа постоян-
ных пациентов, в связи с чем ощущают необходимость во внедрении новейших технологий и
хотят следовать трендам стратегического развития. В статье описывается, как лечащий врач
может использовать предлагаемые искусственным интеллектом решения в процессе своей
работы для получения более точного диагноза и экономии времени на ознакомление с анам-
незом пациента. Предложена ИТ- и технологическая архитектура медицинской организации,
использующей компьютерное зрение в своей работе, созданная на основе референтной модели.
Архитектура подразумевает использование облачной инфраструктуры, специализированно-
го ПО и предусматривает как внедрение новых типов оборудования, например 3D камер,
датчиков визуализации, так и использование традиционного оборудования: аппарата УЗИ,
рентген-оборудования, аппарата МРТ.
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Introduction

The concept of artificial intelligence (AI) has evolved since 1950 when Alan Turing
described the use of computers to develop critical thinking and human decision-making.
Currently, artificial intelligence is an integral part of the development of the digital
world and is used in all spheres of activity from medicine to industry and production [1].
Initially, AI was represented by a number of simple algorithms such as “if this, then that”,
then the algorithms rapidly became more complex, mimicking the neural connections of
the human brain. The result of the development of the concept is the appearance of such
classes of artificial intelligence as machine learning, deep learning, natural language
processing, and computer vision [2]:

– machine learning is a field of artificial intelligence, which implies the “training”
of computer algorithms to make decisions on their own. Machine learning is
the driving force behind the intelligence of modern systems. Thus, the system
learns independently (learning without a teacher) or with reinforcement from
the environment, analyzing and classifying large amounts of data to identify the
detected patterns and use them for further insights;
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– deep learning is represented by machine learning methods that allow training a
system not with algorithms, but with representations. Deep learning has proven
to be effective after the increase in computing power has allowed the creation of
complex neural network architectures. The use of deep learning made it possible
to solve problems using computer vision, speech recognition, machine translation,
etc.;

– natural language processing is a field of AI used to convert a natural language into
a format understandable for computer systems for further analysis. It is used for
speech recognition; handwritten and typewritten notes recognition;

– computer vision is an area of AI that deals with the identification of video and
photographic images by raw pixels. Computer vision allows performing tasks such
as detecting, classifying, and interpreting various objects to categorize predefined
analysis results [3].

The purpose of this article is to study the application of computer vision methods in
the field of medicine: areas of use, advantages and possible difficulties; development of
an IT model and technological architecture of a medical organization that uses computer
vision in its work, based on the reference architecture model, as well as the workflow of
the physician using the opinion of artificial intelligence to make medical decisions.

Materials and methods

This study is based on the concept of an enterprise architecture. Currently, there are
several standards and methodologies for modeling an enterprise architecture, but one
of the most commonly used is the TOGAF (The Open Group Architecture Framework)
standard, developed by The Open Group consortium.

The TOGAF standard is based on the Architecture Development Method (ADM),
which describes a cyclical, phased plan for developing an enterprise architecture. In this
study, ADM phases C and D were used.

Also, the authors use in their work the reference model presented in [4]. The reference
model describes the IT and technology architecture of a healthcare organization, following
the concept of value-based, personalized medicine and Health 4.0.

Results

In the last decade, in the field of medicine the most urgent problem is appeared to be
the insufficient provision of medical institutions with personnel: general practitioners,
specialist doctors, and junior medical personnel. The current medical staff bears the
burden associated with examination, admission, counseling, prescribing treatment, and
maintaining medical records, which affects the quality and quantity of work performed
by them [5]. In addition, the population of most countries is aging rapidly, which in the
near future will mean an increase in the flow of patients and the demand for medical
services and examinations.

Controversial yet important is the issue of medical error in the process of making
decisions about the further treatment of the patient. Telemedicine is actively used in
Russia and around the world, which makes it possible to quickly assemble a medical
consultation of highly qualified specialists and conduct it in a remote format. Patients
also have access to solutions that allow them to remotely consult with their doctor,
automatically collect, store and process data on medical indicators, for example, blood
pressure, pulse, blood sugar level, etc.
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Currently, the possibilities of using AI and machine learning in medicine are beginning
to actively develop. The use of technologies such as computer vision, deep learning, and
natural language processing will make it possible to fully implement such concepts as
personalized, value-based, and predictive medicine [6]. Machine learning algorithms can
be used to improve the accuracy of diagnosis, the efficiency of medical personnel and
increase patient flow, therapeutic follow-up and clinical operations, the experience of
interaction between the patient, and the medical organization as a whole.

The use of the latest technologies in medical data analytics is relevant because the
volume of medical data already available is large and continues to grow daily. Medical
data include data from electronic and paper medical records, results of clinical studies,
and visual results of studies: MRI, X-ray, ultrasound, ECG, etc. [7]. In addition to the
variety of types and sources of medical data, it is also characterized by high requirements
for data confidentiality and security, anonymity, and medical secrecy.

Until recently, the healthcare industry could rely on small open source datasets or
data collected by commercial companies. However, the dynamics of data exchange and
data availability are already affecting and will continue to influence the development and
availability of the use of big data analytics and artificial intelligence technologies [8].
These changes are stimulating research in the field of computer vision in medicine,
which is reflected in the growth of research in areas such as multimodal education that
combines computer vision and language recognition; 3D vision used in intensive care
units, as well as work with videos-activity recognition, understanding of the ongoing
movements to detect adverse events and respond to them [9].

In general, the process of computer vision operation consists of three stages:
– image acquisition — the basic stage, which consists of obtaining a photo or video

image from hardware, for example, cameras of various types;
– image processing — the stage at which software is used for image processing:

quality improvement, compression, reduction or increase in size and noise removal.
At this stage, primitive operations are performed, which allow faster and better
image processing and obtain the necessary analysis results in the future;

– image analysis and decision-making — the most important stage at which image
segmentation or object identification occurs, and then the obtained characteristics
are transferred to machine learning algorithms or other artificial intelligence
technologies.

Thus, computer vision can be implemented using traditional machine learning
algorithms, for example, hidden Markov models, random forest or random tree algorithms,
or deep learning algorithms — convolutional neural networks, recurrent neural networks,
and multilayer perceptron [10]. Deep learning is preferred because it allows the processing
of large amounts of data without sacrificing hardware performance.

In medical practice, computer vision based on deep learning algorithms can be
successfully applied in such areas as:

– gastroenterology [1];
– pulmonology [3];
– cardiology;
– dermatology;
– ophthalmology;
– clinical and imaging studies;
– surgery, etc.
The workflow implemented by a medical institution that uses computer vision
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algorithms in its activities may look like this (Fig. 1). AI algorithms at the current
stage of their development and application in medical practice cannot be the final link
in making medical decisions. This means that the physician must familiarize himself
with the results of the algorithms and, on their basis, make a diagnosis and prescribe
treatment for the patient. For example, a system developed by the Californian company
Gauss Surgical allows to accurately assess a patient’s blood loss during surgery or
childbirth by visualizing bloodied medical supplies — surgical sponges. The algorithms
are able to distinguish between blood and non-blood fluids and trigger alerts about
bleeding and critical blood loss in a patient, which allows them respond as quickly as
possible and start a blood transfusion [11]. Nevertheless, the final decision, in this case,
is made by the operating doctor, and the observation of artificial intelligence algorithms
is a tool in the work of medical personnel and not a decision-making tool.

Fig. 1. An example of a medical institution workflow improved by computer
vision algorithms

The use of computer vision technologies in the process of carrying out diagnostic
procedures has a number of specific features, for example:

– the need to find a balance in the accuracy of the interpretation of the results —
minimization of false warnings, but sufficient accuracy is needed, not to miss the
detection of the desired element on the image;

– the complexity of the configuration of the IT infrastructure of the solution, especially
in the case of multifunctional use;

– features of working with medical images: the problem of transparency when
visualizing the location of body organs — special instructions are needed to
determine the location of organs in the image; high image resolution, which can
exceed 100 thousand square pixels and several gigabytes of memory;

228 Научный отдел



O. Yu. Iliashenko, E. L. Lukyanchenko. Possibilities of using computer vision for data analytics

– insufficient amount of data available for training algorithms in the field of computer
vision in medicine — despite the increased interest in this topic and the growing
number of works devoted to research in the field of computer vision, the amount
of high-quality and balanced data available for evaluating various computer vision
techniques is not sufficient yet.

The use of computer vision by a medical institution unambiguously affects its
IT architecture [12]. The medical institution must be mature enough to implement
deep learning concepts: have transparent business processes described, have sufficient
computing power and technological equipment, have sufficient funding, etc.

To build the IT and technological architecture of a medical organization using
computer vision in its activities, the authors will rely on the reference model of IT and
technological architecture of a medical organization presented in the study [4]. The model
is performed in Archi software using the ArchiMate language supported by the TOGAF
standard, which is actively used by international companies and institutions.

The reference model (Fig. 2) at the technological architecture level represents a
cluster of servers, medical equipment, and personal gadgets used by patients to monitor
vital medical indicators.

Fig. 2. Reference model of IT and technological architecture of a medical organization [4]

The application layer of the reference model is represented by a set of information
systems used by a medical organization [13]:

– ERP — used by the organization to manage all types of resources; financial,
operational, strategic, and tactical planning; marketing activities; etc.;

– MIS is a medical information system, used in work with patients to automate
document flow, maintain electronic medical records, store and analyze clinical trials,
manage bed funds, etc.;

– BI system in a medical organization is used for advanced analytics, predictive
analytics and forecasting, visualization of the results.

Based on the reference architecture from [4], the authors propose a model of IT
and technological architecture of a medical organization that uses computer vision
technologies (Fig. 3).
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Fig. 3. Proposed model of IT and technological architecture for a medical organization using
computer vision technology in its activities

The architecture model proposed by the authors consists of the following elements
depicted on the technology layer:

– a server cluster located in the cloud infrastructure. The choice was made in favor of
cloud technologies since training and testing machine learning algorithms requires
large amounts of data and infrastructure flexibility [14]. For a medical organization,
it will be more profitable and more convenient to use cloud resources, rather than
maintain its own hardware infrastructure;

– in the cloud infrastructure, there is a LAN network, in which servers for the
operation of MIS and BI systems, and software for the implementation of computer
vision are located. The ERP system is not reflected in this diagram, since it is not
directly related to the use of machine learning in the situation considered by the
authors. Nevertheless, the ERP system of a medical organization can and should
be used for more efficient business and resource management;

– load Balancer, an application that balances the load on servers to increase their
performance and fault tolerance, has been added to the diagram in the cloud
infrastructure. In addition, since the organization has to deal with medical data, a
secure VPN connection to avoid leakage of especially sensitive data is provided;

– the diagram shows medical equipment that provides visual information for the use
of machine learning. The type of equipment depends on the requirements and work
of the medical organization: it can be either an X-ray machine or an MRI machine
that is already available in the clinic, or cameras and sensors that are not used in
traditional procedures.

The application layer has undergone changes in the part of Medical Equipment
Software — it is presented by the use of software for the implementation of computer
vision technology. As the deep learning model is trained on the provided medical data,
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it will not be able to access the server and the database, but offer its opinion to the
attending physician directly using the software on the application layer.

Thus, the proposed architecture can be used to implement computer vision technology
in the work of medical clinics if they are ready to incur financial, time, and resource costs.
The use of computer vision will relieve the medical staff, providing them with more time
for important actions; will increase the accuracy of diagnosis and treatment prescription,
which will affect the patient’s attitude and loyalty to this medical institution [15]. The
use of machine learning algorithms will reduce mortality in intensive care units and
predict the deterioration of the patient’s condition. All these advantages are especially
relevant in our time since we see the impact of the SARS-CoV-2 pandemic on healthcare
institutions around the world: the load on bed funds and medical personnel at the peak
of the incidence rate was so high that it was not possible to provide adequate and
high-quality medical care.

Despite the fact that the use of computer vision in medicine is a promising direction,
in the field of medical imaging, some difficulties hinder the scaling of such solutions [16].
Firstly, testing the concept and conducting research, and introducing it into the work of
the clinic, is characterized by high financial and time costs and requires the involvement
of highly qualified specialists, which not many medical institutions can do. In addition,
collecting data for training and testing a system can be time-consuming and expensive,
as a particularly large volume of medical data is required, which must be collected,
stored, protected, and anonymized.

The introduction of a new medical practice requires mandatory validation and
certification, which is also costly for a medical institution both in terms of time and
finances. Finally, compliance with international and local laws, policies, and practices is
required, which can be a deterrent to implementation. At the same time, integrating new
services with traditional research, familiar to patients, can be expensive and difficult,
and the likelihood of sabotaging and ignoring the latest services using AI technology by
patients of a medical institution is very high.

Conclusion

In this paper, the main areas of artificial intelligence are considered, the prerequisites
for the popularization of machine learning and computer vision in the field of medicine
are determined, and the areas of application of computer vision in medicine are considered.
The authors studied the reference model based on the source [4], and proposed a modified
model of IT and technological architecture of a modern medical organization, using
computer vision algorithms in its work. The article briefly described the advantages and
possible difficulties that may prevent the introduction of computer vision into the main
processes of hospitals.
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Introduction

A tale that becomes folklore is one that is passed down and whispered around. The
second half of the word, lore, comes from Old English lār, i.e. ’instruction’. Different
bounds for the distances between the most popular probability distributions (see [1])
appear in many problems of applied probability. Unfortunately, the available textbooks
and reference books do not present them in a systematic way. In this short note, we
make an attempt to fill this gap.

Let us remind that for probability measures P,Q with densities 𝑝, 𝑞

TV(P,Q) = sup
𝐴⊂R𝑑

|P(𝐴)−Q(𝐴)| = 1

2

∫︁
R𝑑

|𝑝(𝑢)− 𝑞(𝑢)|d𝑢.

Let us remind the coupling characterization of the total variation distance. For two
distributions P and Q, a pair (𝑋, 𝑌 ) of random variables defined on the same probability
space is called a coupling for P and Q if 𝑋 ∼ P and 𝑌 ∼ Q.

One of the useful facts is that there exists a coupling (𝑋, 𝑌 ) such that P(𝑋 ̸= 𝑌 ) =
= TV(P,Q). Therefore, for any function 𝑓 , we have P(𝑓(𝑋) ̸= 𝑓(𝑌 )) 6 TV(𝑋, 𝑌 ) with
equality iff 𝑓 is reversible.

1. Gaussian distributions

The total variation distance between one-dimensional Gaussian distributions is equal
to

𝜏 = 𝜏(𝑋1, 𝑋2) = TV(𝑁(𝜇1, 𝜎
2
1), 𝑁(𝜇2, 𝜎

2
2))
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and it depends on the parameters Δ = |𝛿|, with 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2, and 𝜎2
1, 𝜎

2
2:

1

200
min

[︁
1,max[

|𝜎2
1 − 𝜎2

2|
min[𝜎2

1, 𝜎
2
2]
,

40Δ

min[𝜎1, 𝜎2]
]
]︁
6 𝜏 6

3|𝜎2
1 − 𝜎2

2|
2max[𝜎2

1, 𝜎
2
2]

+
Δ

2max[𝜎1, 𝜎2]
.

In the case 𝜎2
1 = 𝜎2

2 the following identity holds: 𝜏 = Φ( Δ
2𝜎
)− 1

2
.

1.1. Pinsker’s inequality

In the general case, the upper bound is a version of Pinsker’s inequality [2] for
𝜏(𝑋1, 𝑋2) = TV(𝑋1, 𝑋2):

𝜏(𝑋1, 𝑋2) 6 min{1,
√︀

KL(P𝑋1||P𝑋2)/2}, (1)

where

KL(P𝑋1 ||P𝑋2) =
1

2

(︂
𝜎2
2

𝜎2
1

− 1 +
Δ2

𝜎2
1

− ln
𝜎2
2

𝜎2
1

)︂
.

For multidimensional Gaussian case

KL(P𝑋1||P𝑋2) =
1

2

(︀
tr(Σ−1

1 Σ2 − I) + 𝛿𝑇Σ−1
1 𝛿 − ln det(Σ2Σ

−1
1 )
)︀
.

Let us prove the Pinsker’s inequality (1).
We need the following bound

|𝑥− 1| 6

√︃(︂
4

3
+

2𝑥

3

)︂
𝜑(𝑥), 𝜑(𝑥) = 𝑥 ln𝑥− 𝑥+ 1. (2)

If P and Q are singular, then KL =∞ and Pinsker’s inequality holds true. Assume P
and Q are absolutely continuous. In view of (2) and Cauchy –Schwarz inequality

𝜏(𝑋, 𝑌 ) =
1

2

∫︁
|𝑝− 𝑞| = 1

2

∫︁
𝑞|𝑝
𝑞
− 1|1{𝑞>0} 6

6
1

2

(︂∫︁ (︂
4𝑞

3
+

2𝑝

3

)︂
1{𝑞>0}

)︂1/2(︂∫︁
𝑞𝜑(

𝑝

𝑞
)1{𝑞>0}

)︂1/2

=

=

(︂
1

2

∫︁
𝑝 ln(

𝑝

𝑞
)1{𝑞>0}}

)︂1/2

= (KL(P||Q)/2)1/2 .

To check (2) define 𝑔(𝑥) = (𝑥 − 1)2 −
(︀
4
3
+ 2𝑥

3

)︀
𝜑(𝑥). Then 𝑔(1) = 𝑔′(1) = 0, 𝑔′′(𝑥) =

= −4𝜑(𝑥)
3𝑥

< 0. Hence,

𝑔(𝑥) = 𝑔(1) + 𝑔′(1)(𝑥− 1) +
1

2
𝑔′′(𝜉)(𝑥− 1)2 = −4𝜑(𝜉)

6𝜉
(𝑥− 1)2 6 0.

Remark. Mark S. Pinsker was invited to be the Shannon Lecturer at the 1979 IEEE
International Symposium on Information Theory, but could not obtain permission at that
time to travel to the symposium. However, he was officially recognized by the IEEE
Information Theory Society as the 1979 Shannon Award recipient.
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1.2. Le Cam’s inequalities

Le Cam’s inequalities were presented in [3] for Hellinger distance defined by

𝜂(𝑋, 𝑌 ) =
1√
2

(︂∫︁
(
√︀
𝑝𝑋(𝑢)−

√︀
𝑝𝑌 (𝑢))

2d𝑢

)︂1/2

as follows:
𝜂(𝑋, 𝑌 )2 6 𝜏(𝑋, 𝑌 ) 6 𝜂(𝑋, 𝑌 )

(︀
2− 𝜂(𝑋, 𝑌 )2

)︀1/2
. (3)

For one-dimensional Gaussian distributions we get

𝜂(𝑋, 𝑌 )2 = 1−
√
2𝜎1𝜎2√︀
𝜎2
1 + 𝜎2

2

𝑒
− Δ2

4(𝜎2
1+𝜎2

2) .

Let us present the proof of Le Cam’s inequalities (3).
From 𝜏(𝑋, 𝑌 ) = 1

2

∫︀
|𝑝 − 𝑞| = 1 −

∫︀
min[𝑝, 𝑞] and min[𝑝, 𝑞] 6

√
𝑝𝑞, it follows

𝜏(𝑋, 𝑌 ) > 1 −
∫︀ √

𝑝𝑞 = 𝜂2(𝑋, 𝑌 ). Next,
∫︀
min[𝑝, 𝑞] +

∫︀
max[𝑝, 𝑞] = 2. Therefore, by

Cauchy –Schwarz inequality we get(︂∫︁
√
𝑝𝑞

)︂2

=

(︂∫︁ √︀
min[𝑝, 𝑞] max[𝑝, 𝑞]

)︂2

6
∫︁

min[𝑝, 𝑞]

∫︁
max[𝑝, 𝑞] =

=

∫︁
min[𝑝, 𝑞]

(︂
2−

∫︁
min[𝑝, 𝑞]

)︂
.

Hence, it follows from(︀
1− 𝜂(𝑋, 𝑌 )2

)︀2
6 (1− 𝜏(𝑋, 𝑌 ))(1 + 𝜏(𝑋, 𝑌 ))

that
𝜏(𝑋, 𝑌 ) 6 𝜂(𝑋, 𝑌 )

(︀
2− 𝜂(𝑋, 𝑌 )2

)︀1/2
.

2. Poisson and binomial distributions
2.1. Two Poisson distributions

Let 𝑋𝑖 are Poisson distributed random variables, i.e. 𝑋𝑖 ∼ Po(𝜆𝑖), where 0 < 𝜆1 < 𝜆2.
Then the distance between two Poisson distributions is

𝜏(𝑋1, 𝑋2) =

∫︁ 𝜆2

𝜆1

P(𝑁(𝑢) = 𝑙 − 1)d𝑢 6 min

[︃
𝜆2 − 𝜆1,

√︂
2

𝑒
(
√︀
𝜆2 −

√︀
𝜆1)

]︃
,

where 𝑁(𝑢) ∼ Po(𝑢). Here ⌈𝜆1⌉ 6 𝑙 6 ⌈𝜆2⌉, and

𝑙 = 𝑙(𝜆1, 𝜆2) = ⌈(𝜆2 − 𝜆1) (ln (𝜆2/𝜆1))−1⌉.

2.2. Distances between binomial distributions

Let 𝑋𝑖 are drawn from binomial distributions, i.e. 𝑋𝑖 ∼Bin(𝑛, 𝑝𝑖), 0 < 𝑝1 < 𝑝2 < 1.
Then the distance between two binomial distributions is equal to

𝜏(𝑋1, 𝑋2) = 𝑛

∫︁ 𝑝2

𝑝1

P(𝑆𝑛−1(𝑢) = 𝑙 − 1)d𝑢 6

√
𝑒

2

𝜓(𝑝2 − 𝑝1)
(1− 𝜓(𝑝2 − 𝑝1))2

,
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where 𝑆𝑛−1(𝑢) ∼Bin(𝑛− 1, 𝑢) and 𝜓(𝑥) = 𝑥
√︁

𝑛+2
2𝑝1(1−𝑝1)

. Finally, define

𝑙 =

⌈︃
−𝑛 ln(1− 𝑝2−𝑝1

1−𝑝1
)

ln(1 + 𝑝2−𝑝1
𝑝1

)− ln(1− 𝑝2−𝑝1
1−𝑝1

))

⌉︃

with ⌈𝑛𝑝1] 6 𝑙 6 [𝑛𝑝2⌉.

2.3. Distance between binomial and Poisson distributions

Let 𝑋 ∼Bin(𝑛, 𝑝) and 𝑌 ∼Po(𝑛𝑝), 0 < 𝑛𝑝 < 2−
√
2, then

𝜏(𝑋, 𝑌 ) = 𝑛𝑝[(1− 𝑝)𝑛−1 − 𝑒−𝑛𝑝].

For the sum of Bernoulli r.v. 𝑆𝑛 =
𝑛∑︀

𝑗=1

𝑋𝑗 with P(𝑋𝑖 = 1) = 𝑝𝑖 we have

𝜏(𝑆𝑛, 𝑌𝑛) =
1

2

∞∑︁
𝑘=1

|P(𝑆𝑛 = 𝑘)− 𝜆𝑘𝑛
𝑘!
𝑒−𝜆𝑛| <

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝2𝑖 ,

where 𝑌𝑛 ∼Po(𝜆𝑛), 𝜆𝑛 = 𝑝1 + 𝑝2 + . . .+ 𝑝𝑛 [4]. A stronger result: for 𝑋𝑖 ∼ Bernoulli(𝑝𝑖)
and 𝑌𝑖 ∼ Po(𝜆𝑖 = 𝑝𝑖) there exists a coupling such that

𝜏(𝑋𝑖, 𝑌𝑖) = P(𝑋𝑖 ̸= 𝑌𝑖) = 𝑝𝑖(1− 𝑒−𝑝𝑖).

2.4. Distance between negative binomial distributions

Let 𝑋𝑖 be drawn from negative binomial distributions, i.e. 𝑋𝑖 ∼ NegBin(𝑚, 𝑝𝑖),
0 < 𝑝1 < 𝑝2 < 1. Then

𝜏(𝑋1, 𝑋2) = (𝑚+ 𝑙 − 1)

∫︁ 𝑝2

𝑝1

P(𝑆𝑚+𝑙−2(𝑢) = 𝑚− 1)d𝑢,

where 𝑆𝑛(𝑢) ∼Bin(𝑛, 𝑢) and

𝑙 = ⌈−𝑚
ln(1 + 𝑝2−𝑝1

𝑝1
)

ln(1− 𝑝2−𝑝1
1−𝑝1

)
⌉

with ⌈𝑚1−𝑝2
𝑝2
⌉ 6 𝑙 6 ⌈𝑚1−𝑝1

𝑝1
⌉.

3. Multidimensional Gaussian distributions
In the case of multidimensional Gaussian distributions the distance is

𝜏 = TV(𝑁 (𝜇1,Σ1), 𝑁(𝜇2,Σ2)) ,

where Σ1,Σ2 are positive-definite.
Let 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2 and Π be a 𝑑 × (𝑑 − 1) matrix whose columns form a basis

for subspace orthogonal to 𝛿. Let 𝜆1, . . . , 𝜆𝑑−1 denote the eigenvalues of the matrix

(Π𝑇Σ1Π)
−1Π𝑇Σ2Π− I𝑑−1 and 𝜆 =

√︃
𝑑−1∑︀
𝑖=1

𝜆2𝑖 . If 𝜇1 ̸= 𝜇2 then

1

200
min[1, 𝜙(𝛿,Σ1,Σ2)] 6 𝜏 6

9

2
min[1, 𝜙(𝛿,Σ1,Σ2)], (4)
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where

𝜙(𝛿,Σ1,Σ2) = max

[︃
𝛿𝑇 (Σ1 − Σ2)𝛿

𝛿𝑇Σ1𝛿
,

√
𝛿𝑇 𝛿√
𝛿𝑇Σ1𝛿

, 𝜆

]︃
.

In the case of equal means 𝜇1 = 𝜇2 the bound (4) is simplified as follows:

1

100
min[1, 𝜆] 6 𝜏 6

3

2
min[1, 𝜆].

Here 𝜆 =

√︃
𝑑∑︀

𝑗=1

𝜆2𝑗 , 𝜆1, . . . , 𝜆𝑑 are the eigenvalues of Σ−1
1 Σ2 − I𝑑 for positive-definite

Σ1,Σ2. In the case Σ1 = Σ2 the following equality holds: 𝜏 = Φ
(︀
||Σ−1/2𝛿||/2

)︀
− 1

2
.

Let us present below the sketch of proof, cf. [5].
Let 𝑋𝑖 ∼N(𝜇𝑖,Σ𝑖), 𝑖 = 1, 2. Without the loss of generality we can assume that Σ1,Σ2

are positively definite as

TV(𝑁(0,Σ1), 𝑁(0,Σ2)) = TV(𝑁(0,Π𝑇Σ1Π), 𝑁(0,Π𝑇Σ2Π)),

where Π is 𝑑× 𝑟 matrix whose columns form orthogonal bases for range(Σ1,2). Denote
𝑢 = (𝜇1 + 𝜇2)/2, 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2 and decompose ∀𝑤 ∈ R𝑑 as

𝑤 = 𝑢+ 𝑓1(𝑤)𝛿 + 𝑓2(𝑤), 𝑓2(𝑤)
𝑇 𝛿 = 0.

Then

max[TV(𝑓1(𝑋1), 𝑓1(𝑋2)),TV(𝑓2(𝑋1), 𝑓2(𝑋2))] 6 TV(𝑋1, 𝑋2) 6

6 TV(𝑓1(𝑋1), 𝑓1(𝑋2)) + TV(𝑓2(𝑋1), 𝑓2(𝑋2)).

All the components are Gaussian and 𝑓1(𝑋1) ∼N
(︁

1
2
, 𝛿

𝑇Σ1𝛿
𝛿𝑇 𝛿

)︁
, 𝑓1(𝑋2) ∼N

(︁
−1

2
, 𝛿

𝑇Σ2𝛿
𝛿𝑇 𝛿

)︁
,

𝑓2(𝑋1) ∼N(0,PΣ1P), 𝑓2(𝑋2) ∼N(0,PΣ2P), P = I𝑑 − 𝛿𝛿𝑇

𝛿𝑇 𝛿
. We claim that

1

200
min

[︃
1,max

[︃
𝛿𝑇 (Σ1 − Σ2)𝛿

2𝛿𝑇Σ1𝛿
,
40
√
𝛿𝑇 𝛿√

𝛿𝑇Σ1𝛿

]︃]︃
6 TV(𝑓1(𝑋1), 𝑓1(𝑋2)) 6

6
3𝛿𝑇 (Σ1 − Σ2)𝛿

2𝛿𝑇Σ1𝛿
+

√
𝛿𝑇 𝛿

2
√
𝛿𝑇Σ1𝛿

.

Then
1

100
min[1, 𝜆] 6 TV(𝑓2(𝑋1), 𝑓2(𝑋2)) 6

3

2
𝜆,

where 𝜆 =

(︃
𝑑∑︀

𝑗=1

𝜆𝑗

)︃1/2

and 𝜆𝑖 are the eigenvalues of Σ−1
1 Σ2 − I𝑑.

Here we present only the proof of the upper bound. Let 𝑑 = 1 and 𝜎2 > 𝜎1. Then for
𝑥 =

𝜎2
2

𝜎2
1

we have 𝑥− 1− ln𝑥 6 (𝑥− 1)2 and, by Pinsker’s inequality,

TV
(︀
N(𝜇1, 𝜎

2
1),N(𝜇2, 𝜎

2
2)
)︀
6

1

2

√︃
𝜎2
2

𝜎2
1

− 1− ln
𝜎2
2

𝜎2
1

+
Δ2

𝜎2
1

6
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6
1

2

√︃
𝜎2
2

𝜎2
1

− 1− ln
𝜎2
2

𝜎2
1

+
1

2

√︃
Δ2

𝜎2
1

6
1

2

|𝜎2
2 − 𝜎2

1|
𝜎2
1

+
1

2

Δ

𝜎1
.

For 𝑑 > 1, by Pinsker’s inequality, one gets the upper bound in the case 𝜇1 = 𝜇2 = 0: if
𝜆𝑖 > −2

3
∀𝑖

4TV (N(0,Σ1),N(0,Σ2))
2 6

𝑑∑︁
𝑖=1

𝜆𝑖 − ln(1 + 𝜆𝑖) 6
𝑑∑︁

𝑖=1

𝜆2𝑖 = 𝜆2.

4. Kolmogorov–Smirnov distance
Kolmogorov –Smirnov distance (only for probability measures on R) is defined by

Kolm(P,Q) := sup
𝑥∈R
|P(−∞, 𝑥)−Q(−∞, 𝑥)|.

We have
Kolm(P,Q) 6 TV(P,Q).

Suppose 𝑋 ∼ P, 𝑌 ∼ Q are two random variables and 𝑌 has a density with respect to a
Lebesgue measure bounded by a constant 𝐶. Then

Kolm(P,Q) 6 2
√︀
𝐶Wass1(P,Q),

where Wass1(P,Q) = inf[E|𝑋 − 𝑌 | : 𝑋 ∼ P, 𝑌 ∼ Q].
Let 𝑁(𝑡) ∼ Po(𝑡) then, via integration by part,

P(𝑁(𝑡) 6 𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑒−𝑡 𝑡
𝑘

𝑘!
=

∫︁ ∞

𝑡

𝑒−𝑢𝑢
𝑛

𝑛!
d𝑢 =

∫︁ ∞

𝑡

P(𝑁(𝑢) = 𝑛)d𝑢.

Hence,

Kolm(𝑋1, 𝑋2) = 𝜏(𝑋1, 𝑋2) = P(𝑋2 > 𝑙)−P(𝑋1 > 𝑙) =

= P(𝑋1 6 𝑙 − 1)−P(𝑋2 6 𝑙 − 1) =

∫︁ 𝜆2

𝜆1

P(𝑁(𝑢) = 𝑙 − 1)d𝑢,

where 𝑙 = min[𝑘 ∈ Z+ : 𝑓(𝑘) > 1] and 𝑓(𝑘) = P(𝑁(𝜆2)=𝑘)
P(𝑁(𝜆1)=𝑘)

.

Conclusion
This short review discusses only the most popular and well-known inequalities.

Another interesting cases, i.e. the total variation distance between Binomial distribution
and Gaussian with equal parameters, deserve special attention. Also, applications of these
bounds in different problems of mathematical statistics, including classification theory
and machine learning algorithms, are a rich field in the state of extensive development.
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Аннотация. Рассматривается задача формирования функциональной структуры системы
эргатического управления сложным (слабо формализуемым) производственным объектом
(технологическим агрегатом, человеко-техническим комплексом, производством), решение
которой базируется на применении прецедентного подхода к выработке и реализации управля-
ющих решений (воздействий). Представлена постановка задачи синтеза процедуры построения
управляющих решений в эргатической системе. Дано описание классического CBR-цикла
принятия прецедентных решений и разработана его модификация, учитывающая особенности
процесса управления сложным объектом. Определены основные подсистемы и укрупненные
функциональные блоки управляющей системы. Представлен пример применения функцио-
нальной структуры системы прецедентного управления применительно к производственному
процессу выплавки стали в кислородном конвертере.

Ключевые слова: система эргатического управления, производственный объект, прецедент-
ный подход, CBR-цикл принятия решений, функциональная структура, метрики близости,
оптимальный выбор прецедентов.
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Introduction

The problem of automated control of poorly formalized production facilities (PFPF),
which include many technological units and human-technical complexes of different
industries, today cannot be recognized as effectively solved on the basis of the traditional
(model) approach. This is due to the following factors: a wide variety of states of objects;
intensity, complexity, multi-connectivity, and nonstationarity of production processes;
incompleteness and errors of control of numerous parameters; multi-mode operation and
variability of the characteristics of machines and units during operation; multivariance
of products; the presence of a person in the control system. The named factors, as well
as the insufficient efficiency of modern automated management of many PFPFs, induce
to look for other approaches to making management decisions [1–4]. In particular, to
develop the theory of decision-making and the theory of control of objects belonging
to the class of PFPF, in the direction of creating automated (ergatic) control systems
capable of accumulating and using field data on the practical experience of developing and
implementing control decisions. In this paper, we consider the problem of constructing
the functional structure of the ergatic control system of the PFPF, based on the method
of precedents (precedent control systems, PCS). The latter allows you to move from a
model approach to making control decisions to go to a full-scale model [5] and full-scale
approaches, which are limited to the use of models of the control object “in small”, verbal
models, or, in some situations, do without models.
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1. CBR-cycle of decision-making as the basis for constructing
ergatic control of PFPF

The method of decision-making based on precedents is widely known and is clearly
represented by the so-called CBR-cycle, [6–8]. The classic version of CBR (Case-based
reasoning) — the cycle includes 4 main stages of forming a solution for a new problem
(new situation):

– retrieving from the knowledge base of one or more solutions – precedents of similar
tasks (situations);

– reuse of the best solution-precedent;
– correction (adaptation, revise) of the selected precedent, taking into account the

peculiarities of the new task (situation);
– retention of a new use case in the precedent library.

Concretization and modification of the classical CBR-cycle in relation to decision-
making in the ergatic control system of PFPF consists in taking into account its features
associated with the presence of a decision-maker (DM), with a variety of situations in
the system (external influences, states of control objects, output actions, control impacts,
control objectives, constraints), with the implementation of the decisions made and the
results obtained, with the correction (retrospective optimization) of the implemented, but
insufficiently effective control actions, with the actualization of the precedent database.
The result of such concretization, in the form of a modified cycle for the development
and implementation of control decisions, is shown in Fig. 1.

New situational task

Description of the task

and situation
Retained precedents

Selection of

precedents (tasks-

analogs) from BP

Selected precedents

Corrected precedent

Correcting the best

precedent
Implemented precedent

Retrospectively optimized

ine ective precedentff

DM

Approved by DM

precedent

Retrospective

optimization of

controls

Retaining an optimized

precedent

Base of

precedents (BP)

Retention of an

e ectiveff

precedent
Relevance analysis and

archiving of irrelevant

precedents

Presence of
precedents

Yes

Decision formed by

the DM

No

Fig. 1. Modified cycle for the development and implementation of management decisions
in the management system of PFPF
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2. The proposed functional structure of the precedent

management system

The functional structure of the PCS is determined by the procedure for the formation
and implementation of management decisions. Such a step-by-step procedure for manage-
ment decisions in the form of a program of work for PFPF in the coming period includes
the following actions.

1. Determination of data related to the conditions of the task of forming a program of
work for a production facility in the coming period [t, t+ T ].

2. Search in the base of precedents for such programs of the object’s work, which
according to the initial conditions and the results obtained are as close as possible
to the conditions and required results of the task of the forthcoming period. The
metrics recommended in [9] can be used as optimality criteria, supplementing them
with restrictions on the admissible values of the parameters of the result obtained.

3. Correction of the control solution of the optimal precedent, taking into account
significant differences in the initial conditions of the new and precedent problem of
forming a work program. In this case, the model of the control object “in small”
is used, as presented in the work of the authors [10]. The decision-maker (for
example, operator-technologist, foreman, deputy head of the shop) participates in
the correction procedure.

4. The implementation of the resulting control solution is carried out by a special
subsystem after the approval of its decision-maker. Replenishment and updating of
the base of precedents include the following operations:

– reading of data corresponding to the implemented program of operation of the
production facility;

– retrospective optimization of the actually implemented work program, if it
has drawbacks (unforeseen downtime, errors of personnel, or automation
equipment, decrease in the values of performance indicators), using simple
rules for recalculating in increments;

– saving the actual (if there are no comments to it) optimized precedent;
– removal from the base of precedents of those instances that become obsolete
over time (due to significant changes in the characteristics of PCS, updating
the assortment of products, and for other reasons).

The general diagram of the precedent management system of the PFPF, corresponding
to the above actions, is shown in Fig. 2. The latter contains the following conventions:

– denotes measurement information sensors;

– denotes executive devices;
– Ud, Y d, W d

H , W
d
K are vectors of actual (with subscript d) control actions (decisions),

output actions, uncontrolled (subscript H) and controlled (subscript K) external
influences of the control object;

– UH , SH , WH
K are vectors of full-scale (index H) signals of measuring information

about control actions, about the state of the object, about controlled external
influences, about the output actions of the control object;

– {PRH} is a subset of natural (subscript H) retrieved precedents;
– PR∗ is the optimal case solution.
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system for forming control decisions based on
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The structure of the PCS includes
four automated subsystems: monitoring,
implementation of the current decision,
selection of precedents, formation and
updating of the base of precedents.
Monitoring is focused on the formation
and storage of primary data on the
functioning of the object, which are
necessary to create an information
model for each precedent. It pays special
attention to the functions of monitor-
ing and managing the reliability of data,
including through automatic calibration
of sensors with the notification of
specialists in the operation of control
equipment.

The implementation of the current
decision (in the form of a previously
adopted management program for the
current period of the work of the
PFPF) is carried out with the direct
participation of the decision-maker
and automatic control facilities. The
selection of precedents is carried out
during the current period of work of
the PFPF, the duration of which is
determined by the technological or
calendar cycle of the object’s work. The
formation of the base of precedents is
carried out at the end of each cycle
of the object’s operation and involves
not only storing data on high-quality precedents but also preliminary (before saving)
optimization of satisfactory precedents using the so-called recalculating (corrective)
mathematical [11], as well as ontological [12] models. Updating the base of precedents
is necessary in cases where the base fills up quickly and some of its precedents
become obsolete, that is, it becomes very rarely in demand in new conditions. This part
complicates and lengthens the procedure for finding optimal use cases and should be
moved from the workspace of the use case base to the archive part.

3. An example of concretization of one of the subsystems
of the functional structure of the PCS

The general functional structure presented in Fig. 2 is further partially concretized in
relation to the production organizational system — the steelmaking shop, for which the
problem of the automated construction of the steel melting program is solved by each
shift brigade. Concretization refers to the subsystem for forming the base of precedents.
The problem of choosing the optimal precedent is formulated as follows [13]. Given:

1. The information model of the 𝑗-th smelt is a precedent, the structure of which
is enlarged in Fig. 3 and includes information: about the output effects 𝑌𝑗 of the
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control object (the steel-making complex), control 𝑈𝑗 and controlled external 𝑊𝐾
𝑗

effects on the object, the parameters 𝑆𝑗 of the state of the main technological unit.
2. Formed at the current time base of precedents, including data 𝑍𝑗{𝑌, 𝑈,𝑊, 𝑆}𝐽 on

the set 𝐽 = {𝑗} of past melts of steel for a period of time 𝑇 (month, quarter, year).
3. Many known measures (metrics, criteria) 𝑀 = {𝑚1, . . . ,𝑚𝐾} of the proximity of

situations for past and forthcoming steel melting.
4. Limitations that should be taken into account when selecting the best case heats:

– the precedent should include the steel grade specified for the upcoming
melting;

– the actual precedents should include only those steel melts that were smelted
further than a day (week, decade, month) before the upcoming melting;

– an acceptable precedent (for rarely smelted steel grades) can be melting
performed on another similar unit of the workshop.

It is required to choose on a set 𝑀 the best metric of the proximity of the past and
present melts of steel and to develop an algorithm for selecting a given number of optimal
melts according to the criterion of the proximity of situations — precedents that satisfy
the constraints.

Information model of the precedent

Control actions Smelting result

Smelting parameters, %

Slag parameters, %

Process gas parameters, %

Actual cost of smelting, rubles

Weight of cast iron poured into

the converter, tons

Weight of scrap, tons

Weight of deoxidizers, kg

Oxygen consumption

for blowing, m 3

Time of start and end of blowing,

hour/min

Lance position during blowing,

meters

Weight slag-forming, kg

Description of the situation

Chemical composition of cast iron

Chemical composition of scrap

Chemical composition of ferroalloys

Speci ed steel grade and weightfi

Chemical composition of slag-forming

Oxygen blast composition

Smelting duration, min

Steel temperature,  C
o

Melting weight, tons

Fig. 3. Structure of the information model of the smelting-precedent

The following metrics were chosen as the initial set of proximity measures.
1. Euclidean measure 𝑑𝐾(𝑍𝑗, 𝑍

*), which is represented by the following expression:

𝑑𝐸(𝑍𝑗, 𝑍
*) =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑧𝑗𝑖 − 𝑧*𝑖 )2, (1)
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where 𝑍𝑗 is the vector of parameters of the 𝑗-th precedent, 𝑍* is the vector
of parameters of the upcoming melting; 𝑧𝑗𝑖 is the normalized value of the 𝑖-th
parameter of the 𝑗-th precedent; 𝑧*𝑖 is the normalized value of the 𝑖-th parameter of
the upcoming melting.

2. Hamming measure, represented by the expression:

𝑑𝐻(𝑍𝑗, 𝑍
*) =

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑧𝑗𝑖 − 𝑧*𝑖 |. (2)

3. The Manhattan measure is an extended case of the Hamming or Euclidean measure,
with the only difference that it uses the parameter importance coefficient, for
example:

𝑑𝑀𝐸(𝑍𝑗, 𝑍
*) =

⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑧𝑗𝑖 − 𝑧*𝑖 )2, (3)

𝑑𝑀𝐻(𝑍𝑗, 𝑍
*) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖|𝑧𝑗𝑖 − 𝑧*𝑖 |, (4)

where 𝑎𝑖 is the coefficient of the importance of the 𝑖-th melting parameter (as a
rule, 𝑎𝑖 ∈ [0, 1]).

4. Generalized counting distance:

𝑑0(𝑍𝑗, 𝑍
*) =

𝑛∑︁
𝑖=1

{︃
1, 𝑖𝑓 𝑧𝑗𝑖 ∈ (𝑧*𝑖 ± 𝛿𝑍𝑖)

0, 𝑖𝑓 𝑧𝑗𝑖 /∈ (𝑧*𝑖 ± 𝛿𝑍𝑖)
, (5)

where 𝑑0(𝑍𝑗, 𝑍
*) is the number of vector coordinates 𝑍𝑗, 𝑍

* by which these vectors
differ from each other by an amount less than the neighborhood ±𝛿𝑍𝑖 of the vector
𝑍* coordinates {𝑧*𝑖 }.

The proposed human-machine procedure for selecting the optimal precedents includes
the following actions, which must be performed 10–20 minutes before the end of the
current steel melting.

1. The workstation of the decision-maker (foreman and operator of the distributor)
receives a task for the upcoming smelting (new situational task), containing the
parameters of the situation for a new smelting, including: a given smelt mass and
steel grade (chemical composition, temperature), the chemical composition of liquid
iron, scrap, ferroalloys, and slag-forming.

2. The decision-maker launches the process of forming the 2 closest, to the current
moment in time, samples from the base of precedents and an algorithm for selecting
several optimal precedents, while:
(a) out of 2 samples, subsets of precedents are selected that satisfy the restrictions

on the grade and temperature of steel, the weight of the melt, the presence of
bulk materials;

(b) on the basis of a given measure of proximity, a limited group of optimal
(that is, the ones closest to the up-coming melting in terms of the values of
situational parameters) precedents is formed;

(c) representatives of the group of optimal precedents are consistently displayed by
decision-makers in a concise form, who, at their discretion, choose a use case
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for implementation. If the decision-maker does not find a suitable precedent,
then they can change the measure of proximity or constraint and again refer
to step 2.2 to form a new group of optimal precedents.

3. The decision-makers accept the selected precedent for implementation “as is” or
make adjustments to it.

Conclusion

The CBR-cycle of decision-making is considered the basis for constructing a procedure
for human-machine control of a poorly formalized production object. The general
functional structure of the precedent control system has been developed. The concretization
of individual modules of the functional control scheme associated with the selection of
optimal precedents for the production organizational system — steel-making workshop is
presented. Criteria and limitations are presented, as well as a procedure for choosing
optimal precedents from a regularly updated database of past steel melts.
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Аннотация. Кластеризация на основе категориальных данных — одна из сложных задач
интеллектуального анализа данных. В статье представлен алгоритм кластеризации вакансий
с использованием информации о необходимых навыках. На первом этапе предлагается проце-
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дура стандартизации неструктурированной текстовой информации. Полученные процеду-
ры включают этапы идентификации синонимов и общих терминов на основе сочетания
подходов TF-IDF и 𝑛-граммов для переведенных и транслитерированных терминов. Затем
предложенный алгоритм проверяется на данных, полученных с межрегиональной платформы
online-рекрутмента. Алгоритм обеспечивает проверку количества извлеченных кластеров,
включая иерархический кластерный анализ и коалиционный поиск Гирвана –Ньюмана. Резуль-
тирующее количество кластеров проверяется при помощи внутренних оценок достоверности и
предлагает непересекающиеся наборы терминов, которые описывают определенные группы
профессий в секторе информационных технологий. На основе полученных кластеров хорошо
совпадающие и несовпадающие термины идентифицируются с использованием индексов Си-
луэта (Silhouette Index). Указанные в статье процедуры позволяют минимизировать участие
человека в процессе кластеризации и создавать интерпретируемые кластеры для последующе-
го анализа. В целом, подход к идентификации кластеров на основе категориальных данных
представлен и протестирован на выборке онлайн-объявлений о вакансиях. Он имеет большой
потенциал использования для задач формирования факторов в исследованиях машинного
обучения и для прикладных исследований рынка труда в экономике.
Ключевые слова: онлайн-объявления о вакансиях, набор навыков в ИТ, несоответствие
профессий, кластеризация вакансий, обработка естественного языка
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вакансиях] // Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Меха-
ника. Информатика. 2022. Т. 22, вып. 2. С. 250–265. https://doi.org/10.18500/1816-9791-2022-
22-2-250-265
Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International
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Introduction
Job seeking process involves employers, employees, state authorities, and the

educational system. In order to provide powerful matching signals, different parties
disclose skills that are required or possessed. From the side of the employer, skills contain
extended information about relevant experience, knowledge, and character required.
Especially in the IT-sphere, this information is highly valuable due to incessant changes
arising in the era of digitalization. However, new job occupations and professional tasks
with their own mix of competences are inevitably created. Thus, the particular set of
skills determines not only job occupations themselves but also new job directions in a
broad sense. The last-mentioned allows discovering issues of job occupations clustering
on the basis of skills required. Accordingly, the appropriate clustering approach should
satisfy at least the criteria such as a reasonable number of clusters for interpretation and
a stable connection between cluster elements. This paper introduces the novel clustering
approach for data structures based on linked sets of elements.

The paper’s structure is the following. Section 1 provides an overview of related
work about online job advertisements clustering issues and state-of-the-art approaches.
Section 2 describes the data sample extraction and processing of unstructured information
about skills. Section 3 contains the algorithm description. Section 4 provides results. The
last two sections relate to the discussion and concluding remarks.

1. Related work
Several studies highlight issues of the importance of certain skills in the IT-sphere.

Firstly, this branch of the labor market relates to the high volatility of technical and soft
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skills required [1–3]. Secondly, skills, especially technical, have an outstanding structure
due to the presence of precise formulation of programming languages, technological
stack, interface instruments, etc., so it is easier to classify them in attribution to several
job positions [4–7]. Thirdly, the adoption of new technologies requires to changing
combinations of skills of workers in order to perform newly created tasks [8–12].
The current paper is aimed to provide the clustering algorithm of vacancies based on
information about skills.

The existing clustering approaches used in related works have their advantages and
disadvantages. In general, algorithms are sensitive to the data structure and the initial
parameters set for a number of clusters. We can highlight the following state-of-the-
art clustering algorithms, which take associations between elements in set-based data
structures. For example, some researchers use Structural Topic Modeling, in particular,
Latent Dirichlet Allocation [13–16] and Latent Semantic Analysis [17,18], that provide
probabilistic matching between textual tokens but the number of topics is set beforehand.
The other uses Hierarchical Clustering, which takes a dissimilarity matrix as input, but
the results can be unstable because of the empirical choice of appropriate linkage function
and the direction of clusters’ aggregation [19–21]. In addition, several works introduce
multiple-view clustering algorithms, which are based on several input matrices [22–24].
However, the initial parameter setting issues, such as choice of clusters number and
cluster collaboration strength is chosen empirically.

Concerning the experimental setting with job advertisements data, many studies
provide algorithms for information extraction from online vacancies. However, the way
of their implementation differs from the stated research task. For example, if the main
research objective relates to the process of matching the unstructured text fields from
job advertisements with the official classifier for occupations and skills classification
algorithms are implemented for the job titles and extended job descriptions [25–28]. The
other researchers use a data-driven approach where obtained data is manually corrected
by domain experts in order to provide the appropriate systematization [14,29].

2. Data collection and processing

2.1. Online job advertisements sample

The data are collected from one of the largest hiring platforms in the CIS (Common-
wealth of Independent States) region named HeadHunter (https://hh.ru). The typical
structure of an online job advertisement (vacancy) includes the main following fields:
vacancy ID, job name, specialization codes (from 1 to 6 professional area codes) publishing
date, area (region), description (unstructured text), skills (the set of the size from 0 to
30 elements that consist of unstructured texts each up to 100 symbols). The main stages
of the sample creation with the number of observations in parentheses are presented
below.

1. IT vacancies extraction (3,066,707 obs.) with “description” fields, containing not
less than 30 symbols and at least one “IT” specialization code according to HeadHunter
classifier (“1.*”: “IT, Internet, Telecom”)1. Time frame: from May 2015 till September
2019. The subset of specialization codes for “IT” includes 37 IDs in total.

2. Removal of ambiguous occupations by the classifier (2,815,605 obs.). Seven groups
are dropped: “Art Director”, “Content”, “Marketing”, “Sales”, “Producer”, “Business
Development”, “Other” (8.2% reduction).

1HeadHunter API: Specializations, https://api.hh.ru/specializations?locale=EN
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3. Identification of portion with skills specified2 (501,512 obs.): 28.7% out of 1,744,839
vacancies created since 2015.

4. Checking of the sample representation by professional codes: no significant
difference between the structure of specialization codes in the sample with skills specified
and in vacancies with non-specified skills is found by paired t-test (582 pairs of IT
specialization codes mixed with non-IT).

5. Checking of yearly difference for aggregation purposes by IT specialization codes:
slight diversification in combinations with the first presented year (2015) in terms of
the structure of specializations but in general no significant differences in median values
according to sign-test (Table 1).

6. Removal of duplicated entries by both “description” and “skills” fields (351,623
obs.). So, obtained yearly distribution of vacancies: 17,551 in 2015; 53,110 in 2016;
74,560 in 2017; 116,262 in 2018; 90,140 in 2019.

7. Checking the sample represented by the structure of regions where vacancies are
published. According to the t-test, the geographical structure of given data preserves
in the sample (p-value for 4,457 regions comparison is close to 1). The top-10 regions
(cities) in the cleaned sample represents 61.1% of the data (Table 2).

Table 1 Table 2
Sign-test of paired yearly differences over
the structure of IT specialization codes

Distribution of vacancies by regions

Year #1 Year #2 p-value
2015 2016 0.01
2015 2017 0.03
2015 2018 0.07
2015 2019 0.24
2016 2017 0.87
2016 2018 1.00
2016 2019 0.41
2017 2018 0.62
2017 2019 0.24
2018 2019 0.62

Region (city) Country Share, %
Moscow Russia 27.53
Saint-Petersburg Russia 11.68
Minsk Belarus 6.02
Novosibirsk Russia 3.29
Kiev Ukraine 2.44
Voronezh Russia 2.34
Ekaterinburg Russia 2.05
Nizhny Novgorod Russia 2.01
Almaty Kazakhstan 1.95
Kazan Russia 1.77
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Fig. 1. Zipf’s curve and threshold detection

8. Extraction of all skills from the sample
(70,198 unique).

9. Removal of extra punctuation symbols
(except #, + at the end) and white-spaces;
lowercase applying; then, separation by
punctuation symbols followed by white-spaces
(60,111 unique).

10. Reduction of rare terms. The setting of
the threshold was obtained with Zipf’s curve
(Fig. 1). The term with the rank log 8 relates
to 28 occurrences in the sample, thus, all
terms with the lower frequency are removed.
As a result of data processing, the sample of
IT vacancies consists of 351,623 observations.
In addition, the set of 3,034 unique frequent skills is prepared for further standardization.

2The first vacancy with “skills” field was published in June 2015.
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2.2. Skills’ standardization

The general logic of skills’ (terms’) standardization is followed by the steps of similar
terms finding (synonyms) and generalized terms aggregation (the common term for the
particular subset of skills). Moreover, the steps of matching abbreviations and multi-
lingual terms processing are highlighted separately. In order to minimize the stage of
manual processing the following steps are made:

1) removal of extra punctuation and digits;
2) splitting of terms into smaller ones with regexp “/| : | : ”;
3) tracking of terms with white spaces (words reordering and stemming);
4) finding potential abbreviations by the first letters extraction from terms with white

spaces;
5) translation of terms with Cyrillic letters using Yandex.Translate API3 (from Russian

to English).
In the next step the following databases are obtained:

1) perfectly matched synonyms (281 observations);
2) potential synonyms after stemming (102 groups of 249 observations);
3) potential generalized terms (83 groups of 699 observations);
4) potential abbreviations (35 groups of 99 observations);
5) perfect synonyms after translation (81 observations);
6) potential synonyms after translation (38 groups of 128 observations);
7) potential generalized terms after translation (56 groups of 179 observations).

After manual processing of obtained databases, the terms that are not matched at least
in synonyms or generalized terms (1,969 terms) are processed with TF-IDF uni-grams
and bi-grams. Then, such processed terms are added to given databases. Finally, such
terms are merged with the database of synonyms (2,297 terms) and generalized terms
(1,394 terms generalized to 251).

Using the notation, which is given in the initial dataset such terms are matched with
obtained synonyms and generalized terms by the number of occurrences of the initial
term (or the written in Latin translated analog). Moreover, some narrow in their meaning
terms are substituted with generalized terms by the co-occurrence in the initial dataset.
So, at the endpoint of this stage 1,730 terms are obtained (including both synonyms and
generalized terms only) that are matched with the initial sample data. After matching
343,669 vacancies are stayed with at least one matched term from the obtained dataset
out of 351,623 (97.7%).

3. Vacancies’ clustering algorithm

The data structure of vacancies (343,669 entries) obtained after the previous step is
a 2-tuple (𝑖𝑑, 𝑠𝑘𝑖𝑙𝑙𝑠), where 𝑖𝑑 stands fo ID of the vacancy entry and 𝑠𝑘𝑖𝑙𝑙𝑠 is a subset
of standardized skills (several from 1,730 terms) corresponding to such ID. Then, this
data structure is transformed into 𝑠𝑘𝑖𝑙𝑙𝑠 representation (1,730 entries), so, each skill
has a set of vacancy IDs. In order to perform the clustering procedure, the measure of
similarity between 𝑠𝑘𝑖𝑙𝑙𝑠 is needed. Following the data structure (categorical data), the
Jaccard similarity index and confidence metrics (over pairs of 𝑠𝑘𝑖𝑙𝑙𝑠) seem to be the
most appropriate. In order to find Jaccard indexes, the MinHash procedure (introduced
in [30]) with one hash function over 100 members is performed. Based on obtained
indexes the relative confidence metrics were calculated.

3Yandex.Translate API, https://tech.yandex.com/translate/

254 Научный отдел

https://tech.yandex.com/translate/


A. A. Ternikov. Skill-based clustering algorithm for online job advertisements

The main logic of an algorithm, introduced in this paper, is based on the automatic
finding of disjoint clusters of relatively equal size that are ready for human interpretation.
Inputs are taken from categorical data and represent dissimilarity matrices. One of the
relevant clustering algorithms, hierarchical agglomerative clustering (𝐻𝐴𝐶), deals with
symmetric dissimilarity matrices [31], so, three dissimilarity matrices were obtained.
Denote them as J (filled with 1 − 𝐽𝑎𝑐𝑐𝑎𝑟𝑑(𝐴,𝐵)), C1 (filled with 1 − 𝑐𝑜𝑛𝑓(𝐴 → 𝐵)),
and C2 (filled with 1 − 𝑐𝑜𝑛𝑓(𝐵 → 𝐴)), where 𝐴, 𝐵 are sets of IDs for corresponding
𝑠𝑘𝑖𝑙𝑙𝑠.

The concise description of the algorithm and its supporting procedures (see Appendix),
which is presented below, includes the following steps.

1. Three dissimilarity square matrices (J,C1,C2) are taken as input. Indexes of such
matrices represent terms (skills in particular), where the 𝑖-th row and column attribute
to the same skill. Threshold 𝑡 (in current data it takes a value of 100) describes the
reasonable (for research objectives) number of elements in a particular cluster, where the
𝐻𝐴𝐶 procedure is needed to be stopped.

2. Detection of aggregated items for all dissimilarity matrices. Iterated 𝐻𝐴𝐶
procedure with 2-cluster separation is run till the number of elements in the bigger
cluster is greater than 𝑡.

3. Filtering of obtained clusters by their average size and introducing the pairwise
aggregation procedure over clusters using the Girvan –Newman algorithm [32,33]. Then,
rearrangement of duplicated items in obtained clusters for each input matrix. Finally,
rearrangement of items in obtained clusters for three input matrices between each other
with recalculation of dissimilarity measures.

4. Iterated reduction of the number of clusters by merging smaller-sized clusters with
bigger-sized ones obtained with the cut-off.

5. Matching of non-matched terms obtained on the second step with given clusters.
Then, the previous step is repeated.

6. The result of the algorithm is a disjoint set of clusters including all input terms.

4. Results

The algorithm proposed in the previous section is applied to the data sample obtained
in Section 2. The final number of clusters is 13. Seeing the fact that the data itself is
non-labeled and the algorithm takes three dissimilarity matrices as an input only internal
validity could be assessed. The choice of the indexes is adapted for the input data in
accordance with [34]. So, three measures are assessed: 𝐶 index [35,36], Γ [37] and

Table 3
Internal validity

Parameters 𝐶 index Γ 𝐺(+)

J 0.19 0.12 0.10
C1 0.25 0.02 0.11
C2 0.39 0.04 0.11

max𝑖H𝑖 0.20 0.12 0.10
min𝑖H𝑖 0.36 0.01 0.11∑︀

𝑖H𝑖/3 0.30 0.05 0.10

𝐺(+) [38].
The results for all different input matrices

and their transformations are presented in
Table 3. The clusters, their sizes, and main
representatives are given in Table 4.

According to provided measures, clusters
have a low proportion of disconcordant elements.
However, due to the presence of terms that
are highly related to several clusters, certainly
matched terms could be separated from the other
terms for further analysis. Silhouette scores [39]
are calculated for such separation. So, 293 terms (16.9% from all) with negative Silhouette
scores are supposed to be mismatched (negative values indicating the presence of the
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Algorithm Skill-based Clustering
Input: H = (J,C1,C2) is a set of dissimilarity matrices, 𝑡 is a threshold
Output: 𝐶 stands for obtained clusters
1: Let 𝐷 = (𝑑1, 𝑑2, 𝑑3); 𝑈 is an ordered set of terms (indexes of input matrices)

Iterated 𝐻𝐴𝐶
2: for 𝑖 in H do
3: 𝑗 := 𝑡+ 1, 𝑚 := 1
4: while 𝑗 > 𝑡 do
5: 𝑠← 𝐻𝐴𝐶(H𝑖) with 2 clusters: 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2)
6: 𝑠𝑘 = (𝑛𝑘, 𝑢𝑘), 𝑘 = {1, 2}, where 𝑛𝑘 is a number of items, 𝑢𝑘 is a set of items
7: 𝐷𝑖[𝑚]← 𝑢𝑔, where 𝑔 = argmin(𝑛1, 𝑛2)
8: 𝑚 := 𝑚+ 1, 𝑗 := max(𝑛1, 𝑛2)
9: H𝑖 ← sub-matrix of H𝑖 without rows and columns for 𝑢𝑔 terms

10: end while
11: 𝐷𝑖[𝑚]← 𝑢𝑔, where 𝑔 = argmax(𝑛1, 𝑛2)
12: end for

Relatively big clusters extraction
13: for 𝑖 in 𝐷 do
14: |𝑑| is a mean number of items among 𝑑𝑙 ∈ 𝐷𝑖, where 𝑙 ∈ [1, |𝐷𝑖|]
15: 𝐷𝑖 ← {𝑑𝑘 ⊂ 𝐷𝑖 : |𝑑𝑘| < |𝑑|, 𝑘 ∈ [1, |𝐷𝑖| − 1]}
16: end for
17: 𝐷̂ ← JCLUST(𝐷2, 𝐷3, 0)
18: 𝑈 ← CCLUST(JDUPL(𝐷̂1), JDUPL(𝐷̂2), 0)
19: 𝑈̂ ← JCLUST(𝑈,𝐷1, 0)
20: 𝑆 ← CCLUST(JDUPL(𝑈̂1), JDUPL(𝑈̂2), 0)
21: 𝐴← JCLUST(𝑈, 𝑆, 1)
22: 𝐵 ← CCLUST(JDUPL(𝐴1), JDUPL(𝐴2), 1)
23: 𝐵1← 𝐵𝑖(1) : 𝐵𝑖(2) = 1, 𝑖 ∈ [1, |𝐵|]
24: 𝐵2← 𝐵𝑖(1) : 𝐵𝑖(2) = 2, 𝑖 ∈ [1, |𝐵|]
25: 𝐶 ← SBCLUST(𝐵2, 𝐵1, 1

3
)

26: while |𝐶| ̸= |SBCLUST({𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 1}, {𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 2}, 1
3
)| do

27: 𝐶 ← SBCLUST({𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 1}, {𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 2}, 1
3
)

28: end while
29: 𝐹 ← {𝑈 ∖ {𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖]}} is a set of non-matched terms
30: 𝐶 ← TMATCH(𝐹,𝐶)
31: 𝑣 := 1

3

32: while {𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 1} /∈∅ do
33: while |𝐶| ̸= |SBCLUST({𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 1}, {𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 2}, 𝑣)| do
34: 𝐶 ← SBCLUST({𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 1}, {𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 2}, 𝑣)
35: end while
36: 𝑣 := 𝑣

2

37: end while
38: 𝐶 ← {𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖] : 𝑐𝑖(2) = 2}
39: return 𝐶
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term in different clusters), the rest of the terms with non-negative scores indicate the
relation to one cluster (well-matched terms). The resulted word clouds are presented in
Fig. 2.
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Fig. 2. Word clouds of terms and their frequencies separated by Silhouette scores:

a stands for top-100 well-matched terms; b stands for top-100 mismatched terms

The results of clustering provide some insights for further research. For example,
the algorithm detects some supporting areas such as marketing and management that
are obtained separately from the main provided IT technologies. So, the researcher may
decide the comparison of managerial skills and senior positions or just concentrate on the
technical skills only. The other advantage relates to the quite clear separation between
“hard” and “soft” skills. It allows to maintain and update already existing databases of
such skills (see e.g. [4–6]).

Comparing the introduced approach with the traditional clustering algorithms (for 13
clusters), we mention the relative cluster size and internal validity scores. Our approach
allows us to obtain relatively the same-sized clusters based on three dissimilarity
matrices (the variation coefficient of the number of cluster elements equals 0.83).
However, by providing traditional Hierarchical Clustering with several agglomeration
methods4 over different variants of the input matrix (provided in Table 4) we obtain an
unbalanced clusters distribution. Intervals for variation coefficients of cluster numbers
in attribution to different methods are as follows: [1.33, 3.17] for “ward.D”, [1.95, 3.18]
for “ward.D2”, [3.37, 3.57] for “UPGMA”, [3.39, 3.53] for “WPGMA”, [3.54, 3.58] for
“WPGMC”, [3.55, 3.58] for “UPGMC”.

Observing the relative distribution of elements among clusters, we can note that
traditional clustering approaches are inferior to Skill-based Clustering, but due to
the highly-skewed proportion of cluster members (on average one of the clusters

4Clustering was implemented with “hclust” function in “R”, https://rdrr.io/cran/fastcluster/man/hclust.
html
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Table 4
Obtained clusters

Name Size Top-15 representatives
Marketing 110 SEO, Advertising, google, technical website audit, contextual

advertising, Internet Marketing, optimization, web analytics, Yandex
Direct, yandex, social network, site, SMM, search, project

Hardware 184 Linux, Windows, equipment, server administration, configuring dns,
network equipment, setting up the pc, software setting, IP, TCP,
pc repair, server configuration, Active Directory, Windows Server,
maintenance

Big Data 57 Python, C++, BigData, Data Analysis, Machine Learning, SCALA,
Hadoop, ElasticSearch, Mathematical Statistics, Data Mining, Spark,
Mathematical Modeling, Data Science, Kafka, Cassandra

Software 467 HTML, JavaScript, CSS, PHP, SQL, Git, MySQL, Java, OOP, jQuery,
C#, PostgreSQL, MSSQL, 1C-Bitrix, Framework

Administration 96 SAP, C, Unix, Unit Testing, Qt, STL, System Integration,
Teamleading, Boost, ABAP, Unreal Engine, ARM, Embedded,
teaching, sed

Security 52 audit, Information Security, Cisco, security, competitive analytics,
antivirus protection network, means of cryptographic protection
of information, technical means of information protection,
implementation of information systems, domains, Juniper, audit
information systems, SIEM, DLP, Check Point

Web Design 104 Adobe, Testing, organizational skills, copywriting, Bootstrap, Web
Design, writing skills, content, Functional testing, UI, Graphic
Design, UX, layout, video, writing

Engineering 70 Design, Project Documentation, repair, documentation, Engineering,
control, AutoCAD, Visio, gost, automation of processes, process
control system, circuitry, programming, circuit design, normative-
technical documentation

Analytics 83 Excel, technical support, processing, database, powerpoint, ERP,
Reporting, paperwork, Financial Analysis, VBA, financial statements,
SAP ERP, work with current customer base, analytical studies,
primary documents

Soft Skills 140 Communication skills, responsibility, result orientation, stress
resistance, diligence, Customer Support, care, analytical thinking,
Event Management, Bitrix, dedication, punctuality, Game
Development, E-Mail Marketing, initiative

Management 76 Management, personnel management, administration, ui testing,
Recruitment, dbms, BI, Delphi, Business Planning, Web Application
Development, Xcode, ExtJS, Strategic Planning, mobile app,
personnel evaluation

Testing 80 QA, Business Analysis, Selenium, modeling of processes, UML,
BPMN, ITIL, Redmine, ITSM, Blockchain, banking software, IDEF,
Test Automation, Quality Control, manual testing

ERP 211 sales, Project Manager, teamwork, Negotiation skills, English,
literacy, Business communication, 1C, customer, Presentation skills,
business correspondence, accounting, 1c programming, B2B, the
company
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contains more than 55% of observations) internal validity scores are better. Accordingly,
for “ward.D” method the internal validity scores varies as follows: [0.05, 0.18] for
𝐶 index, [0.55, 0.89] for Γ, [0.02, 0.11] for 𝐺(+). Interpreting the obtained results, we
denote the higher proportion of compact clusters (with smaller distances between
elements) compared with Skill-based Clustering in accordance to Γ. Such performance is
caused by the relatively high number of small-sized clusters (typically from five to ten
elements) obtained after traditional Hierarchical Clustering. Moreover, the 𝐶 index also
indicates that overall pairwise distances among elements from the same cluster are lower.
Interestingly, the 𝐺(+) index, which indicates the proportion of disconcordant pairs of
elements is not substantially different from Skill-based Clustering procedures.

Thus, the proposed in the paper algorithm mainly deals with the task of relatively
same-size clusters identification provides their number, and precisely allocates sub-
clusters. Taking into account internal validity scores estimations, the point for the
discussion is between interpretability of obtained clusters and sub-clusters detection.

5. Discussion

The algorithm provided in the current paper is performed to prevent unnecessary split
of clusters into smaller ones and at the same time to avoid too much clusters aggregation.
The research objectives are satisfied in the matter of detection of relatively same-sized
clusters which could be described by a human. The novelty of the current study is the
skill-based approach and the usage of the initial categorical data structure where only
unweighted links between categories exist. However, it is hard to validate the result of
the clustering (especially based on multi-lingual data) on the basis of specific classifiers
of occupations and skills that are officially introduced and used for job position names
validation in the other studies. Moreover, the database of some software developers’ skills
(e.g. the data from the annual Stack Overflow Developer survey5) cannot cover the
whole IT sphere with hardware and support specialists. In addition, newly created sets of
vacancies broaden the links between several skills from different professional occupations
and tasks performed in the modern IT sector.

The overall algorithms’ procedures are aimed to automate data pre-processing for
further use. Followed by the steps of skills standardization the main proposed algorithm
solves the task of particular skills reallocation among the reasonable (interpretative)
number of clusters. Thereby, it is difficult to talk about the time and memory complexity
of the algorithm because of the combination of different algorithmic techniques and their
iterations from one side. On the other side, research objectives do not rely on the inner
performance but the result expressed in the content of obtained clusters. Such clusters
could be interpreted by the sub-field or purpose of usage in the IT sector. However, there
is a tiny amount of entries that might be put into different groups because the algorithm
itself is data-driven and it processes only the categorical data flows.

Conclusion

The provided algorithm extends the traditional Hierarchical Clustering by the
proposition of several dissimilarity matrices as input, which allows for obtaining more

5Stack Overflow Annual Developer Survey, https://insights.stackoverflow.com/survey
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stable results (clusters) compared to a traditional approach. Given procedures help to
get relatively same-sized clusters for further interpretation by providing the cluster-size
threshold. Moreover, the algorithm is scalable for applied data science tasks, which
are based on associations inside the sets of elements, in particular for categories in
natural language. For example, market basket analysis (clustering of customers’ receipts),
topic modeling (detection of common semantic patterns), recommendation systems (user
experience pattern recognition), etc.
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advertisements. International Journal of Information Management, 2020, vol. 50, pp. 416–
431. https://dx.doi.org/10.1016/j.ijinfomgt.2019.07.014

21. Poonnawat W., Pacharawongsakda E., Henchareonlert N. Jobs analysis for business
intelligence skills requirements in the ASEAN region: A text mining study. In: Advances
in Intelligent Informatics, Smart Technology and Natural Language Processing. iSAI-NLP
2017. Advances in Intelligent Systems and Computing, vol. 807. Springer, Cham, 2019,
pp. 187–195. https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-94703-7_17

22. De Carvalho F., Lechevallier Y., de Melo F. Partitioning hard clustering algorithms based
on multiple dissimilarity matrices. Pattern Recognition, 2012, vol. 45, iss. 1, pp. 447–464.
https://doi.org/10.1016/j.patcog.2011.05.016

23. Pedrycz W. Collaborative fuzzy clustering. Pattern Recognition Letters, 2002, vol. 23,
iss. 14, pp. 1675–1686. https://doi.org/10.1016/S0167-8655(02)00130-7

24. Cleuziou G., Exbrayat M., Martin L., Sublemontier J.-H. CoFKM: A centralized method for
multiple-view clustering. ICDM 2009 IEEE 9𝑡ℎ International Conference on Data Mining.
Miami, USA, IEEE, 2009, pp. 752–757. https://doi.org/10.1109/ICDM.2009.138

25. Amato F., Boselli R., Cesarini M., Mercorio F., Mezzanzanica M., Moscato V., Persia F.,
Picariello A. Challenge: Processing web texts for classifying job offers. Proceedings of the
2015 IEEE 9th International Conference on Semantic Computing (IEEE ICSC 2015), 2015,
pp. 460–463. https://dx.doi.org/10.1109/ICOSC.2015.7050852

26. Boselli R., Cesarini M., Mercorio F., Mezzanzanica M. Classifying online job advertisements
through machine learning. Future Generation Computer Systems, 2018, vol. 86, pp. 319–
328. https://dx.doi.org/10.1016/j.future.2018.03.035

27. Colombo E., Mercorio F., Mezzanzanica M. AI meets labor market: Exploring the link

Информатика 261

https://doi.org/10.1080/02681102.2018.1454879
https://doi.org/10.1109/ACCESS.2019.2924075
https://doi.org/10.1016/j.ipm.2017.05.004
https://doi.org/10.1109/ICSSSM.2017.7996289
https://doi.org/10.1109/ICSSSM.2017.7996289
https://doi.org/10.1007/s12599-014-0344-2
https://doi.org/10.1109/MS.2009.150
https://dx.doi.org/10.1016/j.ijinfomgt.2019.07.014
https://dx.doi.org/10.1007/978-3-319-94703-7_17
https://doi.org/10.1016/j.patcog.2011.05.016
https://doi.org/10.1016/S0167-8655(02)00130-7
https://doi.org/10.1109/ICDM.2009.138
https://dx.doi.org/10.1109/ICOSC.2015.7050852
https://dx.doi.org/10.1016/j.future.2018.03.035


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2022. Т. 22, вып. 2

between automation and skills. Information Economics and Policy, 2019, vol. 47, pp. 27–37.
https://dx.doi.org/10.1016/j.infoecopol.2019.05.003

28. Lovaglio P., Cesarini M., Mercorio F., Mezzanzanica M. Skills in demand for ICT and
statistical occupations: Evidence from web-based job vacancies. Statistical Analysis and
Data Mining, 2018, vol. 11, iss. 2, pp. 78–91. https://dx.doi.org/10.1002/sam.11372

29. Karakatsanis I., AlKhader W., MacCrory F., Alibasic A., Omar M. A., Aung Z., Woon W. L.
Data mining approach to monitoring the requirements of the job market: A case study.
Information Systems, 2017, vol. 65, pp. 1–6. https://doi.org/10.1016/j.is.2016.10.009

30. Broder A. On the resemblance and containment of documents. In: Proceedings. Compression
and Complexity of SEQUENCES 1997 (Cat. No. 97TB100171). IEEE, 1997, pp. 21–29.
https://doi.org/10.1109/SEQUEN.1997.666900

31. Murtagh F., Legendre P. Ward’s hierarchical agglomerative clustering method: Which
algorithms implement Ward’s criterion? Journal of Classification, 2014, vol. 31, iss. 3,
pp. 274–295. https://doi.org/10.1007/S00357-014-9161-Z

32. Girvan M., Newman M. Community structure in social and biological networks. Proceedings
of the National Academy of Sciences of the United States of America, 2002, vol. 99,
iss. 12, pp. 7821–7826. https://doi.org/10.1073/pnas.122653799

33. Newman M., Girvan M. Finding and evaluating community structure in networks. Physical
Review E, 2004, vol. 69, iss. 2, Art. 026113. https://doi.org/10.1103/PhysRevE.69.026113

34. Milligan G. A Monte Carlo study of thirty internal criterion measures for cluster analysis.
Psychometrika, 1981, vol. 46, iss. 2, pp. 187–199. https://doi.org/10.1007/BF02293899

35. Dalrymple-Alford E. Measurement of clustering in free recall. Psychological Bulletin, 1970,
vol. 74, iss. 1, pp. 32–34. https://doi.org/10.1037/H0029393

36. Hubert L., Levin J. A general statistical framework for assessing categorical clustering in
free recall. Psychological Bulletin, 1976, vol. 83, iss. 6, pp. 1072–1080. https://doi.org/10.
1037/0033-2909.83.6.1072

37. Baker F., Hubert L. Measuring the power of hierarchical cluster analysis. Journal of the
American Statistical Association, 1975, vol. 70, iss. 349, pp. 31–38. https://doi.org/10.
1080/01621459.1975.10480256

38. Rohlf F. J. Methods of comparing classifications. Annual Review of Ecology and Systematics,
1974, vol. 5, iss. 1, pp. 101–113. https://dx.doi.org/10.1146/annurev.es.05.110174.000533

39. Rousseeuw P. Silhouettes: A graphical aid to the interpretation and validation of cluster
analysis. Journal of Computational and Applied Mathematics, 1987, vol. 20, pp. 53–65.
https://dx.doi.org/10.1016/0377-0427(87)90125-7

Поступила в редакцию / Received 07.08.2021
Принята к публикации / Accepted 08.02.2022
Опубликована / Published 31.05.2022

Appendix

Algorithm’s procedures

JCLUST aggregates clusters on the basis of the Girvan –Newman algorithm and similarity indexes;
returns enlarged clusters.

TMATCH takes the set of terms and adds them into given clusters using similarity metrics;
returns clusters, filled-in with new terms.
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Procedure 1
JCLUST(𝑋, 𝑌, 𝑠𝑤𝑖𝑡𝑐ℎ𝑒𝑟)

1: Let 𝑆 = 𝑋 × 𝑌 ; 𝑀 is an edge weights vector for the Girvan –Newman algorithm
2: if 𝑠𝑤𝑖𝑡𝑐ℎ𝑒𝑟 = 0 then
3: for 𝑠 in 𝑆 do
4: 𝑀𝑠 ← |𝑆𝑠(𝑥)∩𝑆𝑠(𝑦)|

|𝑆𝑠(𝑥)∪𝑆𝑠(𝑦)|
5: end for
6: 𝑀 ←𝑀𝑠 : 𝑀𝑠 > 1.5 · 𝐼𝑄𝑅(𝑀)
7: else
8: for 𝑠 in 𝑆 do
9: 𝑀𝑠 ← max

(︁
|𝑆𝑠(𝑥)∩𝑆𝑠(𝑦)|

|𝑆𝑠(𝑥)| , |𝑆𝑠(𝑥)∩𝑆𝑠(𝑦)|
|𝑆𝑠(𝑦)|

)︁
10: end for
11: 𝑀 ←𝑀𝑠 : 𝑀𝑠 >

2
3

12: end if
13: Let 𝑙 number of communities obtained with the Girvan –Newman algorithm over 𝑀
14: 𝒞[𝑙] ← the set of community items, 𝒩 stands for clusters that are not in communities
15: ℳ← (𝒞,𝒩 )
16: return ℳ

Procedure 2
TMATCH(𝐹,𝐶)

1: while 𝐹 /∈∅ do
2: for 𝑓 in 𝐹 do
3: ̃︁C2← sub-matrix of C2 with rows stands for the term 𝐹𝑓

4: Let 𝑘 be the vector, where |𝑘| = |𝐶|; 𝑚 := 1
5: for 𝑐 in 𝐶 do
6: ̂︁C2← sub-matrix of ̃︁C2 with columns stands for 𝐶𝑐 terms
7: if ̂︁C2𝑖𝑗 /∈∅ ∀𝑖 ∈ [1, |𝐹𝑓 |], 𝑗 ∈ [1, |𝐶𝑐|] then
8: 𝑘[𝑚]←

∑︀|𝐹𝑓 |
𝑖=1

∑︀|𝐶𝑐|
𝑗=1

̂︁C2𝑖𝑗
9: else

10: 𝑘[𝑚]← 0
11: end if
12: 𝑚 := 𝑚+ 1
13: end for
14: if | argmax 𝑘[𝑚]| = 1 then
15: 𝐶argmax 𝑘[𝑚](1)← 𝐶argmax 𝑘[𝑚](1) ∪ 𝐹𝑓

16: end if
17: end for
18: 𝐹 ← {𝑈 ∖ {𝑐𝑖(1)∈𝐶 [𝑖]}}
19: end while
20: return 𝐶
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JDUPL rearranges duplicated items from the set of overlapping clusters and returns disjoint ones.

Procedure 3
JDUPL(𝑋)

1: 𝑚 := 1
2: while 𝑚 > 0 do
3: Let 𝐻 = {(𝑥𝑖, 𝑙𝑖, 𝑖)|𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖, 𝑙𝑖 = |𝑋𝑖|, 𝑖 ∈ [1, |𝑋|]}
4: 𝐻1 = {(𝑥𝑖, 𝐼(argmin𝐿))|𝐿 ⊆ 𝐻𝑖(2), 𝐼 ⊆ 𝐻𝑖(3) : 𝑥𝑖 ∈ 𝐻𝑖}
5: 𝒳 ← the set of new communities obtained in 𝐻1
6: if @ 𝑖, 𝑗 : 𝐻𝑖(1) = 𝐻𝑗(1), 𝑖 ̸= 𝑗 then
7: 𝑚 := 0
8: end if
9: end while

10: return 𝒳

SBCLUST takes small and large clusters (by the number of elements), merge small clusters to
bigger ones with similarity threshold; returns enlarged clusters.

Procedure 4
SBCLUST(𝑋, 𝑌, 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ𝑜𝑙𝑑)

1: 𝑡 := 1, 𝑠 := 1
2: for 𝑥 in 𝑋 do
3: ̃︁C1← sub-matrix of C1 with rows stands for 𝑋𝑥 terms
4: Let 𝑘 be the vector, where |𝑘| = |𝑌 |; 𝑚 := 1
5: for 𝑦 in 𝑌 do
6: ̂︁C1← sub-matrix of ̃︁C1 with columns stands for 𝑌𝑦 terms
7: if ̂︁C1𝑖𝑗 /∈∅ ∀𝑖 ∈ [1, |𝑋𝑥|], 𝑗 ∈ [1, |𝑌𝑦|] then
8: 𝑘[𝑚]← max16𝑖6|𝑋𝑥|,16𝑗6|𝑌𝑦 |

̂︁C1𝑖𝑗
9: else

10: 𝑘[𝑚]← 0
11: end if
12: 𝑚 := 𝑚+ 1
13: end for
14: if max 𝑘 > 𝑡ℎ𝑟𝑒𝑠ℎ𝑜𝑙𝑑 then
15: 𝑅𝑠 ← (𝑡, argmax 𝑘[𝑚])
16: 𝑠 := 𝑠+ 1
17: end if
18: 𝑡 := 𝑡+ 1
19: end for
20: for 𝑟 in 𝑅 do
21: 𝑌𝑟(2) ← 𝑌𝑟(2) ∪𝑋𝑟(1)

22: end for
23: 𝑋 ← 𝑋𝑖 : 𝑖 /∈ {𝑅𝑗(1) ∈ 𝑅 : 𝑗 ∈ [1, |𝑅|]}
24: 𝒥 ← {{(𝑥, 1) : 𝑥 ∈ 𝑋} ∪ {(𝑦, 2) : 𝑦 ∈ 𝑌 }} is the set of item sets
25: return 𝒥
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CCLUST takes item sets and returns rearranged clusters based on recalculated similarity metrics.

Procedure 5
CCLUST(𝑋, 𝑌, 𝑠𝑤𝑖𝑡𝑐ℎ𝑒𝑟)

1: Let 𝑆 = 𝑋 × 𝑌
2: for 𝑠 in 𝑆 do
3: 𝑀𝑠 ← |𝑆𝑠(𝑥)∩𝑆𝑠(𝑦)|

|𝑆𝑠(𝑦)|
4: end for
5: 𝐺 = {(𝑖, 𝑇𝑖) : 𝑇𝑖 =

∑︀𝑛
𝑗=1𝑀𝑖, 𝑖 ∈ [1, |𝑋|], 𝑗 ∈ [1, |𝑋̂|] | 𝑋̂ ← 𝑋𝑖 ⊆ 𝑆}

6: 𝐺 = {𝑔 ∈ 𝐺𝑖| 𝑖 ∈ [𝑘]}, where [𝑘] stands for indexes of 𝐺𝑘(2) sorted increasingly
7: for 𝑔 in 𝐺 do
8: 𝑆 = {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)|𝑋𝑔(1) ⊆ 𝑆, 𝑖 = 𝑔(1)}
9: for 𝑠 in 𝑆 do

10: 𝑀𝑠 ← |𝑆𝑠(𝑥)∩𝑆𝑠(𝑦)|
|𝑆𝑠(𝑦)|

11: end for
12: 𝑆 = {𝑠 ∈ 𝑆𝑖| 𝑖 ∈ [𝑘]}, where [𝑘] stands for indexes of 𝑀𝑠 sorted increasingly
13: for 𝑠 in 𝑆 do
14: 𝐴 := 𝑠(𝑥), 𝐵 := 𝑠(𝑦)
15: if |𝑠(𝑥)| < |𝑠(𝑦)| then
16: 𝐴 := 𝑠(𝑦), 𝐵 := 𝑠(𝑥)
17: end if
18: 𝑄 := 𝐴 ∩𝐵
19: if 𝑀𝑠 <

1
3 then

20: 𝑆𝑠(𝑦)← 𝑆𝑠(𝑦) ∖ 𝑄
21: else
22: 𝑆𝑠(𝑥)← 𝑆𝑠(𝑥) ∖ 𝑄
23: end if
24: end for
25: 𝑆 ← 𝑆: re-clustered items
26: end for
27: if 𝑠𝑤𝑖𝑡𝑐ℎ𝑒𝑟 = 0 then
28: 𝒥 ← {{𝑋 ⊆ 𝑆} ∪ {𝑌 ⊆ 𝑆}} is the set of item sets by rearranged clusters
29: else
30: 𝒥 ← {{(𝑥, 1) : 𝑥 ∈ 𝑋 ⊆ 𝑆} ∪ {(𝑦, 2) : 𝑦 ∈ 𝑌 ⊆ 𝑆}}
31: end if
32: return 𝒥
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10 февраля 2022 г. исполнилось 60 лет доктору физико-математических наук,
профессору Юрию Николаевичу Радаеву — известному ученому в области механики
деформируемого твердого тела и прикладной математики, педагогу, деятелю науки и
высшего образования в России.

Ю. Н. Радаев — автор фундаментальных работ по математической теории пла-
стичности, механике разрушения, теории трещин и накопления микроповреждений,
связанной гиперболической термоупругости и термомеханике, микрополярной упру-
гости, механике сыпучих и гранулированных сред, механике растущих тел (см.,
например, [1–38]).

Научные проекты под руководством Ю. Н. Радаева в течение ряда лет были под-
держаны Министерством образования и науки РФ, Международным научным фондом
и Российским фондом фундаментальных исследований (проекты «Моделирование
термомеханических процессов в сложных средах с помощью принципа термомеха-
нической ортогональности», «Гиперболические тепловые волны в твердых телах с
микроструктурой», «Волновые задачи связанной гиперболической термоупругости».
Он неоднократно принимал участие в крупных научных проектах, таких как «Моде-
лирование процессов производства тканых 3D-материалов» и «Механические аспекты
дизайна и анализа изделий аддитивного производства: теория и эксперимент»).

В 1993–1995 гг. Ю. Н. Радаев прошел научную стажировку в университете Нагоя,
Япония (Department of Mechanical Engineering, Nagoya University, Nagoya, Japan),
финансирование которой осуществлялось Министерством науки и культуры Японии;
в 1999–2000 гг. при поддержке CNRS проводил научно-исследовательскую работу в
лаборатории математического моделирования в механике при Университете Пьера и
Марии Кюри, Франция (Centre National de la Recherche Scientifique, Université Pierre
et Marie Curie (Paris VI), Paris, France); в 2017–2018 гг. работал в Университете
Киото в должности visiting professor (Department of Energy Conversion Science,
Graduate School of Energy Science, Kyoto University, Japan), где читал курсы по
механике разрушения и механике поврежденности.
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В 2004–2007 гг. Ю. Н. Радаев руководил крупным научным проектом, реализуе-
мым Самарским государственным университетом, по новому прочтению, переводу и
комментированию фундаментальной трехтомной монографии А. Уайтхеда и Б. Рас-
села «Principia Mathematica» [7]. Современный перевод на русский язык «Principia
Mathematica» [8] восполняет существующий пробел в литературе по математиче-
ской логике и основаниям математики, а также способствует развитию формальной
математики в духе ее основоположников.

В составе коллектива исследователей Ю. Н. Радаев работал над вопросами при-
менения алгебры и анализа псевдотензоров к задачам механики растущих тел и
микрополярной теории упругости и проблемами условия гиперболичности и фактори-
зуемости дифференциальных операторов изотропной микрополярной упругости.

В настоящее время научные интересы Юрия Николаевича направлены на решение
следующих задач: классификация микрополярных упругих моделей с точки зрения
преобразований зеркальной симметрии и инверсии; идентификация гемитропных
биологических тканей и биоматериалов; моделирование поведения структурных эле-
ментов скелетов и экзоскелетов живых организмов под воздействием различных
механических и биологических факторов (в том числе патогенных); расчет на проч-
ность пакетов гемитропных сферических оболочек, цилиндров и пакетов цилиндров
под действием нагрузок давления, кручения и изгиба.

Ю. Н. Радаев принимает активное участие в подготовке кадров высшей квали-
фикации. Читаемые им курсы «Математическая теория пластичнсоти», «Механика
разрушения», «Динамические задачи теории упругости», «Реологические модели
сплошных сред», «Математическая физика и ее приложения», «Двумерные зада-
чи теории упругости», «Вязкоупругие и наследственные среды» вызывают большой
интерес и способствуют профессиональному развитию молодых ученых. Многие
годы он является ведущим организатором Всероссийских конференций по механике
деформируемого твердого тела.

С Саратовским университетом Юрия Николаевича связывает долгое научное
сотрудничество. Он много лет является членом диссертационного совета по механике
деформируемого тела при Саратовском университете и членом редколлегии журнала
«Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика.
Информатика» (входит в Web of Sciences, Scopus и RSCI).

Поздравляем Юрия Николаевича с 60-летием и желаем ему новых ярких достиже-
ний в науке, талантливых учеников и успехов в его многогранной деятельности.
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