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Научная статья
УДК 519.85

Метрика Вассерштейна и взвешенные метрики
для многомерных распределений Гаусса

М. Я. Кельберт1 , Ю. Сухов2

1Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», Россия, 101000, г. Москва,
ул. Мясницкая, д. 20
2Университет штата Пенсильвания, Соединенные Штаты Америки, Пенсильвания, 16802, г. Стейт-
Колледж, кампус Юниверсити-Парк, ул. Олд Мейн, д. 201

Кельберт Марк Яковлевич, кандидат физико-математических наук, профессор-исследователь де-
партамента статистики и анализа данных факультета экономических наук, mkelbert@hse.ru, https:
//orcid.org/0000-0002-3952-2012, AuthorID: 1137288
Сухов Юрий, кандидат физико-математических наук, профессор математического факультета,
yms@statslab.cam.ac.uk, AuthorID: 1131362

Аннотация. Приводится ряд нижних и верхних оценок для расстояний Леви–Прохорова,
Вассерштейна, Фреше и Хеллингера между вероятностными распределениями одной и той
же или разных размерностей. Вводится взвешенное (или контекстно зависимое) расстояние
полной вариации и расстояние Хеллингера. Доказаны верхняя и нижняя оценки для этих
взвешенных метрик. Доказаны нижние оценки минимума суммы различных ошибок при
проверке чувствительных гипотез.
Ключевые слова: расстояние Леви–Прохорова, расстояние Вассерштейна, взвешенное рас-
стояние полной вариации, неравенство Добрушина, взвешенное неравенство Пинскера, взве-
шенное неравенство Ле Кама, взвешенное неравенство Фано
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№ 23-21-00052).
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Introduction
In this note, we review basic facts about the metrics for probability measures and

provide specific formulae and simplified proofs that could not be easily found in the
literature. Alongside the classical results such as the evaluation of the Lévy –Prokhorov
distance in terms of the Wasserstein distance presented in Section 1, we discuss some
novel approaches. In Section 2, we review a recent development related to the distances
between the distributions of different dimensions. Finally, in Section 3, we present the
context-sensitive (or weighted) total variance distance and establish a number of new
inequalities mimicking some classical results from the information theory. Sections 1
and 2 of the paper are basically a review but contain several improvements. Section 3 is
purely original and was never published before.
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1. Lévy–Prokhorov and Wasserstein distances
Let P𝑖, 𝑖 = 1, 2, be probability distributions on a metric space 𝒲 with metric 𝑟.

Define the Lévy –Prokhorov distance 𝜌𝐿−𝑃 (P1,P2) between P1,P2 as the infimum of
numbers 𝜀 > 0 such that for any closed set 𝐶 ⊂ 𝒲,

P1(𝐶) −P2(𝐶𝜀) < 𝜀, P2(𝐶) −P1(𝐶𝜀) < 𝜀 (1)

where 𝐶𝜀 stands for the 𝜀-neighborhood of 𝐶 in metric 𝑟. It could be easily checked that
𝜌𝐿−𝑃 (P1,P2) 6 𝜏(P1,P2), i. e. the total variance distance. Next, define the Wasserstein
distance 𝑊 𝑟

𝑝 (P1,P2) between P1,P2 by

𝑊 𝑟
𝑝 (P1,P2) = inf

P̄
(EP̄ [𝑟(𝑋1, 𝑋2)

𝑝])1/𝑝

where the infimum is taken over all joint P̄ on 𝒲 ×𝒲 with marginals P𝑖. In the case
of Euclidean space with 𝑟(𝑥1, 𝑥2) = ‖𝑥1 − 𝑥2‖, the index 𝑟 is omitted.

Theorem 1 (Dobrushin’s bound).

𝜌𝐿−𝑃 (P1,P2) 6 [𝑊 𝑟
1 (P1,P2)]

1/2. (2)

Proof. Suppose that there exists a closed set 𝐶 for which at least one of the
inequalities (1) fails, say P1(𝐶) > 𝜀+ P2(𝐶𝜀). Then, for any joint P̄ with marginals P1

and P2,

EP̄ [𝑟(𝑋1, 𝑋2)] > EP̄ [1(𝑟(𝑋1, 𝑋2) > 𝜀)𝑟(𝑋1, 𝑋2)] > 𝜀P̄(𝑟(𝑋1, 𝑋2) > 𝜀) >

> 𝜀P̄(𝑋1 ∈ 𝐶,𝑋2 ∈ 𝑊 ∖ 𝐶𝜀) > 𝜀
[︀
P̄(𝑋1 ∈ 𝐶) − P̄(𝑋1 ∈ 𝐶,𝑋2 ∈ 𝐶𝜀)

]︀
>

> 𝜀
[︀
P̄(𝑋1 ∈ 𝐶) − P̄(𝑋2 ∈ 𝐶𝜀)

]︀
= 𝜀 [P1(𝑋1 ∈ 𝐶) −P2(𝑋2 ∈ 𝐶𝜀)] > 𝜀2.

This leads to (2), as claimed. �
The Lévy –Prokhorov distance is quite tricky to compute, whereas the Wasserstein

distance can be found explicitly in a number of cases. Say, in 1D case 𝒲 = R1 we have
(cf. [1]).

Theorem 2.

𝑊1(P1,P2) =

∫︁
R

|𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑥)| 𝑑𝑥. (3)

Proof. First, check the upper bound 𝑊1(P1,P2) 6
∫︀
R
|𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑥)| 𝑑𝑥. Consider

𝜉 ∼U[0, 1], 𝑋𝑖 = 𝐹−1
𝑖 (𝜉), 𝑖 = 1, 2. Then, in view of Fubini theorem,

E[|𝑋1 −𝑋2|] =

∫︁ 1

0

|𝐹−1
1 (𝑦) − 𝐹−1

2 (𝑦)| 𝑑𝑦 =

∫︁
R

|𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑥)| 𝑑𝑥.

Let us now prove the inverse inequality. Set 𝑌 = 𝑋2 −𝑋1 ∨ 0, 𝑍 = 𝑋1 −𝑋2 ∨ 0 then
E[|𝑋1 −𝑋2|] = E[𝑌 ] + E[𝑍]. It could be easily checked that

E[𝑍] =

∫︁
R

P̄(𝑋1 6 𝑦,𝑋2 > 𝑦)| 𝑑𝑦.

A similar argument can be done for 𝑌 , by swapping 𝑋1 and 𝑋2. This yields

E[|𝑋1 −𝑋2|] =

∫︁
R

[︀
P̄(𝑋1 6 𝑦,𝑋2 > 𝑦) + P̄(𝑋2 6 𝑦,𝑋1 > 𝑦)

]︀
𝑑𝑦 =
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=

∫︁
R

[︀
P1(𝑋1 6 𝑦) + P2(𝑋2 6 𝑦) − 2P̄(𝑋1 6 𝑦,𝑋2 6 𝑦)

]︀
𝑑𝑦 >

>
∫︁
R

[𝐹1(𝑥) + 𝐹2(𝑥) − 2 min[𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑥)]] 𝑑𝑥 =

∫︁
R

|𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑥)| 𝑑𝑥. �

Proposition 1. For 𝑑 = 1 and 𝑝 > 1

𝑊𝑝(P1,P2)
𝑝 = 𝑝(𝑝− 1)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑦

∫︁ ∞

𝑦

max[𝐹2(𝑦) − 𝐹1(𝑥), 0](𝑥− 𝑦)𝑝−2 𝑑𝑥+

+𝑝(𝑝− 1)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

∫︁ ∞

𝑥

max[𝐹1(𝑥) − 𝐹2(𝑦), 0](𝑦 − 𝑥)𝑝−2 𝑑𝑦.

Proof. Follows from the identity

E[|𝑋 − 𝑌 |𝑝] = 𝑝(𝑝− 1)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑦

∫︁ ∞

𝑦

[𝐹2(𝑦) − 𝐹 (𝑥, 𝑦)](𝑥− 𝑦)𝑝−2 𝑑𝑥+

+𝑝(𝑝− 1)

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑥

∫︁ ∞

𝑥

[𝐹1(𝑥) − 𝐹 (𝑥, 𝑦)](𝑦 − 𝑥)𝑝−2 𝑑𝑦.

The minimum is achieved for 𝐹 (𝑥, 𝑦) = min[𝐹1(𝑥), 𝐹2(𝑦)]. Alternative expression (see
[2]):

𝑊𝑝(P1,P2)
𝑝 =

∫︁ 1

0

|𝐹−1
1 (𝑡) − 𝐹−1

2 (𝑡)|𝑝 𝑑𝑡. �

Proposition 2. Let (X,Y) ∈ R2𝑑 be jointly Gaussian random variables (RVs) with
E[X] = 𝜇𝑋 ,E[Y] = 𝜇𝑌 . Then the Frechet-1 distance

𝜌𝐹1(X,Y) := E

[︃
𝑑∑︁

𝑗=1

|𝑋𝑗 − 𝑌𝑗|

]︃
=

=
𝑑∑︁

𝑗=1

[︃
(𝜇𝑋

𝑗 − 𝜇𝑌
𝑗 )

(︃
1 − 2Φ(−

(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )

�̂�𝑗
)

)︃
+ 2�̂�𝑗𝜙(−

(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )

�̂�𝑗
)

]︃
, (4)

where �̂�𝑗 =
(︀
(𝜎𝑋

𝑗 )2 + (𝜎𝑌
𝑗 )2 − 2Cov(𝑋𝑗, 𝑌𝑗)

)︀1/2, 𝜙 and Φ are PDF and CDF of the
standard Gaussian RV. Note that in the case 𝜇𝑋 = 𝜇𝑌 the first term in (4) vanishes,
and the second term gives

𝜌𝐹1(X,Y) =

√︂
2

𝜋

𝑑∑︁
𝑗=1

�̂�𝑗.

We present also expressions for the Frechet-3 and Frechet-4 distances

𝜌𝐹3(X,Y) =

(︃
𝑑∑︁

𝑗=1

E|𝑋𝑗 − 𝑌𝑗|3
)︃1/3

=

(︃
𝑑∑︁

𝑗=1

(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )3

(︃
1 − 2Φ

(︃
−

(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )

�̂�𝑗

)︃)︃
+

+6(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )2�̂�𝑗𝜙

(︃
−

(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )

�̂�𝑗

)︃
+ 3(�̂�𝑗)

2(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )

[︃
1 − 2Φ

(︃
−

(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )

�̂�𝑗

)︃
−
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−2
(𝜇𝑋

𝑗 − 𝜇𝑌
𝑗 )

�̂�𝑗
𝜙

(︃
−

(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )

�̂�𝑗

)︃]︃
+ 2(�̂�𝑗)

3𝜙

(︃
−

(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )

�̂�𝑗

)︃⎡⎣(︃(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )

�̂�𝑗

)︃2

+ 2

⎤⎦)︃1/3

,

𝜌𝐹4(X,Y) =

(︃
𝑑∑︁

𝑗=1

E|𝑋𝑗 − 𝑌𝑗|4
)︃1/4

=

(︃
𝑑∑︁

𝑗=1

(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )4 + 6(𝜇𝑋
𝑗 − 𝜇𝑌

𝑗 )2(�̂�𝑗)
2 + 3(�̂�𝑗)

4

)︃1/4

.

Let 𝜇𝑋
𝑗 = 𝜇𝑌

𝑗 . The expressions for 𝜌𝐹1 −𝜌𝐹4 are minimized when Cov(𝑋𝑗, 𝑌𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑
are maximal. However, this fact does not lead immediately to the explicit expressions
for Wasserstein’s metrics. The problem here is that the joint covariance matrix ΣX,Y

should be positive-definite. So, the straightforward choice Corr(𝑋𝑗, 𝑌𝑗) = 1 is not always
possible, see Theorem 3 below.

Maurice René Fréchet (1878–1973), a French mathematician, worked in topology,
functional analysis, probability theory, and statistics. He was the first to introduce the
concept of a metric space (1906) and prove the representation theorem in 𝐿2 (1907).
However, in both cases the credit was given to other people: Hausdorff and Riesz. Some
sources claim that he discovered the Cramér –Rao inequality before anybody else, but
such a claim was impossible to verify since the lecture notes of his class appeared to
be lost. Fréchet worked in several places in France before moving to Paris in 1928. In
1941 he succeeded Borel as the Chair of Calculus of Probabilities and Mathematical
Physics in Sorbonne. In 1956 he was elected to the French Academy of Sciences, at the
age of 78, which was rather unusual. He influenced and mentored a number of young
mathematicians, notably Fortet and Loève. He was an enthusiast of Esperanto; some of
his papers were published in this language.

In the Gaussian case, it is convenient to use the following extension of Dobrushin’s
bound for 𝑝 = 2:

𝜌𝐿−𝑃 (P1,P2) 6 [𝑊𝑝(P1,P2)]
𝑝/2, 𝑝 > 1.

Theorem 3. Let X𝑖 ∼N(𝜇𝑖,Σ
2
𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, be 𝑑−dimensional Gaussian RVs. For

simplicity, assume that both matrices Σ2
1 and Σ2

2 are non-singular1. The 𝐿2 — Wasserstein
distance 𝑊2(X1,X2) = 𝑊2(N(𝜇1,Σ

2
1),N(𝜇2,Σ

2
2)) equals

𝑊2(X1,X2) =
[︀
‖𝜇1 − 𝜇2‖2 + tr(Σ2

1) + tr(Σ2
2) − 2tr[(Σ1Σ

2
2Σ1)

1/2]
]︀1/2

(5)

where (Σ1Σ
2
2Σ1)

1/2 stands for the positive-definite matrix square-root. The value (5) is
achieved when X2 = 𝜇2 + 𝐴(X1 − 𝜇1) where 𝐴 = Σ−1

1 (Σ1Σ
2
2Σ1)

1/2Σ−1
1 .

Corollary. Let 𝜇1 = 𝜇2 = 0. Then for 𝑑 = 1: 𝑊2(𝑋1, 𝑋2) = |𝜎1 − 𝜎2|. For 𝑑 = 2

𝑊2(X1,X2) =
[︁
tr(Σ2

1) + tr(Σ2
2) − 2[tr(Σ2

1Σ
2
2) + 2

√︀
det(Σ1Σ2)]

1/2
]︁1/2

. (6)

Note that the expression in (6) vanishes when Σ2
1 = Σ2

2.

Example 1. (a) Let X ∼N(0,Σ2
𝑋), Y ∼ N(0,Σ2

𝑌 ) where Σ2
𝑋 = 𝜎2

𝑋I𝑑 and Σ2
𝑌 = 𝜎2

𝑌 I𝑑.
Then 𝑊2(X,Y) =

√
𝑑|𝜎𝑋 − 𝜎𝑌 |.

(b) Let 𝑑 = 2, X ∼N(0,Σ2
𝑋), Y ∼N(0,Σ2

𝑌 ) where Σ2
𝑋 = 𝜎2

𝑋I2, Σ2
𝑌 = 𝜎2

𝑌

(︂
1 𝜌
𝜌 1

)︂
and

𝜌 ∈ (−1, 1). Then

𝑊2(X,Y) = 21/2
(︁
𝜎2
𝑋 + 𝜎2

𝑌 − 𝜎𝑋𝜎𝑌
[︀
2 + 2(1 − 𝜌2)1/2

]︀1/2)︁1/2
.

1In general case the statement holds with Σ−1
1 understood as Moore –Penrose inversion.
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(c) Let 𝑑 = 2, X ∼N(0,Σ2
𝑋), Y ∼N(0,Σ2

𝑌 ) where Σ2
𝑋 = 𝜎2

𝑋

(︂
1 𝜌1
𝜌1 1

)︂
, Σ2

𝑌 =

= 𝜎2
𝑌

(︂
1 𝜌2
𝜌2 1

)︂
and 𝜌1, 𝜌2 ∈ (−1, 1). Then

𝑊2(X,Y) = 21/2
(︁
𝜎2
𝑋 + 𝜎2

𝑌 − 𝜎𝑋𝜎𝑌
[︀
2 + 2𝜌1𝜌2 + 2(1 − 𝜌21)

1/2(1 − 𝜌22)
1/2
]︀1/2)︁1/2

.

Note, that in the case 𝜌1 = 𝜌2, 𝑊2(X,Y) =
√

2|𝜎𝑋 − 𝜎𝑌 | as in (a).

Proof. First, reduce to the case 𝜇1 = 𝜇2 = 0 by using the identity 𝑊 2
2 (X1,X2) =

= ‖𝜇1 − 𝜇2‖2 + 𝑊 2
2 (𝜉1, 𝜉2) with 𝜉𝑖 = 𝑋𝑖 − 𝜇𝑖. Note that the infimum in (5) is always

attained on Gaussian measures as 𝑊2(X1,X2) is expressed in terms of the covariance
matrix Σ2 = Σ2

𝑋,𝑌 only (cf. (8) below). Let us write the covarianve matrix in the block
form

Σ2 =

(︂
Σ2

1 𝐾
𝐾𝑇 Σ2

2

)︂
=

(︂
Σ1 0

𝐾𝑇Σ−1
1 𝐼

)︂(︂
𝐼 0
0 𝑆

)︂(︂
Σ1 Σ−1

1 𝐾
0 𝐼

)︂
(7)

where the so-called Shur’s complement 𝑆 = Σ2
2 −𝐾𝑇Σ−2

1 𝐾. The problem is reduced to
finding the matrix 𝐾 in (7) that minimizes the expression∫︁

R𝑑×R𝑑

‖x− y‖2 𝑑PX,Y(x,y) = tr(Σ2
1) + tr(Σ2

2) − 2tr(𝐾) (8)

subject to constraining that the matrix Σ2 in (7) is positively definite. The goal is to check
that the minimum (5) is achieved when Shur’s complement 𝑆 in (7) equals 0. Consider
the fiber 𝜎−1(𝑆), i.e. the set of all matrix 𝐾 such that 𝜎(𝐾) := Σ2

𝑌 −𝐾𝑇 (Σ2
𝑋)−1𝐾 = 𝑆.

It is enough to check the maximum value of tr(𝐾) on this fiber equals

max
𝐹∈𝜎−1(𝑆)

tr(𝐾) = tr
[︀
(Σ𝑌 (Σ2

𝑋 − 𝑆)Σ𝑌 )1/2
]︀
. (9)

Since the matrix 𝑆 is positively defined, it is easy to check that the fiber 𝑆 = 0 should
be selected. In order to establish (9), represent the positively definite matrix Σ2

𝑌 − 𝑆
in the form Σ2

𝑌 − 𝑆 = 𝑈𝐷2
𝑟𝑈

𝑇 where the diagonal matrix 𝐷2
𝑟 = diag(𝜆21, . . . , 𝜆

2
𝑟, 0, . . . , 0)

and 𝜆𝑖 > 0. Next, 𝑈 = (𝑈𝑟|𝑈𝑑−𝑟) is the orthogonal matrix of the corresponding eigen
vectors. We obtain the following 𝑟 × 𝑟 identity:

(Σ−1
𝑋 𝐾𝑈𝑟𝐷

−1
𝑟 )𝑇 (Σ−1

𝑋 𝐾𝑈𝑟𝐷
−1
𝑟 ) = I𝑟.

It means that Σ−1
𝑋 𝐾𝑈𝑟𝐷

−1
𝑟 = 𝑂𝑟, an ’orthogonal’ 𝑑 × 𝑟 matrix, with 𝑂𝑇

𝑟 𝑂𝑟 = I𝑟, and
𝐾 = Σ𝑋𝑂𝑟𝐷𝑟𝑈

𝑇
𝑟 . The matrix 𝑂𝑟 parametrises the fiber 𝜎−1(𝑆). As a result, we have an

optimization problem
tr(𝑂𝑇𝑀) → max,𝑀 = Σ𝑋𝑈𝑟𝐷𝑟,

in a matrix-valued argument 𝑂𝑟, subject to the constraint 𝑂𝑇
𝑟 𝑂𝑟 = I𝑟. A straightforward

computation gives the answer tr[(𝑀𝑇𝑀)1/2] which is equivalent to (9). The technical
details can be found in [3] and [4]. �

For general zero means RVs X,Y ∈ R𝑑 with the covariance matrices Σ2
𝑖 , 𝑖 = 1, 2 the

following inequality holds [5]

tr(Σ2
1) + tr(Σ2

2) − 2tr[(Σ1Σ
2
2Σ1)

1/2] 6 E[‖X−Y‖2] 6 tr(Σ2
1) + tr(Σ2

2) + 2tr[(Σ1Σ
2
2Σ1)

1/2].
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2. The distances between distributions of different dimensions
For 𝑚 6 𝑑 define a set of matrices with orthonormal rows:

𝑂(𝑚, 𝑑) = {𝑉 ∈ R𝑚×𝑑 : 𝑉 𝑉 𝑇 = I𝑚}

and a set of affine maps 𝜙 : R𝑑 → R𝑚 such that 𝜙𝑉,𝑏(𝑥) = 𝑉 𝑥+ 𝑏.

Definition 1. For any measures 𝜇 ∈ M(R𝑚) and 𝜈 ∈ M(R𝑑), the embeddings of 𝜇
into R𝑑 are the set of 𝑑-dimensional measures Φ+(𝜇, 𝑑) := {𝛼 ∈ M(R𝑑) : 𝜙𝑉,𝛽(𝛼) = 𝜇} for
some 𝑉 ∈ 𝑂(𝑚, 𝑑), 𝑏 ∈ R𝑚, and the projections of 𝜈 onto R𝑚 are the set of 𝑚-dimensional
measures Φ−(𝜈,𝑚) := {𝛽 ∈ M(R𝑚) : 𝜙𝑉,𝛽(𝜈) = 𝛽} for some 𝑉 ∈ 𝑂(𝑚, 𝑑), 𝑏 ∈ R𝑚.

Given a metric 𝛾 between measures of the same dimension, define the projection
distance 𝛾−(𝜇, 𝜈) := inf𝛽∈Φ−(𝜈,𝑚) 𝛾(𝜇, 𝛽) and the embedding distance 𝛾+(𝜇, 𝜈) :=
= inf𝛼∈Φ+(𝜇,𝑑) 𝛾(𝛼, 𝜈). It may be proved [6] that 𝛾+(𝜇, 𝜈) = 𝛾−(𝜇, 𝜈), denote the common
value by 𝛾(𝜇, 𝜈).

Example 2. Let us compute the Wasserstein distance between one-dimensional
𝑋 ∼N(𝜇1, 𝜎

2) and 𝑑−dimensional 𝑌 ∼N(𝜇2,Σ). Denote by 𝜆1 > 𝜆2 > . . . > 𝜆𝑑 the
eigenvalues of Σ. Then

�̂�2(𝑋, 𝑌 ) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜎 −

√
𝜆1 𝑖𝑓 𝜎 >

√
𝜆1,

0 𝑖𝑓
√
𝜆𝑑 6 𝜎 6

√
𝜆1,√

𝜆𝑑 − 𝜎 𝑖𝑓 𝜎 <
√
𝜆𝑑.

(10)

Indeed, in view of Theorem 3, write

(𝑊−
2 (𝑋, 𝑌 ))2 = min

‖x‖2=1,𝑏∈R

[︁
‖𝜇1 − x𝑇𝜇2 − 𝑏‖22+

+tr(𝜎2 + x𝑇Σx− 2𝜎
√
x𝑇Σx)

]︁
= min

‖x‖2=1
(𝜎 −

√
x𝑇Σx)2,

and (10) follows.

Example 3 (Wasserstein-2 distance between Dirac measure on R𝑚 and a discrete
measure on R𝑑). Let y ∈ R𝑚 and 𝜇1 ∈ M(R𝑚) be the Dirac measure with 𝜇1(y) = 1,
i.e., all mass centered at y. Let x1, . . . ,x𝑘 ∈ R𝑑 be distinct points, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 > 0,
𝑝1 + . . . + 𝑝𝑘 = 0, and let𝜇2 ∈ M(R𝑑) be the discrete measure of point masses with
𝜇2(x𝑖) = 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘. We seek the Wasserstein distance �̂�2(𝜇1, 𝜇2) in a closed-form
solution. Suppose 𝑚 6 𝑑, then

(𝑊−
2 (𝜇1, 𝜇2))

2 = inf
𝑉 ∈𝑂(𝑚,𝑑),𝑏∈R𝑚

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖‖𝑉 x𝑖 + 𝑏− y‖22 =

= inf
𝑉 ∈𝑂(𝑚,𝑑)

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖‖𝑉 x𝑖 −
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖𝑉 x𝑖‖22 = inf
𝑉 ∈𝑂(𝑚,𝑑)

tr(𝑉 𝐶𝑉 𝑇 )

noting that the second infimum is attained by 𝑏 = y −
𝑘∑︀

𝑖=1

𝑝𝑖𝑉 x𝑖 and defining 𝐶 in the

last infimum to be

𝐶 :=
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖

(︃
x𝑖 −

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖x𝑖

)︃(︃
x𝑖 −

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖x𝑖

)︃𝑇

∈ R𝑑×𝑑.
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Let the eigenvalue decomposition of the symmetric positive semi-definite matrix 𝐶 be
𝐶 = 𝑄Λ𝑄𝑇 with Λ = diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑑), 𝜆1 > . . . > 𝜆𝑑 > 0. Then

inf
𝑉 ∈𝑂(𝑚,𝑑)

tr(𝑉 𝐶𝑉 𝑇 ) =
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝜆𝑑−𝑖

and is attained when 𝑉 ∈ O(𝑚, 𝑑) has row vectors given by the last 𝑚 columns of
𝑄 ∈ 𝑂(𝑑). �

A closely related question is to find a projection of zero-mean Gaussian models to
the space of a low dimension 𝑟 such distance between the projections of X and Y is
maximal. We start the discussion with the TV distance. Suppose 𝑟 ≪ 𝑑, and we want
to find a low-dimensional projection 𝐴 ∈ R𝑟×𝑑, 𝐴𝐴𝑇 = I𝑟 of the multidimensional data
X ∼ 𝑁(𝜇1,Σ1) and Y ∼ 𝑁(𝜇2,Σ2) such that TV(𝐴X, 𝐴Y) → max. The problem may
be reduced to the case 𝜇1 = 𝜇2 = 0, Σ1 = I𝑑, Σ2 = Σ, cf. [7]. Based on the results
from [7,8] it is natural to maximize

min[1,
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑔(𝛾𝑖)]

where 𝑔(𝑥) =
(︀
1
𝑥
− 1
)︀2

and 𝛾𝑖 are the eigenvalues of 𝐴Σ𝐴𝑇 . Consider all permutations 𝜋
of these eigenvalues. Let

𝜋* = argmax𝜋

𝑟∑︁
𝑖=1

𝑔(𝜆𝜋(𝑖)), 𝛾𝑖 = 𝜆𝜋*(𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

Then rows of matrix 𝐴 should be selected as the normalized eigenvectors of Σ associated
with the eigenvalues 𝛾𝑖.

Remark. For zero-mean Gaussian models, this procedure may be repeated mutatis
mutandis for any of the so-called 𝑓 -divergences 𝐷𝑓 (P‖Q) := EP

[︀
𝑓
(︀

𝑑Q
𝑑P

)︀]︀
where 𝑓 is a

convex function such that 𝑓(1) = 0, cf. [7]. The most interesting examples are:
1) KL-divergence: 𝑓(𝑡) = 𝑡 log 𝑡 and 𝑔(𝑥) = 1

2
(𝑥− log 𝑥− 1);

2) symmetric KL-divergence: 𝑓(𝑡) = (𝑡− 1) log 𝑡 and 𝑔(𝑥) = 1
2
(𝑥+ 1

𝑥
− 2);

3) the total variance distance: 𝑓(𝑡) = 1
2
|𝑡− 1| and 𝑔(𝑥) =

(︀
1
𝑥
− 1
)︀2

;

4) the square of Hellinger distance: 𝑓(𝑡) = (
√
𝑡− 1)2 and 𝑔(𝑥) =

(︀
𝑥+1
𝑥

)︀2
;

5) 𝜒2−divergence: 𝑓(𝑡) = (𝑡− 1)2 and 𝑔(𝑥) = 1√
𝑥(2−𝑥)

.

For estimations, the following result is utterly useful.

Theorem 4 (Poincaré Separation Theorem). Let Σ be a real symmetric 𝑑 × 𝑑
matrix, and 𝐴 be a semi-orthogonal 𝑟 × 𝑑 matrix. The eigenvalues of Σ (sorted in the
descending order) and the eigenvalues of 𝐴Σ𝐴𝑇 denoted by {𝛾𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟} (sorted in
the descending order) satisfy

𝜆𝑑−(𝑟−𝑖) 6 𝛾𝑖 6 𝜆𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.
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Let 𝑋1, 𝑋2 be random variables with the probability density functions 𝑝, 𝑞, respectively.
Define the Kullback –Leibler (KL) divergence

KL(P𝑋1‖P𝑋2) =

∫︁
𝑝 log

𝑝

𝑞
.

The KL-divergence is not symmetric and does not satisfy the triangle inequality. However,
it gives rise to the so-called Jensen –Shannon metric [9]

JS(P,Q) =
√︀
𝐷(P‖R) +𝐷(Q‖R)

with R = 1
2
(P + Q). It is a low bound for the total variance distance

0 6 JS(P,Q) 6 TV(P,Q).

Jensen–Shannon metric is not easy to compute in terms of covariance matrices in a
multi-dimensional Gaussian case.

A natural way to develop a computationally effective distance in the Gaussian case
is to define first a metric between the positive-definite matrices. Let 𝜆1, . . . , 𝜆𝑑 be the
generalized eigenvalues, i.e. the solutions of det(Σ1 − 𝜆Σ2) = 0. Define the distance

between the positively definite matrices by 𝑑(Σ1,Σ2) =

√︃
𝑑∑︀

𝑗=1

(ln𝜆𝑗)2, and a geodesic

metric between Gaussian PDs 𝑋1 ∼N(𝜇1,Σ1) and 𝑋2 ∼N(𝜇2,Σ2):

𝑑(𝑋1, 𝑋2) =
(︀
𝛿𝑇𝑆−1𝛿

)︀1/2
+

(︃
𝑑∑︁

𝑗=1

(ln𝜆𝑗)
2

)︃1/2

(11)

where 𝛿 = 𝜇1 − 𝜇2 and 𝑆 = 1
2
Σ1 + 1

2
Σ2. Equivalently,

𝑑2(Σ1,Σ2) = tr
[︁
(ln(Σ

−1/2
1 Σ2Σ

−1/2
1 ))2

]︁
. (12)

Remark. It may be proved that the set of symmetric positively-definite matrices
𝑀+(𝑑,R) is a Riemannian manifold, and (12) is a geodesic distance corresponding to the
bilinear form 𝐵(X,Y) = 4tr(XY) on the tangent space of symmetric matrices 𝑀(𝑑,R).

Note that the geodesic distance (11) and (12) between Gaussian PDs (or corresponding
covariance matrices) is equivalent to the formula for the Fisher information metric for the
multivariate normal model [5]. Indeed, the multivariate normal model is a differentiable
manifold, equipped with the Fisher information as the Riemannian metric, which may be
used in statistical inference.

Example 4. Consider i.i.d. random variables 𝑍𝑙, . . . , 𝑍𝑛 being bi-variately normally
distributed with diagonal covariance matrices, i.e. we focus on the manifold 𝑀𝑑𝑖𝑎𝑔 =
= {N(𝜇,Λ) : 𝜇 ∈ R2,Λ diagonal}. In this manifold, consider the submodel 𝑀*

𝑑𝑖𝑎𝑔 =

= {N(𝜇, 𝜎2I) : 𝜇 ∈ R2, 𝜎2 ∈ R+} corresponding to the hypothesis 𝐻0 : 𝜎2
1 = 𝜎2

2. First,
consider the standard statistical estimates 𝑍 for the mean and 𝑠21, 𝑠

2
2 for the variances. If

�̄�2 denotes the geodesic estimate of the common variance, the squared distance between
the initial estimate and the geodesic estimate under the hypothesis 𝐻0 is given by

𝑛

2

[︃(︂
ln
�̄�2

𝑠21

)︂2

+

(︂
ln
�̄�2

𝑠22

)︂2
]︃

which is minimized by �̄�2 = 𝑠1𝑠2. Hence, instead of the arithmetic mean of the initial
variance estimates, we use an estimate of the geometric mean of these quantities. �
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Finally, we present the distance between the symmetric positively definite matrices

of different dimensions. Let 𝑚 6 𝑑, 𝐴 is 𝑚×𝑚 and 𝐵 =

(︂
𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

)︂
is 𝑑× 𝑑; here 𝐵11

is 𝑚×𝑚 block. Then the distance is defined as follows

𝑑2(𝐴,𝐵) :=

(︃
𝑚∑︁
𝑗=1

(︀
max[0, ln𝜆𝑗(𝐴

−1𝐵11)]
)︀2)︃1/2

. (13)

In order to estimate the distance (13), after the simultaneous diagonalization of matrices
𝐴 and 𝐵, the following classical result is useful.

Theorem 5 (Cauchy interlacing inequalities). Let 𝐵 =

(︂
𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

)︂
be a 𝑑 × 𝑑

symmetric positively definite matrix with eigenvalues 𝜆1(𝐵) 6 . . . 6 𝜆𝑑(𝐵) and 𝑚×𝑚
block 𝐵11. Then

𝜆𝑗(𝐵) 6 𝜆𝑗(𝐵11) 6 𝜆𝑗+𝑑−𝑚(𝐵), 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

3. Context sensitive probability metrics
Let the weight function or graduation 𝜙 > 0 of the phase space 𝒳 is given (cf. [10,11]).

Define the total weighted variation (TWV) distance

𝜏𝜙(P1,P2) =
1

2

(︂
sup
𝐴

[︂∫︁
𝐴

𝜙𝑑P1 −
∫︁
𝐴

𝜙𝑑P2

]︂
+ sup

𝐴

[︂∫︁
𝐴

𝜙𝑑P2 −
∫︁
𝐴

𝜙𝑑P1

]︂)︂
.

Similarly, define the weighted Hellinger distance. Let 𝑝1, 𝑝2 be the densities of P1,P2

wrt to a measure 𝜈. Then

𝜂𝜙(P1,P2) −
1√
2

(︂∫︁
𝜙(

√
𝑝1 −

√
𝑝2)

2 𝑑𝜈

)︂1/2

.

Lemma 1. Let 𝑝1, 𝑝2 be the densities of P1,P2 wrt to a measure 𝜈. Then 𝜏𝜙(P1,P2)
is a distance and

𝜏𝜙(P1,P2) =
1

2

∫︁
𝜙|𝑝1 − 𝑝2| 𝑑𝜈. (14)

Proof. The triangular inequality and other properties of the distance follow
immediately. Next,∫︁

𝑝1>𝑝2

𝜙(𝑝1 − 𝑝2) =
1

2
(

∫︁
𝜙𝑝1 −

∫︁
𝜙𝑝2) +

1

2

∫︁
𝜙|𝑝1 − 𝑝2| 𝑑𝜈,∫︁

𝑝2>𝑝1

𝜙(𝑝2 − 𝑝1) =
1

2
(

∫︁
𝜙𝑝2 −

∫︁
𝜙𝑝1) +

1

2

∫︁
𝜙|𝑝1 − 𝑝2| 𝑑𝜈.

Summing these equalities, one gets (14). �
Let

∫︀
𝜙𝑝1 𝑑𝜈 >

∫︀
𝜙𝑝2 𝑑𝜈. Then, by the weighted Gibbs inequality [10], KL𝜙(P1‖P2) > 0.

Theorem 6 (Weighted Pinsker’s inequality).

1

2

∫︁
𝜙|𝑝1 − 𝑝2| 6

√︁
KL𝜙(P1||P2)/2

√︃∫︁
𝜙𝑝1.
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Proof. Define the function 𝐺(𝑥) = 𝑥 log 𝑥− 𝑥+ 1. The following bound holds

𝐺(𝑥) = 𝑥 log 𝑥− 𝑥+ 1 >
3

2

(𝑥− 1)2

𝑥+ 2
, 𝑥 > 0. (15)

Indeed, since both terms of the inequality (15) coincide at 𝑥 = 1, and their first derivatives
coincide at 𝑥 = 1, the following inequality 𝑓 ′′(𝑥) = 1

𝑥
> 27

(𝑥+2)3
proves the result. Now, by

the Cauchy –Schwarz inequality(︂∫︁
𝜙𝑝2|

𝑝1
𝑝2

− 1|
)︂2

6
∫︁
𝜙

(𝑝1
𝑝2

− 1)2

𝑝1
𝑝2

+ 2
𝑝2

∫︁
𝜙

(︂
𝑝1
𝑝2

+ 2

)︂
𝑝2 6

6 3

∫︁
𝜙

(𝑝1
𝑝2

− 1)2

𝑝1
𝑝2

+ 2
𝑝2

∫︁
𝜙𝑝1 6

∫︁
𝜙𝑔(

𝑝1
𝑝2

)𝑝2

∫︁
𝜙𝑝1 6 KL𝜙(P1||P2)

∫︁
𝜙𝑝1. �

Theorem 7 (Weighted Le Cam’s inequality).

𝜏𝜙(P1,P2) > 𝜂𝜙(P1,P2)
2.

Proof. In view of inequality

1

2
|𝑝1 − 𝑝2| =

1

2
𝑝1 +

1

2
𝑝2 − min[𝑝1, 𝑝2] >

1

2
𝑝1 +

1

2
𝑝2 −

√
𝑝1𝑝2,

one gets

𝜏𝜙(P1,P2) >
1

2

∫︁
𝜙𝑝1+

1

2

∫︁
𝜙𝑝2−

∫︁
𝜙
√
𝑝1𝑝2 = 𝜂𝜙(P1,P2)

2. �

Next, we relate TWV distance to the sum of sensitive errors of both types in
statistical estimates. Let 𝐶 be the critical domain for checking the hypothesis 𝐻1 : P1

versus the alternative 𝐻2 : P2. Define by 𝛼𝜙 =
∫︀
𝐶
𝜙𝑝1 and 𝛽𝜙 =

∫︀
𝒳∖𝐶 𝜙𝑝2 the weighted

error probabilities of the I and II types.

Lemma 2. Let 𝑑 = 𝑑𝐶 be the decision rule with the critical domain 𝐶. Then

inf
𝑑

[𝛼𝜙 + 𝛽𝜙] =
1

2

[︂∫︁
𝜙𝑑P1 +

∫︁
𝜙𝑑P2

]︂
− 𝜏𝜙(P1,P2).

Proof. Denote 𝐶* = {𝑥 : 𝑝2(𝑥) > 𝑝1(𝑥)}. Then, the result follows from the equality
for all 𝐶 ∫︁

𝐶

𝜙𝑑P1 +

∫︁
𝒳∖𝐶

𝜙𝑑P2 =
1

2

[︂∫︁
𝜙𝑑P1 +

∫︁
𝜙𝑑P2

]︂
+

+

∫︁
𝜙|𝑝1 − 𝑝2| [1(𝑥 ∈ 𝐶 ∩ 𝒳 ∖ 𝐶*) − 1(𝑥 ∈ 𝐶 ∩ 𝐶*)] . �

Theorem 8 (Weighted Fano’s inequality). Let P1, . . . ,P𝑀 , 𝑀 > 2 be probability
distributions such that P𝑗 ≪ P𝑘, ∀𝑗, 𝑘. Then

inf
𝑑

max
16𝑗6𝑀

∫︁
𝜙(𝑥)1(𝑑(𝑥) ̸= 𝑗) 𝑑P𝑗(𝑥) >

1

𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

∫︁
𝜙𝑑P𝑗−

− 1

log(𝑀 − 1)

[︃
1

𝑀2

𝑀∑︁
𝑗,𝑘

KL𝜙(P𝑗,P𝑘) + log 2
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

∫︁
𝜙𝑑P𝑗

]︃
(16)

where the infimum is taken over all tests with values in {1, . . . ,𝑀}.
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Proof. Let 𝑍 ∈ {1, . . . ,𝑀} be a random variable such that P(𝑍 = 𝑖) = 1
𝑀

and let
𝑋 ∼ P𝑍 . Note that P𝑍 is a mixture distribution so that for any measure 𝜈 such that

P𝑍 ≪ 𝜈, we have 𝑑P𝑍

𝑑𝜈
= 1

𝑀

𝑀∑︀
𝑘=1

𝑑P𝑗

𝑑𝜈
and so

P(𝑍 = 𝑗|𝑋) = 𝑑P𝑗(𝑥)

(︃
𝑀∑︁
𝑘=1

𝑑P𝑘(𝑥)

)︃−1

.

It implies by Jensen’s inequality applied to the convex function − log 𝑥∫︁
𝜙(𝑥)

𝑀∑︁
𝑗=1

P(𝑍 = 𝑗|𝑋 = 𝑥) logP(𝑍 = 𝑗|𝑋 = 𝑥) 𝑑P𝑋(𝑥) 6

6
1

𝑀2

𝑀∑︁
𝑗,𝑘

∫︁
𝜙 log

(︂
𝑑P𝑗

𝑑P𝑘

)︂
𝑑𝑃𝑗 − log(𝑀)

1

𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

∫︁
𝜙𝑝𝑗 =

=
1

𝑀2

𝑀∑︁
𝑗,𝑘

KL𝜙(P𝑗,P𝑘) − log(𝑀)
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

∫︁
𝜙𝑝𝑗. (17)

On the other hand, denote by 𝑞𝑗 = P(𝑍=𝑗|𝑋)
P(𝑍 ̸=𝑑(𝑋)|𝑋)

and ℎ(𝑥) = 𝑥 log 𝑥 + (1 − 𝑥) log(1 − 𝑥).
Note that ℎ(𝑥) > − log 2 and by Jensen’s inequality

∑︀
𝑗 ̸=𝑑(𝑋) 𝑞𝑗 log 𝑞𝑗 > − log(𝑀 − 1).

The following inequality holds

𝑀∑︁
𝑗=1

P(𝑍 = 𝑗|𝑋) logP(𝑍 = 𝑗|𝑋) =

= ℎ(P(𝑍 ̸= 𝑑(𝑋)|𝑋)) + P(𝑍 ̸= 𝑑(𝑋)|𝑋)
∑︁

𝑗 ̸=𝑑(𝑋)

𝑞𝑗 log 𝑞𝑗 >

> − log 2 − log(𝑀 − 1)P(𝑑(𝑋) ̸= 𝑍|𝑋) log(𝑀 − 1). (18)

Integration of (18) yields∫︁
𝜙(𝑥)

𝑀∑︁
𝑗=1

P(𝑍 = 𝑗|𝑋 = 𝑥) logP(𝑍 = 𝑗|𝑋 = 𝑥) 𝑑P𝑋(𝑥) >

> − log 2
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑗=1

∫︁
𝜙𝑑P𝑗 − log(𝑀 − 1) max

16𝑗6𝑀

∫︁
𝜙(𝑥)1(𝑑(𝑥) ̸= 𝑗) 𝑑P𝑗. (19)

Combining (17) and (19) proves (16). �
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Аннотация. Важный подкласс среди однородных пространств формируют изотропно-точные
однородные пространства, в частности, этот подкласс содержит все однородные пространства,
допускающие инвариантную аффинную связность. Аффинная связность является эквиаффин-
ной, если она допускает параллельную форму объема. Целью работы является локальное
описание трехмерных однородных пространств, не допускающих инвариантных эквиаффинных
связностей ненулевой кривизны, рассматривается случай неразрешимой группы Ли преоб-
разований. Определены основные понятия: изотропно-точная пара, инвариантная аффинная
связность, тензоры кривизны и кручения, тензор Риччи, эквиаффинная связность. Локальное
изучение однородных пространств равносильно исследованию пар, состоящих из алгебры
Ли и ее подалгебры. Для трехмерных однородных пространств неразрешимых групп Ли,
допускающих инвариантные связности только ненулевой кривизны, определено, при каких
условиях пространство не допускает эквиаффинных связностей. Исследования основаны на
использовании свойств алгебр Ли, групп Ли и однородных пространств и носят, главным
образом, локальный характер. Особенностью методов, представленных в работе, является
применение чисто алгебраического подхода к описанию многообразий и связностей на них.
Полученные результаты могут быть использованы в работах по дифференциальной геометрии,
дифференциальным уравнениям, топологии, а также в других областях математики и физики,
поскольку многие фундаментальные задачи в этих областях связаны с изучением инвариант-
ных объектов на однородных пространствах, а алгоритмы могут быть компьютеризированы и
применены для решения аналогичных задач в больших размерностях.
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Abstract. An important subclass among homogeneous spaces is formed by isotropically-faithful
homogeneous spaces, in particular, this subclass contains all homogeneous spaces admitting
invariant affine connection. An affine connection is equiaffine if it admits a parallel volume form.
The purpose of the work is the local description of the three-dimensional homogeneous spaces
that do not admit invariant equiaffine connections of nonzero curvature. We have concerned the
case of the unsolvable Lie group of transformations. The basic notions, such as an isotropically-
faithful pair, an invariant affine connection, curvature and torsion tensors, Ricci tensor, equiaffine
connection are defined. A local study of homogeneous spaces is equivalent to the investigation
of pairs consisting of a Lie algebra and its subalgebra. For three-dimensional homogeneous
spaces of nonsolvable Lie groups that admit invariant connections of nonzero curvature only, it is
determined under what conditions the space does not admit equiaffine connections. Studies are
based on the use of properties of the Lie algebras, Lie groups and homogeneous spaces and they
mainly have local character. A feature of the methods presented in the work is the application
of a purely algebraic approach to the description of homogeneous spaces and connections on
them. The results obtained in the work can be used in works on differential geometry, differential
equations, topology, as well as in other areas of mathematics and physics, since many fundamental
problems in these areas relate to the investigation of invariant objects on homogeneous spaces, the
algorithms can be computerized and used for the solution of similar problems in large dimensions.
Keywords: equiaffine connection, Lie group, homogeneous space, curvature tensor, Ricci tensor
For citation: Mozhey N. P. Homogeneous spaces of unsolvable Lie groups that do not admit
equiaffine connections of nonzero curvature. Izvestiya of Saratov University. Mathematics.
Mechanics. Informatics, 2023, vol. 23, iss. 4, pp. 435–442 (in Russian). https://doi.org/10.18500/
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International License (CC-BY 4.0)

Введение
«Кривые и поверхности, служившие основными объектами изучения в классиче-

ской дифференциальной геометрии, все больше вытесняются теперь 𝑛-мерными диф-
ференцируемыми многообразиями с заданными на них различными геометрическими
структурами» [1, с. 5]. Основная трудность построения инвариантного дифференци-
ального исчисления на многообразии заключается в необходимости отождествлять
касательные пространства к многообразию в различных его точках, следовательно,
требуется определить параллельный перенос геометрических объектов из одной точки
многообразия в другую. Эту трудность можно обойти, фиксируя на многообразии
дополнительные структуры, например связности.

Еще Феликс Клейн [2] утверждал, что наиболее полезным способом изучения
геометрических структур является изучение симметрий, т.е. групп преобразований,
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сохраняющих особенности структуры. Концепции и методы, основанные на группах
преобразований, значительно изменили лицо современной математики и физики.
Это обстоятельство связано в первую очередь с конструктивным подходом, который
вносит в математику использование групп Ли. Одной из наиболее значительных
идей Софуса Ли является выделение класса транзитивных групп преобразований
как класса объектов, которые могут быть изучены конструктивно, так как любая
проблема, относящаяся к однородным пространствам, может быть разрешена в явном
виде и сведена к классификационной задаче. Важный подкласс среди всех однородных
пространств формируют изотропно-точные однородные пространства, в частности,
этот подкласс содержит все однородные пространства, допускающие инвариантную
аффинную связность. Этой связностью задается геометрия на многообразии, связность
определяет ковариантное дифференцирование и параллельный перенос тензоров.

Аффинная связность является эквиаффинной, если она допускает параллельную
форму объема (см. [3]). Однородные пространства неразрешимых групп Ли, допуска-
ющие аффинные связности только ненулевой кривизны, приведены в работе [4].

В данной работе изучается, при каких условиях указанные пространства не
допускают эквиаффинных связностей.

1. Основные определения

Пусть 𝑀 — дифференцируемое многообразие, на котором транзитивно действует
группа �̄�, 𝐺 = �̄�𝑥 — стабилизатор произвольной точки 𝑥 ∈ 𝑀. Пусть ḡ— алгеб-
ра Ли группы Ли �̄�, а g— подалгебра, соответствующая подгруппе 𝐺. Проблема
классификации однородных пространств (𝑀 , �̄�) равносильна классификации (с
точностью до эквивалентности) пар групп Ли (�̄�, 𝐺), где 𝐺 ⊂ �̄�, так как многооб-
разие 𝑀 может быть отождествлено с многообразием левых смежных классов �̄�/𝐺
(подробнее см. [5]); описание пар (�̄�, 𝐺), ассоциированных с данной парой (ḡ, g),
дано Г. Д. Мостовым [6]. Пара (ḡ, g) называется изотропно-точной, если точно
изотропное представление g. Там, где это не станет вызывать разночтения, будем
отождествлять подпространство, дополнительное к g в ḡ, и фактор-пространство
m = ḡ /g.

Аффинной связностью на паре (ḡ, g) называется такое отображение Λ : ḡ → gl(m),
что его ограничение на g— изотропное представление подалгебры, а все отобра-
жение является g-инвариантным. Инвариантные аффинные связности на однород-
ном пространстве (𝑀, �̄�) находятся во взаимно однозначном соответствии (см.,
например, [7]) с аффинными связностями на паре (ḡ, g). Необходимое условие
существования аффинной связности состоит в том, что представление изотропии
для 𝐺 должно быть точным, если �̄� эффективна на �̄�/𝐺 [8, 9]. Тензоры кривиз-
ны 𝑅 и кручения 𝑇 инвариантной связности можно выразить в терминах связно-
сти Λ следующим образом (подробнее см. [8]): 𝑅(𝑥m, 𝑦m) = [Λ(𝑥),Λ(𝑦)] − Λ([𝑥, 𝑦]),
𝑇 (𝑥m, 𝑦m) = Λ(𝑥)𝑦m − Λ(𝑦)𝑥m − [𝑥, 𝑦]m для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ḡ. Будем говорить, что Λ имеет
нулевое кручение (или является связностью без кручения), если 𝑇 = 0. Определим
тензор Риччи Ric(𝑦, 𝑧)=tr{𝑥 ↦→ 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑧}. Будем говорить, что аффинная связность
Λ является локально эквиаффинной, если trΛ([𝑥, 𝑦]) = 0 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ ḡ (т. е.
Λ([ḡ, ḡ]) ⊂ sl(m)). Аффинная связность с нулевым кручением имеет симметрический
тензор Риччи тогда и только тогда, когда она локально эквиаффинна [3].

Под эквиаффинной связностью будем понимать аффинную связность Λ (без
кручения), для которой trΛ(𝑥) = 0 для всех 𝑥 ∈ ḡ. В этом случае очевидно, что
Λ(g) ⊂ sl(m).
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2. Описание однородных пространств,
не допускающих эквиаффинных связностей

Будем описывать пару (ḡ, g) при помощи таблицы умножения алгебры Ли ḡ. Через
{𝑒1, ..., 𝑒𝑛} обозначим базис ḡ (𝑛 = dim ḡ). Будем полагать, что подалгебра Ли g
порождается векторами 𝑒1, ..., 𝑒𝑛−3, а {𝑢1 = 𝑒𝑛−2, 𝑢2 = 𝑒𝑛−1, 𝑢3 = 𝑒𝑛}— базис m. Для
нумерации подалгебр используем запись 𝑑.𝑛, а для нумерации пар — запись 𝑑.𝑛.𝑚,
соответствующие приведенным в [4], здесь 𝑑— размерность подалгебры, 𝑛— номер
подалгебры в gl(3,R), а 𝑚— номер пары (ḡ, g).

Теорема 1. Все трехмерные однородные пространства, определяемые парами
(ḡ, g), такие, что ḡ неразрешима, допускающие инвариантные аффинные связно-
сти только ненулевой кривизны, но не допускающие эквиаффинных связностей,
локально имеют следующий вид:

– g разрешима:

2.1.2. 𝑒1 𝑒2 𝑢1 𝑢2 𝑢3 2.3.2. 𝑒1 𝑒2 𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑒1 0 0 𝑢1 −𝑢2 0 𝑒1 0 0 −𝑢2 𝑢1 0
𝑒2 0 0 0 0 𝑢3 𝑒2 0 0 0 0 𝑢3
𝑢1 −𝑢1 0 0 𝑒1 0 , 𝑢1 𝑢2 0 0 𝑒1 0 ,
𝑢2 𝑢2 0 −𝑒1 0 0 𝑢2 −𝑢1 0 −𝑒1 0 0
𝑢3 0 −𝑢3 0 0 0 𝑢3 0 −𝑢3 0 0 0

2.3.3. 𝑒1 𝑒2 𝑢1 𝑢2 𝑢3 2.9.12. 𝑒1 𝑒2 𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑒1 0 0 −𝑢2 𝑢1 0 𝑒1 0 −𝑒2 𝑢1 -2𝑢2 2𝑢3
𝑒2 0 0 0 0 𝑢3 𝑒2 𝑒2 0 0 0 𝑢1
𝑢1 𝑢2 0 0 −𝑒1 0 , 𝑢1 −𝑢1 0 0 𝑒2 0 ,
𝑢2 −𝑢1 0 𝑒1 0 0 𝑢2 2𝑢2 0 −𝑒2 0 −𝑒1
𝑢3 0 −𝑢3 0 0 0 𝑢3 -2𝑢3 −𝑢1 0 𝑒1 0

3.8.8. 𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑢1 𝑢2 𝑢3 4.13.3. 𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑒1 0 0 𝑒3 𝑢1 0 0 𝑒1 0 𝑒2 𝑒3 0 𝑢1 0 0
𝑒2 0 0 𝑒3 0 𝑢2 −𝑢3 𝑒2 −𝑒2 0 0 𝑒3 0 𝑢1 0
𝑒3 −𝑒3 −𝑒3 0 0 0 𝑢1 𝑒3 −𝑒3 0 0 −𝑒2 0 0 𝑢1
𝑢1 −𝑢1 0 0 0 𝑒3 0 , 𝑒4 0 −𝑒3 𝑒2 0 0 −𝑢3 𝑢2 ,
𝑢2 0 −𝑢2 0 −𝑒3 0 2𝑒2-𝑒1 𝑢1 −𝑢1 0 0 0 0 −𝑒2 −𝑒3
𝑢3 0 𝑢3 −𝑢1 0 𝑒1-2𝑒2 0 𝑢2 0 −𝑢1 0 𝑢3 𝑒2 0 −𝑒4

𝑢3 0 0 −𝑢1 −𝑢2 𝑒3 𝑒4 0

4.11.2. 𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑢1 𝑢2 𝑢3 4.13.2. 𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑒1 0 0 𝑒3 𝑒4 𝑢1 0 0 𝑒1 0 𝑒2 𝑒3 0 𝑢1 0 0
𝑒2 0 0 −𝑒3 𝑒4 0 𝑢2 −𝑢3 𝑒2 −𝑒2 0 0 𝑒3 0 𝑢1 0
𝑒3 −𝑒3 𝑒3 0 0 0 𝑢1 0 𝑒3 −𝑒3 0 0 −𝑒2 0 0 𝑢1
𝑒4 −𝑒4 −𝑒4 0 0 0 0 𝑢1, 𝑒4 0 −𝑒3 𝑒2 0 0 −𝑢3 𝑢2;
𝑢1 −𝑢1 0 0 0 0 𝑒4 𝑒3 𝑢1 −𝑢1 0 0 0 0 𝑒2 𝑒3
𝑢2 0 −𝑢2 −𝑢1 0 −𝑒4 0 𝑒2 𝑢2 0 −𝑢1 0 𝑢3 −𝑒2 0 𝑒4
𝑢3 0 𝑢3 0 −𝑢1 −𝑒3 −𝑒2 0 𝑢3 0 0 −𝑢1 −𝑢2 −𝑒3 −𝑒4 0
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– g неразрешима:

6.1.3. 𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑒5 𝑒6 𝑢1 𝑢2 𝑢3
𝑒1 0 2𝑒2 -2𝑒3 0 𝑒5 −𝑒6 𝑢1 −𝑢2 0
𝑒2 -2𝑒2 0 𝑒1 0 0 𝑒5 0 𝑢1 0
𝑒3 2𝑒3 −𝑒1 0 0 𝑒6 0 𝑢2 0 0
𝑒4 0 0 0 0 𝑒5 𝑒6 𝑢1 𝑢2 0
𝑒5 −𝑒5 0 −𝑒6 −𝑒5 0 0 0 0 𝑢1 .
𝑒6 𝑒6 −𝑒5 0 −𝑒6 0 0 0 0 𝑢2
𝑢1 −𝑢1 0 −𝑢2 −𝑢1 0 0 0 0 −𝑒5
𝑢2 𝑢2 −𝑢1 0 −𝑢2 0 0 0 0 −𝑒6
𝑢3 0 0 0 0 −𝑢1 −𝑢2 𝑒5 𝑒6 0

Действительно, в работе [4] найдены все трехмерные однородные пространства,
определяемые парами (ḡ, g), такие, что ḡ неразрешима, допускающие инвариантные
аффинные связности только ненулевой кривизны. Используя полученную классифика-
цию, найдем, существуют ли эквиаффинные связности на пространствах указанного
вида.

Поскольку ограничение Λ : ḡ → gl(m) на g— изотропное представление подалгеб-
ры, связность определяется своими значениями на m. При Λ(𝑢1) = Λ(𝑢2) = Λ(𝑢3) = 0
связность будем называть нулевой.

Аффинная связность является нулевой в случаях 2.9.12, 4.11.2, 4.13.2, 4.13.3, 3.8.8,
2.1.2, 2.3.2, 2.3.3, тензоры кручения в указанных случаях также нулевые. В случае
6.1.3 аффинная связность имеет вид

Λ(𝑢1)=

⎛⎝0 0 𝑝1,3
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ , Λ(𝑢2)=

⎛⎝0 0 0
0 0 𝑝1,3
0 0 0

⎞⎠ , Λ(𝑢3)=

⎛⎝𝑟1,1 0 0
0 𝑟1,1 0
0 0 𝑟1,1 + 𝑝1,3

⎞⎠ ,

𝑟1,1, 𝑝1,3 ∈ R, а тензор кручения —

𝑇 (𝑢1, 𝑢2) = (0, 0, 0), 𝑇 (𝑢1, 𝑢3) = (−𝑝1,3 + 𝑟1,1, 0, 0) , 𝑇 (𝑢2, 𝑢3) = (0,−𝑝1,3 + 𝑟1,1, 0) .

Соответственно, в случае 6.1.3 𝑇 = 0 при 𝑟1,1 = 𝑝1,3.
Заметим, что во всех этих случаях, кроме 2.9.12 и 3.8.8, имеем trΛ([𝑦, 𝑧])=0 для

всех 𝑦, 𝑧 ∈ ḡ, т.е. указанная тривиальная связность является локально эквиаффинной,
а в случае 6.1.3 локально эквиаффинная связность (без кручения) принимает вид

Λ(𝑢1) =

⎛⎝0 0 𝑝1,3
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ ,Λ(𝑢2) =

⎛⎝0 0 0
0 0 𝑝1,3
0 0 0

⎞⎠ ,Λ(𝑢3) =

⎛⎝𝑝1,3 0 0
0 𝑝1,3 0
0 0 2𝑝1,3

⎞⎠ .

В случае 2.9.12 имеем [𝑢2, 𝑢3] = −𝑒1, но trΛ(𝑒1) ̸= 0, т.е. связность не является
локально эквиаффинной, в случае 3.8.8 аналогично [𝑢2, 𝑢3] = 2𝑒2 − 𝑒1, поскольку
trΛ(2𝑒2 − 𝑒1) ̸= 0, связность не является локально эквиаффинной.

Тензор кривизны в случае 2.9.12

𝑅(𝑢1, 𝑢2) =

⎛⎝0 0 −1
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ , 𝑅(𝑢1, 𝑢3) =

⎛⎝0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ , 𝑅(𝑢2, 𝑢3) =

⎛⎝1 0 0
0 −2 0
0 0 2

⎞⎠ ,
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тогда тензор Риччи Ric(𝑦, 𝑧)=tr{𝑥 ↦→ 𝑅(𝑥, 𝑦)𝑧} имеет вид⎛⎝0 0 0
0 0 −3
0 −2 0

⎞⎠
и не является симметрическим. Остальные случаи рассматриваются аналогично.
Таким образом, получаем тензоры Риччи, приведенные в таблице.

Тензоры Риччи / Table. Ricci tensors

Пара Тензор Риччи Пара Тензор Риччи

2.1.2

⎛⎝ 0 −1 0
−1 0 0
0 0 0

⎞⎠ 2.3.2

⎛⎝−1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎞⎠
2.3.3

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎠ 2.9.12, 3.8.8

⎛⎝0 0 0
0 0 −3
0 −2 0

⎞⎠
4.11.2

⎛⎝0 0 0
0 0 −2
0 −2 0

⎞⎠ 4.13.2

⎛⎝0 0 0
0 −2 0
0 0 −2

⎞⎠
4.13.3

⎛⎝0 0 0
0 2 0
0 0 2

⎞⎠ 6.1.3

⎛⎝0 0 0
0 0 0
0 0 2𝑝21,3 + 2

⎞⎠

Тензор Риччи является симметрическим тогда и только тогда, когда связность
локально эквиаффинна, т. е. во всех приведенных случаях, кроме случаев 2.9.12 и
3.8.8, что соответствует полученному выше.

Для пар (ḡ, g) выпишем изотропные представления. В случаях

2.1.
𝑥

−𝑥
𝑦

; 2.3.
𝑥

−𝑥
𝑦

; 2.9.
𝑥 𝑦

−2𝑥
2𝑥

; 3.8.
𝑥 𝑧

𝑦
−𝑦

;

4.11.
𝑥 𝑧 𝑢

𝑦
−𝑦

; 4.13.
𝑥 𝑦 𝑧

𝑢
−𝑢

; 6.1.
𝑥 𝑧 𝑤
𝑢 𝑦 𝑣

Λ(g) не принадлежит sl(m), поэтому соответствующие пары (ḡ, g) не допускают экви-
аффинных связностей, здесь для упрощения записи вместо стандартного обозначения
для подалгебры в gl(3,R)

g =

⎧⎨⎩
⎛⎝𝑥 0 0

0 −𝑥 0
0 0 𝑦

⎞⎠ ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑥, 𝑦 ∈ R

⎫⎬⎭ использована запись
𝑥

−𝑥
𝑦
,

причем переменные обозначены латинскими буквами и принадлежат R, а базис
подалгебры по умолчанию выбирается, придавая одной из переменных значение 1, а
остальным — 0, нумерация базисных векторов соответствует алфавиту.
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Прямыми вычислениями получаем, что остальные однородные пространства, най-
денные в работе [4], допускают эквиаффинные связности, т.е. других трехмерных
однородных пространств неразрешимых групп Ли, допускающих аффинные связности
только ненулевой кривизны, но не допускающих эквиаффинных связностей, кроме
приведенных в теореме 1, не существует.

Заключение

Таким образом, найдено и приведено в явном виде полное локальное описание
трехмерных однородных пространств с неразрешимой группой преобразований, до-
пускающих инвариантные аффинные связности только ненулевой кривизны, но не
допускающих эквиаффинных связностей. Особенностью методов, представленных в
работе, является применение чисто алгебраического подхода к описанию многообра-
зий и структур на них. Полученные результаты могут быть использованы в работах по
дифференциальной геометрии, дифференциальным уравнениям, топологии, а также в
других областях математики и физики, а алгоритмы могут быть компьютеризированы
и использованы для решения аналогичных задач в больших размерностях.
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of Saratov University. Mathematics. Mechanics. Informatics, 2023, vol. 23, iss. 4, pp. 443–455
(in Russian). https://doi.org/10.18500/1816-9791-2023-23-4-443-455, EDN: FNPHQP
This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0
International License (CC-BY 4.0)

Введение

Хорошо известно, что геометрия функционального гильбертова пространства в
значительной степени определяется свойствами его воспроизводящего ядра. Такие
различные задачи, как распределение нулей и интерполяция функций, приближение
функций и представление рядами, мультипликативная структура пространства и
описание ассоциированных с ней пространств и алгебр, а также целый ряд других
задач получают свое решение на основе исследования поведения воспроизводящего
ядра данного функционального пространства. С точки зрения теории функций и
функционального анализа представляет интерес следующий вопрос:

Какими аппроксимативными и представляющими свойствами (полнота, ба-
зисность и т. п.) обладает последовательность {𝐾𝜆}𝜆∈Λ дискретизированных
значений воспроизводящего ядра?

Естественно, что ответ на этот вопрос в его «глобальной» постановке не может
быть универсальным, т. е. ситуация существенным образом зависит от конкретно-
го функционального гильбертова пространства, которое будет рассматриваться. В
данной работе мы будем иметь дело исключительно с пространством Харди 𝐻2(D) в
единичном круге D и его воспроизводящим ядром

𝐾𝜆(𝑧) =
1

1 − 𝜆𝑧
, 𝜆, 𝑧 ∈ D,

которое называется ядром Сеге (или ядром Коши). Основной вопрос заключается
в нахождении условий сходимости орторекурсивных разложений по системам под-
пространств пространства Харди, порожденных ядром Сеге. Ответ на этот вопрос
(теорема 2 из разд. 4) получен на основе изучения аппроксимативных свойств под-
пространств специального вида 𝒦𝑟,𝑛 = [𝐾𝑟,𝑛,𝑗]

𝑛−1
𝑗=0 , натянутых на значения ядра Сеге

𝐾𝑟,𝑛,𝑗, соответствующих перемещенным на радиус 𝑟 корням 𝑛-ой степени из единицы
𝜆𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1.

1. Предварительные сведения

Функциональные гильбертовы пространства. Гильбертово пространство 𝐻, со-
стоящее из функций 𝑓 : Ω → C, называется функциональным, если для каждого
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𝜆 ∈ Ω корректно определен и ограничен оценочный функционал 𝑓 ↦→ 𝑓(𝜆), т. е.
существует положительная постоянная 𝐶𝜆 такая, что для всех 𝑓 ∈ 𝐻 выполняется
неравенство |𝑓(𝜆)| 6 𝐶𝜆‖𝑓‖. По теореме Рисса о представлении ограниченного ли-
нейного функционала в гильбертовом пространстве для каждого 𝜆 ∈ Ω существует
единственный элемент 𝐾𝜆 ∈ 𝐻 такой, что 𝑓(𝜆) = ⟨𝑓,𝐾𝜆⟩. Воспроизводящим ядром
функционального гильбертова пространства 𝐻 называется функция 𝐾 : Ω × Ω → C,
определяемая посредством

𝐾(𝜆, 𝜔) := ⟨𝐾𝜆, 𝐾𝜔⟩ = 𝐾𝜆(𝜔), 𝜆, 𝜔 ∈ Ω.

Пространство Харди и ядро Сеге. Пространство Харди 𝐻2 = 𝐻2(D) состоит из
всех аналитических в единичном круге D = {𝑧 ∈ C : |𝑧| < 1} функций 𝑓(𝑧), для
которых конечна норма

‖𝑓‖𝐻2 = sup
0<𝑟<1

(︂
1

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0

|𝑓(𝑟𝑒𝑖𝑡)|2 𝑑𝑡
)︂ 1

2

<∞.

Пусть Λ ⊂ D— счетное множество точек и {𝐾𝜆}𝜆∈Λ — последовательность значе-
ний ядра Сеге. Как следует из классической теоремы Сеге о нулях, подпространство
[𝐾𝜆 : 𝜆 ∈ Λ] (замыкание линейной оболочки последовательности) совпадает с про-
странством 𝐻2(D) в том и только том случае, когда∑︁

𝜆∈Λ

(1 − |𝜆|) = ∞. (1)

Напротив, существование биортогональной системы {𝐿𝜆}𝜆∈Λ⊂𝐻2(D) (т. е. ⟨𝐾𝜆, 𝐿𝜇⟩𝐻2=
= 𝛿𝜆𝜇, где 𝛿𝜆𝜇 — символ Кронекера) эквивалентно выполнению условия Бляшке∑︁

𝜆∈Λ

(1 − |𝜆|) <∞. (2)

Несовместность условий полноты и минимальности показывает, что система {𝐾𝜆}𝜆∈Λ
не может быть базисом пространства 𝐻2(D) ни при каком Λ. Тем не менее, система
{𝐾𝜆}𝜆∈Λ образует базисную последовательность (т. е. базис в замыкании своей линей-
ной оболочки) тогда и только тогда, когда наряду с условием Бляшке выполняется
условие Карлесона (см. [1], а также [2, гл. 10])∏︁

𝜇∈Λ,𝜇 ̸=𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜇− 𝜆

1 − 𝜆𝜇

⃒⃒⃒⃒
> 𝑐, 𝜆 ∈ Λ, (3)

с некоторой постоянной 𝑐 > 0. При этом (собственное) подпространство 𝐾=[𝐾𝜆 : 𝜆∈Λ]
удовлетворяет равенству 𝐾⊥ = 𝐵𝐻2, где 𝐵 — произведение Бляшке с нулями Λ и
𝐾⊥ — ортогональное дополнение.

Рассмотрим нормированное ядро Сеге

̂︀𝐾𝜆(𝑧) =
(1 − |𝜆|2) 1

2

1 − 𝜆𝑧
, 𝜆, 𝑧 ∈ D.

Заметим, что система { ̂︀𝐾𝜆}𝜆∈Λ не только не может быть базисом пространства Харди,
но также не образует фрейм Даффина –Шеффера в 𝐻2(D). В самом деле, нижнее и
верхнее фреймовые неравенства

𝐴‖𝑓‖2𝐻2 6
∑︁
𝜆∈Λ

|⟨𝑓, ̂︀𝐾𝜆⟩𝐻2|2 6 𝐵‖𝑓‖2𝐻2 , 𝑓 ∈ 𝐻2,
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вступают в противоречие друг с другом, поскольку первое из них влечет за собой
полноту системы и тем самым условие (1), а второе, известное также как условие
Ньюмана ∑︁

𝜆∈Λ

(1 − |𝜆|2)|𝑓(𝜆)|2 6 𝐵‖𝑓‖2𝐻2 , (4)

имеет следствием условие (2) (достаточно положить 𝑓 ≡ 1 в условии (4)). При этом
(3)⇒(4) и, наоборот, каждое множество, удовлетворяющее условию (4), является
конечным объединением множеств, удовлетворяющих условию (3) [3, Ch. 2, § 5].
Последнее утверждение является частным случаем гипотезы Фейхтингера, доказанной
Маркусом, Шпильманом и Шриваставой [4] и эквивалентной гипотезе Кадисона –
Зингера.

В противоположность вышеупомянутым результатам о несуществовании базисов
и фреймов Даффина –Шеффера вида { ̂︀𝐾𝜆}𝜆∈Λ результат Тотика [5] в эквивалентной
формулировке утверждает справедливость формулы восстановления

𝑓 = lim
𝑛→∞

𝑛∑︁
𝑘=1

⟨𝑓, 𝑝𝑛,𝑘⟩𝐻2𝐾𝜆𝑘
, 𝑓 ∈ 𝐻2,

для каждой последовательности {𝐾𝜆}𝜆∈Λ, Λ = (𝜆𝑛), удовлетворяющей условию (1),
где 𝑝𝑛,𝑘 — алгебраические полиномы, не зависящие от 𝑓 . Тем не менее, формула
восстановления Тотика не предоставляет ряда по системе значений ядра Сеге. В
статье Фрикейна, Хоя и Лефевра [6] был поставлен следующий вопрос:

Существует ли последовательность точек Λ = (𝜆𝑛) ⊂ D такая, что {𝐾𝜆}𝜆∈Λ
является представляющей системой в пространстве 𝐻2?

Напомним, что последовательность {𝐾𝜆𝑛}∞𝑛=1 называется представляющей си-
стемой в пространстве 𝐻2, если для всех 𝑓 ∈ 𝐻2 существует последовательность
коэффициентов (𝑐𝑛) ⊂ C такая, что справедливо представление

𝑓 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝐾𝜆𝑛 .

Здесь, в отличие от понятия базиса, не требуется единственности представляющего
функцию 𝑓 ряда. Положительный ответ на вопрос Фрикейна, Хоя и Лефевра получен
в статье [7] с использованием понятия фрейма [8], более общего, нежели фрейм
Даффина–Шеффера. Заметим, что фреймовый подход позволяет лишь утверждать
существование коэффициентов (𝑐𝑛) представляющего ряда, но не дает эффективного
способа вычисления этих коэффициентов. В связи с этим в статье [9] были найдены
условия сходимости порядкосохраняющего слабого жадного алгоритма по системе
подпространств пространства Харди, порожденных ядром Сеге. В настоящей работе
изучаются орторекурсивные разложения по подпространствам так же, как и жадные
алгоритмы, указывающие эффективный метод нахождения коэффициентов ряда.

Орторекурсивное разложение по последовательности элементов. Орторекур-
сивное разложение, определение которого предложено Т. П. Лукашенко в 1999 г.,
представляет собой конструктивную процедуру решения задачи представления функ-
ций рядами по элементам заданной последовательности функций (см. [10]).

Пусть ℋ— гильбертово пространство и {𝑒𝑘}∞𝑘=1 ⊂ ℋ— последовательность его
элементов, которую для удобства будем считать нормированной, т. е. ‖𝑒𝑘‖ = 1,
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𝑘 = 1, 2, . . . . Для элемента 𝑓 ∈ ℋ построим по индукции его рекурсивные коэффици-
енты Фурье 𝑓𝑘. Предположим, что коэффициенты 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1 уже построены. Тогда

полагаем 𝑅𝑛−1𝑓 = 𝑓 −
𝑛−1∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒𝑘 и 𝑓𝑛 = ⟨𝑅𝑛−1𝑓, 𝑒𝑛⟩. Ряд

𝑓 ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘𝑒𝑘

называется рекурсивным рядом Фурье элемента 𝑓 ∈ ℋ.

2. Орторекурсивные разложения по системе подпространств
Пусть задана система подпространств

𝐻𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

гильбертова пространства 𝐻. Обозначим через 𝑃𝑘 оператор ортогонального проекти-
рования из 𝐻 на 𝐻𝑘 и рассмотрим операторные произведения

𝑄𝑘 = 𝑃𝑘(𝐼 − 𝑃𝑘−1) . . . (𝐼 − 𝑃1), 𝑅𝑘 = (𝐼 − 𝑃𝑘) . . . (𝐼 − 𝑃1), 𝑘 = 1, 2, . . . .

Для произвольного ℎ ∈ 𝐻 имеем 𝑄𝑘ℎ ∈ 𝐻𝑘 и 𝑅𝑘ℎ ортогонально 𝑄𝑘ℎ, причем
𝑄𝑘ℎ+𝑅𝑘ℎ = 𝑅𝑘−1ℎ (полагаем, что пустое произведение 𝑅0 = 𝐼). Отсюда для сумм

𝑆𝑛ℎ =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑄𝑘ℎ, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

по индукции получаем соотношения

ℎ = 𝑆𝑛ℎ+𝑅𝑛ℎ, ‖ℎ‖2 =
𝑛∑︁

𝑘=1

‖𝑄𝑘ℎ‖2 + ‖𝑅𝑛ℎ‖2, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Формальный ряд

ℎ ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘ℎ, 𝑄𝑘ℎ ∈ 𝐻𝑘,

называется орторекурсивным разложением ℎ ∈ 𝐻 по системе подпространств
{𝐻𝑘}∞𝑘=1. Орторекурсивное разложение сходится к ℎ, т. е.

ℎ =
∞∑︁
𝑘=1

𝑄𝑘ℎ = lim
𝑛→∞

𝑆𝑛ℎ,

если и только если 𝑅𝑛ℎ→ 0 при 𝑛→ ∞ или, что равносильно, если и только если
выполняется равенство Парсеваля

‖ℎ‖2 =
∞∑︁
𝑘=1

‖𝑄𝑘ℎ‖2.

Последовательность подпространств {𝐻𝑘}∞𝑘=1 называется системой орторекурсивно-
го разложения в том случае, когда для каждого ℎ ∈ 𝐻 орторекурсивное разложение
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сходится к ℎ. Свойства орторекурсивных разложений по подпространствам рассмат-
ривались в работах [11] и [12].

Достаточное условие системы орторекурсивного разложения получено в статьях
[13,14] и основано на идее кросс-аппроксимации, т. е. на изучении поведения величин
наилучшего приближения, с одной стороны, элементов ℎ ∈ 𝐻𝑘 полиномами по
некоторой специально выбранной системе элементов гильбертова пространства 𝐻
и, с другой стороны, полинома по такой вспомогательной системе посредством
подпространств 𝐻𝑘. Перейдем к точным формулировкам.

Пусть {𝑒𝑛}∞𝑛=0 — полная система элементов гильбертова пространства 𝐻. Рассмот-
рим величину наилучшего приближения порядка 𝑁

𝐸𝑁(ℎ) = inf
𝑝 : deg 𝑝<𝑁

‖ℎ− 𝑝‖

элемента ℎ ∈ 𝐻 полиномами 𝑝 =
𝑁−1∑︀
𝑛=0

𝑎𝑛𝑒𝑛 степени deg 𝑝 < 𝑁 .

Далее, во избежание путаницы будем обозначать

dist (𝑝,𝐻𝑘) = inf
ℎ∈𝐻𝑘

‖𝑝− ℎ‖

величину наилучшего приближения элемента (в частности, полинома) 𝑝 посредством
подпространства 𝐻𝑘.

Наконец, выберем строго возрастающую последовательность натуральных (𝑛𝑘) и
предположим, что выполняются следующие неравенства для смешанных приближений:
во-первых

𝐸𝑛𝑘
(ℎ) 6 𝜏𝑘,𝑗‖ℎ‖, ℎ ∈ 𝐻𝑗, 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 − 1, 𝑘 = 1, 2, . . . , (5)

и, во-вторых, для полиномов 𝑝 по системе {𝑒𝑛}∞𝑛=0

dist (𝑝,𝐻𝑘) 6 𝜎‖𝑝‖, deg 𝑝 < 𝑛𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . . (6)

Теорема 1 (достаточное условие системы орторекурсивного разложения [13,
14]). Предположим, что последовательность натуральных (𝑛𝑘) такова, что
имеют место оценки (5) и (6) с постоянными 𝜎 < 1 и

sup
𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜏 2𝑘,𝑗 <∞.

Тогда последовательность подпространств {𝐻𝑘}∞𝑘=1 является системой орто-
рекурсивного разложения в пространстве 𝐻.

3. Подпространства, порожденные ядром Сеге
Пусть 0 < 𝑟 < 1 и 𝑛 ∈ N. Рассмотрим семейство подпространств

𝒦𝑟,𝑛 = [𝐾𝑟,𝑛,𝑗]
𝑛−1
𝑗=0 ,

порожденных значениями ядра Сеге 𝐾𝜆(𝑧), дискретизированного в корнях 𝑛-ой
степени из единицы, перемещенных на окружность радиуса 𝑟:

𝜆𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛− 1.
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Другими словами, функция 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 имеет вид

𝑓(𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗𝐾𝑟,𝑛,𝑗(𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗
1 − 𝑟𝑒−2𝜋𝑖𝑗/𝑛𝑧

, 𝜁 = (𝜁𝑗) ∈ C𝑛.

Лемма 1. Для всех 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 имеет место равенство

‖𝑓‖𝐻2 =

(︂
1

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2𝑟2𝑘
)︂1/2

,

где 𝜁𝑘 =
𝑛−1∑︀
𝑗=0

𝜁𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗/𝑛, 𝑘 = 0, 1, . . . , — дискретное преобразование Фурье (ДПФ)

вектора 𝜁 ∈ C𝑛.

Доказательство. По определению, для 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 имеем

𝑓(𝑧) =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗
1 − 𝑟𝑒−2𝜋𝑖𝑗/𝑛𝑧

=
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗

∞∑︁
𝑘=0

𝑟𝑘𝑒−2𝜋𝑖𝑗𝑘/𝑛𝑧𝑘 =
∞∑︁
𝑘=0

𝜁𝑘𝑟
𝑘𝑧𝑘.

Учитывая, что последовательность (𝜁𝑘) является периодической с периодом 𝑛, получа-
ем

‖𝑓‖2𝐻2 =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2
∞∑︁
𝑙=0

𝑟2(𝑘+𝑙𝑛) =
1

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2𝑟2𝑘. �

Оценим величину наилучшего приближения порядка 𝑁

𝐸𝑁(𝑓) = inf
𝑝
‖𝑓 − 𝑝‖𝐻2 , deg 𝑝 < 𝑁,

функции 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 алгебраическими полиномами 𝑝(𝑧) =
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑎𝑘𝑧
𝑘 степени deg 𝑝 < 𝑁 .

Лемма 2. Для всех 𝑓 ∈ 𝒦𝑟,𝑛 выполняется неравенство

𝐸𝑁(𝑓) 6 𝑟𝑁−⟨𝑁⟩𝑛‖𝑓‖𝐻2 , 𝑁 = 1, 2, . . . ,

где ⟨𝑁⟩𝑛 = 𝑁mod𝑛— остаток от деления 𝑁 на 𝑛.

Доказательство. Обозначим через 𝑆ℎ(𝑧) = 𝑧ℎ(𝑧), ℎ ∈ 𝐻2, оператор сдвига.
Заметим, что сопряженный оператор 𝑆* имеет вид

𝑆*ℎ(𝑧) = 𝑆*
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 =

∞∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘𝑧
𝑘−1,

и поэтому для любого 𝑁 справедливо равенство

‖𝑆𝑁*ℎ‖𝐻2 =

(︂ ∞∑︁
𝑘=𝑁

|𝑐𝑘|2
)︂1/2

= 𝐸𝑁(ℎ).
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Далее, нетрудно видеть, что значения ядра Сеге 𝐾𝜆(𝑧) являются собственными
функциями оператора 𝑆*:

𝑆*𝐾𝜆 = 𝜆𝐾𝜆.

Отсюда следует, что

𝑆𝑁*𝑓 = 𝑆𝑁*
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗𝐾𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑁
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗𝑁/𝑛𝐾𝑟,𝑛,𝑗 = 𝑟𝑁

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜂𝑗𝐾𝑟,𝑛,𝑗,

где 𝜂𝑗 = 𝜁𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗𝑁/𝑛, т. е. вектор 𝜂 является модуляцией 𝜁. Видим, что 𝑆𝑁*𝑓 принадле-

жит 𝒦𝑟,𝑛 вместе с 𝑓 . По лемме 1

‖𝑆𝑁*𝑓‖𝐻2 = 𝑟𝑁
(︂

1

1 − 𝑟2𝑛

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜂𝑘|2𝑟2𝑘
)︂1/2

,

где ДПФ от модуляции является сдвигом ДПФ:

𝜂𝑘 =
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜂𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗𝑘/𝑛 =

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗𝑒
−2𝜋𝑖𝑗(𝑁+𝑘)/𝑛 = 𝜁𝑁+𝑘.

Ясно, что 𝜁𝑁+𝑘 = 𝜁⟨𝑁⟩𝑛+𝑘 и

𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜂𝑘|2𝑟2𝑘 =

𝑛−⟨𝑁⟩𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁⟨𝑁⟩𝑛+𝑘|2𝑟2𝑘 +
𝑛−1∑︁

𝑘=𝑛−⟨𝑁⟩𝑛

|𝜁⟨𝑁⟩𝑛+𝑘|2𝑟2𝑘 =

=
𝑛−1∑︁

𝑘=⟨𝑁⟩𝑛

|𝜁𝑘|2𝑟2(𝑘−⟨𝑁⟩𝑛) +

⟨𝑁⟩𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2𝑟2(𝑘+𝑛−⟨𝑁⟩𝑛) 6 𝑟−2⟨𝑁⟩𝑛
𝑛−1∑︁
𝑘=0

|𝜁𝑘|2𝑟2𝑘.

Окончательно находим

𝐸𝑁(𝑓) = ‖𝑆𝑁*𝑓‖𝐻2 6 𝑟𝑁−⟨𝑁⟩𝑛‖𝑓‖𝐻2 . �

Теперь поменяем местами подпространства алгебраических полиномов с подпро-
странствами 𝒦𝑟,𝑛 в задаче оценки величины наилучшего приближения

dist (𝑝,𝒦𝑟,𝑛) = inf
𝑓∈𝒦𝑟,𝑛

‖𝑝− 𝑓‖𝐻2 .

Лемма 3. Для любого алгебраического полинома 𝑝(𝑧) степени deg 𝑝 < 𝑛 имеет
место равенство

dist (𝑝,𝒦𝑟,𝑛) = 𝑟𝑛‖𝑝‖𝐻2 .

Доказательство. Воспользуемся хорошо известным равенством

dist (𝑝,𝒦𝑟,𝑛) = sup
𝑔∈𝒦⊥

𝑟,𝑛:‖𝑔‖𝐻2=1

|⟨𝑝, 𝑔⟩𝐻2|.

Здесь принадлежность 𝑔 ∈ 𝒦⊥
𝑟,𝑛 означает, что функция 𝑔 ортогональна подпростран-

ству 𝒦𝑟,𝑛. Так как это подпространство порождено значениями воспроизводящего
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ядра, то 𝑔(𝜆𝑗) = 0, где 𝜆𝑗 = 𝑟𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛, 𝑗 = 0, . . . , 𝑛 − 1. Последнее условие, в свою
очередь, эквивалентно представлению 𝑔 = ℎ𝐵, где ℎ ∈ 𝐻2 и

𝐵(𝑧) =
𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝑏𝑗(𝑧), 𝑏𝑗(𝑧) =
𝜆𝑗
|𝜆𝑗|

𝜆𝑗 − 𝑧

1 − 𝜆𝑗𝑧
,

— произведение Бляшке. Для рассматриваемых нами точек 𝜆𝑗 имеем

𝐵(𝑧) = 𝑟𝑛
𝑛−1∏︁
𝑗=0

𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛 − 𝑧/𝑟

𝑒2𝜋𝑖𝑗/𝑛 − 𝑟𝑧
= 𝑟𝑛

1 − (𝑧/𝑟)𝑛

1 − (𝑟𝑧)𝑛
= 𝑟𝑛 −

(︁ 1

𝑟𝑛
− 𝑟𝑛

)︁ ∞∑︁
𝑘=1

𝑟𝑛𝑘𝑧𝑛𝑘.

Поэтому, если ℎ(𝑧) =
∞∑︀
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘, то

ℎ(𝑧)𝐵(𝑧) = 𝑟𝑛
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑧
𝑘 + . . .

(многоточие соотвествует степеням 𝑧𝑘 при 𝑘 > 𝑛), откуда

⟨𝑝, 𝑔⟩𝐻2 = ⟨𝑝, ℎ𝐵⟩𝐻2 = 𝑟𝑛⟨𝑝, ℎ⟩𝐻2 .

В итоге
dist (𝑝,𝒦𝑟,𝑛) = sup

‖ℎ‖𝐻2=1

𝑟𝑛|⟨𝑝, ℎ⟩𝐻2| = 𝑟𝑛‖𝑝‖𝐻2 ,

так как ‖ℎ‖𝐻2 = ‖𝑔‖𝐻2 = 1 ввиду того, что |𝐵(𝑧)| = 1 при |𝑧| = 1. �

4. Сходимость орторекурсивных разложений по системе
подпространств, порожденных ядром Сеге

Рассмотрим вместо семейства 𝒦𝑟,𝑛 с произвольными индексами 𝑟 и 𝑛 последова-
тельность подпространств

𝒦𝑘 = 𝒦𝑟𝑘,𝑛𝑘
, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

где последовательность радиусов (𝑟𝑘) и последовательность натуральных (𝑛𝑘) строго
возрастают и удовлетворяют условию согласования

𝑎

𝑛𝑘

6 1 − 𝑟𝑘 6
𝑏

𝑛𝑘

, 𝑘 = 1, 2, . . . , (7)

с некоторыми постоянными 0 < 𝑎 6 𝑏 <∞. Покажем, что в этом случае утверждения
лемм 1, 2 и 3 допускают уточнение.

Следствие 1. При выполнении условия согласования (7) существуют посто-
янные 0 < 𝐴 6 𝐵 < ∞ такие, что для всех 𝑘 ∈ N и всех (𝜁𝑗) ∈ C𝑛𝑘 выполняются
неравенства

𝐴

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2
)︂1/2

6

⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦
𝐻2

6 𝐵

(︂𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2
)︂1/2

.
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Доказательство. Прежде всего, заметим, что̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗 = (1 − 𝑟2𝑘)1/2𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗,

и по лемме 1 мы имеем⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦2
𝐻2

=
1 − 𝑟2𝑘

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2𝑟2𝑗𝑘 .

Используя тривиальные оценки 𝑟2𝑛𝑘
𝑘 < 𝑟2𝑗𝑘 6 1, получаем

𝑟2𝑛𝑘
𝑘 (1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2 6
⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁

𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦2
𝐻2

6
(1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2.

С учетом равенства Парсеваля для ДПФ

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2 = 𝑛𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2

будем иметь

𝑟2𝑛𝑘
𝑘 𝑛𝑘(1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2 6
⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁

𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦2
𝐻2

6
𝑛𝑘(1 − 𝑟2𝑘)

1 − 𝑟2𝑛𝑘
𝑘

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2.

На основании условия согласования (7) заключаем, что

𝑎 6 𝑛𝑘(1 − 𝑟2𝑘) 6 2𝑏

и
𝑒−𝑏 = lim

𝑘→∞
(1 − 𝑏

𝑛𝑘
)𝑛𝑘 6 lim inf

𝑘→∞
𝑟𝑛𝑘
𝑘 6 lim sup

𝑘→∞
𝑟𝑛𝑘
𝑘 6 lim

𝑘→∞
(1 − 𝑎

𝑛𝑘
)𝑛𝑘 = 𝑒−𝑎,

откуда, ввиду того что 0 < 𝑟𝑛𝑘
𝑘 < 1, находим

0 < 𝛼 6 𝑟𝑛𝑘
𝑘 6 𝛽 < 1, 𝑘 = 1, 2, . . . . (8)

Окончательно получим

𝛼2𝑎

1 − 𝛼2

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2 6
⃦⃦⃦⃦𝑛𝑘−1∑︁

𝑗=0

𝜁𝑗 ̂︀𝐾𝑟𝑘,𝑛𝑘,𝑗

⃦⃦⃦⃦2
𝐻2

6
2𝑏

1 − 𝛽2

𝑛𝑘−1∑︁
𝑗=0

|𝜁𝑗|2. �

Следствие 2. При выполнении условия согласования (7) существует постоян-
ная 𝐶 такая, что для всех 𝑘 ∈ N и всех 𝑓 ∈ 𝒦𝑘 справедливо неравенство

𝐸𝑁(𝑓) 6 𝐶𝑟𝑁𝑘 ‖𝑓‖𝐻2 , 𝑁 = 1, 2, . . . .

Доказательство. По лемме 2

𝐸𝑁(𝑓) 6 𝑟
𝑁−⟨𝑁⟩𝑛𝑘
𝑘 ‖𝑓‖𝐻2 .

Осталось заметить, что в силу (8)

𝑟
−⟨𝑁⟩𝑛𝑘
𝑘 < 𝑟−𝑛𝑘

𝑘 6 𝛼−1 = 𝐶. �
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Следствие 3. При выполнении условия согласования (7) существует постоян-
ная 𝜎 < 1 такая, что для всех 𝑘 ∈ N и всех алгебраических полиномов 𝑝 степени
deg 𝑝 < 𝑛𝑘 выполняется неравенство

dist (𝑝,𝒦𝑘) 6 𝜎‖𝑝‖𝐻2 .

Доказательство. По лемме 3

dist (𝑝,𝒦𝑘) 6 𝑟𝑛𝑘
𝑘 ‖𝑝‖𝐻2 ,

где в силу (8) для всех 𝑘 имеем 𝑟𝑛𝑘
𝑘 6 𝛽 = 𝜎 < 1. �

Теорема 2. Пусть последовательность натуральных (𝑛𝑘) является лакунарной

𝑛𝑘+1

𝑛𝑘

> 𝑞 > 1, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

и вместе со строго возрастающей последовательностью радиусов (𝑟𝑘) удовлетво-
ряет условию согласования (7).

Тогда последовательность подпространств {𝒦𝑘 = 𝒦𝑟𝑘,𝑛𝑘
}∞𝑘=1, порожденных

ядром Сеге, является системой орторекурсивного разложения в пространстве
𝐻2.

Доказательство. Проверим, что выполнены условия теоремы 1. Следствие 3
показывает, что имеет место (6). Следствие 2 при 𝑘 = 1, 2, . . . и 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 − 1 дает
оценку

𝐸𝑛𝑘
(𝑓) 6 𝐶𝑟𝑛𝑘

𝑗 , 𝑓 ∈ 𝒦𝑗,

т. е. имеет место (5) с постоянными 𝜏𝑘,𝑗 = 𝐶𝑟𝑛𝑘
𝑗 . Осталось убедиться в конечности

величины

sup
𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜏 2𝑘,𝑗 = 𝐶 sup
𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑟2𝑛𝑘
𝑗 6 𝐶 sup

𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝑟
2𝑛𝑗𝑞

𝑘−𝑗

𝑗 .

Из условия согласования (7) получаем 𝑟𝑗 6 1− 𝑎
𝑛𝑗

, и поэтому 𝑟𝑛𝑗

𝑗 6 𝑒−𝑎 при достаточно
больших 𝑗 > 𝑗0 (заведомо начиная с 𝑛𝑗0 > 𝑎). В итоге имеем

sup
𝑘

𝑘−1∑︁
𝑗=1

𝜏 2𝑘,𝑗 6 𝐶𝑗0 + 𝐶 sup
𝑘>𝑗0

𝑘−1∑︁
𝑗=𝑗0

𝑒−2𝑎𝑞𝑘−𝑗

6 𝐶𝑗0 +
∞∑︁
𝑗=1

𝑒−2𝑎𝑞𝑗 <∞. �
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for the Hardy space. Indagationes Mathematicae, 2018, vol. 29, iss. 5, pp. 1318–1325.
https://doi.org/10.1016/j.indag.2018.06.001

8. Terekhin P. A. Frames in Banach space. Functional Analysis and Its Applications, 2010,
vol. 44, iss. 3, pp. 199–208. https://doi.org/10.1007/s10688-010-0024-z

9. Speransky K. S. On the convergence of the order-preserving weak greedy algorithm
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Аннотация. На основе модели планарных колебаний сплош-
ных и имеющих отверстия или включения неоднородных пред-
варительно напряженных пластин рассмотрены новые обрат-
ные задачи идентификации компонент тензора предваритель-
ных напряжений (ПН), являющихся функциями двух коор-
динат, при анализе акустического отклика в процессе зон-
дирования. ПН задавались как результат решения вспомога-
тельных задач о статическом нагружении пластин некоторой
начальной нагрузкой. Для решения основной и вспомогатель-
ных задач расчета функций смещения пластин разработана
конечно-элементная (КЭ) схема на основе выведенных соот-
ветствующих слабых постановок задач, реализованная в ви-
де программных комплексов в КЭ-пакете FreeFem++. Были
рассмотрены защемленные по одной грани прямоугольные пла-
стины, как сплошные, так и имеющие отверстие или жест-
кую вставку. Сформулированы обратные задачи идентифика-
ции трех функций ПН, зависящих от двух координат, на ос-
нове дополнительной информации об акустическом отклике
на незащемленных гранях пластин в результате рассмотре-
ния нескольких наборов зондирующих нагрузок на нескольких
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частотах. Ввиду нелинейности обратных задач для их решения был разработан итерационный
подход, сочетающий на каждой итерации решение прямых задач для текущих приближений
искомых функций и определение поправок к ним из построенного операторного уравнения.
Для решения операторного уравнения разработан проекционный метод, позволяющий пред-
ставить поправки в виде разложений по заданным системам функций и свести решение к
исследованию плохо обусловленных СЛАУ относительно наборов коэффициентов разложений
с помощью метода А. Н. Тихонова. Приведены результаты вычислительных экспериментов по
одновременной идентификации двумерных полей ПН, соответствующих различным видам
начальных воздействий на рассмотренные пластины.
Ключевые слова: предварительные напряжения, упругие пластины, неоднородность, включе-
ния, двумерные обратные задачи, акустический метод
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Identification of two-dimensional prestress fields
in inhomogeneous plates
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Abstract. Based on the model of in-plane oscillations of inhomogeneous prestressed plates, the
new inverse problems of identifying the components of the prestress tensor via acoustic response
probing are considered for the plates with and without holes and inclusions; the prestress
components are assumed to be functions of two coordinates. Prestresses were set as a result
of solving auxiliary problems of static loading of plates by some initial mechanical load. To
solve the main and auxiliary problems of calculating the plates’ displacement functions, a finite
element (FE) scheme was developed based on the derived corresponding weak problem statements,
implemented in the form of software systems in the FE package FreeFem++. Rectangular plates
clamped along one face, both solid and having a hole or a rigid insert, were considered. Inverse
problems of identification of three prestress functions depending on two coordinates are formulated
on the basis of additional data about the acoustic response on the non-clamped edges of the
plates as a result of considering several sets of probing loads at several frequencies. In view of
the nonlinearity of the inverse problems under study, an iterative approach was developed to
solve them, which combines solving the direct problems for current approximations of the desired
functions and the determination of the corresponding corrections from the operator equation built
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at each iteration. To solve the operator equation, a projection method has been employed that
allows one to present the corrections in the form of expansions in terms of some smooth given
functions and reduce the problem solution to the study of ill-conditioned SLAEs with respect to
sets of the expansion coefficients using the A. N. Tikhonov method. The results of computational
experiments on the simultaneous identification of two-dimensional prestress fields corresponding
to various types of initial actions on the considered plates are discussed.

Keywords: residual stress state, elastic plates, inhomogeneity, inclusions, two-dimensional inverse
problems, acoustic method
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Введение

Поля предварительных (остаточных, внутренних) напряжений (ПН) [1] являются
характерным следствием многих технологических процессов, применяемых при изго-
товлении объектов и конструкций из новых материалов со сложными неоднородными
физико-механическими свойствами, таких как функционально-градиентные материа-
лы (ФГМ). При производстве ФГМ часто применяется термическая обработка [2],
в частности наплавка, спекание, нагартовка и другие, затем в процессе остывания
полученных образцов в них могут сохраняться остаточные напряжения. Наличие ПН
в образцах должно учитываться в производственных процессах, так как они зачастую
оказывают существенное влияние на эксплуатационные характеристики изготовлен-
ных узлов и деталей. Также ПН могут присутствовать в деталях, используемых в
промышленных конструкциях, имеющих технологические вырезы и отверстия [3].
В их окрестностях возникает значительная концентрация остаточных напряжений,
из-за которой могут появляться трещины и деформированные зоны, что повлечет
за собой потерю работоспособности деталей. В связи с этим весьма актуальными
являются построение адекватных моделей объектов и конструкций из новых мате-
риалов, позволяющих учесть их неоднородность, форму и наличие предварительно
напряженного состояния (ПНС), а также разработка эффективных неразрушающих
методик идентификации уровня и распределения ПН в них, которые могут быть
применимы как в процессе изготовления, так и при эксплуатации.

Разработка методов измерения ПН является достаточно востребованной тематикой,
ей посвящено большое количество исследований, при этом интерес к ней значительно
возрос в последнее время (см., например, обзорные работы [4, 5]. Существенную
практическую значимость имеет изучение задач по определению ПН, возникающих
в процессе сварочных операций. Статья [6] посвящена построению и сравнению с
экспериментальными данными трехмерной модели «деформация-ползучесть» с уче-
том распределения ПН в сварных швах жаропрочных сплавов на основе никеля,
используемых в разработке компонентов авиадвигателей. В работе [7] метод глухих
отверстий (the blind-hole method) использовался для проверки распределения оста-
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точного напряжения в сварном шве кольцевой конструкции. Сравнение результатов
испытаний с расчетами методом конечных элементов позволило сформулировать
рекомендации по оптимальному режиму сварки кольцевых конструкций. В [8] пред-
ставлена методика измерения растягивающих остаточных напряжений, возникших на
границах соединения материалов в двух образцах композитных трехслойных пластин
при использовании газовой вольфрамовой дуговой сварки.

Также важное значение имеет создание схем идентификации ПН на этапе про-
ектирования и при их текущем мониторинге. Статья [9] посвящена построению
модели прогнозирования ПН при экспериментальном исследовании авиационных
тонкостенных рам, получаемых фрезерованием из алюминиевых пластин, в которых
из-за низкой жесткости существенное влияние на деформацию оказывают остаточные
напряжения. Построение неразрушающего подхода к определению ПН в тонких
пластинах представлено в работе [10]. Подход основан на параметризации ПНС с
помощью функции напряжений Эри, что позволило определять эти параметры из
задачи нелинейной оптимизации.

Стоит отметить, что ряд смежных задач идентификации неоднородных полей
ПНС в пластинах был изучен ранее. В статье [11] исследованы обратные задачи
идентификации полей ПН при анализе изгибных колебаний пластин в рамках гипотез
Тимошенко с помощью нескольких методик, основанных на акустическом подходе.
В работе [12] рассмотрена задача в аналогичной постановке для перфорированной
двухфазной пластины из ФГМ. Модели круглых сплошной и кольцевой неоднородных
по радиальной координате предварительно напряженных пластин Тимошенко разрабо-
таны в статье [13]. Рассмотрены одномерные обратные задачи идентификации ПН,
решение которых производится с помощью проекционного подхода, позволяющего
определять искомые ПН в заданных классах функций.

Основной целью данной работы является использование ранее разработанных
моделей и подходов для построения эффективной методики идентификации реальных
двумерных законов изменения полей ПНС, возникающих в сплошных, а также
имеющих отверстия и включения пластинах, при исследовании акустического отклика
с использованием нескольких режимов зондирования. При этом восстанавливаемые
поля ПН должны являться решением некоторых вспомогательных задач о неизвестном
в рамках обратной задачи начальном воздействии на пластины.

1. Общая постановка задачи
Рассмотрим установившиеся колебания неоднородной предварительно напряжен-

ной изотропной тонкой пластины толщины ℎ, занимающей область 𝑆 × [−ℎ/2, ℎ/2]
(𝑆 — область серединного сечения), в которой могут иметься отверстия либо вклю-
чения. Будем рассматривать случай плоского напряженного состояния, когда на
площадках, перпендикулярных оси 𝑥3, отсутствуют напряжения: отличными от нуля
являются две компоненты вектора перемещений: 𝑢1(𝑥1, 𝑥2) и 𝑢2(𝑥1, 𝑥2). Линеаризо-
ванная постановка задачи в таком случае имеет вид [14,15]:

𝑇𝑖𝑗,𝑗 + 𝜌𝜔2𝑢𝑖 = 0,

𝑇𝑖𝑗 = 𝜎𝑖𝑗 + 𝑢𝑖,𝑚𝜎
0
𝑚𝑗,

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆*𝛿𝑖𝑗𝑢𝑚,𝑚 + 𝜇 (𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) ,

𝑢𝑖|𝑙𝑢 = 0, 𝑇𝑖𝑗𝑛𝑗|𝑙𝜎 = 𝑃𝑖, 𝑖, 𝑗,𝑚 = 1, 2.

(1)

Здесь 𝑇𝑖𝑗 — компоненты несимметричного тензора напряжений Пиолы, 𝜎𝑖𝑗 — ком-
поненты классического тензора напряжений, 𝜎0

𝑚𝑗 — компоненты тензора ПН, 𝜔—
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частота установившихся колебаний, 𝜆* = 2𝜆𝜇 (𝜆+ 2𝜇)−1 — параметр Ламе плоского
напряженно-деформированного состояния, который, как и параметры Ламе 𝜆(𝑥1, 𝑥2),
𝜇(𝑥1, 𝑥2), и плотность 𝜌(𝑥1, 𝑥2), является функцией двух координат. Три компоненты
симметричного тензора ПН 𝜎0

11(𝑥1, 𝑥2), 𝜎
0
12(𝑥1, 𝑥2), 𝜎

0
22(𝑥1, 𝑥2), удовлетворяющие урав-

нениям равновесия 𝜎0
𝑖𝑗,𝑗 = 0, также зависят от двух координат. При записи постановки

(1) и далее для компактности представления сумм с повторяющимися индексами
использовано соглашение Эйнштейна; для записи производных принято обозначение
𝑢𝑖,𝑗 = 𝜕𝑢𝑖/𝜕𝑥𝑗.

Применяемая модель позволяет описывать неоднородные материалы, в том числе
ФГМ, используя представление характеристик пластин (параметров Ламе и плотно-
сти) в виде функциональных зависимостей от координат.

Будем считать, что на части границы 𝑙𝑢 × [−ℎ/2, ℎ/2] пластина жестко защемлена,
на другой части границы 𝑙𝜎 × [−ℎ/2, ℎ/2] к ней приложена механическая нагрузка,
задаваемая компонентами 𝑃𝑖.

Запишем слабую постановку [14] задачи (1), которая получается на основе проек-
тирования уравнений движения на поле возможных перемещений 𝑣𝑖, удовлетворяющих
главным граничным условиям 𝑣𝑖|𝑙𝑢 = 0:∫︁

𝑆

(︀
𝜎0
11𝑢𝑖,1𝑣𝑖,1 + 𝜎0

12 (𝑢𝑖,1𝑣𝑖,2 + 𝑢𝑖,2𝑣𝑖,1) + 𝜎0
22𝑢𝑖,2𝑣𝑖,2

)︀
𝑑𝑆+

+

∫︁
𝑆

(︀
𝜆𝑢𝑖,𝑖𝑣𝑗,𝑗 + 2𝜇𝜀𝑢𝑖𝑗𝜀

𝑣
𝑖𝑗 − 𝜔2𝜌𝑢𝑖𝑣𝑖

)︀
𝑑𝑆 −

∫︁
𝑙𝜎

𝑃𝑖𝑣𝑖𝑑𝑙 = 0,

𝜀𝑢𝑖𝑗𝜀
𝑣
𝑖𝑗 = 𝑢1,1𝑣1,1 +

1

2
(𝑢1,2 + 𝑢2,1) (𝑣1,2 + 𝑣2,1) + 𝑢2,2𝑣2,2.

(2)

Слабая постановка задачи в виде (2) позволяет построить эффективные конечно-
элементные (КЭ) схемы расчета колебаний пластин.

В качестве модельных объектов исследования далее рассматриваются прямо-
угольные пластины, как сплошные, так и имеющие круглое отверстие, либо кру-
говое включение (вставку), серединные сечения которых ограничены областью
{𝑥1 ∈ [0, 𝑙] , 𝑥2 ∈ [−𝑎/2, 𝑎/2]} (рис. 1). Одна из граней 𝑥1 = 0 каждой из пластин
считается жестко защемленной, колебания вызываются приложенными к другим
граням нормальными и касательными нагрузками. В рамках разработанной модели
могут быть рассмотрены пластины другой формы, а также имеющие большее число
отверстий либо включений или их комбинации.

а / a б / b в / c

Рис. 1. Общий вид рассматриваемых пластин: а — сплошная; б — с круглым отверстием; в —
с круговым включением (вставкой)

Fig. 1. General view of the considered plates: a — solid; b — with round hole; c — with circular
inclusion (insert)
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2. Вспомогательные задачи расчета полей ПН
В данной работе основной задачей является идентификация реалистичных законов

изменения полей ПН, возникающих в сплошных, а также имеющих отверстия и
включения пластинах. В таком случае двумерные функции ПН могут задаваться как
результат решения вспомогательных задач о приложении к границам защемленных
пластин некоторой начальной статической нагрузки 𝑃 0

𝑖 . В такой постановке равновесие
пластин описывается уравнениями

𝜎0
11,1 + 𝜎0

12,2 = 0, 𝜎0
21,1 + 𝜎0

22,2 = 0. (3)

Слабую постановку задачи в таком случае можно записать в виде∫︁
𝑆

(︂
𝜆𝑢0𝑖,𝑖𝑣

0
𝑗,𝑗 + 2𝜇

(︂
𝑢01,1𝑣

0
1,1 +

1

2

(︀
𝑢01,2 + 𝑢02,1

)︀ (︀
𝑣01,2 + 𝑣02,1

)︀
+ 𝑢02,2𝑣

0
2,2

)︂)︂
𝑑𝑆−

−
∫︁
𝑙𝜎

𝑃 0
𝑖 𝑣

0
𝑖 𝑑𝑙 = 0. (4)

Здесь 𝑣0𝑖 — начальные пробные функции, удовлетворяющие главным начальным гра-
ничным условиям.

Тогда из решения задачи (4) определяются функции начального смещения 𝑢0𝑖 , за-
тем по формуле обобщенного закона Гука для них вычисляются функции напряжений
𝜎0
𝑖𝑗 = 𝜆*𝛿𝑖𝑗𝑢

0
𝑚,𝑚 + 𝜇

(︀
𝑢0𝑖,𝑗 + 𝑢0𝑗,𝑖

)︀
, использующиеся в качестве законов изменения полей

ПН в постановках задачи (1) и (2).
Для решения записанных в слабых постановках основной (2) и вспомогательной

(4) задач разработаны КЭ схемы решения, реализованные в пакете FreeFem++ [15].
При расчетах была использована КЭ сетка с квадратичной аппроксимацией с раз-
биением не менее 100 × 60. При этом для пластин с отверстиями и включениями в
этих областях использовалось локальное сгущение сетки для увеличения точности
расчетов. Начальная нагрузка выбиралась таким образом, чтобы значения полученных
полей ПН относительно модуля Юнга 𝐸 рассматриваемого материала пластин лежали
в диапазоне изменения max

⃒⃒
𝜎0
𝑖𝑗

⧸︀
𝐸
⃒⃒

= 10−6 ÷ 10−3, соответствующем наиболее часто
встречающимся ПН на практике.

Ниже представлены результаты нескольких экспериментов по расчету полей ПН,
возникающих в случае приложения разных видов начальных нагрузок, с помощью
разработанной КЭ-схемы решения. Размеры рассматриваемых пластин: 𝑙 = 1.3 м,
𝑎 = 0.5 м, радиус отверстия или вставки составляет 𝑟0 = 0.2 м. Основной материал
пластин — сталь, имеющая характеристики 𝐸 = 198 ГПа, 𝜈 = 0.28, 𝜌 = 7.88 т/м3.
Рассматривался случай вставки из жесткого материала — кубического нитрида бора,
с характеристиками 𝐸 = 706 ГПа, 𝜈 = 0.26, 𝜌 = 3.44 т/м3. Рассмотренные виды
предварительных статических нагружений для сплошных и имеющих отверстие и
включение пластин, вызывающих ПН, изображены на рис. 2.

Эксперимент 1. Рассмотрено поле ПН для сплошной пластины, вызванное на-
чальной растягивающей вдоль оси 𝑥1 нагрузкой, изображенной на рис. 2, а. На
рис. 3 представлены соответствующие трехмерные графики рассчитанных с помо-
щью разработанной КЭ-схемы компонент 𝜎0

11, 𝜎
0
12, 𝜎

0
22, измеряемых в Па. Здесь и

далее трехмерные изображения повернуты таким образом, чтобы передать наиболее
характерные части исследуемых функций.

Заметим, что в этом и следующем экспериментах компонента 𝜎0
22(𝑥1, 𝑥2) близка к

нулю везде, кроме окрестностей областей жесткой заделки и нагружения (это связано
с видом прикладываемых начальных нагрузок).
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а / a б / b в / c г / d

Рис. 2. Рассмотренные виды статических нагружений, вызывающих поля ПН, в экспериментах
по расчету ПН в сплошных (а, б) и имеющих отверстие (в) или включение (г) пластинах

Fig. 2. Considered types of static loads that cause PS fields in experiments on calculating ST in
solid (a, b) and having a hole (c) or an inclusion (d) plates

Рис. 3. Рассчитанные поля ПН в сплошной пластине, вызванные растягивающей нагрузкой
(цвет онлайн)

Fig. 3. Calculated PS fields in a solid plate caused by a tensile load (color online)

Эксперимент 2. Рассмотрено поле ПН для сплошной пластины, вызванное на-
чальной сдвиговой нагрузкой, изображенной на рис. 2, б. Трехмерные графики
рассчитанных компонент 𝜎0

11, 𝜎
0
12, 𝜎

0
22 представлены на рис. 4.

Рис. 4. Рассчитанные поля ПН в сплошной пластине, вызванные сдвиговой нагрузкой
(цвет онлайн)

Fig. 4. Calculated PS fields in a solid plate caused by shear load (color online)

Эксперимент 3. Рассмотрено поле ПН для пластины c отверстием, вызванное
начальной растягивающей нагрузкой, изображенной на рис. 2, в. Трехмерные графики
рассчитанных компонент 𝜎0

11, 𝜎
0
12, 𝜎

0
22 представлены на рис. 5.

462 Научный отдел



И. В. Богачев, Р. Д. Недин. Идентификация двумерных полей

Рис. 5. Рассчитанные поля ПН в пластине с отверстием, вызванные растягивающей нагрузкой
(цвет онлайн)

Fig. 5. Calculated PS fields in a plate with a hole caused by tensile load (color online)

Эксперимент 4. Рассмотрено поле ПН для пластины с жесткой вставкой, вызван-
ное начальной растягивающей нагрузкой, изображенной на рис. 2, г. Трехмерные
графики рассчитанных компонент 𝜎0

11, 𝜎
0
12, 𝜎

0
22 представлены на рис. 6.

Рис. 6. Рассчитанные поля ПН в пластине с жесткой вставкой, вызванные растягивающей
нагрузкой (цвет онлайн)

Fig. 6. Calculated PS fields in a plate with a rigid insert caused by a tensile load (color online)

Замечание. На рис. 5 и 6 видно, что в окрестности отверстия и вставки имеются
локальные возмущения функций ПН (концентраторы ПН), однако общий характер
этих функций, а также уровни ПН соответствуют функциям на рис. 5 для начального
растяжения сплошной пластины.

3. Обратные задачи идентификации рассчитанных двумерных
полей ПН

На практике, при проведении мониторинга состояния пластин, функции 𝜎0
𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2),

описывающие распределение ПН, возникших в результате некоторого начального
воздействия на пластину (см., например, эксперименты из раздела 2), являются
неизвестными, и актуальной проблемой становится решение обратных задач (ОЗ)
их идентификации [16]. Для этого применяются различные методики, в частности
неразрушающий акустический подход, в рамках которого в качестве дополнительной
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информации для ОЗ используется акустический отклик, измеренный в некоторых
точках объекта в процессе проведения экспериментов по зондированию в различных
частотных диапазонах. На его основе обратные задачи для рассматриваемых пластин
можно сформулировать следующим образом.

Определить три функции-компоненты тензора ПН 𝜎0
11(𝑥1, 𝑥2), 𝜎

0
12(𝑥1, 𝑥2), 𝜎

0
22(𝑥1, 𝑥2),

входящие в состав слабой постановки (2), из экспериментов по зондированию пластин
под действием наборов нагрузок вида

(𝑇11𝑛1 + 𝑇12𝑛2)|𝑙𝜎 = 𝑃1, (𝑇21𝑛1 + 𝑇22𝑛2)|𝑙𝜎 = 𝑃2, (5)

с использованием полученной при их проведении дополнительной информации об
измеренных на части границы амплитудах перемещений вида

𝑢𝑖|𝑙𝜎 = 𝑓𝑖(𝜔), 𝑖 = 1, 2, 𝜔 ∈ [𝜔−, 𝜔+] . (6)

Другие механические параметры пластин при этом считались известными.
Заметим, что сформулированная ОЗ об отыскании поля ПН представляет собой

нелинейную коэффициентную обратную задачу, решение которой требует использова-
ния специальных методов. Для решения ОЗ в данной работе построен итерационный
процесс, подобный разработанным ранее для решения других ОЗ [11, 17, 18], на
каждом шаге которого определяются приближения искомых функций ПН, его схема
представлена ниже.

Этап 0. Для искомых функций 𝜎0
𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2) выбираются начальные приближения

𝜎
0(0)
𝑖𝑗 (𝑥1, 𝑥2) на основе априорной информации об их ограниченности. В качестве

начальных приближений могут также выбираться нулевые значения ПН, как это
сделано в данной работе.

Этап 1. Для текущих приближений ПН с помощью построенной КЭ-схемы
рассчитываются поля перемещений 𝑢

(𝑛)
𝑖 (𝑥1, 𝑥2). Здесь 𝑛— номер текущей итерации.

Этап 2. Поправки 𝛿𝜎0
𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2) определяются из операторного соотношения, постро-

енного на основе полученного ранее в работе [14] соотношения в общем виде, с
использованием дополнительной информации ОЗ (6):∫︁

𝑆

𝛿𝜎0
𝑘𝑗𝑢

(𝑛)
𝑖,𝑗 𝑢

(𝑛)
𝑖,𝑘 𝑑𝑆 +

∫︁
𝑙𝜎

𝑃𝑖

(︁
𝑓𝑖 − 𝑢

(𝑛)
𝑖

)︁
𝑑𝑙 = 0, 𝜔 ∈ [𝜔−, 𝜔+] . (7)

Оно представляет собой интегральное уравнение Фредгольма 1-го рода, решение
которого является некорректной задачей и требует использования регуляризационных
методов [19].

Этап 3. Поправки, найденные на втором этапе, используются для вычисления
следующих приближений искомых функций ПН:

𝜎
0(𝑛)
𝑖𝑗 = 𝜎

0(𝑛−1)
𝑖𝑗 + 𝛿𝜎0

𝑖𝑗. (8)

Затем на третьем этапе проверяются условия выхода из итерационного процесса: либо
величина функционала невязки станет меньше некоторого заданного малого числа 𝜀0,
либо число итераций превысит заданное значение 𝑁 , либо величина поправок станет
несущественной. Повторение этапов 1–3 продолжается до выполнения одного из этих
условий.

В данной работе также произведена доработка второго этапа описанного выше
итерационного процесса с помощью использования основ проекционных подходов,
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предложенных ранее в работах [11,20], позволяющих определять поправки к искомым
функциям ПН в заданных классах функций. В рамках проекционного подхода
функции поправок были представлены в виде разложений по некоторым системам
линейно независимых базисных функций вида

𝛿𝜎0
𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2) =

𝑀∑︁
𝑚=1

𝐶𝑚
𝑖𝑗 𝜓𝑚(𝑥1, 𝑥2). (9)

Далее подставим разложения (9) в соотношение (7):

𝑀∑︁
𝑚=1

(︂
𝐶𝑚

𝑘𝑗

∫︁
𝑆

𝜓𝑚𝑢
(𝑛)
𝑖,𝑗 𝑢

(𝑛)
𝑖,𝑘 𝑑𝑆

)︂
+

∫︁
𝑙𝜎

𝑃𝑖

(︁
𝑓𝑖 − 𝑢

(𝑛)
𝑖

)︁
𝑑𝑙𝜎 = 0. (10)

Затем, выбирая набор из 𝐾𝜔 частот 𝜔𝑘, на которых производится зондирование, c
использованием 𝐾exp видов зондирующих нагрузок будем проводить 𝐾 = 𝐾𝜔 ×𝐾exp

испытаний. Для каждого 𝑡-го испытания, соответственно, обозначим 𝑃 𝑡
𝑖 — компоненты

прикладываемой при его проведении нагрузки, 𝑓 𝑡
𝑖 — дополнительную информацию ОЗ,

𝑈 𝑡
𝑖 — рассчитанные компоненты поля перемещений 𝑢

(𝑛)
𝑖 (𝑥1, 𝑥2) для текущей итерации.

Тогда данный этап итерационного процесса сводится к решению системы 𝐾 линейных
алгебраических уравнений относительно 3𝑀 коэффициентов 𝐶𝑚

𝑘𝑗 разложения (9),
которую можно записать в виде

𝑀∑︁
𝑚=1

𝐽 𝑡𝑚
𝑘𝑗 𝐶

𝑚
𝑘𝑗 = 𝐹 𝑡, 𝑡 = 1, 𝐾,

𝐽 𝑡𝑚
𝑘𝑗 =

∫︁
𝑆

𝜓𝑚𝑈
𝑡
𝑖,𝑗𝑈

𝑡
𝑖,𝑘𝑑𝑆, 𝐹 𝑡 =

∫︁
𝑙𝜎

𝑃 𝑡
𝑖

(︀
𝑓 𝑡
𝑖 − 𝑈 𝑡

𝑖

)︀
𝑑𝑙𝜎.

(11)

Полученная СЛАУ (11) решается с помощью метода А. Н. Тихонова [19], затем по
формулам (9) определяются искомые поправки к функциям ПН.

Замечание. Количество 𝐾 уравнений СЛАУ (10), определяемое количеством
частот, на которых производится зондирование, и количеством экспериментов по
зондированию, вообще говоря, может не быть равно числу 3𝑀 неизвестных коэф-
фициентов разложения 𝐶𝑚

𝑖𝑗 . В таком случае СЛАУ (11) является прямоугольной, и
для ее решения метод Тихонова также применим. При этом, если известно, что поле
ПН самоуравновешено, то в силу взаимосвязи компонент ПН друг с другом, которые
в таком случае можно выразить через одну функцию напряжений Эри [17], число
неизвестных коэффициентов можно сократить.

Также стоит учитывать, что поскольку в рассматриваемой постановке ОЗ необхо-
димо определять одновременно три функции-компоненты тензора ПН, число экспери-
ментов по зондированию (отличающихся видом нагружения) должно быть не меньше
трех.

4. Вычислительные эксперименты по решению ОЗ
На основе предложенного в разделе 4 итерационного процесса был проведен ряд

вычислительных экспериментов по идентификации функций двумерного распреде-
ления трех компонент ПН в рассмотренных пластинах. При этом искомые функции
ПН в экспериментах являлись решением соответствующих вспомогательных задач о
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действии начальных нагрузок на пластины, результаты для которых представлены в
разделе 2.

Для зондирования в каждом примере было использовано по три вида нагрузок.
Для всех рассмотренных пластин применялись серии экспериментов по сжатию вдоль
оси 𝑥2, растяжению вдоль оси 𝑥1 и приложению сдвиговой нагрузки (касательных
нагрузок вдоль всех незащемленных граней). В каждом эксперименте зондирование
проводилось на четырех выбранных частотах, расположенных в окрестностях первых
четырех резонансных частот или вблизи какой-либо одной из них.

В проекционном методе, применяемом на 2-м этапе каждого шага итерационного
процесса, число базисных функций в каждом разложении (9) было выбрано равным
𝑀 = 6, при этом в качестве них были выбраны следующие полиномы: 𝜓1 = 1, 𝜓2 = 𝑥1,
𝜓3 = 𝑥2, 𝜓4 = 𝑥1𝑥2, 𝜓5 = 𝑥21, 𝜓6 = 𝑥22. Разложение (9) в таком случае приняло вид

𝛿𝜎0
𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2) = 𝐶1

𝑖𝑗 + 𝐶2
𝑖𝑗𝑥1 + 𝐶3

𝑖𝑗𝑥2 + 𝐶4
𝑖𝑗𝑥1𝑥2 + 𝐶5

𝑖𝑗𝑥
2
1 + 𝐶6

𝑖𝑗𝑥
2
2. (12)

В СЛАУ (11) при этом входит 3𝑀 = 18 неизвестных коэффициентов, и она
состоит из 𝐾 = 𝐾𝜔 × 𝐾exp = 4 × 3 = 12 уравнений. Как уже отмечалось выше, в
таком случае она являлась прямоугольной и плохо обусловленной, и для ее решения
применялся регуляризационный метод Тихонова.

Во всех экспериментах в качестве начального приближения было выбрано нулевое
поле ПН 𝜎

0(0)
𝑖𝑗 (𝑥1, 𝑥2) = 0, что является достаточно удобным с практической точки

зрения и позволяет не проводить дополнительные исследования перед основной
итерационной процедурой идентификации.

Для каждого эксперимента результаты идентификации представлены в виде
трехмерных изображений, на которых график точного решения отображается в
виде сплошной поверхности с градиентной заливкой, начальное приближение — в
виде синих кубиков, восстановленное решение — в виде черных точек. Также для
каждого результата восстановления рассчитаны средние по площади пластин значения
погрешности, вычисляемые по формуле

𝛾𝑖𝑗 =
1

𝑆

∫︁
𝑆

⃒⃒⃒
𝜎0
𝑖𝑗 − 𝜎

0(𝑛)
𝑖𝑗

⃒⃒⃒
max
𝑥1,𝑥2

⃒⃒
𝜎0
𝑖𝑗

⃒⃒ 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · 100%, (13)

позволяющие оценить погрешность реконструкции без учета локальных особенностей
восстанавливаемых функций в области заделки, отверстия или вставки. В формуле
(13) 𝜎0

𝑖𝑗 — точные значения функций ПН, 𝜎0(𝑛)
𝑖𝑗 — восстановленные на 𝑛-й итерации.

Эксперимент 1. Сплошная пластина. Восстановление поля ПН, вызванного рас-
тягивающей в направлении 𝑥1 начальной нагрузкой (эксперимент 1 из раздела 2).
Были выбраны частоты 𝜔1 = 190, 𝜔2 = 990, 𝜔3 = 1900, 𝜔4 = 2500 (Гц) в окрестностях
первых четырех резонансов. Для восстановления потребовалось 10 итераций. Резуль-
таты представлены на рис. 7. Средние погрешности, вычисленные по формуле (13),
составили 𝛾11 = 3.48% , 𝛾12 = 8.81%, 𝛾22 = 7.29%.

Результаты эксперимента показывают, что функции 𝜎0
11 и 𝜎0

12, являющиеся суще-
ственно неоднородными, восстанавливаются достаточно точно. Функция 𝜎0

22, близкая
к нулю из-за вида начальной нагрузки (что уже отмечалось в разделе 2), восстанавли-
вается также достаточно хорошо везде, кроме области жесткой заделки. Это связано
с тем, что в данной области ядра операторного уравнения (7) могут обращаться в
нуль. Однако для решения практических задач идентификации подобный результат
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Рис. 7. Результат идентификации рассчитанных полей ПН в сплошной пластине, вызванных
растягивающей начальной нагрузкой (цвет онлайн)

Fig. 7. The result of identification of the calculated PS fields in a solid plate caused by a tensile
initial load (color online)

(качественное восстановление уровня и характера искомой функции вне области
заделки) является вполне удовлетворительным. Заметим, что данное явление для 𝜎0

22

проявлялось и в последующих экспериментах.
Эксперимент 2. Сплошная пластина. Восстановление поля ПН, вызванного сдви-

говой начальной нагрузкой (эксперимент 2 из раздела 2). Частоты зондирования:
𝜔1 = 230, 𝜔2 = 980, 𝜔3 = 2040, 𝜔4 = 2800 (Гц). Для восстановления потребовалось 12
итераций. Результаты представлены на рис. 8. Средние погрешности: 𝛾11 = 1.05%,
𝛾12 = 2.02%, 𝛾22 = 1.81%.

Рис. 8. Результат идентификации рассчитанных полей ПН в сплошной пластине, вызванных
сдвиговой начальной нагрузкой (цвет онлайн)

Fig. 8. The result of identification of the calculated PS fields in a solid plate caused by a shear
initial load (color online)

Заметим, что достаточно точно восстановился существенно немонотонный закон
изменения функции 𝜎0

12.
Эксперимент 3. Восстановление поля ПН в пластине с отверстием, вызванного

растягивающей в направлении 𝑥1 начальной нагрузкой (эксперимент 3 из раздела
2). Частоты зондирования: 𝜔1 = 120, 𝜔2 = 130, 𝜔3 = 140, 𝜔4 = 150 (Гц) (расположен-
ные слева от первого резонанса). Для восстановления потребовалось 5 итераций;
поправки, вычисляемые на последующих итерациях, были близки к нулю. Результаты
представлены на рис. 9. Средние погрешности: 𝛾11 = 5.93%, 𝛾12 = 1.03%, 𝛾22 = 7.01%.
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Рис. 9. Результат идентификации рассчитанных полей ПН в пластине с отверстием, вызванных
растягивающей начальной нагрузкой (цвет онлайн)

Fig. 9. The result of identification of the calculated PS fields in a plate with a hole caused by a
tensile initial load (color online)

Эксперимент 4. Восстановление поля ПН в пластине с жесткой вставкой, вы-
званного растягивающей в направлении 𝑥1 начальной нагрузкой (эксперимент 4 из
раздела 2). Частоты зондирования: 𝜔1 = 120, 𝜔2 = 130, 𝜔3 = 140, 𝜔4 = 150 (Гц). Для
восстановления потребовалось 18 итераций. Результаты представлены на рис. 10.
Средние погрешности: 𝛾11 = 2.31%, 𝛾12 = 4.26%, 𝛾22 = 5.73%.

Рис. 10. Результат идентификации рассчитанных полей ПН в пластине с жесткой вставкой,
вызванных растягивающей начальной нагрузкой (цвет онлайн)

Fig. 10. The result of identification of the calculated PS fields in a plate with a rigid insert caused
by a tensile initial load (color online)

Результаты экспериментов 3 и 4 по восстановлению ПН в пластинах с отверстием
и вставкой показывают, что разработанная методика позволяет определять уровень и
общий характер распределения ПН в рассмотренных пластинах без учета локальных
особенностей вблизи отверстия или вставки. При необходимости более точной иден-
тификации ПН в окрестности отверстия или вставки могут быть применены иные
специализированные методы, в которых решение, полученное с помощью данного
подхода, может быть использовано в качестве начального приближения.

Также отметим, что поскольку идентификация проводится в общем виде и поправ-
ки к неизвестным функциями ищутся в произвольных классах функций, разрабо-
танная схема позволяет проводить идентификацию полей ПН любого характера вне
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зависимости от природы их возникновения (ПН могут быть следствием произвольных
начальных нагрузок, вызывающих упругие или пластические деформации, терми-
ческих воздействий и других процессов). Также к преимуществам предложенного
подхода следует отнести то, что восстановление достаточно эффективно производится
для нулевого начального приближения, что является существенным фактором при
решении практических задач.

Заключение

Построенная модель планарных колебаний предварительно напряженных пластин
позволяет рассматривать пластины различной формы, в том числе при наличии в них
отверстий и вставок; учитывать неоднородность свойств в плоскости пластин, а также
задавать распределение предварительных напряжений в них как аналитически, так и
численно — в виде решений вспомогательных задач о воздействии начальных нагрузок,
реализуемых в разработанных конечно-элементных схемах расчета. Для исследования
поставленных новых обратных задач идентификации ПН на основе акустического
зондирования разработана итерационная схема, на каждом шаге которой применяется
проекционный подход для поиска поправок к искомым функциям. В результате ее
использования при проведении нескольких экспериментов по зондированию удается
достаточно эффективно восстанавливать одновременно три компоненты двумерного
поля ПН, что было проиллюстрировано наборами вычислительных экспериментов.
Методика также оказалась применимой для пластин, имеющих отверстия либо
включения, и позволила определить общий уровень и характер распределения ПН
(без учета локальных особенностей в зонах концентраторов), что дает возможность
использовать ее для широкого спектра объектов.

Список литературы
1. Ватульян А. О., Дударев В. В., Недин Р. Д. Предварительные напряжения: моделиро-

вание и идентификация. Ростов-на-Дону : Изд-во ЮФУ, 2015. 206 с.
2. Carpinteri A., Pugno N. Thermal loading in multi-layer and/or functionally graded materials:

Residual stress field, delamination, fatigue and related size effects // International Journal
of Solids and Structures. 2006. Vol. 43, iss. 3–4. P. 828–841. https://doi.org/10.1016/j.
ijsolstr.2005.05.009

3. Дородов П. В., Поспелова И. Г. Исследование напряженного состояния в пластине,
ослабленной концентратором напряжений // Достижения науки и техники АПК. 2013.
№ 8. С. 67–70.

4. Schajer G. S. Practical Residual Stress Measurement Methods. Wiley, 2013. 560 p.
5. Guo J., Fu H., Pan B., Kang R. Recent progress of residual stress measurement methods:

A review // Chinese Journal of Aeronautics. 2021. Vol. 34, iss. 2. P. 54–78. https:
//doi.org/10.1016/j.cja.2019.10.010

6. Uzun F., Korsunsky A. M. The use of eigenstrain theory and fuzzy techniques for intelligent
modeling of residual stress and creep relaxation in welded superalloys // Materials Today:
Proceedings. 2020. Vol. 33, iss. 4. P. 1880–1883. https://doi.org/10.1016/j.matpr.2020.04.
910

7. Ma W., Zhang H., Zhu W., Xu F., Yang C. Study on Residual Stress of Welded Hoop
Structure // Applied Sciences. 2021. Vol. 10, iss. 8. Art. 2838. https://doi.org/10.3390/
app10082838

8. Li N., Zhang M., Ye J.-L., Liu C. Experimental investigation on residual stress distribution
in zirconium/titanium/steel tri-metal explosively welded composite plate after cutting and
welding of a cover plate // Journal of Manufacturing Processes. 2021. Vol. 64. P. 55–63.
https://doi.org/10.1016/j.jmapro.2021.01.034

Механика 469

https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2005.05.009
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2005.05.009
https://doi.org/10.1016/j.cja.2019.10.010
https://doi.org/10.1016/j.cja.2019.10.010
https://doi.org/10.1016/j.matpr.2020.04.910
https://doi.org/10.1016/j.matpr.2020.04.910
https://doi.org/10.3390/app10082838
https://doi.org/10.3390/app10082838
https://doi.org/10.1016/j.jmapro.2021.01.034


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2023. Т. 23, вып. 4

9. Yi S., Wu Y., Gong H., Peng C., He Y. Experimental Analysis and Prediction Model of
Milling-Induced Residual Stress of Aeronautical Aluminum Alloys // Applied Sciences.
2021. Vol. 11, iss. 13. Art. 5881. https://doi.org/10.3390/app11135881

10. Huang C., Wang L., Wang K. Residual stress identification in thin plates based on modal
data and sensitivity analysis // International Journal of Solids and Structures. 2022.
Vol. 236–237, iss. 4. Art. 111350. https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2021.111350

11. Nedin R. D., Vatulyan A. O., Bogachev I. V. Direct and inverse problems for prestressed
functionally graded plates in the framework of the Timoshenko model // Mathematical
Methods in the Applied Sciences. 2018. Vol. 41, iss. 4. P.1600–1618. https://doi.org/10.
1002/mma.4688

12. Nedin R. D. Modeling and frequency analysis of prestressed functionally graded plates
with holes // Computational Continuum Mechanics. 2019. Vol. 12, iss. 2. P. 192–201.
https://doi.org/10.7242/1999-6691/2019.12.2.17

13. Bogachev I. V. Determination of Prestress in Circular Inhomogeneous Solid and Annular
Plates in the Framework of the Timoshenko Hypotheses // Applied Sciences. 2021. Vol. 11,
iss. 21. Art. 9819. https://doi.org/10.3390/app11219819

14. Nedin R. D., Vatulyan A. O. Inverse Problem of Non-homogeneous Residual Stress
Identification in Thin Plates // International Journal of Solids and Structures. 2013. Vol. 50,
iss. 13. P. 2107–2114. https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2013.03.008

15. Жуков М. Ю., Ширяева Е. В. Использование пакета конечных элементов FreeFem++
для задач гидродинамики, электрофореза и биологии : учеб. пособие. Ростов-на-Дону :
Изд-во ЮФУ, 2008. 256 с.

16. Ватульян А. О. Коэффициентные обратные задачи механики. Москва : Физматлит,
2019. 272 с.

17. Богачев И. В., Ватульян А. О., Дударев В. В., Лапина П. А., Недин Р. Д. Иденти-
фикация свойств неоднородной пластины в рамках модели Тимошенко // Известия
Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика. Информатика.
2017. Т. 17, вып. 4. С. 419–430. https://doi.org/10.18500/1816-9791-2017-17-4-419-430

18. Nedin R. D., Vatulyan A. O., Dudarev V. V., Bogachev I. V. Detection of nonuniform
residual strain in a pipe // International Journal of Solids and Structures. 2018. Vol. 139–
140. P. 121–128. https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2018.01.026

19. Тихонов А. Н., Арсенин В. Я. Методы решения некорректных задач. Москва : Наука,
1986. 288 с.

20. Ватульян А. О., Богачев И. В. О проекционном методе идентификации характеристик
неоднородных тел // Доклады Академии наук. 2018. Т. 478, № 5. С. 532–535. https:
//doi.org/10.7868/S0869565218050079, EDN: YPEEZO

References

1. Vatulyan A. O., Dudarev V. V., Nedin R. D. Predvaritel’nye napriazheniia: modelirovanie i
identifikatsiia [Prestresses: Modeling and Identification]. Rostov-on-Don, Southern Federal
University Publ., 2015. 206 p. (in Russian).

2. Carpinteri A., Pugno N. Thermal loading in multi-layer and/or functionally graded materials:
Residual stress field, delamination, fatigue and related size effects. International Journal
of Solids and Structures, 2006, vol. 43, iss. 3–4, pp. 828–841. https://doi.org/10.1016/j.
ijsolstr.2005.05.009

3. Dorodov P. V., Pospelova I. G. Investigation of the stress state in a plate weakened by
a stress concentrator. Dostizheniya nauki i tekhniki APK [Achievements of Science and
Technology of the Agro-industrial Complex], 2013, vol. 8, pp. 67–70 (in Russian).

4. Schajer G. S. Practical Residual Stress Measurement Methods. Wiley, 2013. 560 p.
5. Guo J., Fu H., Pan B., Kang R. Recent progress of residual stress measurement methods:

A review. Chinese Journal of Aeronautics, 2021, vol. 34, iss. 2, pp. 54–78. https://doi.org/
10.1016/j.cja.2019.10.010

470 Научный отдел

https://doi.org/10.3390/app11135881
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2021.111350
https://doi.org/10.1002/mma.4688
https://doi.org/10.1002/mma.4688
https://doi.org/10.7242/1999-6691/2019.12.2.17
https://doi.org/10.3390/app11219819
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2013.03.008
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2017-17-4-419-430
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2018.01.026
https://doi.org/10.7868/S0869565218050079
https://doi.org/10.7868/S0869565218050079
https://elibrary.ru/YPEEZO
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2005.05.009
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2005.05.009
https://doi.org/10.1016/j.cja.2019.10.010
https://doi.org/10.1016/j.cja.2019.10.010


И. В. Богачев, Р. Д. Недин. Идентификация двумерных полей

6. Uzun F., Korsunsky A. M. The use of eigenstrain theory and fuzzy techniques for intelligent
modeling of residual stress and creep relaxation in welded superalloys. Materials Today:
Proceedings, 2020, vol. 33, iss. 4, pp. 1880–1883. https://doi.org/10.1016/j.matpr.2020.04.
910

7. Ma W., Zhang H., Zhu W., Xu F., Yang C. Study on Residual Stress of Welded Hoop
Structure. Applied Sciences, 2021, vol. 10, iss. 8, art. 2838. https://doi.org/10.3390/
app10082838

8. Li N., Zhang M., Ye J.-L., Liu C. Experimental investigation on residual stress distribution
in zirconium/titanium/steel tri-metal explosively welded composite plate after cutting and
welding of a cover plate. Journal of Manufacturing Processes, 2021, vol. 64, pp. 55–63.
https://doi.org/10.1016/j.jmapro.2021.01.034

9. Yi S., Wu Y., Gong H., Peng C., He Y. Experimental Analysis and Prediction Model of
Milling-Induced Residual Stress of Aeronautical Aluminum Alloys. Applied Sciences, 2021,
vol. 11, iss. 13, art. 5881. https://doi.org/10.3390/app11135881

10. Huang C., Wang L., Wang K. Residual stress identification in thin plates based on
modal data and sensitivity analysis. International Journal of Solids and Structures, 2022,
vol. 236–237, art. 111350. https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2021.111350

11. Nedin R. D., Vatulyan A. O., Bogachev I. V. Direct and inverse problems for prestressed
functionally graded plates in the framework of the Timoshenko model. Mathematical
Methods in the Applied Sciences, 2018, vol. 41, iss. 4, pp. 1600–1618. https://doi.org/10.
1002/mma.4688

12. Nedin R. D. Modeling and frequency analysis of prestressed functionally graded plates
with holes. Computational Continuum Mechanics, 2019, vol. 12, iss. 2, pp. 192–201.
https://doi.org/10.7242/1999-6691/2019.12.2.17

13. Bogachev I. V. Determination of Prestress in Circular Inhomogeneous Solid and Annular
Plates in the Framework of the Timoshenko Hypotheses. Applied Sciences, 2021, vol. 11,
iss. 21, art. 9819. https://doi.org/10.3390/app11219819

14. Nedin R. D., Vatulyan A. O. Inverse Problem of Non-homogeneous Residual Stress
Identification in Thin Plates. International Journal of Solids and Structures, 2013, vol. 50,
iss. 13, pp. 2107–2114. https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2013.03.008

15. Zhukov M. Yu., Shiryaeva E. V. Ispol’zovanie paketa konechnykh elementov FreeFem++
dlya zadach gidrodinamiki, elektroforeza i biologii [Using the FreeFem++ Finite Element
Package for Problems in Fluid Dynamics, Electrophoresis and Biology]. Rostov-on-Don,
Southern Federal University Publ., 2008. 256 p. (in Russian).

16. Vatulyan A. O. Koeffitsientnye obratnye zadachi mekhaniki [Coefficient inverse problems
of mechanics]. Moscow, Fizmatlit, 2019. 272 p. (in Russian).

17. Bogachev I. V., Vatulyan A. O., Dudarev V. V., Lapina P. A., Nedin R. D. Identification of
Properties of Inhomogeneous Plate in the Framework of the Timoshenko Model. Izvestiya
of Saratov University. Mathematics. Mechanics. Informatics, 2017, vol. 17, iss. 4, pp. 419–
430 (in Russian). https://doi.org/10.18500/1816-9791-2017-17-4-419-430

18. Nedin R. D., Vatulyan A. O., Dudarev V. V., Bogachev I. V. Detection of nonuniform
residual strain in a pipe. International Journal of Solids and Structures, 2018, vol. 139–140,
pp. 121–128. https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2018.01.026

19. Tihonov A. N., Arsenin V. Ya. Metody resheniya nekorrektnykh zadach [Methods of
ill-posed problems solving]. Moscow, Nauka, 1986. 288 p. (in Russian).

20. Vatulyan A. O., Bogachev I. V. The projection method for identification of the characteristics
of inhomogeneous solids. Doklady Physics, 2018, vol. 63, iss. 2, pp. 82–85. https://doi.
org/10.1134/S1028335818020088, EDN: XYCLQT

Поступила в редакцию / Received 24.10.2022
Принята к публикации / Accepted 27.01.2023
Опубликована / Published 30.11.2023

Механика 471

https://doi.org/10.1016/j.matpr.2020.04.910
https://doi.org/10.1016/j.matpr.2020.04.910
https://doi.org/10.3390/app10082838
https://doi.org/10.3390/app10082838
https://doi.org/10.1016/j.jmapro.2021.01.034
https://doi.org/10.3390/app11135881
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2021.111350
https://doi.org/10.1002/mma.4688
https://doi.org/10.1002/mma.4688
https://doi.org/10.7242/1999-6691/2019.12.2.17
https://doi.org/10.3390/app11219819
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2013.03.008
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2017-17-4-419-430
https://doi.org/10.1016/j.ijsolstr.2018.01.026
https://doi.org/10.1134/S1028335818020088
https://doi.org/10.1134/S1028335818020088
https://elibrary.ru/XYCLQT


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2023. Т. 23, вып. 4

Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика. Инфор-
матика. 2023. Т. 23, вып. 4. С. 472–481
Izvestiya of Saratov University. Mathematics. Mechanics. Informatics, 2023, vol. 23, iss. 4,
pp. 472–481
mmi.sgu.ru https://doi.org/10.18500/1816-9791-2023-23-4-472-481, EDN: IWZXSA

Article

Development and approbation of a mobile test bench
for mechanical uniaxial compression testing of biological tissues

A. V. Dol1 , A. O. Gulyaeva1, A. S. Falkovich1, D. N. Maystrenko2,
M. I. Generalov2, A. V. Solovyov3, D. V. Terin1, M. O. Lemeshkin1

1Saratov State University, 83 Astrakhanskaya St., Saratov 410012, Russia
2Russian Scientific Center for Radiology and Surgical Technologies named after Academician A. M. Granov,
70 Leningradskaya St., Saint-Petersburg 197758, Russia
3Vsevolozhsk Clinical Interdistrict Hospital, 20 Koltushskoe Highway, Vsevolozhsk 188643, Leningrad
region, Russia

Alexander V. Dol, dolav86@ya.ru, https://orcid.org/0000-0001-5842-1615, AuthorID: 601135
Alena O. Gulyaeva, asirid2010@mail.ru, https://orcid.org/0009-0007-2937-6414, AuthorID: 914421
Alexander S. Falkovich, falkovichas@yandex.ru, https://orcid.org/0000-0001-9079-3064, AuthorID:
459455
Dmitry N. Maystrenko, may64@inbox.ru, https://orcid.org/0000-0001-8174-7461, AuthorID: 711488
Michail I. Generalov, mikhail.generalov@gmail.com, https://orcid.org/0000-0001-8980-5240, AuthorID:
860839
Alexey V. Solovyov, Solovyev-LOKB@mail.ru, https://orcid.org/0000-0002-6671-3893
Denis V. Terin, terinden@mail.ru, https://orcid.org/0000-0003-2850-4406, AuthorID: 136880
Maxim O. Lemeshkin, lemeshkinmo@sgu.ru

Abstract. A technique and a prototype of a mobile test bench for conducting experiments on
uniaxial compression of biological tissue samples have been developed. The test bench consists of
high-precision scales, an electronic caliper with modified grips, and a video camera. With the
help of the test bench, a series of experiments (120 in total) was carried out to determine Young’s
modulus of atherosclerotic plaques and vascular walls removed from the human body no later
than a few hours. A database of plaques and artery walls’ mechanical characteristics, as close as
possible to their real strength properties, has been formed. In addition, regression dependencies
linking Hounsfield units and Young’s moduli of atherosclerotic plaques were constructed. The
uniaxial compression technique has been verified on the Instron 3342 universal testing machine.
Also, to demonstrate the applicability of the developed technique and test bench for uniaxial
compression of hard tissues, experiments were conducted with 14 samples of bovine spongy bone.
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Аннотация. Разработаны методика и прототип мобильного испытательного стенда для прове-
дения экспериментов на одноосное сжатие образцов биологических тканей. Стенд состоит
из высокоточных весов, электронного штангенциркуля с модифицированными захватами и
видеокамеры. С помощью стенда проведена серия экспериментов (в общей сложности 120) по
определению модуля Юнга атеросклеротических бляшек и сосудистых стенок, удаленных из
организма не позднее нескольких часов. Сформирована база данных механических характе-
ристик бляшек и стенок артерий, максимально приближенных к их реальным прочностным
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свойствам. Кроме того, были построены регрессионные зависимости, связывающие единицы
Хаунсфилда и модули Юнга атеросклеротических бляшек. Методика одноосного сжатия вери-
фицирована на универсальной испытательной машине Instron 3342. Также для демонстрации
применимости разработанной методики и стенда для одноосного сжатия твердых тканей
проведены эксперименты с 14 образцами губчатой кости крупного рогатого скота.

Ключевые слова: биомеханика, атеросклероз, мобильный испытательный стенд, компрессия,
модуль Юнга
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Introduction

During biomechanical modeling of arteries affected by atherosclerosis, the problem of
determining the mechanical characteristics of vessel walls and atherosclerotic plaques
arises [1, 2]. It is also obvious that in the area of atherosclerotic plaques, the wall is
pathologically changed, which means that its properties can differ significantly from the
ones of healthy tissue. The literature often presents data obtained for plaques as a whole
without information on individual structural elements such as core, fibrous cap, or soft
component [3]. There are a number of articles devoted to the mechanical properties of
arterial wall structural elements (intima, media, and adventitia) and plaques [4], but
those studies are carried out on cadaveric samples after a considerable period after death.
In addition, testing machines are mostly located in special laboratories outside medical
institutions, so tissue samples are stored for quite a long time and often even frozen
during transportation to the place of experiments [4]. All this significantly affects the
properties of tissues, so the results may differ from the real ones. Thus, the problem of
developing mobile testing devices [5, 6], that can be installed directly in the clinic for
testing immediately after surgery is an urgent one.

For bone tissues, descriptions of methods for determining mechanical characteristics
by computed tomography (CT) based on the Hounsfield units have long been found in
the literature [7,8]. The task seems to be relevant to similarly determine properties of
atherosclerotic plaques, which are also identified on CT [9].

The purpose of this work is to create and test the methodology and a prototype of
the test bench for conducting experiments on compression of biological tissue samples.
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Materials and methods

During the experiment, the movable traverse of the testing machine presses on a
sample, and the force and displacement of the traverse are recorded at every moment.
The sample’s cross-sectional area, as well as its initial height, is considered to be known,
therefore, after the experiment, the force at every moment is converted into stress,
and the displacement is converted into strain. Further, according to the constructed
“stress-strain” dependence, Young’s modulus of the sample can be determined. This
method for compression testing can be implemented both on a mobile device based on
a strain gauge and a linear actuator [6], as well as using high-precision scales and an
electronic caliper. In this study, the latter option was implemented with some design
modifications.

The test bench for implementing the methodology consists of high-precision scales
(measurement accuracy up to 0.01 g, maximum value — 5kg), an electronic caliper
(measurement accuracy up to 0.01 mm), and a video camera (Fig. 1, a). For tighter
fixation of the caliper and ensuring uniform pressure on the sample, its design was
supplemented with removable platforms grown on a 3D printer (Fig. 1, b).

а b c

Fig. 1. The test bench components and typical samples: a is the general view; b are special
removable platforms for caliper and a cylindrical sample of the plaque; c are samples of bovine

cancellous bone (color online)

For experiments, samples of the correct geometric shape with a circle- or square-
shaped cross section were prepared from vessels with atherosclerotic lesions. For
compression tests, it is necessary to prepare specimens whose linear dimension along
the compression axis is greater than any linear dimension of the cross-section. With
large lesions, this is not difficult to perform the above for both soft and hard plaques.
For example, Fig. 1, b shows a cylindrical sample from a femoral artery section (soft
plaque). As a rule, the size in the direction of the compression axis ranged from 4.5 to 9
mm, while the linear size of the cross-section (diameter or rib length) varied from 2 to
5 mm. From one side of the vessel belonging to a particular patient with a large amount
of atherosclerotic deposits, it may be possible to prepare several samples for testing.

In a number of experiments, it is possible to isolate the plaque fibrous cap: in fact, it
is an altered and compacted intima [10, 11]. Usually, a fibrous cap is easily separated
from the atherosclerotic deposits in cases of severe calcification. Arterial walls’ sections
were studied too: both pathologically altered and healthy. When compressing the walls
and plaques fibrous caps, as a rule, it was not possible to maintain the required ratio of
the geometric parameters of the sample, since the thickness of these structures ranged
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from 0.3 to 2.5 mm. But calculations in such cases were also carried out according to the
formulas for linear uniaxial compression within the framework of the theory of elasticity.
In most experiments, it is possible to preliminarily assess whether the plaque contains a
calcified component. Thus, even at the preparation stage, a preliminary classification of
the samples was carried out, and for hard plaques, the ultimate strength was additionally
determined.

To assess the possibility of using the created prototype to study the strength properties
of solid biological tissues, experiments were carried out on uniaxial compression of bovine
cancellous bone samples. To do this, prismatic samples of the rectangular cross-section
were isolated from the bovine femur metaphysis [12] (Fig. 1, c), the ratio of height to
width of which was about 4 to 1.

After preparing the samples, the surface area and the initial height of each of them are
measured, that is, the linear size in the direction of the compression axis. Measurements
were taken with a digital caliper.

The experiment itself on a mobile test bench is as follows. The sample is placed on
the scale’s surface, and one caliper jaw with a wide flat nozzle (platform) is brought
to its upper face. With the second jaw, the tool rests against the lower edge of the
table directly under the scales so that the bar is perpendicular to the plane of the scale
platform. The scale and caliper readings are reset to zero. Video recording starts and
the operator slowly and evenly moves the upper jaw of the caliper towards the scale’s
platform, compressing the sample. When the limit value on the scales is reached, a
typical sound of sample destruction occurs, or if further compression is impossible (in
the case of a high degree of plaque calcification), the experiment stops, as the video
recording.

Next, the video is analyzed frame by frame, and the readings of the scales and calipers
corresponding to each other are recorded in the table. Further, in the Excel software,
the caliper readings are converted into strain, which in this case represents the relative
shortening of the sample in the direction of the compression axis. The scale readings are
converted into stress. Based on the obtained set of points, a stress-strain dependence
is constructed. Further, using the linear section of the graph, Young’s modulus can be
calculated using the classical formula of Hooke’s law for the case of uniaxial tension:

𝐸 = 𝜎/𝜀.

Young’s modulus is calculated at several points (usually 10 points on the graph), after
which the average value is taken. This value is taken as the modulus of elasticity for the
test sample.

In the case when during the experiment there was a fracture of the calcified plaque,
identified by a typical sound, the ultimate strength was additionally determined.

The methodology was verified through mechanical experiments on the Instron 3342
Universal Testing Machine and the mobile test bench on hard (highly calcified) and
soft plaque specimens. To verify samples of each type, 7 experiments were carried out.
Initially, tests were carried out on a mobile test bench, and the load on the sample
was given in the range from 0 to 10N. This made it possible to deform each sample
minimally and not to leave the elastic deformation zone.

Results
In cooperation with the Russian Scientific Center for Radiology and Surgical

Technologies named after Academician A. M. Granov, a number of experiments were
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conducted aimed at studying mechanical characteristics of atherosclerotic plaques of
different densities and localization. Young’s modulus values were obtained for hard
(heavily calcified) and soft plaques.

Except for plaques, sections of internal carotid arteries (ICA) and common carotid
arteries (CCA), as well as the walls of femoral arteries (FA), which are not subject to
changes, were tested on a mobile test bench. In addition, in some cases, it was possible
to isolate fibrous caps of the ICA plaques and sections of the walls behind the plaque
(the outer part of the vessel behind the calcified plaque, ICA only), for which Young’s
moduli were also obtained. Young’s moduli and ultimate strengths of bovine cancellous
bone samples were also determined.

The results of the tests with the number of samples were summarized in the Table.
The results for each type of tissue were checked using the Kolmogorov –Smirnov test
to see if the distribution was normal. In all cases, the distributions were found to be
normal, so standard deviations are listed in the table.

Table
Number of samples, average Young’s moduli, and ultimate strengths

Sample type Quantity, pcs. Average Young’s
modulus, MPa

Ultimate
strength, MPa

Soft plaque, ICA 39 0.29±0.17 –
Hard plaque, ICA 24 0.85±0.39 1.12±0.67
Soft plaque, FA 8 0.28±0.19 –
Hard plaque, FA 8 1.12±0.54 2.24±1.17
Arterial wall, ICA 14 0.32±0.24 –
Arterial wall, CCA 5 0.35±0.24 –
Arterial wall, FA 10 0.27±0.16 –
Fibrous cap 5 0.12±0.05 –
Arterial wall (ICA) near plaque 7 0.08±0.02 –
Bovine cancellous bone 14 318.5±92.7 9.25±5.82

In addition, regression dependences were built between the Hounsfield units and
Young’s moduli obtained during the experiments. For 11 patients at the time of
writing, CT scans were obtained with contrasting sections of the vascular bed affected
by atherosclerosis (CT scans were available only for patients with plaques in the
ICA). On CT, Hounsfield units were calculated for calcified plaques as well as for

Fig. 2. Dependence between Young’s moduli and
Hounsfield units

soft plaques for each patient. Next,
a graph of the dependence of
Young’s moduli on the Hounsfield
units was constructed for each
case considered. According to this
graph, a regression dependence
was built, shown in Fig. 2.

It should be noted that Fig. 2
clearly shows the division into
separate groups of soft and hard
(calcified) plaques.

It should be noted that the
average value of Hounsfield units
for plaques was 242. At the same
time, in [9] the authors obtained
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an average value of 256.7 for the calcified part of the plaque. It is obvious that only
dense structural elements of atherosclerotic deposits are clearly visible on CT scans;
therefore, the obtained values, even for conditionally soft plaques, were also considered
in this comparative analysis.

The results of experiments on the mobile test bench and Instron testing machine for
soft plaques obtained during the verification of the method differed by no more than 4.3%,
and for hard (heavily calcined) plaques, by no more than 9.5%. Typical stress-strain
curves for hard and soft plaques obtained on the Instron testing machine and the mobile
test bench are shown in Fig. 3.

а b

Fig. 3. Typical “stress-strain” dependences obtained on a testing machine and a mobile test bench:
a — for hard plaques; b — for soft plaques

Discussion
A series of experiments were carried out to determine the mechanical characteristics

of blood vessels and atherosclerotic plaques immediately after surgical removal, as well as
Young’s modulus of bovine cancellous bone. Samples of the studied soft tissues practically
did not lose their properties, which allows us to say that numerical calculations using
obtained modules will be as accurate and physiological as possible. In fact, this situation,
when it is possible to perform experiments with samples immediately after they have
been removed from the body, is unique, since they usually need to be transported
from the clinic to a mechanical laboratory, which can take quite a long time. In
addition, transportation usually involves freezing samples, which can significantly affect
their mechanical properties. At the same time, cadaveric material in the framework of
experiments does not allow for obtaining reliable information about the properties, which,
moreover, has a number of legal restrictions.

A series of experiments were carried out to determine Young’s modulus of atherosclero-
tic plaques, sections of the vascular wall removed from the body no later than a few
hours ago (in some cases experiments were carried out immediately after the surgery),
as well as bovine cancellous bone. This made it possible to collect a database of the most
relevant mechanical characteristics of plaques and confirm the possibility of using the
test bench on bone tissues.

The results are similar to literature data [3,12–14]. In [13] the average values of the
fibrous cap Young’s modulus were 0.082 ± 0.033 MPa (8 samples), which is consistent
with the data obtained in this study (0.12 ± 0.05 MPa). Results in [13, 14] are also in
good agreement with the data on the properties of the altered ICA wall in the plaque
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area. Thus, in [14] the Young’s modulus of the altered wall is given as 0.059±0.047 MPa,
and the data from the Table (0.08 ± 0.02 MPa) are included in this range of values.

According to the literature data, Young’s moduli of ICA walls differ significantly,
however, the values from the Table are in excellent order of magnitude agreement with
the published values. The mechanical properties of FA are also consistent with literature
data. For example, in [15] the Young’s modulus of CCA wall is indicated as equal to
0.49MPa, which is in good agreement with the data from the Table. However, it should
be noted that in many modern studies, it is customary to model the FA using hyperelastic
material models [16], therefore, to calculate the Mooney–Rivlin constants it will be
necessary to build a stress-strain curve using the points obtained on a mobile test bench.

Paper [3] presents the results of the mechanical properties study of carotid and femoral
atherosclerotic plaques, and the values obtained in this work differ slightly from the source.
In [3] elasticity moduli of plaques in common femoral (0.44MPa) and carotid (0.89MPa)
arteries differed by almost two times. At the same time, according to data from the Table,
there is no such difference for soft and hard plaques in corresponding arteries: 0.28MPa
to 0.29MPa for soft plaques in femoral and carotid arteries, respectively; 1.12MPa to
0.85MPa for hard plaques in femoral and carotid arteries, respectively. Such a difference
in ratios may be due to the degree of calcification of the studied plaques in [3] and in this
work. Moreover, authors in [3] pointed out that before testing, samples were frozen at a
temperature of −20 degrees Celsius, which could change their mechanical properties.

In [17], a value of 2.49 MPa was given for the ultimate strength of a calcified
plaque located in the iliac artery, which is quite close to 2.24MPa obtained for plaques
in FA. Anatomically, the femoral artery is, in fact, a continuation of the iliac artery,
and atherosclerotic plaques in these vessels often cover fairly long areas, so it seems
appropriate to compare mechanical properties with the results from the Table. For the
ultimate strength of hard plaques from carotid arteries, we were unable to find data,
so this result is still seen as new and requires clarification by enlarging the number of
experiments.

As for the calculated Young’s moduli of the bovine cancellous bone, the average value
of which (318.5 ± 92.7 MPa) corresponds to the literature data [12], where the Young’s
modulus of femoral metaphysis ranges from 314 to 504MPa. The calculated ultimate
strength of cancellous bone is in good agreement with the ultimate strength of a similar
horse bone presented in [18].

Thus, the methodology and its implementation on a mobile test bench show good
agreement with literature data for both soft and hard biological tissues.

The human factor proves to be the main limitation of the developed technique. That
is the operator’s ability to accurately place and then compress the specimen relatively
evenly and slowly.

Conclusion

In this study methodology and prototype of a test bench for conducting uniaxial
compression experiments on biological tissue samples were developed and tested. A
series of experiments was performed to determine the Young’s modulus of atherosclerotic
plaques and vascular wall sections removed from the body no later than a few hours ago,
as well as the Young’s modulus of bovine cancellous bone tissue. This made it possible
to create a database of the most relevant mechanical characteristics of the plaques. Also,
regression dependencies were constructed, connecting Hounsfield units and Young’s
moduli obtained during the experiments.
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Аннотация. Представлены результаты численного моделирования методом граничных инте-
гральных уравнений (МГИУ) влияния резорбции костных тканей на напряженное состояние
вблизи винтовых дентальных имплантатов при действии нормальной и наклонной сжимаю-
щих нагрузок. Используется прямой вариант МГИУ для кусочно-однородных подобластей.
Расчет напряженного состояния имплантата и окружающих костных тканей выполнялся для
состояния плоской деформации в предположении полного соединения материалов на границе
имплантата и кости (остеоинтеграции) и состоял из двух этапов: 1) анализа всей конструкции
имплантата со сглаженным винтовым соединением между имплантатом и окружающими
костными тканями; 2) исследования распределения напряжений с учетом формы винтового
соединения имплантата и костных тканей. Модель первого этапа расчета состояла из се-
ми подобластей, соответствующих элементам конструкции имплантата и участкам костных
тканей. На втором этапе расчета предполагалось, что впадины в губчатой кости, которые
образуются после установки имплантата, соответствуют винтовой резьбе на имплантате. Рас-
смотрено влияние резорбции костных тканей на концентрацию напряжений в витках резьбы
имплантата и в губчатой костной ткани. Построение численных моделей выполнялось при
допущении, что следствием резорбции костной ткани является формирование полости (лунки
резорбции) вокруг имплантата. Вычисления проводились в предположении, что костные
ткани являются изотропными и однородными упругими материалами. Установлено, что в
результате резорбции происходит значительное перераспределение напряжений в костных
тканях и имплантате. Максимальные эквивалентные напряжения в кортикальной костной
ткани снижаются, в губчатой костной ткани — возрастают. Результаты представлены в виде
распределений интенсивности напряжений по границам подобластей расчетной модели.
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Abstract. The results of numerical modeling by the boundary integral equations method (BIEM)
of the effect of bone tissues resorption on the stress state near screw dental implants under
action of normal and inclined compressive loads are presented. The direct version of the BIEM for
piecewise homogeneous sub-regions is used. The computation of the implant and the surrounding
bone tissues stresses was carried out for plane strain state, assuming the complete bonding
of materials at the interface of the implant and bones (osteointegration) and consisted of two
stages: 1) analysis of the entire implant structure with smoothed screw join between implant
and the surrounding bone tissues; 2) studies of stress distribution taking into account the shape
of the screw join of the implant and bone tissues. The model of the first stage of computations
consisted of 7 sub-regions corresponding to the parts of the implant structure and bone tissues
zones. On the second stage of computations it was assumed that those hollows in the spongy
bone, which had formed in a bone after implant penetration, are conformed to the screw thread
on the implant. The effect of bone tissues resorption on stresses concentration in the screw
join of implants and spongy bone tissue is considered. The creating of computation models was
performed on the assumption that the result of bones resorption is the cavity formation around
implants. The computations were performed under the assumption that the bone tissues are
isotropic and homogeneous elastic materials. It was found that as a result of resoprtion, there is
a significant stresses redistribution in bone tissues and the implant with maximum equivalent
stresses decreasing in the cortical bone tissue and increasing in spongy bone tissue. The results
are presented as the distributions of stress intensity along the sub-regions boundaries of the
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Введение

Одной из основных проблем в стоматологической имплантологии является ре-
зорбция костных тканей, которая сокращает время службы имплантатов. Причины
резорбции многообразны и зависят от качества костных тканей пациентов, а также
от технологии медицинских процедур установки имплантатов [1]. Перегрев костной
ткани при сверлении в процессе установки имплантата может быть одной из причин

Механика 483

https://orcid.org/0000-0002-8430-5412
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=14187
https://elibrary.ru/ORWLCI


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2023. Т. 23, вып. 4

повреждения костных тканей и последующей их резорбции. Установка имплантатов с
избыточным усилием может привести к значительным напряжениям в кортикальной и
губчатой костных тканях, что также является фактором, способствующим резорбции
костных тканей вблизи имплантатов. Резорбция костных тканей зависит от модели
имплантатов, их размеров, форм и материалов, из которых они изготовлены. Биоло-
гическими факторами, влияющими на резорбцию костных тканей, являются, кроме
недостаточного качества костной ткани, ранняя нагрузка имплантата и неудовлетво-
рительная остеоинтеграция между имплантатом и костной тканью. Формирование на
имплантате зубного камня, являющегося источником бактерий, является дополни-
тельной причиной резорбции. Различные аспекты причин резорбции костных тканей
обсуждаются в работах [2–6].

Для моделирования напряженного состояния стоматологических имплантатов и
костных тканей в последние десятилетия используются численные методы. Наи-
большее распространение получил метод конечных элементов (МКЭ) [7–12]. МГИУ
в задачах стоматологической биомеханики используется не так широко. Одно из
первых применений этого метода было в 1993 г. для анализа напряженного состоя-
ния соединения цилиндрического имплантата и костной ткани [13]. МГИУ также
применялся для анализа напряженного состояния стоматологических имплантатов,
изготовленных из различных материалов (титана или керамики) [14]. Сравнительный
анализ применения МКЭ и МГИУ для оценки напряженного состояния имплантатов
и костной ткани был выполнен в [15, 16]. При использовании МГИУ, ввиду неза-
висимого моделирования перемещений и напряжений на поверхности тела, в зонах
с высокими градиентами напряжений можно получить результаты, сопоставимые с
результатами, полученными с помощью МКЭ, но без существенного измельчения
сетки элементов. В данной работе МГИУ используется для сравнительного анализа
влияния глубины зоны вертикальной резорбции костных тканей на напряженное
состояние в этих тканях и имплантате.

1. Методика численного решения
Для численного анализа напряженно-деформированного состояния в работе ис-

пользуется прямой вариант МГИУ [17]. Двумерная составная конструкция моде-
лируется набором однородных подобластей. Такой подход позволяет рассматривать
соединения различных материалов в конструкции, а также условия неидеального
соединения между подобластями. Граничное интегральное уравнение (ГИУ) теории
упругости для каждой однородной подобласти конструкции без учета массовых сил и
температурных воздействий имеет вид [17]

𝑐𝑖𝑗(𝑝)𝑢𝑖(𝑝) =

∫︁
Γ

[𝐺𝑖𝑗(𝑝, 𝑞)𝑡𝑖(𝑞) − 𝐹𝑖𝑗(𝑝, 𝑞)𝑢𝑖(𝑞)]𝑑Γ (𝑞) , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, (1)

где точки 𝑝 и 𝑞 принадлежат границе подобласти Γ, 𝑢𝑖(𝑞) — перемещения и 𝑡𝑖(𝑞) —
усилия на границе подобласти, 𝑐𝑖𝑗(𝑝) — функции, зависящие от локальной геометрии
границы подобласти в точке 𝑝. Функции 𝐺𝑖𝑗(𝑝, 𝑞) и 𝐹𝑖𝑗(𝑝, 𝑞) являются фундаменталь-
ными решениями Кельвина для задачи теории упругости (плоская деформация) [17].

На участках идеального контакта подобластей полагаем, что выполняются условия
непрерывности для перемещений и равновесия для усилий (𝑘 и 𝑛— номера соседних
подобластей)

𝑢𝑘𝑖 (𝑝) = 𝑢𝑛𝑖 (𝑝), 𝑡𝑘𝑖 (𝑝) = −𝑡𝑛𝑖 (𝑝). (2)
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Для численного решения ГИУ используются изопараметрические квадратичные
граничные элементы. Дискретизация границ подобластей и аппроксимация перемен-
ных позволяет заменить вычисление интегралов по всей поверхности подобласти в
ГИУ (1) суммой интегралов по совокупности граничных элементов, представляющих
поверхность подобласти, и получить для каждой точки коллокации 𝑝 дискретное
представление ГИУ. Сингулярное поведение фундаментальных решений в ГИУ (1)
проявляется в основном при вычислении интегралов по элементам, содержащим
точку коллокации 𝑝. Ввиду этого рассматривается два случая расположения точ-
ки 𝑝: а) 𝑝 /∈ 𝑒; б) 𝑝 ∈ 𝑒, здесь 𝑒— граничный элемент, по которому выполняется
интегрирование. В первом случае интегрирование выполняется по квадратурным
формулам Гаусса –Лежандра с учетом сгущения точек интегрирования в направлении
точки коллокации. При 𝑝 ∈ 𝑒 фундаментальное решение плоской задачи теории
упругости для перемещений 𝐺𝑖𝑗(𝑝, 𝑞) содержит слабую логарифмическую особенность
и интегралы в дискретном представлении ГИУ, содержащие эту функцию, вычисля-
ются с использованием квадратурной формулы с логарифмической весовой функцией.
Фундаментальное решение для поверхностных усилий 𝐹𝑖𝑗(𝑝, 𝑞) содержит сильную
особенность, и вычисление суммы соответствующих интегралов и параметра 𝑐𝑖𝑗(𝑝)
выполняется косвенным путем, исходя из смещения тела как жесткого целого (см.
описание алгоритма численного интегрирования для двумерных и пространственных
задач в [18]). Обходя последовательно узловые точки границ всех подобластей, полу-
чаем систему дискретных ГИУ для всей конструкции. Учет граничных условий на
внешних границах подобластей и дополнительных условий на участках соединения
подобластей (2) позволяет получить из системы дискретных ГИУ для всех подоб-
ластей конструкции систему линейных алгебраических уравнений для определения
узловых неизвестных задачи. Методика численного решения ГИУ реализована в
комплексе программ «МЕГРЭ» (МЕтод ГРаничных Элементов) [18–20], который
использован для получения результатов, приведенных в данной статье.

При резорбции костной ткани вблизи имплантата происходит формирование по-
лости (лунки резорбции) между имплантатом и костью, приводящее к обнажению
верхней части имплантата. Расчет напряженно-деформированного состояния имплан-
тата и окружающих костных тканей с учетом резорбции выполнен в постановке
плоского деформированного состояния и состоял из двух этапов: 1) анализа всей кон-
струкции имплантата со сглаженным винтовым соединением между имплантатом и
окружающими костными тканями; 2) исследования распределения напряжений в вин-
товом соединении в зоне сцепления имплантата с костной тканью. Лунка резорбции
между имплантатом и костной тканью моделировалась как клиновидное отслоение
кости в верхней части имплантата. Расчеты выполнены при допущении, что костная
ткань является изотропным и однородным упругим материалом. Значения модулей
упругости кортикальной и губчатой костных тканей изменяются в достаточно широ-
ком диапазоне [21]. При выполнении данного исследования полагалось, что модуль
упругости губчатой костной ткани —𝐸𝑠 = 0.5 ГПа, коэффициент Пуассона 𝜈𝑠 = 0.35, а
модуль упругости кортикальной костной ткани —𝐸𝑐 = 18 ГПа, коэффициент Пуассона
𝜈𝑐 = 0.3. Полагалось, что коронка имплантата является керамической (𝐸𝑘 = 70 ГПа,
коэффициент Пуассона 𝜈𝑘 = 0.19), остальные части имплантата изготовлены из титана
(𝐸𝑡 = 110 ГПа, коэффициент Пуассона 𝜈𝑡 = 0.3).

Результаты расчетов представлены в виде распределений интенсивности напряже-
ний по границам подобластей расчетной модели. Интенсивность напряжений (эквива-
лентные напряжения, напряжения по Мизесу) для состояния плоской деформации

определяется как 𝜎𝑖 =

√︁
(𝜎1−𝜎2)

2+(𝜎2−𝜎3)
2+(𝜎3−𝜎1)

2

2
, где 𝜎1,2,3 — главные напряжения.
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2. Анализ влияния резорбции костной ткани на напряженное
состояние на полной конструкции имплантата

Полная конструкция разборного имплантата включает в себя собственно имплан-
тат (искусственный корень, внедряемый в костную ткань десны), керамическую
коронку с каркасом и соединительные детали (абатмент и винт). Расчетная модель
данного этапа (содержит 7 подобластей) с учетом резорбции костной ткани, с указа-
нием вида нагрузки и граничных условий, а также увеличенное изображение верхней
части модели представлены на рис. 1 (для удобства графического представления

Рис. 1. Дискретизация границ подобластей им-
плантата и костных тканей, действие наклонной
нагрузки, глубина зоны резорбции между имплан-
татом и костью ℎ/𝐿 = 1/3, семь подобластей (1 —
внешний слой кортикальной кости; 2 — губчатая
кость; 3 — имплантат; 4 — винт; 5 — абатмент; 6 —
керамические коронка и каркас; 7 — кортикальная

стенка канала), 1166 узлов во всей модели

Fig. 1. Boundary elements discretization of the
implant and surrounding bone tissues under inclined
load application, bone resorption cavity depth
ℎ/𝐿 = 1/3, seven subregions (1 — external layer
of the cortical bone; 2 — spongy bone; 3 — implant,
4 — screw; 5 — abatment; 6 — crown and framework;
7 — cortical wall of the channel), total 1166 nodes

внешний слой кортикальной кости,
винт, каркас и коронка заштрихо-
ваны). Три подобласти моделиру-
ют костные ткани: подобласть 1 —
внешний слой кортикальной кости
(средняя толщина слоя 1.7 мм), под-
область 2 — губчатая кость — основ-
ная часть костной ткани челюсти;
подобласть 7 — слой кортикальной
кости толщиной 1 мм, формирую-
щий стенки нижнечелюстного ка-
нала диаметром 3 мм. Остальные
подобласти модели соответствуют
элементам конструкции имплантата
(длина цилиндрической части им-
плантата 𝐿 = 14 мм, подобласть 3).
Между всеми соединенными эле-
ментами модели полагается выпол-
нение условий идеального сцепле-
ния, включая зону соединения ци-
линдрической части имплантата и
губчатой костной ткани (полная
остеоинтеграция). Полость, образу-
ющаяся при резорбции, моделирует-
ся как клиновидное отслоение кост-
ных тканей от верхненй части им-
плантата на участке глубиной ℎ,
расстояние от верхнего края поверх-
ности имплантата до верхнего края

кортикальной кости полагалось равным толщине слоя этой кости. Расчетные модели
были сформированы для двух случаев глубины ℎ лунки резорбции между импланта-
том (подобласть 3) и костными тканями — ℎ/𝐿 = 1/3 (см. рис. 1) и ℎ/𝐿 = 1/2.

Сжимающая нагрузка величиной 𝑝 = 6 МПа, соответствующая усилию жевания
(по результатам работы [22]), прикладывалась к окклюзионной поверхности коронки
в двух вариантах (в вертикальном направлении и под углом 45∘ к вертикали) (см.
рис. 1, зона 6). По внешней границе кортикальной кости (рис. 1, зона 1) заданы
нулевые перемещения (за исключением участков, примыкающих к корню имплантата).
Заштрихованная тонкая зона показывает область заданных нулевых перемещений
по внешней границе кортикальной кости (это обозначение только на рисунке, не
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является частью модели). При площади контактной поверхности коронки 𝑆 ≈ 1 см2

заданное усилие 𝑝 соответствует приложенной силе 𝐹 ≈ 600 Н.
Анализ результатов расчетов показал, что при резорбции костной ткани происхо-

дит значительное перераспределение напряжений вблизи имплантата. Напряжения в
кортикальной костной ткани снижаются, в губчатой — возрастают (таблица).

Максимальные эквивалентные напряжения в костных тканях (МПа)
Table. Maximum equivalent stresses in the bone tissues (MPa)

Глубина лунки резорбции
Нормальная нагрузка Наклонная нагрузка

Кортикальная
кость

Губчатая
кость

Кортикальная
кость

Губчатая
кость

Нет резорбции 69. 2.6 76.1 4.3
1/3 высоты имплантата 18.6 16.7 16.9 28.4
1/2 высоты имплантата 7.0 22.4 19.5 45.2

Распределение интенсивности напряжений по границе губчатой кости с учетом
резорбции (ℎ/𝐿 = 1/3) приведено на рис. 2 для нормальной и наклонной нагрузок.
При нормальной нагрузке максимальные напряжения наблюдаются у основания лунки,
образовавшейся при резорбции костной ткани, в зоне контакта губчатой кости и
имплантата (рис. 2, а ). При наклонной нагрузке значительные напряжения, вызванные
изгибом, возникают также в зоне контакта губчатой кости и основания имплантата
(рис. 2, б).

а / a б / b

Рис. 2. Интенсивность напряжений 𝜎𝑖 вдоль контура губчатой кости, ℎ/𝐿 = 1/3: а —
нормальная нагрузка на коронку, 𝜎𝑖,max = 16.7МПа; б — наклонная нагрузка на коронку,

𝜎𝑖,max = 28.4МПа

Fig. 2 . Stresses intensity 𝜎𝑖 along the spongy bone contour, ℎ/𝐿 = 1/3: a is normal load on the
crown, 𝜎𝑖,max = 16.7MPa ; b is inclined load on the crown, 𝜎𝑖,max = 28.4MPa

Увеличение глубины лунки резорбции на 50% (до ℎ/𝐿 = 1/2) приводит к значи-
тельному возрастанию максимальных напряжений в губчатой кости (рис. 3).

Для оценки влияния модуля упругости губчатой костной ткани на величину
максимума интенсивности напряжений выполнена серия расчетов при различных
значениях модуля упругости кортикальной кости (рис. 4). При возрастании модуля
упругости губчатой кости (что соответствует увеличению ее плотности) величина
эквивалентных напряжений возрастает, если 𝐸𝑠 > 3 ГПа. При меньших значениях
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модуля упругости губчатой кости (0.5 6 𝐸𝑠 6 3, ГПа) величина максимальных
эквивалентных напряжений меняется слабо и практически не зависит от модуля
упругости кортикальной кости.

Рис. 3. Интенсивность напряжений 𝜎𝑖 вдоль
контура губчатой кости, ℎ/𝐿 = 1/2, наклон-
ная нагрузка на коронку, 𝜎𝑖,max = 45.2МПа

Fig. 3. Stresses intensity 𝜎𝑖 along the spongy
bone contour, ℎ/𝐿 = 1/2, inclined load on the

crown, 𝜎𝑖,max = 45.2MPa

Рис. 4. Максимальные напряжения 𝜎𝑖 в губ-
чатой кости, ℎ/𝐿 = 1/3, наклонная нагрузка

на коронку

Fig. 4. Maximum stresses 𝜎𝑖 in the spongy
bone, ℎ/𝐿 = 1/3, inclined load on the crown

3. Напряженное состояние при резорбции с учетом формы
винтового соединения имплантата и костной ткани

Исследование влияния резорбции костной ткани на напряженное состояние вбли-
зи имплантата выполнено на модели винтового соединения имплантата и костной
ткани. Внешняя часть конструкции (коронка и абатмент) отсечена, и нагрузка при-
кладывалась непосредственно к имплантату. Полагалось, что углубления в губчатой
кости, образующиеся при внедрении имплантата в костную ткань, соответствуют
резьбе на имплантате. Предполагалось также, что на границе имплантата и кости
выполняются условия идеального соединения, что соответствует полной остеоинте-
грации в системе кость – имплантат. Форма поперечного сечения выступов винтового
соединения, канавок между витками резьбы на имплантате и форма углублений в
кости моделировались как равносторонний треугольник со стороной 𝑎 = 0.93 мм (при
12 зубцах по длине 𝐿 = 14 мм имплантата). Радиус закругления вершин зубцов и
впадин между витками (𝑟) принимался равным половине радиуса окружности 𝑅,
вписанной в равносторонний треугольник со стороной 𝑎: 𝑅 = 0.5𝑎 · 𝑡𝑔(30∘), 𝑟 = 0.5𝑅.
Расчеты выполнены при нормальной и наклонной нагрузках. Модель состояла из
трех подобластей, представляющих костные ткани (кортикальную и губчатую) и
внедряемую в костную ткань винтовую часть имплантата (рис. 5). Граничные условия
(зоны закрепления) показаны на рисунке тонкой штриховой полосой, так же как
на рис. 1. Сжимающая нагрузка 𝑝 = 10 МПа прикладывалась по нормали и под
углом 45∘ к плоскости сечения имплантата в предположении, что нагрузка, прило-
женная к верхней части коронки, передается на сечение имплантата (ширина сечения
𝑑 = 5.68 мм).
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а / a б / b в / c

Рис. 5. Дискретизация границ подобластей имплантата и костных тканей с учетом винтового
соединения, действие наклонной нагрузки, глубина зоны резорбции ℎ/𝐿 = 1/3, три подобла-
сти, 1740 узлов во всей модели: а — модель целиком (1 — кортикальная кость; 2 — губчатая
кость, 3 — имплантат); б — зона резорбции в увеличенном масштабе; в — имплантат, 𝐴,𝐵,𝐶 —

положения максимумов напряжений при различной глубине зоны резорбции

Fig. 5. Boundary elements discretization with screw joint of the implant and surrounding bone
tissues under inclined load application, bone resorption cavity depth ℎ/𝐿 = 1/3, three subregions,
total 1740 nodes: a is the whole model (1 is cortical bone; 2 is sponge bone; 3 is implant root);
b is enlarged resorption zone; c is implant, 𝐴,𝐵,𝐶 is positions of stresses maximum for different

resorption cavity depths

Увеличение нагрузки выполнено для учета изгибающего момента, возникающего
ввиду несимметрии коронки. Как и в разделе 2, зона резорбции моделируется как
клиновидное отслоение костных тканей от верхней части имплантата на участке
глубиной ℎ. Расчеты выполнены для трех вариантов глубины лунки резорбции
костной ткани — ℎ/𝐿 = 1/3 (см. рис. 5), ℎ/𝐿 = 1/2 и ℎ/𝐿 = 0.6. Расстояние от
края имплантата до верхнего края кортикальной кости полагалось равным радиусу
имплантата 0.5𝑑 = 2.84 мм для всех вариантов глубины лунки резорбции.

Распределения интенсивности напряжений по границе губчатой кости при учете
винтовой формы соединения имплантата и костной ткани для нормальной и наклонной
нагрузок приведены на рис. 6. При нормальной нагрузке максимальные эквивалентные
напряжения наблюдаются у основания лунки, образовавшейся при резорбции кости,
в зоне контакта губчатой кости и имплантата. Значительные напряжения возникают
также в зоне контакта губчатой кости с нижней частью имплантата (рис. 6, а ). При
наклонной нагрузке ввиду наличия изгиба интенсивность напряжений значительно
возрастает. Максимальные эквивалентные напряжения также наблюдаются у основа-
ния лунки, образовавшейся при резорбции кости, в области контакта губчатой кости
и имплантата в зоне действия сжимающих напряжений. Напряжения у основания
лунки резорбции со стороны растяжения меньше максимальных значений эквива-
лентных напряжений со стороны сжатия на 3–5% (рис. 6, б). В области контакта
губчатой кости с нижней частью имплантата (рис. 6, б) эквивалентные напряжения
значительно ниже максимальных величин.

Резорбция костной ткани приводит к значительному перераспределению напряже-
ний в имплантате. Напряжения по границе модели импланта при нормальной нагрузке
при учете резорбции приведены на рис. 7, а. В результате резорбции кости положение
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а / a б / b

Рис. 6. Интенсивность напряжений 𝜎𝑖 вдоль контура губчатой кости, ℎ/𝐿 = 1/3, учет
винтового соединения: а — нормальная нагрузка, 𝜎𝑖,max = 14.7МПа; б — наклонная нагрузка,

𝜎𝑖,max = 62.4МПа

Fig. 6. Intensity of stresses 𝜎𝑖 along the spongy bone contour, ℎ/𝐿 = 1/3, screw join modelling:
a is normal load, 𝜎𝑖,max = 14.7MPa; b is inclined load, 𝜎𝑖,max = 62.4MPa

максимума напряжений в имплантате смещается от верхней части имплантата (где
располагается при отсутствии резорбции, см. [14]) и наблюдается у основания лунки
резорбции. Распределение напряжений по контуру модели имплантата при наклонной
нагрузке и учете резорбции костной ткани представлено на рис. 7, б. При действии
наклонной нагрузки максимальные значения напряжений в имплантате (так же как
и в губчатой кости) наблюдаются у основания лунки резорбции со стороны сжа-
тия, и величина максимальных напряжений значительно выше, чем при отсутствии
резорбции. При увеличении глубины лунки резорбции максимальные напряжения
значительно возрастают.

а / a б / b

Рис. 7. Интенсивность напряжений 𝜎𝑖 вдоль контура имплантата, ℎ/𝐿 = 1/3, учет вин-
тового соединения: а — нормальная нагрузка, 𝜎𝑖,max = 37.1МПа; б — наклонная нагрузка,

𝜎𝑖,max = 107.7МПа

Fig. 7. Intensity of stresses 𝜎𝑖 along the implant contour, ℎ/𝐿 = 1/3, screw join modelling:
a is normal load on the implant, 𝜎𝑖,max = 37.1MPa; b is inclined load on the implant,

𝜎𝑖,max = 107.7MPa

Анализ результатов расчетов при учете формы винтового соединения имплантата
и костной ткани показывает, что, как и при расчете полной конструкции имплантата
без учета формы винтового соединения, наблюдается значительное перераспределение
напряжений вблизи имплантата при резорбции костной ткани. При увеличении
глубины лунки резорбции напряжения в кортикальной костной ткани снижаются, а в
губчатой – возрастают, как при нормальной, так и при наклонной нагрузках (рис. 8).
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Под действием наклонной нагрузки значительная концентрация напряжений в им-
плантате наблюдается на стороне сжатия. На рис. 9 приведены графики интенсивности
напряжений на стороне сжатия вдоль контура имплантата для трех рассмотренных
вариантов глубины лунки резорбции. За начало отсчета длины контура принята точка
1 на поверхности имплантата (см. рис. 5, в) и на рис. 9 представлены распределения
интенсивности напряжений на участке поверхности имплантата между точкам 2 и 3
(расстояние от точки 1 до точки 2 вдоль контура модели 𝑠 ≈ 3.6 мм, точка 3 распо-
ложена на выступе имплантата, следующем после линии контакта между губчатой
костью и имплантатом при ℎ/𝐿 = 0.6).

Глубина резорбции, h/L

Рис. 8. Винтовое соединение, максимальные
напряжения в костной ткани при изменении

глубины лунки резорбции ℎ/𝐿
Fig. 8. Screw join, maximum stresses in
the bone tissues; resorption cavity depth ℎ/𝐿

variation

Длина дуги вдоль контура импланта, мм

Рис. 9. Распределение напряжений вдоль ча-
сти винтовой поверхности имплантата, наклон-

ная нагрузка
Fig. 9. Stresses along the part of screw implant

surface, inclined load

Во всех рассмотренных вариантах глубины лунки резорбции концентрация на-
пряжений наблюдается на дне канавки резьбы, расположенной на имплантате перед
линией контакта с губчатой костью. С увеличением глубины лунки резорбции величи-
на максимума напряжений возрастает. Выбор участка поверхности имплантата между
точкам 2 и 3 дает возможность представить распределение напряжений для трех
рассмотренных вариантов глубины лунки резорбции с указанием их максимальных
значений. Точка 𝐴 (см. рис. 5, б, в и рис. 9) указывает положение максимума при
ℎ/𝐿 = 1/3. Точки 𝐵 и 𝐶, соответствующие максимумам напряжений при ℎ/𝐿 = 1/2
и ℎ/𝐿 = 0.6, указаны на рис. 5, в и рис. 9. Отметим, что в губчатой кости, вблизи
линии контакта с имплантатом, на дне углубления, образованного при внедрении
имплантата в кость, также наблюдаются максимальные напряжения (см. рис. 6).

Максимальные напряжения в костных тканях при учете резорбции, полученные
как на полной конструкции имплантата (см. таблицу), так и при учете формы винто-
вого соединения, превышают пределы прочности кортикальной и губчатой костных
тканей на растяжение и сжатие (см. [23,24]). Следует отметить, что представленные
результаты получены при достаточно высокой нагрузке на имплантат (𝐹 ≈ 600Н). По
другим оценкам [25], жевательная нагрузка на имплантат не превышает 𝐹 ≈ 150 Н,
при которой напряжения в костных тканях будут в четыре раза меньше. Но даже
в этом случае при наклонном приложении нагрузки максимальные напряжения в
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губчатой кости при ℎ/𝐿 = 1/3 составляют 𝜎𝑖,𝑚𝑎𝑥 ≈ 7.1 МПа, что сравнимо с преде-
лом прочности губчатой кости. При учете концентрации напряжений в винтовом
соединении в имплантате имеются зоны высоких напряжений, не превышающих
пределов текучести и прочности титана. Действие высоких напряжений приводит к
снижению долговечности имплантата, но более вероятным результатом резорбции
костных тканей является отторжение имплантата.

Заключение

1. Установлено, что при резорбции костной ткани происходит значительное пе-
рераспределение напряжений в костной ткани вблизи имплантата. Максимальные
эквивалентные напряжения в кортикальной костной ткани снижаются, в губчатой
костной ткани — возрастают.

2. Возрастание напряжений в губчатой кости существенно зависит от степени
резорбции костной ткани и при значительной резорбции превышает предел прочности
костной ткани.

3. Влияние резорбции костной ткани на напряженное состояние вблизи имплантата
наиболее существенно при наклонной нагрузке. В этом случае при резорбции, не
превышающей трети высоты имплантата, может наблюдаться деструкция губчатой
костной ткани.

4. Высокие напряжения в кортикальной кости в пришеечной зоне контакта этой
кости с имплантатом могут являться одной из причин начала резорбции костной
ткани. При значительных наклонных нагрузках возможно образование односторонней
резорбции кости.

5. Резорбция костной ткани приводит к перераспределению напряжений не только
в костном ложе вблизи имплантата, но и в самом имплантате. При значительных
наклонных нагрузках максимальные эквивалентные напряжения в имплантате значи-
тельно возрастают, что может привести к снижению долговечности имплантата.
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Аннотация. Отклонение первого пальца стопы кнаружи, взаимосвязанное с отклонением
первой плюсневой кости кнутри, встречается у 46% пациентов старшей возрастной группы
и называется вальгусной деформацией первого пальца стопы. Негативное влияние данной
патологии на качество жизни пациентов является причиной обращения за медицинской помо-
щью, золотым стандартом оказания которой считается хирургическая коррекция, а базисной
хирургической техникой служит остеотомия (распиливание кости и фиксация ее фрагментов
имплантатами) первой плюсневой кости. При этом идеальная остеотомия должна обеспечи-
вать первоначальную стабильность в раннем послеоперационном периоде. Однако большое
число способов выполнения остеотомии, а также преимущества и недостатки каждого из
хирургических приемов не позволяют считать какой-то из них наиболее успешным. В этой
связи цель работы состояла в разработке и валидации биомеханической модели остеотомии
первой плюсневой кости для анализа ее стабильности и надежности в зависимости от типа
остеотомии, степени смещения фрагментов кости, а также количества скрепляющих винтов.
В данном исследовании проведено биомеханическое моделирование наиболее часто использу-
емых вариантов остеотомии первой плюсневой кости стопы при хирургическом лечении ее
вальгусной деформации. С этой целью было создано 10 моделей остеотомий отдельной первой
плюсневой кости, которые затем были подвергнуты статическому нагружению для анализа
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их напряженно-деформированного состояния и оценки их успешности. Выявлены успешные
(стабильные и надежные) варианты лечения, а также неуспешные. Неуспешными приняты два
из десяти рассмотренных вариантов — остеотомии типа scarf со смещением фрагментов кости
на 2/3 ее диаметра и закрепленными одним винтом. Выявлено, что остеотомии типа сhevron
показали более высокую стабильность в сравнении со scarf-остеотомиями. В данном исследо-
вании впервые проведены численные эксперименты для сравнительного анализа стабильности
и прочности наиболее часто используемых вариантов остеотомий на базе модели одной кости.
Разработана и валидирована на основе натурных экспериментов биомеханическая модель
scarf-остеотомии первой плюсневой кости.
Ключевые слова: биомеханика, плюсневая кость, вальгусная деформация, МКЭ, напряжения
по Мизесу, валидация численной модели
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Abstract. Deviation of the first toe to the outside, interconnected with the deviation of the first
metatarsal bone to the inside, occurs in 46% of patients of the older age group and is called
valgus deformity of the first toe. The negative impact of this pathology on the quality of life of
patients is the reason for seeking medical help, the gold standard of which is surgical correction,
and the basic surgical technique is osteotomy (sawing the bone and fixing its fragments with
implants) of the first metatarsal. At the same time, an ideal osteotomy should provide initial
stability in the early postoperative period. However, a large number of ways to perform osteotomy,
as well as the advantages and disadvantages of each of the surgical techniques, do not allow
to consider one of them as the most successful. In this regard, the aim of the work was to
develop and validate a biomechanical model of osteotomy of the first metatarsal bone to analyze
its stability and reliability depending on the type of osteotomy, the degree of displacement of
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bone fragments, as well as the number of fastening screws. In this study, biomechanical modeling
of the most commonly used variants of osteotomy of the first metatarsal bone of the foot in
the surgical treatment of its valgus deformity was carried out. For this purpose, 10 models
of osteotomies of a separate first metatarsal bone were created, which were then subjected to
static loading to analyze their stress-strain state and assess their success. Successful (stable and
reliable) treatment options were identified, as well as unsuccessful ones. Two of the ten options
considered were unsuccessful – scarf type osteotomies with displacement of bone fragments by
2/3 of its diameter and fixed with a single screw. It was revealed that osteotomies of the chevron
type showed higher stability in comparison with scarf osteotomies. As a result, we note that
in this study, numerical experiments were conducted for the first time to compare the stability
and strength of the most commonly used variants of osteotomies based on a single bone model.
A biomechanical model of scarf osteotomy of the first metatarsal bone has been developed and
validated on the basis of mechanical experiments.

Keywords: biomechanics, metatarsal bone, valgus deformity, FEM, Mises stresses, numerical
model validation
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Введение

Отклонение первого пальца стопы кнаружи (hallux valgus, или вальгусная де-
формация первого пальца стопы) характеризуется высокой частотой встречаемости,
достигающей 46% у пациентов старшей возрастной группы [1]. Значительное негатив-
ное влияние указанной патологии на качество жизни большинства пациентов служит
причиной обращения за медицинской помощью. Консервативные методы лечения не
позволяют исправить данную деформацию. Золотым стандартом специализированной
медицинской помощи пациентам с обсуждаемой патологией признана хирургическая
коррекция [2]. Основным патогенетическим звеном возникновения болезненной «ко-
сточки на стопе» является изменение нормального положения первой плюсневой
кости (в медицинской литературе обозначается М1), которая отклоняется кнутри, как
показано на рис. 1. Здесь 𝛼— угол между осями первой плюсневой кости и основной
фаланги первого пальца стопы. В норме величина угла 𝛼 не превышает 8∘. Большее
значение угла указывает на патологическое отклонение, т. е. вальгусную деформацию
первого пальца стопы.

В связи с этим базисной хирургической техникой лечения вальгусного отклонения
первого пальца стопы служит остеотомия М1 [3]. Сущность указанной операции за-
ключается в распиливании кости (остеотомии), в результате которого образуются два
фрагмента. Смещение одного фрагмента относительно другого позволяет восстановить
нормальное анатомическое положение М1 и первого пальца стопы.
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α

M1

Рис. 1. Рентгенограмма передне-
го отдела левой стопы в прямой
проекции (контур первой плюс-
невой кости, обозначенной M1,

обведен пунктирной линией)

Fig. 1. Radiograph of the forefoot
of the left foot in direct
projection (the contour of the first
metatarsal bone, labeled M1, is

circled with a dotted line)

Фактически хирург во время указанной опера-
ции выполняет искусственный перелом со смеще-
нием, т. е. остеотомию. Основным условием для
успешного заживления перелома является наличие
взаимного контакта и отсутствие значительной по-
движности между фрагментами кости [3,4]. Более
того, при идеальной остеотомии первоначальная
стабильность имеет первостепенное значение в ран-
нем послеоперационном периоде. Данное обстоя-
тельство существенным образом влияет на выбор
хирургической тактики и методики послеоперацион-
ного восстановительного лечения с учетом двухсто-
роннего характера патологии. Зачастую возникает
своеобразный конфликт интересов между стремле-
нием к одномоментному исправлению деформации
на обеих стопах и ранней активизацией пациента
в послеоперационном периоде.

Сложившаяся клиническая практика не предпо-
лагает четких количественных критериев для ре-
шения указанных вопросов в каждом конкретном
случае, что не соответствует принципам современ-
ной персонализированной медицины. С учетом раз-
личных геометрических параметров линии пересе-
чения М1 и имплантатов (винты, пластины, спицы),
используемых для соединения фрагментов кости
между собой, предложено более 150 способов вы-
полнения обсуждаемой операции. Каждый из спосо-
бов имеет свои преимущества и недостатки [4]. Актуальной проблемой современной
хирургии стопы остается поиск и обоснование наиболее эффективного (успешного)
способа остеотомии М1. До сих пор не существует общепризнанного универсального
алгоритма предоперационного планирования хирургической коррекции hallux valgus.

Наиболее распространенным подходом к решению данной проблемы остается
эмпирический, основанный на анализе клинических результатов применения раз-
личных способов операции. Существенным недостатком указанного подхода служит
невозможность учета и корректного сравнения многообразия индивидуальных пара-
метров, основными из которых являются показатели стабильности системы «кость –
имплантаты». Экспериментальный метод сравнения различных способов остеотомии
М1 обладает множеством недостатков. Среди них — невозможность использования
одинаковых экспериментальных образцов М1 человека, а также существенное от-
личие искусственных (пластиковых) костей от натуральных. В последнее время
для решения подобных проблем было предложено использовать биомеханическое
моделирование с применением метода конечных элементов [5]. Отечественными и за-
рубежными авторами оцениваются прочностные свойства системы «кость – имплантат»
под действием статических нагрузок [6–10], а также исследуется влияние остеотомии
первой плюсневой кости на биомеханику стопы [11]. Изучено также влияние общей
дряблости связок на ухудшение состояния при вальгусной деформации [12]. В то же
время полного анализа стабильности разных типов остеотомий выполнено до сих пор
не было.
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Цель данной работы состояла в разработке и валидации биомеханической модели
остеотомии первой плюсневой кости для анализа ее стабильности и надежности
в зависимости от типа остеотомии, степени смещения фрагментов кости, а также
количества скрепляющих винтов.

1. Материалы и методы

1.1. Построение 3D модели кости

Трехмерная твердотельная модель первой плюсневой кости, включающая губчатую
и компактную костные ткани, была построена на основе результатов компьютерной
томографии конкретного пациента. Модель создавалась в программном комплексе
Mimics, а затем в системе автоматизированного проектирования SolidWorks раз-
резалась (для создания остеотомии) и совмещалась с твердотельными моделями
винтов, также построенными в системе SolidWorks. В данной работе оценивались два
типа остеотомий: scarf и chevron, которые проиллюстрированы на рис. 2. На рис. 3
показана укороченная (в сравнении со стандартной на рис. 2, а ) остеотомия scarf.
Рис. 4 иллюстрирует расположение винтов в случае, если остеотомия scarf крепится
только одним винтом, а не двумя, как показано на рис. 2, а.

а / a

Остеотомия

Винт

Смещение
фрагмента кости

Губчатая кость

Компактная кость

б / b

Рис. 2. Остеотомии первой плюсневой кости: а — scarf; б — chevron (цвет онлайн)
Fig. 2. Osteotomies of the first metatarsal bone: a is scarf; b is chevron (color online)

В результате конечно-элементному анализу напряженно-деформированного со-
стояния системы «кость – имплантат» подвергалось 10 моделей остеотомий первой
плюсневой кости, описание которых представлено в табл. 1 (смещение — величина
смещения одного фрагмента относительно другого поперек кости, выражено в долях
диаметра кости; количество винтов — 1 или 2, также указано расположение винта
вдоль оси кости).
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Рис. 3. Остеотомия scarf укороченная (цвет онлайн)
Fig. 3. Shortened scarf osteotomy (color online)

а / a б / b

Рис. 4. Расположение винтов при остеотомии scarf и креплении фрагментов одним винтом:
а — винт кпереди; б — винт кзади (цвет онлайн)

Fig. 4. Screw placement for scarf osteotomy and single screw fixation: a is screw to the front; b
is screw to the back (color online)

Таблица 1 / Table 1

Параметры моделей остеотомий / Parameters of osteotomy models
Модель Смещение фрагментов кости Тип остеотомии Кол-во винтов
Мод. 1 1/3 scarf 2
Мод. 2 1/3 scarf 1, кзади
Мод. 3 1/3 scarf 1, кпереди
Мод. 4 2/3 scarf 2
Мод. 5 2/3 scarf 1, кзади
Мод. 6 2/3 scarf 1, кпереди
Мод. 7 1/3 scarf укороченная 1
Мод. 8 2/3 scarf укороченная 1
Мод. 9 1/3 chevron 1
Мод. 10 2/3 chevron 1

1.2. Постановка задачи биомеханики

Решалась статическая задача биомеханики о напряженно-деформированном состо-
янии системы «кость – имплантат»:

– уравнения равновесия (полагаем, что объемные силы отсутствуют):

𝜎𝑖𝑗,𝑖 = 0; (1)

– уравнения закона Гука, связывающие компоненты тензора напряжений и дефор-
маций:

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆Θ𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗; (2)
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– соотношения Коши, связывающие тензор деформаций и вектор перемещения:

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) , (3)

где 𝜎𝑖𝑗 — компоненты тензора напряжений, 𝜀𝑖𝑗 — компоненты тензора малых дефор-
маций, 𝑢𝑖 — компоненты вектора перемещений, 𝜆, 𝜇— упругие константы Ламе,
Θ = 𝜀11 + 𝜀22 + 𝜀33 — объемное расширение, 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, индексы 𝑖 и
𝑗 принимают значения от 1 до 3, знак «,» в нижнем индексе обозначает частную
производную по соответствующей координате.

В данной работе граничные условия имели смешанный вид (см. рис. 4). Граница
фрагментов кости была разбита на две области так, что

𝑆 = 𝑆𝜎 + 𝑆𝑢.

На одной области границы 𝑆𝜎 действуют поверхностные силы:

𝜎𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑛𝑗|𝑆𝜎
= 𝑃𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

где 𝑃𝑖 — компоненты вектора заданных на 𝑆𝜎 поверхностных сил, 𝑛𝑗 — компоненты
вектора внешней нормали к поверхности.

На второй области границы 𝑆𝑢 заданы перемещения:

𝑢𝑖(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)𝑛𝑗|𝑆𝑢
= 𝑢*𝑖 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

где 𝑢*𝑖 — компоненты вектора заданных на 𝑆𝑢 перемещений.
Рассматривалось действие консольной нагрузки [10] величиной 31𝐻, прило-

женной к головке кости с подошвенной стороны под углом 75∘ (соответствует

Рис. 5. Граничные условия: А — жесткая
заделка; В — консольная нагрузка 31H

(цвет онлайн)
Fig. 5. Boundary conditions: A — rigid
fixation; B — cantilever load 31N (color

online)

15∘ наклона оси кости к горизонтали) к оси ко-
сти. Конец кости жестко закреплялся [10,13].
Такое закрепление используется многими ав-
торами при натурных экспериментах, соответ-
ствует анатомическому положению кости чело-
века в положении стоя и моделирует реакцию
опоры под стопой [13]. Задача решалась чис-
ленно методом конечных элементов в системе
Ansys 19.2. Области закрепления и область
приложения нагрузки показаны на рис. 5.

При моделировании учитывалось два ти-
па контактного взаимодействия между фраг-
ментами кости и винтами: полный контакт и
контакт с трением (табл. 2).

Таблица 2 / Table 2

Контактирующие тела и типы контактного взаимодействия
Contacting bodies and types of contact interaction

Контактирующие тела Тип контактного взаимодействия
Часть кости – винт Полный контакт (Bonded в Ansys)
Часть кости – часть кости Контакт с трением (Frictional в Ansys)
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Рис. 6. Контактное взаимодействие
двух тел (цвет онлайн)

Fig. 6. Contact interaction between
two bodies (color online)

Далее приведем математическое описание ти-
пов контактного взаимодействия (рис. 6).

При контакте двух тел на поверхности кон-
такта 𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡 (рис. 6) должно выполняться условие
непроникания одного тела в другое, которое мо-
жет быть записано в виде

(𝑥𝐴 − 𝑥𝐵) · 𝑛 = 0. (4)

Здесь 𝑥𝐴, 𝑥𝐵 — радиус-векторы точек тел 𝐴, 𝐵, а
𝑛— единичная нормаль к поверхности контакта
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡.

Также на границе контакта возникают распре-
деленные по поверхности контакта сжимающие усилия 𝑡𝑖, направленные по нормали
(рис. 6):

𝑡𝑛𝑖 = 𝑡𝑖 · 𝑛 6 0, 𝑖 = 1, 2. (5)

Неравенство (5) выполняется, если тела находятся в контакте.
Касательные усилия на контактной поверхности 𝑡𝑡𝑖 могут быть как положи-

тельными, так и отрицательными. Они подчиняются закону трения Кулона (6), в
соответствии с которым при относительном движении контактирующих тел

|𝑡𝑛𝑖| = 𝜇𝑐𝑜𝑛𝑡 |𝑡𝑖| . (6)

Здесь 𝜇𝑐𝑜𝑛𝑡 — коэффициент трения (принимался равным 0.2).
В соответствии с (4)–(6) в данной работе ставились следующие условия контакта

(7) и (8):
– полный контакт (называется Bonded в системе Ansys):

𝑢𝐴𝑖 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡

= 𝑢𝐵𝑖 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡

,

𝜎𝐴
𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

⃒⃒
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡

= 𝜎𝐵
𝑖𝑗 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

⃒⃒
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡

;
(7)

– контакт с трением (называется Contact with friction в системе Ansys):

𝑢𝐴𝑛 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡

= 𝑢𝐵𝑛 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
⃒⃒
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡

,

𝜎𝐴
𝑛 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

⃒⃒
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡

= 𝜎𝐵
𝑛 (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)

⃒⃒
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡

,
(8)

где 𝑢𝐴𝑖 , 𝑢𝐵𝑖 — компоненты векторов перемещений контактирующих точек тел 𝐴 и 𝐵

соответственно, 𝜎𝐴
𝑖𝑗, 𝜎

𝐵
𝑖𝑗 — компоненты тензоров напряжений контактирующих точек

тел 𝐴 и 𝐵 соответственно, 𝑢𝐴𝑛 , 𝑢𝐵𝑛 — проекции векторов перемещений контактирующих
точек тел 𝐴 и 𝐵 соответственно на вектор внешней нормали к телу 𝐴, 𝜎𝐴

𝑛 , 𝜎𝐵
𝑛 —

проекции векторов напряжений контактирующих точек тел 𝐴 и 𝐵 соответственно на
внешние нормали.

Контактная задача формулировалась с помощью метода множителей Лагран-
жа [14], при котором потенциал контактных сил (9) добавляется к уравнению
принципа возможных перемещений:

𝑊𝑐𝑜𝑛𝑡 = −
∫︁
𝑆𝑐𝑜𝑛𝑡

𝑡(𝑥𝐴 − 𝑥𝐵)𝑑𝑠. (9)
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Здесь 𝑡— вектор контактных усилий, которые действуют по поверхности контакта
двух тел 𝐴, 𝐵. Он является множителем Лагранжа и подлежит определению.

Принципиальное отличие постановки [6] и постановки задачи данного исследо-
вания состоит в том, что нами учитывалось два типа костной ткани (губчатая и
компактная), свойства которых представлены в табл. 3 [7].

Таблица 3 / Table 3

Механические свойства / Mechanical properties
Материал Модуль Юнга,

МПа
Коэффициент

Пуассона
Компактная кость 12 000 0.3
Губчатая кость 300 0.3
Титановый сплав (винт) 11 000 0.3

1.3. Сеточная сходимость

Рис. 7. График сеточной сходимости
Fig. 7. Graph of mesh convergence

Исследовалась сеточная сходимость.
Итоговая вычислительная сетка для каж-
дой модели содержала порядка 600 тыс.
узлов. График сеточной сходимости (за-
висимость максимальных напряжений в
кости от числа узлов вычислительной
сетки) для модели с chevron-остеотомией
показан на рис. 7.

1.4. Валидация модели

Для валидации модели был проведен
натурный эксперимент на испытательной
машине Instron. Для этого на образце
первой плюсневой кости, изъятой во вре-

мя хирургического вмешательства по ампутации стопы не ранее трех часов до
эксперимента, была выполнена scarf-остеотомия (рис. 8, а, б). Один конец кости
фиксировался с помощью цианакрилатного клея с щелочным полимеризующим аген-
том (пищевая сода). Далее образец закреплялся на столе испытательной машины
под углом 15∘ к горизонту (рис. 8, в) и выполнялся эксперимент по его консольному
изгибу со скоростью 2мм/мин [13].

Результаты натурного эксперимента в виде графика Нагрузка (Н) — Перемеще-
ние (мм) сравнивались с аналогичным численным экспериментом, выполненным
в Ansys 19.2. На рис. 9 представлены результаты обоих экспериментов. Из срав-
нения двух кривых видно, что результаты численного и натурного экспериментов
схожи, а относительная разница не превышает 15%. В области пиковых нагрузок
кривые пересекаются. Погрешность может быть обоснована неоднородностью механи-
ческих свойств костной ткани, что в численной модели в рамках данной работы не
учитывается.
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а / a б / b в / c
Рис. 8. Кость (остеотомия scarf): а — образец перед экспериментом
(вид сбоку); б — образец перед экспериментом (вид спереди); в —

образец в испытательной машине (цвет онлайн)

Fig. 8. Bone (scarf osteotomy): a is specimen before experiment (side
view); b is specimen before experiment (front view); c is specimen in

testing machine (color online)

Рис. 9. Валидация модели остеотомии: сравнение натур-
ного (сплошная линия) и численного (пунктирная линия)

экспериментов

Fig. 9. Validation of the osteotomy model: comparison of
field (solid line) and numerical (dotted line) experiments

Результаты

Результаты численных расчетов представлены в табл. 4, а также на рис. 10
(типичные поля полных перемещений) и рис. 11 (типичные поля эквивалентных
напряжений).
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Таблица 4 / Table 4

Характеристики напряженно-деформированного состояния моделей остеотомий
Characteristics of the stress-strain state of osteotomy models

Модель Максимальные
перемещения, мм

Максимальные
напряжения в
винтах, МПа

Максимальные
напряжения в
кортикальной
кости, МПа

Максимальные
напряжения в

губчатой кости,
МПа

Мод. 1 1.30 107 70 6.7
Мод. 2 1.60 200 120 6.9
Мод. 3 1.38 201 125 4.0
Мод. 4 1.89 192 85 10.7
Мод. 5 5.73 890 320 8.3
Мод. 6 5.83 760 325 10.3
Мод. 7 0.73 190 75 3.6
Мод. 8 0.98 145 140 4.4
Мод. 9 0.32 88 49 2.6
Мод. 10 0.39 73 58 2.7

а / a б / b в / c
Рис. 10. Типичные поля полных перемещений (мм): а — scarf-остеотомия; б — scarf-остеотомия

укороченная; в — chevron-остеотомия (цвет онлайн)
Fig. 10. Typical total displacement fields (mm): a is scarf osteotomy; b is scarf shortened

osteotomy; c is chevron osteotomy (color online)

а / a б / b в / c
Рис. 11. Типичные поля эквивалентных напряжений (МПа): а — scarf-остеотомия; б — scarf-

остеотомия укороченная; в — chevron-остеотомия (цвет онлайн)
Fig. 11. Typical equivalent stress fields (MPa): a is scarf osteotomy; b is scarf shortened

osteotomy; c is chevron osteotomy (color online)
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Обсуждение

В данной работе сделана попытка осуществить биомеханическое моделирова-
ние наиболее часто используемых вариантов хирургического лечения вальгусной
деформации первого пальца стопы. Для этого было создано 10моделей остеотомий
отдельной первой плюсневой кости, которые затем подвергнуты статическому нагру-
жению с целью анализа их напряженно-деформированного состояния и оценки их
успешности. Использованы разработанные ранее биомеханические критерии оценки
успешности лечения [19], которые позволяют оценить стабильность фиксации си-
стемы «кость – имплантат» и долговечность (надежность, механическую прочность)
имплантатов.

Перед обсуждением полученных результатов отметим следующее. Несмотря на то,
что современные исследователи часто используют модели всей стопы, K. S. Shih с
соавт. [8] показали, что и модели одиночной плюсневой кости, и модель всей стопы
дают схожие напряженно-деформированные состояния имплантатов и костных тканей.
Более того, представленная в данной работе модель остеотомии одиночной плюсневой
кости была валидирована на основе результатов натурных экспериментов. К тому же
были получены максимальные эквивалентные напряжения в кости и имплантатах,
близкие по значениям к величинам из статьи [8] при тех же нагрузках. Одиночная
плюсневая кость использована и в работе [7] для сравнения двух типов остеотомий с
позиций прочности и стабильности, а результаты подтверждаются клиническими дан-
ными. Эти факты позволяют обосновать использование модели одиночной плюсневой
кости для моделирования и сравнительного анализа стабильности остеотомий.

Перейдем непосредственно к обсуждению результатов и обратимся к табл. 4.
Наименее стабильными оказались модели Мод. 5 и Мод. 6, показавшие наибольшие
полные перемещения, и соответствующие остеотомии типа scarf со смещением одного
фрагмента относительно другого на 2/3 и закрепленные одним винтом. Также следует
отметить, что остеотомия типа chevron (Мод. 9 и Мод. 10) оказалась существенно
более стабильной, чем остеотомия типа scarf, так как показала наименьшие полные
перемещения в сравнении со всеми остальными моделями.

Что касается прочности и долговечности конструкций, то Мод. 5 и Мод. 6 оказа-
лись и наименее прочными. В то же время Мод. 9 и Мод. 10 (chevron-остеотомия)
оказались наиболее прочными и показали наименьшую склонность к поломке. На
самом деле прочность системы «кость – имплантат» в целом и ее отдельных элементов
определяется механическими напряжениями (например, эквивалентными напряже-
ниями, интенсивностью напряжений), возникающими в ней при типовых нагрузках.
Внутренние напряжения в имплантатах сравниваются с их прочностными характери-
стиками: пределом выносливости (при циклических нагрузках), пределами текучести
и прочности [16, 17, 19] с некоторым коэффициентом запаса прочности. Другими
словами, напряжения в имплантатах не должны превышать допускаемые пределы,
которые для металлов могут быть рассчитаны в соответствии с ГОСТ1. Как правило,
для титановых сплавов в качестве допускаемого напряжения берется предел проч-
ности с коэффициентом запаса 3 [19]. Винты изготовлены из титанового сплава,
предел прочности которого составляет 970МПа. Таким образом, допускаемое напря-
жение для них не превышает 323МПа. Анализ значений эквивалентных напряжений

1ГОСТ Р 34233.1-2017 Сосуды и аппараты. Нормы и методы расчета на прочность. Общие
требования. Москва : Стандартинформ, 2019. 29 с.
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из табл. 4 показывает, что критерию прочности по допускаемым напряжениям не
удовлетворяют модели Мод. 5 и Мод. 6.

В то же время предел прочности компактной кости, по данным литературы [18],
не превышает 161МПа, а губчатой — до 15МПа [15]. С этих позиций в моделях
Мод. 5 и Мод. 6 в компактной кости в области крепления винтов, а также в области
контакта костных тканей могут начаться разрушения, при этом в губчатой кости
предельные значения напряжений не достигаются. Однако они оказываются близкими
к пределу прочности губчатой кости в моделях Мод. 4 и Мод. 6.

Таким образом, с учетом биомеханических критериев успешности варианты ле-
чения, соответствующие моделям Мод. 1 –Мод. 4, а также Мод. 7 –Мод. 10, могут
быть признаны успешными. Можно заключить, что стандартная scarf-остеотомия
и chevron-остеотомия с точки зрения биомеханики являются равноценными, что
подтверждается и клиническими результатами [20].

Следует отметить ограничения данной работы, которые, в первую очередь, заклю-
чаются в использовании модели одиночной кости, а не всей стопы в целом. Также
отметим тот факт, что в исследовании материалы костных тканей усреднялись по
всему объему губчатой и компактной кости и считались линейно-упругими и изо-
тропными. Еще одно ограничение касается того, что в работе исследована плюсневая
кость только одного пациента.

Выводы

Впервые проведены численные эксперименты для сравнительного анализа ста-
бильности и прочности наиболее часто используемых типов остеотомий на базе
модели одной кости. Разработана и валидирована на основе натурных экспериментов
биомеханическая модель scarf-остеотомии первой плюсневой кости. С помощью био-
механических критериев успешности выявлены успешные и неуспешные варианты
остеотомий.
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Аннотация. Разработан метод решения краевых задач релаксации остаточных напряжений во
вращающемся поверхностно упрочненном призматическом образце в условиях высокотемпера-
турной ползучести. Задача моделирует напряженно-деформированное состояние поверхностно
упрочненного призматического стержня, торцевое сечение которого закреплено на абсолютно
жестком диске, вращающегося с постоянной угловой скоростью. На первом этапе решена
задача реконструкции полей остаточных напряжений и пластических деформаций после
процедуры упрочнения, играющих роль начального напряженно-деформированного состояния.
На втором этапе решается задача релаксации остаточных напряжений в условиях ползучести.
Выполнено детальное исследование влияния угловой скорости на интенсивность релаксации
остаточных напряжений в различных сечениях по осевой координате для призматического
образца 10×10×150 мм из сплава ЭП742 при температуре 650 ∘C после ультразвукового
механического упрочнения одной из его граней. Анализ результатов расчета позволил уста-
новить, что для угловой скорости, изменяющейся от 1500 до 2500 об/мин, наблюдается
нетривиальный эффект, заключающийся в том, что релаксация остаточных напряжений
в более нагруженных сечениях, находящихся под действием осевых растягивающих напря-
жений вследствие вращения, происходит менее интенсивно, чем в «хвостовом» сечении,
где осевая нагрузка равна нулю. Полученные в работе результаты могут быть полезными
при оценке эффективности поверхностно упрочненных вращающихся деталей в условиях
высокотемпературной ползучести.
Ключевые слова: остаточные напряжения, поверхностное пластическое деформирование,
вращающийся призматический образец, ползучесть, релаксация
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Abstract. A method for solving boundary problems of relaxation of residual stresses in a rotating
surface-hardened prismatic specimen under high-temperature creep conditions has been developed.
The problem models the stress-strain state of a surface-hardened prismatic rod with one end fixed
to an infinitely rigid disk rotating at a constant angular velocity. In the first stage, we solve the
problem of reconstructing fields of residual stresses and plastic deformations after the hardening
procedure, which play the role of the initial stress-strain state, is solved. In the second stage,
we address the problem of relaxation of residual stresses under creep conditions is addressed. A
detailed study of the influence of angular velocity on the intensity of residual stress relaxation
in different sections along the axial coordinate is carried out for a 10×10×150 mm prismatic
specimen made of EP742 alloy at a temperature of 650 ∘C, following ultrasonic mechanical
hardening of one of its faces. The analysis of the calculation results revealed that for angular
velocities ranging from 1500 rpm to 2500 rpm, a non-trivial effect is observed. The relaxation
of residual stresses in more stressed sections experiencing axial tensile stresses due to rotation
occurs less intensively than in the “tail” section, where the axial load is zero. The obtained
results from this study can be useful in assessing the effectiveness of surface-hardened rotating
components under high-temperature creep conditions.
Keywords: residual stresses, surface plastic deformation, rotating prismatic specimen, creep,
relaxation
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Введение

Технологии поверхностного пластического упрочнения широко используются для
повышения ресурса деталей ответственных элементов конструкций в авиадвигателе-
строении, энергетическом машиностроении и других отраслях промышленности. Это
обусловлено образованием полей остаточных напряжений в приповерхностном слое
материала деталей, с которыми связывается улучшение ряда показателей надежности:
повышаются микротвердость и предел выносливости при много- и малоцикловом
нагружении, улучшаются трибологические характеристики и другие показатели [1–
11]. Решение краевых задач, связанных с оценкой кинетики остаточных напряжений
в процессе ползучести, состоит из двух этапов. На первом этапе необходимо решить
задачу реконструкции (формирования) остаточных напряжений и пластических де-
формаций после процедуры поверхностного упрочнения. Здесь можно выделить два
подхода для решения этой задачи. В ряде публикаций авторы используют феноме-
нологический подход, базирующийся на экспериментально известной информации о
распределении одной или двух компонент тензора остаточных напряжений [12–17].
Такая постановка задач соответствует классу обратных краевых задач, и их решение
даже в упругой постановке представляет большие трудности [18,19].

Существенное продвижение в области теоретических методов реконструкции оста-
точных напряжений связано с многократно возросшими возможностями прямого
математического моделирования технологических процессов (обработка микроша-
риками, обкатка роликом, алмазное выглаживание и др.) на основе современного
программного обеспечения в многочисленных коммерческих пакетах, базирующихся
в основном на методе конечных элементов. Например, в [20] за счет варьирования
технологических параметров обработки поверхности микрошариками (длительность
обработки, скорость и направление макрошариков и др.) для трехмерного случая
удалось получить поля остаточных напряжений и исследовать влияние технологиче-
ских параметров на их характер и величину. Аналогичные подходы реализованы в
исследованиях [21–26].

Однако многочисленные попытки прямого моделирования процесса упрочнения
в большинстве случаев позволяют получить распределение остаточных напряжений
лишь на качественном уровне, поскольку учесть все параметры реального технологиче-
ского процесса поверхностного пластического упрочнения сложно, а зачастую, в силу
различных стохастических возмущений, и невозможно. На втором этапе исследования
полученное остаточное напряженно-деформированное состояние после упрочнения
используется в краевых задачах ползучести упрочненных элементов конструкций
для оценки скорости релаксации остаточных напряжений и эффективности методов
поверхностного пластического упрочнения для деталей при высокой температуре.
Данная тематика находится в активной разработке. В частности, решен ряд задач
для полых и сплошных поверхностно упрочненных цилиндрических деталей в усло-
виях квазистатического нагружения при кручении, внутреннем давлении, осевом
растяжении, чистой термоэкспозиции (температурная выдержка без приложения си-
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ловых нагрузок) и их различных комбинациях [27–30], а также при дополнительных
кинематических ограничениях на осевые и угловые перемещения [31–33]. Важный
класс задач связан с учетом влияния массовых сил при вращении на релаксацию
остаточных напряжений, имеющих прозрачный интерес в области авиадвигателестро-
ения и энергетического машиностроения. Первая попытка решения задач такого типа
предпринята для поверхностно упрочненного цилиндра в [34]. Здесь методика расчета
основана на использовании приближенного метода [15], согласно которому полага-
лось, что поскольку толщина поверхностного упрочненного слоя мала по сравнению
с радиусом цилиндрического образца, то этот слой не оказывает существенного влия-
ния на жесткость и деформируемость самого цилиндра. Поэтому тонкий упрочненный
слой представлялся «наклеенным» на цилиндр и деформирующимся с ним в режиме
«жесткого» нагружения под действием осевой растягивающей силы, но оценить по-
грешность этого метода теоретически не представляется возможным. Впервые точное
(но численное) решение задачи о релаксации остаточных напряжений при вращении
сплошного упрочненного цилиндра в условиях ползучести приведено в [35].

В настоящей работе обобщается подход [35] применительно к вращающемуся
поверхностно упрочненному призматическому образцу.

1. Постановка задачи

Рассматривается вращающийся поверхностно упрочненный призматический обра-
зец в условиях высокотемпературной ползучести. Геометрические параметры образца
и введенная для дальнейшего исследования декартова система координат 𝑂𝑋𝑌 𝑍
представлены на рис. 1.

Рис. 1. Схема растяжения призматического образца от действия центробежной
силы 𝑁 при вращении с угловой скоростью 𝜔

Fig. 1. The stretching scheme of a prismatic specimen under the action of the
centrifugal force 𝑁 during rotation with an angular velocity 𝜔

Грань в плоскости 𝑋𝑂𝑌 консольно (жестко) закреплена, что можно трактовать
как стержень, закрепленный на абсолютно жестком диске радиуса 𝑅1. Вращение
задается относительно оси 𝐴𝐴1 с угловой скоростью 𝜔. Система координат жестко
связана с вращающимся призматическим образцом. Одна из его граней подвержена
процедуре поверхностного пластического деформирования (залита темным цветом на
рис. 1), и в тонком приповерхностном слое сформировано поле остаточных напряже-
ний. При вращении в объеме образца возникает неоднородное осевое напряженное
состояние за счет переменной нагрузки 𝑁(𝑧), под действием которой развиваются
деформации ползучести в каждом сечении, ортогональном оси 𝑂𝑍, и происходит
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перераспределение (релаксация) остаточных напряжений в тонком приповерхностном
слое. Целью работы является разработка метода расчета релаксации наведенных
остаточных напряжений после процедуры поверхностного пластического упрочнения
в призматическом образце в поле массовых сил в условиях ползучести материала.

Последовательность решения сформулированной задачи аналогична изложенной
в работе [35] и состоит из реализации следующих этапов:

1) реконструкция полей остаточных напряжений и пластических деформаций после
процедуры упрочнения при нормальной («комнатной») температуре 𝑇 = 𝑇0;

2) перерасчет полей остаточных напряжений при приложении температурно-сило-
вых стационарных нагрузок от вращения и изменении температуры со значения
𝑇 = 𝑇0 (модуль Юнга материала 𝐸0) до температуры «эксплуатации» 𝑇 = 𝑇1
(𝑇1 > 𝑇0, модуль Юнга при этой температуре 𝐸1);

3) расчет релаксации остаточных напряжений в упрочненном призматическом
образце вследствие ползучести при температуре 𝑇 = 𝑇1.

2. Напряженно-деформированное состояние вращающегося
призматического образца

Рассмотрим сначала закон изменения осевого напряжения во вращающемся не-
упрочненном призматическом образце. Величина центробежной силы от вращения,
действующей на элемент объема 𝐻×𝐻×𝑑𝑧 (см. рис. 1), определяется формулой [36]

𝑑𝑁 = 𝜔2(𝑅1 + 𝑧)𝜌𝐹 (𝑧)𝑑𝑧, 0 6 𝑧 6 𝑙 = 𝑅2 −𝑅1, (1)

где 𝜔— угловая скорость; 𝜌 = 𝛾/𝑔— плотность материала; 𝛾 — удельный вес; 𝑔— уско-
рение свободного падения; 𝐹 (𝑧) — площадь поперечного сечения (в рассматриваемом
случае 𝐹 (𝑧) = 𝐻2 = const). Из (1) получаем

𝑁(𝑧) = 𝜌𝜔2

∫︁ 𝑙

𝑧

(𝑅1 + 𝜉)𝐹 (𝜉)𝑑𝜉. (2)

Учитывая, что 𝐹 (𝑧) = const, из (2) для напряжения 𝜎0(𝑧) = 𝑁(𝑧)/𝐹 имеем

𝜎0
𝑧(𝑧) = 𝜌𝜔2

[︁
𝑅1(𝑙 − 𝑧) +

𝑙2 − 𝑧2

2

]︁
. (3)

Формулу (3) с учетом обозначения 𝑙 = 𝑅2 −𝑅1 можно представить в виде

𝜎0
𝑧(𝑧) =

1

2
𝜌𝜔2𝑅2

2

[︁
1 −

(︁𝑅1 + 𝑧

𝑅2

)︁2]︁
, 0 6 𝑧 6 𝑅2 −𝑅1. (4)

Из формул (3) и (4) следует, что при 𝜔 = const осевое напряжение 𝜎0
𝑧(𝑧) при фикси-

рованной величине 𝑧 не зависит от времени. Этот факт используется в дальнейшем
при «наложении» на поле остаточных напряжений «эксплуатационных» нагрузок от
осевых напряжений.

3. Реконструкция остаточных напряжений и пластических
деформаций после упрочнения

Задача реконструкции остаточных напряжений и пластических деформаций в пред-
положении, что все компоненты тензоров напряжений и деформаций зависят лишь от
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координаты 𝑦, использования гипотез плоских сечений и анизотропии упрочнения по
координатам 𝑥 и 𝑧 (см. рис. 1), решена в [12], и получены следующие соотношения:

𝜎res
𝑧 =

1 + 𝛼𝜈

𝛼 + 𝜈
𝜎res
𝑥 , 𝑞𝑥 = − 𝛼(1 − 𝜈2)

𝐸0(𝛼 + 𝜈)
𝜎res
𝑥 ,

𝑞𝑧 = − 1 − 𝜈2

𝐸0(𝛼 + 𝜈)
𝜎res
𝑥 , 𝑞𝑦 =

(1 + 𝛼)(1 − 𝜈2)

𝐸0(𝛼 + 𝜈)
𝜎res
𝑥 ,

(5)

где 𝜎res
𝑥 = 𝜎res

𝑥 (𝑦), 𝜎res
𝑧 = 𝜎res

𝑧 (𝑦) — компоненты тензора остаточных напряжений;
𝑞𝑥 = 𝑞𝑥(𝑦), 𝑞𝑦 = 𝑞𝑦(𝑦), 𝑞𝑧 = 𝑞𝑧(𝑦) — компоненты тензора остаточных пластических
деформаций; 𝐸0 — модуль Юнга при температуре упрочнения; 𝜈 — коэффициент Пуас-
сона; 𝛼— феноменологический параметр, характеризующий анизотропию компонент
𝑞𝑥 и 𝑞𝑧 вследствие технологии упрочнения [12]. Остальные компоненты тензоров
остаточных напряжений и пластических деформаций полагаются равными нулю, по-
скольку их значения (по модулю) на порядок меньше, чем у представленных в (5) [12].
Таким образом, для реконструкции остаточного напряженно-деформированного со-
стояния необходимо иметь аналитическое выражение для компоненты 𝜎res

𝑥 = 𝜎res
𝑥 (𝑦),

0 6 𝑦 6 𝐻. В дальнейших расчетах используются экспериментальные данные после
одностороннего ультразвукового упрочнения призматического образца прямоугольного
сечения из сплава ЭП742 для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑦), приведенные в работе [12]
и представленные лишь в области сжатия материала.

Экстраполяция экспериментальных данных на все значения 0 6 𝑦 6 𝐻 выполнена
с использованием зависимости

𝜎res
𝑥 (𝑦) = 𝜎0 − 𝜎1 exp

(︁
−(𝑦 − 𝑦*)2

𝑏2

)︁
, (6)

где 𝜎res
𝑥 (𝑦*) = min

06𝑦6𝐻
𝜎𝑥(𝑦); 𝜎0, 𝜎1 и 𝑏— параметры, методика определения которых

с использованием условия самоуравновешенности эпюры остаточных напряжений
изложена в [12].

В частном случае изотропного упрочнения (обработка дробью, ультразвуковое
(механическое) упрочнение, термопластическое упрочнение и другие технологии)
параметр 𝛼 = 1 [12] и формулы (5) принимают более простой вид:

𝜎res
𝑧 = 𝜎res

𝑥 , 𝑞𝑥 = 𝑞𝑧 = −1 − 𝜈

𝐸0

𝜎res
𝑥 , 𝑞𝑦 =

2(1 − 𝜈)

𝐸0

𝜎res
𝑥 . (7)

4. Расчет напряженно-деформированного состояния
при мгновенном приложении температурно-силового
нагружения

Рассмотрим следующую схему нагружения поверхностно упрочненного призмати-
ческого образца: сначала образец прогревается (условно мгновенно) с температуры
упрочнения 𝑇0 (модуль Юнга 𝐸0) до температуры «эксплуатации» 𝑇1 (модуль Юн-
га 𝐸1), а затем цилиндр начинает вращаться с угловой скоростью 𝜔. Предполагается,
что при температурно-силовом нагружении не возникают вторичные пластические
деформации, т. е. происходит упругая догрузка упрочненного образца. Поэтому
𝑞𝑥 = 𝑞𝑥(𝑦) не зависит от температуры, и второе соотношение (5) для температуры 𝑇1
можно записать в виде

𝑞𝑥(𝑦) = − 𝛼(1 − 𝜈2)

𝐸1(𝛼 + 𝜈)

𝐸1

𝐸0

· 𝜎res
𝑥 (𝑦). (8)
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Соотношение (8) по форме будет аналогично второму соотношению (5), если все
эпюры остаточных напряжений умножить на коэффициент 𝐸1/𝐸0. В результате
получаем распределение остаточных напряжений при температуре 𝑇1.

При расчете напряженно-деформированного состояния в условиях ползучести при
вращении с угловой скоростью 𝜔 и температуре 𝑇1 в любой момент времени 𝑡 в даль-
нейшем будем использовать следующие обозначения: 𝜎𝑖 = 𝜎𝑖(𝑦, 𝑧, 𝑡) — для компонент
тензора напряжений; 𝜀𝑖(𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑒𝑖(𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑝𝑖(𝑦, 𝑧, 𝑡) — для компонент тензоров полной,
упругой и реологической деформаций соответственно, 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧. Тогда в начальный
момент времени при 𝑡 = 0 имеем:

𝜎𝑧(𝑦, 𝑧, 0) =
𝜌𝜔2𝑅2

2

2

[︁
1 −

(︁𝑅1 + 𝑧

𝑅2

)︁2]︁
+
𝐸1

𝐸0

𝜎res
𝑧 (𝑦),

𝜎𝑥(𝑦, 𝑧, 0) =
𝐸1

𝐸0

𝜎res
𝑥 (𝑦),

𝜀𝑧(𝑦, 𝑧, 0) =
1

𝐸1

[𝜎𝑧(𝑦, 𝑧, 0) − 𝜈𝜎𝑥(𝑦, 𝑧, 0)] + 𝑞𝑧(𝑦),

𝜀𝑥(𝑦, 𝑧, 0) =
1

𝐸1

[𝜎𝑥(𝑦, 𝑧, 0) − 𝜈𝜎𝑧(𝑦, 𝑧, 0)] + 𝑞𝑥(𝑦),

где 𝜎res
𝑥 (𝑦), 𝜎res

𝑧 (𝑦) — остаточные напряжения после упрочнения, определяемые форму-
лами (5), (6).

5. Расчет релаксации остаточных напряжений во вращающемся
призматическом образце в условиях ползучести

Решить аналитически поставленную задачу релаксации остаточных напряжений
при ползучести невозможно в силу нелинейности любой теории ползучести для ме-
таллических материалов. Поэтому в настоящей работе разработан численный метод.
Учитывая неоднородность напряженного состояния для компоненты 𝜎0

𝑧(𝑧), задаваемого
(1), и его стационарность по координате 𝑧 ∈ [0, 𝑙] при вращении, выполняется дис-
кретизация призматического образца по этой координате: 0 = 𝑧0 < 𝑧1 < · · · < 𝑧𝑁 = 𝑙
с постоянным шагом ∆𝑧 = 𝑙/𝑁 , где 𝑁 — количество отрезков разбиения. Далее
упрочненный образец рассматривается как составной стержень из 𝑁 элементарных
стержней прямоугольного сечения с высотой ∆𝑧, при этом в каждом сечении на-
пряжение 𝜎0

𝑧(𝑧) (𝑧𝑖−1 6 𝑧 6 𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁) можно считать постоянным. В связи
с этим расчет релаксации остаточных напряжений в каждом сечении 𝑧 = 𝑧𝑘 вращаю-
щегося образца можно выполнять автономно, полагая, что в этом сечении действует
постоянная нагрузка 𝜎0

𝑧(𝑧𝑘).
Для каждого элементарного стержня вводится гипотеза плоских сечений в виде

𝜀𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡), 𝜀𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡).

Тогда в любой момент времени справедливы следующие равенства:

𝜀𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝑒𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝑞𝑧(𝑦) + 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡),
𝜀𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝑒𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝑞𝑥(𝑦) + 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜀0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡).

(9)

Величины 𝜀0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜀0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) имеют представление

𝜀0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡) =
1

𝐸1

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) + 𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡),

𝜀0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) = − 𝜈

𝐸1

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) + 𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡).

(10)
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Тогда (9) с учетом (10) преобразуются к виду

1

𝐸1

[︀
𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) − 𝜈𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)

]︀
+ 𝑞𝑧(𝑦) + 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) =

1

𝐸1

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) + 𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡),

1

𝐸1

[︀
𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) − 𝜈𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)

]︀
+ 𝑞𝑥(𝑦) + 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = − 𝜈

𝐸1

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) + 𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡).

Решая полученную систему относительно 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡), находим

𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) = 𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) +

𝐸1

1 − 𝜈2
[︀(︀
𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡) + 𝜈𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡)

)︀
−

−
(︀
𝑞𝑧(𝑦) + 𝜈𝑞𝑥(𝑦)

)︀
−
(︀
𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝜈𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)

)︀]︀
,

𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) =
𝐸1

1 − 𝜈2
[︀(︀
𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) + 𝜈𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡)

)︀
−

−
(︀
𝑞𝑥(𝑦) + 𝜈𝑞𝑧(𝑦)

)︀
−
(︀
𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) + 𝜈𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)

)︀]︀
.

(11)

Однако для реализации расчетов напряжений 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) на основании
(11) необходимо знать величины 𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) и 𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡), которые пока неизвестны. Для
их определения запишем условия равенства внутренних и внешних сил, действующих
в любом сечении, параллельном координатным плоскостям 𝑍𝑂𝑌 и 𝑋𝑂𝑌 :∫︁ 𝐻

0

𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)𝑑𝑦 =

∫︁ 𝐻

0

𝜎0
𝑧(𝑧𝑘)𝑑𝑦,

∫︁ 𝐻

0

𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)𝑑𝑦 = 0. (12)

Подставляя (11) в (12), учитывая, что при 𝑧 = 𝑧𝑘 величина 𝜎0
𝑧(𝑧𝑘) = const, решая

полученную систему уравнений относительно 𝑝0𝑥 и 𝑝0𝑧, окончательно находим

𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡) =

∫︁ 𝐻

0

[𝑞𝑧(𝑦) + 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)]𝑑𝑦,

𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡) =

∫︁ 𝐻

0

[𝑞𝑥(𝑦) + 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)]𝑑𝑦.

(13)

Объединяя (11) и (13), получаем систему для расчета кинетики остаточных напряже-
ний 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) в процессе ползучести во вращающемся упрочненном приз-
матическом образце. Начальные условия для этой системы следующие: 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 0) = 0;
𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 0) = 0.

Таким образом, если известны компоненты тензора деформаций ползучести
𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡), то величины 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) и 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡) определяются из си-
стемы (11), (13). Для определения деформации ползучести используется теория,
описывающая первую и вторую стадии ползучести и имеющая для рассматриваемого
в настоящей работе сложного напряженного состояния в призматическом образце
следующий вид [37]:

𝑝𝑗(𝑡) = 𝑣𝑗(𝑡) + 𝑤𝑗(𝑡);⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑣𝑥(𝑡) = (1 + 𝜇′′)𝛽𝑥(𝑡) − 𝜇′′(︀𝛽𝑥(𝑡) + 𝛽𝑧(𝑡)

)︀
,

𝑣𝑧(𝑡) = (1 + 𝜇′′)𝛽𝑧(𝑡) − 𝜇′′(︀𝛽𝑧(𝑡) + 𝛽𝑥(𝑡)
)︀
;

�̇�𝑗(𝑡) =

{︃
𝜆𝐵𝑗(𝑡), 𝐵𝑗(𝑡)𝜎𝑗(𝑡) > 0,

0, 𝐵𝑗(𝑡)𝜎𝑗(𝑡) 6 0,

𝐵𝑗(𝑡) = 𝑎(𝑆(𝑡)/𝜎**)𝑛−1(𝜎𝑗(𝑡)/𝜎
**) − 𝛽𝑗(𝑡), 𝑗 = 𝑥, 𝑧;

�̇�𝑧(𝑡) = 𝑐
(︁𝑆(𝑡)

𝜎**

)︁𝑚−1(︁𝜎𝑧(𝑡) − 1
2
𝜎𝑥(𝑡)

𝜎**

)︁
;

�̇�𝑥(𝑡) = 𝑐
(︁𝑆(𝑡)

𝜎**

)︁𝑚−1(︁𝜎𝑥(𝑡) − 1
2
𝜎𝑧(𝑡)

𝜎**

)︁
,

(14)
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где 𝑝𝑗(𝑡), 𝑣𝑗(𝑡), 𝑤𝑗(𝑡) — компоненты тензоров полной деформации ползучести, вяз-
копластической деформации и деформации вязкого течения соответственно; 𝜇′′ —
аналог коэффициента Пуассона для компонент 𝑣𝑥(𝑡), 𝑣𝑧(𝑡) (по рекомендации [37]
можно использовать 𝜇′′ = 0,42); 𝑆(𝑡) =

√︀
𝜎2
𝑥(𝑡) + 𝜎2

𝑧(𝑡) − 𝜎𝑥(𝑡)𝜎𝑧(𝑡) — интенсивность
напряжений; 𝜎**, 𝜆, 𝑎, 𝑛, 𝑐, 𝑚— параметры модели, методика идентификации которых
хорошо известна и изложена в [37].

Начальные условия для уравнений (14) имеют следующий вид:

𝑣𝑗(0) = 𝑤𝑗(0) = 𝛽𝑗(0) = 0, 𝑗 = 𝑥, 𝑧. (15)

С использованием теории ползучести (14) рассчитываются значения 𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡)
и 𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡), входящие в формулы (11) и (13). Эти величины рассчитываются численно
«шагами» по времени. Суть метода состоит в следующем. Сначала осуществляется дис-
кретизация по временной координате 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < · · · < 𝑡𝐾 = 𝑡* с шагом ∆𝑡𝑖 = 𝑡𝑖+1−𝑡𝑖
(𝑖 = 0, 1, . . . , 𝐾 − 1) и по пространственной переменной 0 = 𝑦0 < 𝑦1 < . . . < 𝑦𝑀 = 𝐻
(𝐻 — толщина образца, см. рис. 1). Пусть нам известны значения всех функций,
входящих в (14) в каждой точке (𝑡𝑖, 𝑦𝑗), а значит, известны и значения 𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖),
𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖). Тогда на основании (14) вычисляются приращения компонент деформа-
ции ползучести ∆𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖), ∆𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖) за шаг времени ∆𝑡𝑖, при этом приращения
соответствующих величин, входящих в дифференциальные соотношения (14), вычис-
ляются, например, по методу Эйлера. Далее находятся значения

𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖+1) = 𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖) + ∆𝑝𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖),

𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖+1) = 𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖) + ∆𝑝𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖),

а затем по формулам (11), (13) определяются 𝜎𝑥(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖+1), 𝜎𝑧(𝑦𝑗, 𝑧𝑘, 𝑡𝑖+1), и процесс
итерационно продолжается до достижения значением времени заданного интервала
расчета 𝑡 = 𝑡𝑁 = 𝑡*. На первом шаге при ∆𝑡0 = 𝑡1 − 𝑡0 используются начальные
условия (15) и значения напряжений 𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 0) и 𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 0) в момент приложения
температурно-силового нагружения.

Рассмотрим теперь температурно-силовую разгрузку после ползучести в момент
времени 𝑡 = 𝑡* + 0. Пусть сначала осуществляется силовая упругая разгрузка, т. е.
полагается 𝜔 = 0. Тогда получаем соотношения для остаточных напряжений из (11)

𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡
*) =

𝐸1

1 − 𝜈2
[︀(︀
𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡

*) + 𝜈𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡
*)
)︀
−

−
(︀
𝑞𝑧(𝑦) + 𝜈𝑞𝑥(𝑦)

)︀
−
(︀
𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡

*) + 𝜈𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡
*)
)︀]︀
,

𝜎𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡
*) =

𝐸1

1 − 𝜈2
[︀(︀
𝑝0𝑥(𝑧𝑘, 𝑡

*) + 𝜈𝑝0𝑧(𝑧𝑘, 𝑡
*)
)︀
−

−
(︀
𝑞𝑥(𝑦) + 𝜈𝑞𝑧(𝑦)

)︀
−
(︀
𝑝𝑥(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡

*) + 𝜈𝑝𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡
*)
)︀]︀
.

(16)

Чтобы найти остаточные напряжения после температурной разгрузки с температуры
𝑇1 до температуры 𝑇0, достаточно в (16) 𝐸1 заменить на 𝐸0.

6. Результаты расчетов и их анализ
В модельных расчетах использовался призматический образец из сплава ЭП742

с геометрическими размерами 10×10×150 мм после ультразвукового (механическо-
го) упрочнения1 при нормальной («комнатной») температуре 𝑇0 = 20 ∘C (модуль

1Здесь величина параметра анизотропии в формулах (5) 𝛼 = 1 и остаточное напряженно-деформи-
рованное состояние задается соотношениями (7).
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Юнга при этой температуре 𝐸0 = 2.21 · 105 МПа). Расчет релаксации остаточ-
ных напряжений осуществлялся при температуре 𝑇1 = 650 ∘C (модуль Юнга при
этой температуре 𝐸1 = 1.79 · 105 МПа) при четырех значениях скорости вращения
𝜔 = {1500; 2000; 2500; 3000} об/мин и длительности «испытаний» 100 ч. Плотность
материала 𝜌 = 83200 г/м3, коэффициент 𝜈 = 1/3 полагался независимым от темпе-
ратуры. Численные значения геометрических параметров (см. рис. 1) следующие:
𝑅1 = 517 мм, 𝑅2 = 667 мм. Значения параметров модели ползучести (14) сплава
ЭП742 при температуре 650 ∘C приведены в [38]: 𝜎** = 500 МПа; 𝜆 = 0.022 1/ч;
𝑎 = 6.1 · 10−3; 𝑛 = 3.29; 𝑚 = 14.3; 𝑐 = 0.722 · 10−6.

Расчеты для оценки кинетики остаточных напряжений во вращающемся образце
в условиях ползучести выполнялись в пяти сечениях при значениях 𝑧 = 0 (условно —
«корневое» сечение), 37.5 мм, 75.0 мм, 112.5 мм, 150.0 мм (условно — «хвостовое»
сечение).

На первом этапе выполнена реконструкция напряженно-деформированного со-
стояния образца из сплава ЭП742 после ультразвукового упрочнения его грани с
использованием экспериментальных данных для режима упрочнения, длительностью
20 с, приведенных для компоненты 𝜎res

𝑥 = 𝜎res
𝑥 (𝑦) в работе [12] и представленных на

рис. 2 сплошной линией. Используя методику этой работы, определены параметры
аппроксимации (6): 𝜎0 = 119.2 МПа; 𝜎1 = 1230.7 МПа; 𝑏 = 0.097 мм. Результаты
аппроксимации приведены на рис. 2 штриховой линией. И, наконец, с использованием
(6) и (7) определены компоненты тензоров остаточных напряжений и пластических де-
формаций. Еще раз отметим, что в соотношениях (5) при ультразвуковом упрочнении
параметр анизотропии упрочнения 𝛼 = 1.

На втором этапе выполнялся расчет осевых остаточных 𝜎0
𝑧(𝑧), вызванных вра-

щением, по формуле (4) при различных значениях 𝜔. Соответствующие графики
приведены на рис. 3.

Рис. 2. Экспериментальная (сплошная ли-
ния) и расчетная (штриховая линия) эпю-
ры остаточных напряжений в поверхност-
ном слое призматического образца (сплав
ЭП742) после ультразвукового упрочнения

Fig. 2. Experimental (solid line) and
calculated (dashed line) profiles of residual
stresses in the surface layer of a prismatic
sample (EP742 alloy) after ultrasonic

strengthening

Рис. 3. Распределение осевого напряже-
ния 𝜎0

𝑧 в сечениях образца при различной
скорости вращений 𝜔: 1 — 1500 об/мин;
2 — 2000 об/мин; 3 — 2500 об/мин; 4 —

3000 об/мин

Fig. 3. Distribution of the axial stress 𝜎0
𝑧 in

the cross-sections of the sample at different
rotation speeds 𝜔: 1 — of 1500 rpm; 2 — of
2000 rpm; 3 — of 2500 rpm; 4 — 3000 rpm
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На заключительном этапе выполнялся расчет релаксации остаточных напряжений
в процессе ползучести образца за время 100 ч в условиях температурно-силового
нагружения с последующей температурно-силовой разгрузкой образца в момент вре-
мени 𝑡* = 100 ч. Наибольший интерес представляет анализ кинетики компоненты
𝜎𝑧(𝑦, 𝑧𝑘, 𝑡), поскольку здесь на первоначально наведенное после процедуры упрочнения
напряженное состояние накладывается «рабочее» внешнее напряжение, вызванное
вращением образца. В качестве примера на рис. 4, a–в приведены эпюры распределе-
ния этой компоненты при 𝜔 = 1500 об/мин (157.1 рад/с) в сечениях 𝑧 = 0, 𝑧 = 75 мм
и 𝑧 = 150 мм соответственно, и аналогично на рис. 4, г–е приведены зависимости
в «корневом» сечении 𝑧 = 0 при 𝜔 = 2000 об/мин (209.4 рад/с), 𝜔 = 2500 об/мин
(261.8 рад/с), 𝜔 = 3000 об/мин (314.2 рад/с). Отметим, что распределение оста-
точных напряжений 𝜎𝑧 в «хвостовом» сечении (рис. 4, в) не зависит от величины
угловой скорости 𝜔, поскольку осевое растягивающее напряжение от вращения при
𝑧 = 150 мм в этом сечении отсутствуют. Здесь фактически наблюдается релаксация
остаточных напряжений в условиях чистой термоэкспозиции.

Анализ зависимостей на рис. 4, а–в свидетельствует, что при 𝜔 = 1500 об/мин
релаксация напряжений в сечениях, где осевое растягивающее напряжение выше,
происходит менее интенсивно, чем в «хвостовом» сечении (𝑧 = 150 мм), где осевая
нагрузка от вращения равна нулю.

Это следует из сравнения кривой 1, которая соответствует распределению напря-
жения 𝜎𝑧 после процедуры упрочнения, с кривой 6, которая соответствует распреде-
лению этой компоненты после ползучести в течение 100 ч с последующей темпера-
турно-силовой разгрузкой. Аналогичный эффект наблюдался при 𝜔 = 2000 об/мин
и 𝜔 = 2500 об/мин. Отметим, что максимальные осевые растягивающие напряжения
от вращения в «корневом» сечении не превосходят 500 МПа (см. рис. 3) при этих трех
значениях угловой скорости. Таким образом, в этом диапазоне изменения 𝜔 наличие
растягивающих осевых напряжений приводит к замедлению процесса релаксации
остаточных напряжений по сравнению с условиями чистой термоэкспозиции в сечении
𝑧 = 150 мм, где ползучесть происходит только под действием остаточных (собствен-
ных) напряжений. Аналогичный нетривиальный вывод получен и в работе [35] при
исследовании релаксации остаточных напряжений во вращающемся цилиндрическом
образце.

а / a б / b
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в / c г / d

д / e е / f

Рис. 4. Кинетика компоненты остаточных напряжений 𝜎𝑧(𝑦, 𝑡) в условиях ползучести при
𝜔 = 1500 об/мин в сечениях 𝑧 = 0 (а ), 𝑧 = 75 мм (б), 𝑧 = 150 мм (в); в сечении 𝑧 = 0
при 𝜔 = 2000 об/мин (г), при 𝜔 = 2500 об/мин (д), при 𝜔 = 3000 об/мин (е). Расчетные
значения: 1 — после процедуры упрочнения при 20 ∘C в момент времени 𝑡 = 0− 0; 2 — после
температурной нагрузки до 650 ∘C в момент времени 𝑡 = 0+ 0; 3 — после силовой нагрузки от
вращения при 650 ∘C в момент времени 𝑡 = 0 + 0; 4 — после ползучести при температурно-
силовой нагрузке при 650 ∘C в момент времени 𝑡 = 100− 0 ч; 5 — после силовой разгрузки
при 650 ∘C при 𝑡 = 100 + 0 ч; 6 — после температурной разгрузки до 20 ∘C в момент времени

𝑡 = 100 + 0 ч

Fig. 4. The kinetics of residual stresses component 𝜎𝑧(𝑦, 𝑡) under creep conditions at 𝜔 = 1500 rpm
in sections 𝑧 = 0 (a), 𝑧 = 75 mm (b), 𝑧 = 150 mm (c); in the section 𝑧 = 0 at 𝜔 = 2000 rpm (d),
at 𝜔 = 2500 rpm (e), at 𝜔 = 3000 rpm (f). Calculated values: 1 — after the hardening procedure
at 20 ∘C at time 𝑡 = 0−0; 2 — after temperature loading up to 650 ∘C at time 𝑡 = 0+0; 3 — after
force loading from rotation at 650 ∘C at time 𝑡 = 0 + 0; 4 — after creep under temperature-force
loading at 650 ∘C at time 𝑡 = 100−0 h; 5 — after force unloading at 650 ∘C at time 𝑡 = 100+0 h;

6 — after temperature unloading to 20 ∘C at time 𝑡 = 100 + 0 h

Проанализируем теперь процесс релаксации остаточных напряжений 𝜎𝑧 в «корне-
вом» сечении (𝑧 = 0) в зависимости от величин угловой скорости, сравнивая кривые
1 и 6 на рис. 4, а, г–е. Здесь наблюдается немонотонная зависимость скорости
релаксации от 𝜔 (или то же самое — от осевого растягивающего напряжения): при
𝜔 ∈ [1500; 2000] об/мин процесс релаксации замедляется (значения напряжения 𝜎𝑧
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при 100 часах (кривая 6) по модулю увеличиваются) с увеличением 𝜔; затем при
𝜔 = 2500 об/мин процесс релаксации интенсифицируется (значения напряжения 𝜎𝑧
(кривая 6 на рис. 4, д) по модулю начинают уменьшаться по сравнению с графиком
на рис. 4, г), а при 𝜔 = 3000 об/мин они практически полностью релаксируют (кривая
6 на рис. 4, е) и их распределение по координате 𝑦 ∈ [0, 10] мм при 𝑡 = 100 ч до
температурно-силовой разгрузки (кривая 4) совпадает со значением растягивающей
осевой нагрузки от вращения (см. рис. 3, кривая 4 при 𝑧 = 0).

Анализ интенсивности релаксации остаточных напряжений 𝜎𝑧 по длине вращаю-
щегося образца показал монотонное увеличение степени релаксации от «корневого»
сечения (𝑧 = 0) до «хвостового» сечения (𝑧 = 150 мм) для 𝜔 = {1500; 2000; 2500}
об/мин, при этом максимальные значения осевого растягивающего напряжения от
вращения в «корневом» сечении изменяются от 182.3 до 506.4 МПа (см. рис. 3).
Однако при 𝜔 = 3000 об/мин, что соответствует уровню растягивающих напряже-
ний от вращения 729 МПа при 𝑧 = 0, ситуация становится иной и наблюдается
немонотонная зависимость степени релаксации в сечениях по длине образца: при
𝑧 = 0 происходит полная релаксация остаточных напряжений 𝜎𝑧; далее до 𝑧 = 75 мм
происходит монотонное замедление процесса релаксации, а для значений 𝑧, больших
75 мм, вновь монотонное увеличение скорости релаксации, но в «хвостовом» сечении
уровень сжимающих остаточных напряжений еще достаточно высокий, в частности
при 𝑦 ∈ [0; 0.1] мм величина 𝜎𝑧(𝑦) = −560 МПа.

Полученные результаты могут быть использованы для оценки эффективности
поверхностно пластического упрочнения для вращающихся деталей авиационной тех-
ники в условиях высокотемпературной ползучести, поскольку никелевый сплав ЭП742
(ХН62БМКТЮ) широко применяется в конструкциях газотурбинных авиационных
двигателей.

Заключение

Предложена и реализована методика расчета релаксации остаточных напряжений
во вращающемся поверхностно упрочненном призматическом образце, закреплен-
ном на абсолютно жестком диске, в условиях ползучести с начальным напряженно-
деформированным состоянием после процедуры ультразвукового упрочнения. Иссле-
довано влияние скорости вращения на кинетику остаточных напряжений в модельных
расчетах для односторонне упрочненного призматического образца 10×10×150 мм
из сплава ЭП742 при температуре 650 ∘C и четырех значениях угловой скорости
𝜔 = {1500; 2000; 2500; 3000} об/мин.

Выполненные модельные расчеты скорости релаксации остаточных напряжений
при 𝜔 = {1500; 2000; 2500} об/мин позволили установить нетривиальный эффект
замедления релаксации остаточных напряжений в более нагруженных осевой растя-
гивающей нагрузкой от вращения сечениях призматического образца по сравнению
с менее нагруженными, при этом в «хвостовом» сечении, где осевая нагрузка от
массовых сил равна нулю, релаксация наиболее интенсивная. Но при 𝜔 = 3000 об/мин
этот эффект не наблюдается и в «корневом» сечении происходит полная релаксация
остаточных напряжений, а в других сечениях наблюдается немонотонный харак-
тер интенсивности релаксации остаточных напряжений по длине призматического
образца.

Полученные результаты могут быть полезны при оценке эффективности поверх-
ностно-пластического упрочнения вращающихся деталей, например газотурбинного
двигателя, в условиях высокотемпературной ползучести.
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Аннотация. В работе кратко описывается развитие информа-
ционно-технических средств с применением биометрических
данных, в частности параметров походки человека. Описыва-
ются проблемы оценки параметров походки с помощью аксе-
лерометра мобильного телефона в реальных условиях. Обос-
новывается актуальность настоящего исследования в области
разработки алгоритмов оценки биометрических показателей
походки по данным носимых устройств. Рассматриваются ос-
новные подходы к обработке данных акселерометра носимых
устройств, указываются основные недостатки и проблемы при
повышении качества оценки параметров походки. Описывается
алгоритм обработки данных акселерометра мобильного телефо-
на. В предлагаемом алгоритме отбор шаблонов движений при
походке в регистрируемых данных осуществляется на основе
статистической информации в рамках «плавающего» времен-
ного окна (частотная компонента с максимальным вкладом
в спектре сигнала акселерометра, длительностью отбираемых
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временных сегментов), а также на основе значения коэффициента корреляции, отбираемых
временных сегментов. На этапе сегментации данных временное окно для поиска сегментов
движений, а также допустимые пороги отбора движений по их длительности изменяются
в зависимости от индивидуальных особенностей походки и активности человека. Класси-
фикация отобранных сегментов по характеру движений походки осуществляется на основе
нейронной сети прямого распространения. В качестве функции активации для скрытых слоев
в работе применялся сигмоид, а для выходного слоя — нормализованная экспоненциальная
функция. Обучение нейронной сети происходило методом градиентного обратного спуска с
кросс-энтропией в качестве критерия оптимизации. За счет отбора сегментов с высоким ко-
эффициентом корреляции классификация данных показывает качество различения движений
выше 95%.
Ключевые слова: алгоритм, походка, движения, выделение, классификация, акселерометр,
мобильный телефон, носимое устройство
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Abstract. This paper briefly describes the development of information technology tools using
biometric data, in particular, human gait parameters. The problems of assessing gait parameters
using a mobile phone accelerometer in real conditions are briefly described. The relevance of
this research is substantiated in the field of developing algorithms for assessing biometric gait
indicators based on data from wearable devices. The main approaches to the processing of wearable
device accelerometer data are considered, the main shortcomings and problems in improving the
quality of gait parameter estimation are indicated. The algorithm for processing data from a mobile
phone accelerometer is described. In the proposed algorithm, the selection of movement patterns
during gait in the recorded data is carried out on the basis of statistical information within the
“floating” time window (frequency component with the maximum contribution to the spectrum of
the accelerometer signal, the duration of the selected time segments), as well as on the basis of
the value of the correlation coefficient, selected time segments. At the stage of data segmentation,
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the time window of searching of movement segments, as well as the allowable thresholds of
selecting movements by their duration, change depending on the individual characteristics of the
gait and human activity. The classification of the selected segments according to the nature of
gait movements is carried out on the basis of a feed-forward neural network. The sigmoid was
used as the activation function for the hidden layers, and the normalized exponential function was
used for the output layer. The neural network was trained using the gradient backdescent method
with cross entropy as an optimization criterion. Due to the selection of segments with a high
correlation coefficient, the classification of data shows the quality of distinguishing movements
above 95%.
Keywords: algorithm, gait, movements, selection, classification, accelerometer, mobile phone,
wearable device
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Введение

Развитие информационных технологий и электроники позволяет по-новому взгля-
нуть на решение многих задач, в частности сбора и обработки биометрической
информации. Одним из типов биометрической информации является походка челове-
ка. Несмотря на то что исследование особенностей походки человека и разработка
информационно-технических средств регистрации и оценивания параметров походки
осуществляются не первое десятилетие, данное направление по-прежнему является
актуальным. Защита данных и аутентификация, персонализированная медицина,
игровая индустрия и другие направления гражданской и военной отрасли используют
данные о параметрах походки человека [1–3]. Причем все большее внимание уделяет-
ся не только распознаванию различных видов деятельности (совершаемых движений),
но и их цикличности, зависимости результатов оценки параметров движений от раз-
личных факторов. Увеличиваются требования к достоверности оценивания [1,4–6].

Существуют различные подходы к регистрации параметров походки: видеокамеры,
система из нательных датчиков, в том числе стационарные системы, датчики носимых
устройств [7–12]. Такие носимые устройства, как мобильный телефон или смарт-
браслеты, имеют в своем составе датчики акселерометра или гироскопа и находятся
в постоянном контакте с человеком, что позволяет осуществлять постоянный монито-
ринг движений человека на основе встроенных датчиков в скрытом («прозрачном»)
для человека режиме. Одними из особенностей измерения и недостатками систем
контроля движений человека, построенных на основе носимого устройства, являются
наличие одного измерительного датчика (измерение в одной точке пространства в
один момент времени) и влияние различных факторов на результаты измерения [1,13].
К таким факторам относятся: произвольное месторасположение и случайная смена
местоположения телефона; отсутствие жесткой фиксации мобильного телефона к
телу человека (имеются работы с жесткой фиксацией мобильного телефона, но они
не получили дальнейшего практического внедрения); конструктивные особенности
телефона (место расположения и ориентация датчика внутри телефона); метроло-
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гические характеристики датчика и регистрация изменения ускорения свободного
падения (косвенные измерения параметров движения). Поскольку при совершаемых
движениях (походке) задействуется большое количество мышц, связок, суставов,
участков нервной системы и при моделировании описывается многопараметрической
моделью движения, то задача оценки параметров походки и возможных особенностей
функционирования костной и нервно-мышечной системы (в частности, постановка
диагноза заболевания) по ограниченному набору датчиков (для носимых устройств —
по одному датчику) является некорректной, что усложняет процесс оценки движений
и физиологических параметров человека. Таким образом, задача разработки новых
алгоритмов автоматизированного сбора и обработки данных с датчиков носимых
устройств для повышения качества оценки параметров движений и физиологических
особенностей человека по-прежнему актуальна.

Целью данной работы является повышение качества оценки движений (походки)
по данным акселерометра мобильного телефона за счет разработки алгоритма на
основе нейросетевых технологий.

1. Подходы к обработке данных

В общем виде алгоритмы обработки данных походки на основе акселерометра
мобильного телефона сводятся к следующим шагам: предварительная обработка,
включая распознавание активности и фильтрацию сигнала от помех, затем вы-
полняется процедура выделения границ повторяющихся движений (сегментация) с
нормализацией, после нее осуществляется анализ отобранных сегментов и сравнение
с персональной моделью. Применяемые подходы характеризуются вычислительной
сложностью и, соответственно, скоростью распознавания (получения результатов).

Получаемые с акселерометрического датчика временные ряды несут в себе высоко-
частотные шумы, которые получаются в результате случайного перемещения мобиль-
ного телефона, ошибки смещения и т.п., поэтому на этапе предварительной обработки
применяют фильтрацию на основе оконного усреднения или вейвлет-разложения и
реконструкции [14]. Однако, как отмечается в работе [1], положительный эффект от
предварительной фильтрации носит ограниченный характер и для устранения шумов
требуется системный подход более высокого уровня.

Распознавание активности зачастую совмещается с процедурой сегментации и
направлено на выделение во временных радах движений, относящихся к походке
человека, исключая другие типы движения. Распознавание активности осуществ-
ляется по пороговым критериям в рамках временного окна, на основе различных
классификаторов по базовым признакам регистрируемых сигналов и автокорреляции.

Сегментация выполняется по циклически появляющимся паттернам при повто-
рении одних и тех же движений (при цикличности) или на основе временных окон
(фреймов). К первому типу сегментации относят алгоритмы, основанные на обработ-
ке экстремумов в рамках временного окна, пересечении нуля, вектора значимости,
фазы движений, корреляции и динамических вариаций. После выделения сегментов
уточняют размер временного окна и нормализуют выделенные сегменты по времени
(наиболее часто с применением процедуры динамической деформации времени DWT).
Сегментация на основе фреймов позволяет выделять циклические движения на ко-
ротких временных интервалах (малом количестве цикличных движений), однако у
данного подхода имеется недостаток, связанный с четкой границей временных окон, —
они не учитывают временные изменения походки и фазу движений.

На основе выделенных шаблонов движений на этапе сегментации формируется мо-
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дель походки человека. Наилучшим образом зарекомендовали себя методы построения
моделей на основе полученных признаков походки во временной, частотной обла-
сти или описанные статистическими показателями. На основе полученных моделей
осуществляется дальнейшее различение и классификация регистрируемых движе-
ний. Для различения и классификации движений выполняют сравнение входных
последовательностей с имеющимися шаблонами или применяют методы машинного
обучения [15].

Особое внимание при оценке параметров походки по данным акселерометра мо-
бильного устройства уделяется влиянию различных факторов на результаты оценки.
S. Sprager и M. B. Juric [1] отмечают два аспекта изменения индивидуальной модели
походки. Первый связан с физиологическими изменениями (бессознательные изме-
нения) и психологическими (контролируемые и неконтролируемые [16–18]). Второй
аспект связан с внешними факторами (одежда, поверхность дороги, дополнительная
нагрузка на костно-мышечную систему организма). По нашему мнению, следует
различить факторы, приводящие к изменению самой походки человека, и факторы,
связанные с погрешностями измерений, которые искажают представление о поход-
ке [12]. В первом случае изменения походки должны учитываться в индивидуальной
модели походки, а во втором случае необходима компенсация влияния внешних
факторов для повышения точности оценки индивидуальных показателей походки.
В системах безопасности на этапе аутентификации пользователя влияние внешних
факторов может быть учтено в индивидуальной модели. В системах персонализирован-
ной медицины, наоборот, необходимо точно оценивать индивидуальные особенности
походки без мешающих факторов. Задача компенсации мешающих факторов является
непростой. К примеру, на рис. 1 показано влияние перемещения мобильного устрой-
ства на результаты измерения в зависимости от типа штанов, а на рис. 2 — изменение
походки в зависимости от типа обуви. Как видно из представленных на рисунках
данных, погрешности измерений существенно влияют на точность оценки парамет-
ров походки — при неизменной походке (измерения проводились друг за другом,
накопленные данные усреднялись) форма регистрируемых сигналов с акселерометра
мобильного телефона изменяется. На рис. 1 и 2 представлены данные для одного
испытуемого, остальные испытуемые имеют собственные коэффициенты отклонения,
но общий тренд изменений соответствует приведенным результатам.

Рис. 1. Влияние типа штанов на результаты оценки походки

Fig. 1. Influence of pants type on gait scores
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Рис. 2. Влияние типа обуви на результаты оценки походки

Fig. 2. Effect of shoe sole type on gait scores

В большинстве исследований анализ походки по данным мобильного телефона
проходил в лабораторных условиях, при которых измерения осуществлялись в контро-
лируемых условиях с минимизацией внешних факторов, присутствующих при походке
в повседневной жизни. На практике акселерометр мобильного телефона кроме поход-
ки человека очень часто фиксирует шумы, которые связаны с движениями человека,
не относящимися к походке (перемещение телефона в пространстве, движения при
стоянии на месте и другие двигательные действия). На рис. 3 эти мешающие движе-
ния отражены слева и справа, а сама походка фиксируется в середине. В процедуре
сегментации попадаются временные интервалы, которые по локальным минимумам и
длительности интерпретируются как полезные движения (рис. 4 — красные отметки
указывают на времена определения полезных движений).

Также на практике возможны ситуации, когда во временных рядах появляются два
близких отчета, относящиеся к одному движению, но принадлежащие двум соседним
временным окнам (фреймам). В этом случае появляется вероятность включения в
результат сегментации двойных шаблонов (рис. 5 — среднее движение определилось
дважды, что отражено в плоском пике красной отметки начала сегмента).

Рис. 3. Пример исходных данных для обработки (цвет онлайн)
Fig. 3. Example of initial data for processing (color online)
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Рис. 4. Пример ложного принятия решений о присутствии движения чело-
века (левая часть графика) (цвет онлайн)

Fig. 4. Example of false decision making about the presence of human
movement (left side of the graph) (color online)

Рис. 5. Пример двойного отбора сегмента данных (средний пик красного цвета) (цвет онлайн)
Fig. 5. Example of double sampling of a data segment (middle peak in red) (color online)

2. Алгоритм обработки

В качестве алгоритма обработки данных акселерометра мобильного телефона
для оценки параметров походки предлагается алгоритм, представленный на рис. 6.
Поскольку время оценки биометрических показателей походки не сильно критично
задержкам (как для процедуры аутентификации, так и для медицинской диагностики),
т.е. с учетом большого количества негативных факторов, оказывающих влияние на
результаты оценки, задержка в получении оценочных данных в несколько минут
допускается (важно качество получаемых оценок), то осуществляется накопление
данных в рамках временного окна 𝑇 . В качестве критерия функционирования ал-
горитма выступает критерий отбора наиболее «удачных» шаблонов, которые имеют
наименьшие искажения (резкие всплески, смены движений и т. п.) от кратковремен-
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ных факторов. Отбор шаблонов с наименьшими искажениями, которые наиболее
четко отражают индивидуальные особенности походки, а не шумы, позволяет каче-
ственнее осуществлять процедуры коррекции индивидуальной модели, кластеризации
и классификации.

Рис. 6. Алгоритм обработки / Fig. 6. Processing algorithm

В рамках временного окна 𝑇 удаляется постоянная составляющая и по спек-
тру сигнала определяются частотная составляющая с максимальным вкладом 𝐹𝑠𝑟,
соответствующий ей период 𝑇𝑠𝑟, а также по временной последовательности — сред-
неквадратическое отклонение 𝑆𝑇𝐷 и локальное временное окно Temp для поиска
локальных минимумов при сегментации данных. Временное окно 𝑇𝑒𝑚𝑝 формируется
в два раза больше основного периода колебаний (движений) с целью попадания в
𝑇𝑒𝑚𝑝 всего движения. Локальное временное окно рассчитывается по следующей
формуле:

𝑇𝑒𝑚𝑝 =]2 × 𝑇𝑠𝑟 × 𝐹𝑑[, (1)

где 𝐹𝑑— частота дискретизации.
Далее скользящим окном 𝑇𝑒𝑚𝑝 (с шагом, равным величине окна 𝑇𝑒𝑚𝑝) по времен-

ной последовательности 𝑇 осуществляется процедура сегментации на основе поиска
локальных экстремумов (в зависимости от выбранных настроек по минимумам или
максимумам) внутри окна 𝑇𝑒𝑚𝑝. Модуль значения найденного экстремума сравнива-
ется со среднеквадратическим отклонением 𝑆𝑇𝐷, и в случае превышения значения
𝑆𝑇𝐷 фиксируется время появления экстремума 𝑡𝑖, шаблон движения (как сегмент
данных между предыдущим и текущим экстремумом) 𝑠ℎ𝑖 и длительность шаблона
𝑡𝑠𝑖. Сравнение величины экстремума со среднеквадратическим отклонением позво-
ляет отбросить сегменты с присутствием случайных всплесков и других случайных
движений. Модуль берется для отрицательных значений (минимумов). Это позволяет
сохранять индивидуальные особенности сегментов (движений) и не искажать форму
сигнала в отличие от алгоритмов с фильтрацией на основе скользящего среднего.
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Полученные наборы 𝑡𝑖, 𝑠ℎ𝑖. 𝑡𝑠𝑖 сортируются по возрастанию относительно набора
𝑡𝑠𝑖, по которому далее определяют значение медианы 𝑆𝑅. Использование медианы
вместо среднего значения позволяет снизить количество выбросов (сегментов, которые
по длительности не характерны длительностям основной массы отобранных сегментов)
в отобранных сегментах. На основании медианы рассчитывается допустимый интервал
отклонения длительности сегментов ∆ от медианы как

±∆ = 𝑆𝑅±
]︂
𝑆𝑅× 𝐼𝑛𝑡

100

[︂
, (2)

где 𝐼𝑛𝑡— допустимый процент отклонения длительности движений от медианы в
процентах. Коэффициент 𝐼𝑛𝑡 индивидуален для каждого человека, на начальном
этапе обучения алгоритма может составлять 10%.

Отбор сегментов по длительности осуществляется на основе выражения 𝑆𝑅−∆ <
< 𝑡𝑠𝑖 < 𝑆𝑅 + ∆. Сегменты (и информация о них), не удовлетворяющие данному
критерию, отбрасываются. Среди отобранных сегментов определяется сегмент 𝑠ℎ𝑖
с минимальной длительностью 𝑚𝑖𝑛(𝑡𝑠𝑖), до которой осуществляется процедура де-
цимации остальных отобранных сегментов. После децимации вычисляется значение
корреляции между полученными сегментами и отбрасываются сегменты, которые
имеют корреляцию с большинством сегментов менее установленного порога (в работе
применялся порог 0.9).

3. Результаты и выводы
Практическая проверка предложенного алгоритма показала повышение качества

отбора сегментов (рис. 7), которые относятся непосредственно к движениям человека
(походке).

Рис. 7. Пример отбора информативных временных отрезков
предложенным алгоритмом (цвет онлайн)

Fig. 7. An example of the selection of informative time intervals
by the proposed algorithm (color online)

В результате применения предложенного алгоритма исключаются случаи перепу-
тывания мешающих движений с полезными движениями, дублирование сегментов.
За счет отбора по значению коэффициента корреляции удаляется часть сегментов,
имеющих существенные искажения в данных, — к ним относятся движения, зареги-
стрированные при разных местоположениях мобильного телефона, или «некорректно»
выполненные движения (спотыкания, резкая остановка или смена вида движения
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и т.п.), а также случайные всплески в данных, вызванные действием случайных
кратковременных факторов.

В качестве нейросетевого классификатора в работе применялась сеть прямого
распространения. На входы классификтора подаются отобранный сегмент, коэффи-
циент корреляции, среднее значение и среднеквадратическое отклонение значений
ускорения (данных с датчика акселерометра) в сегменте. Классификатор оценивает
принадлежность сегмента к одному из движений и принадлежность самого движе-
ния к человеку, на модели (данных) которого обучался классификатор. В случае
положительного решения классификатора анализируется тренд изменения оценивае-
мых параметров и при необходимости осуществляется перестройка индивидуальной
модели с переобучением классификатора.

Обучение нейросетевого классификатора (рис. 8) выполнялось методом гради-
ентного обратного спуска с кросс-энтропией в качестве критерия оптимизации. На
рис. 8 зеленые блоки показывают процент правильного различения событий (номер

Matrix of errors of the neural network
classifier at the testing stage
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Рис. 8. Результаты классификации на 4 группы
(цвет онлайн)

Fig. 8. Classification results into 4 groups
(color online)

строки означает номер класса на выхо-
де нейронной сети и равняется номеру
столбца, означающему ожидаемый но-
мер класса на выходе нейронной сети
до принятия решения о принадлежности
к классу), красные блоки — процент пе-
репутывания события (номер класса на
выходе нейронной сети не соответствует
ожидаемому номеру класса).

В качестве функции активации ис-
пользовались сигмоид для скрытых сло-
ев и нормализованная экспоненциальная
функция для выходного слоя. Вероят-
ность правильного различения сигналов
классификатором составляла 0.95 при ко-
личестве скрытых слоев не менее 100.
При снижении количества скрытых слоев
до 10 вероятность правильного различе-
ния данного классификатора снижалась
до 0.9. Различение только собственных
движений испытуемого составляло 100%.
Таким образом, предложенный алгоритм
кроме отбора информативных временных
отрезков (относящихся к движениям) с

датчика акселерометра осуществляет отбор сегментов с наилучшей корреляцией в
рассматриваемом временном интервале с целью наполнения базы данных шаблонов
движения человека. Благодаря коррекции границ допуска на этапе сегментации появ-
ляется возможность отслеживать изменения в скорости походки и корректировать
интервалы временного окна в процедуре сегментации. На основе применения нейро-
сетевого классификатора осуществляется оценка типа движения и устанавливается
принадлежность движения определенному человеку.
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Аннотация. В работе предлагается подход к оптимизации разработки нефтяных месторож-
дений. Целевая функция включает взвешенные квадраты целевых показателей разработки
и регуляризирующие добавки, в которых коэффициенты ищутся адаптивно. Регуляризи-
рующие добавки обеспечивают выполнение ограничений на оптимизируемые параметры и
быструю сходимость процесса оптимизации. При минимизации целевой функции выполняется
линеаризация целевых показателей, и значения оптимизируемых параметров на очередной
итерации ищутся путем решения системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ),
получаемой из минимизации квадратичного функционала. Значения целевых показателей и
их чувствительности к оптимизируемым параметрам вычисляются путем гидродинамического
3D-моделирования для модели месторождения, полученной в результате автоадаптации за
период, предшествующий периоду оптимизации. Расчеты выполняются в распределенной
вычислительной системе, состоящей из многоядерных персональных компьютеров. Для прове-
дения апробации предлагаемого подхода была использована модель участка месторождения
высоковязкой нефти Республики Татарстан. Оптимизация проведена с различными весовыми
коэффициентами и желательными значениями добычи нефти в соответствующем целевом
показателе. Показано, что оптимизированные планы обеспечивают более эффективную разра-
ботку нефтяного месторождения по сравнению с планом, использованным на практике. Вместе
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с этим оптимальный план, построенный по адаптированной модели месторождения на ранней
стадии разработки, оптимизирует разработку и для модели, адаптированной на основе данных,
полученных за весь период разработки месторождения. Это позволяет сделать вывод, что
планы разработки, построенные по модели, адаптированной на основе данных, полученных за
короткий срок, будут примерно в той же степени оптимизировать и характеристики добычи
для реального месторождения. Время решения оптимизационных задач, содержащих около
500 параметров, в распределенной вычислительной системе составило около суток.
Ключевые слова: оптимизация разработки нефтяных месторождений, гидродинамическое 3D-
моделирование, автоадаптация модели месторождения, прогноз характеристик нефтедобычи,
цифровая модель нефтяных месторождений
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Abstract. The paper proposes an approach to optimizing the development of oil fields. The
objective function includes weighted squares of development target indicators and regularizing
terms, in which the coefficients are searched adaptively. Regularizing terms ensure the fulfillment
of restrictions on the optimized parameters and the rapid convergence of the optimization process.
When minimizing the objective function, linearization of the target indicators is performed, and
the values of the optimized parameters at the next iteration are sought by solving the system
of linear algebraic equations obtained from minimizing the quadratic functional. The values of
the target indicators and their sensitivity to the parameters being optimized are calculated by
fluid dynamic 3D modeling for the oil reservoir model obtained as a result of history matching
for the period preceding the optimization period. Calculations are performed in a distributed
computing system consisting of multi-core personal computers. To test the proposed approach, a
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model of a high-viscosity oil field in Tatarstan was used. The optimization was carried out with
various weighting factors and desired oil recovery values in the corresponding target indicator. It
is shown that the optimized plans provide more efficient development of the oil field compared to
the plan used in practice. At the same time, the optimal plan, built on the basis of a reservoir
model history-matched at an early stage of development, optimizes development for a model
history-matched throughout the entire period of field development. This allows us to conclude
that development plans obtained from a model history-matched using a short time period will
optimize production characteristics for a real field to about the same extent. The time for solving
optimization problems containing about 500 parameters in a distributed computing system was
about a day.
Keywords: optimization of oil field development, fluid dynamic 3D modeling, history matching
of the reservoir model, prediction of oil production characteristics, digital model of oil reservoirs
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Введение

Оптимальное управление и точность прогнозов являются важными факторами,
определяющими эффективность разработки нефтяных месторождений. Целевая функ-
ция и характеристики используемого метода оптимизации, включающие выполнение
технологических ограничений, влияют на корректность определения оптимальных
параметров, а адекватность используемых цифровых моделей месторождений — на
точность прогнозов нефтедобычи. Задачи оптимизации разработки нефтяных ме-
сторождений изучаются многими авторами (см., например, [1–16]). Чаще всего
исследуются задачи оптимизации и режимов добычи, но часть авторов рассматривают
и проблему оптимизации расположения скважин (см., например, [1,2]).

Для поиска минимума целевой функции применяются различные методы, в том
числе статистические, метод роя частиц (например, [3,4]) и генетические алгоритмы
(например, [5]). Эти методы, как правило, требуют большого количества итераций.
Для сокращения вычислительных затрат вместо полного гидродинамического моде-
лирования предлагается также выбирать суррогатные модели («прокси-модели»), в
качестве которых могут использоваться эмпирические зависимости (например, [6])
или обученные нейронные сети (см., например, [7,8]). Очевидно, что применение сур-
рогатных моделей приводит к снижению качества прогноза, поэтому некоторые авторы
(см., например, [2]) предлагают использовать суррогатные модели на первом этапе
оптимизации, а на втором — выполнять полное гидродинамическое моделирование.

Авторы работы [9] предлагают использовать нейронные сети для поиска оптималь-
ного плана разработки. Недостатком такого подхода является то, что анализируются
лишь сами практические данные работы из истории эксплуатации скважин и никак не
используются математические модели сложных физических процессов, протекающих
в коллекторе.

Довольно часто в задачах оптимизации нефтедобычи в качестве целевой функции
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используется чистый дисконтированный доход (ЧДД) (см., например, [7, 10–13]).
С учетом того, что оптимизация может выполняться на достаточно длительный
период, недостатком этого подхода является привязка к конкретным ценам на нефть
и сопутствующим затратам. Кроме того, при использовании ЧДД в качестве целевой
функции ее зависимость от искомых параметров управления разработкой вычисля-
ется через показатели разработки месторождения, такие как объем добытой нефти,
обводненность, объем закачиваемых агентов, на которые искомые параметры влияют
в противоположных направлениях. Это существенно ухудшает сходимость процесса
минимизации и еще более усугубляет проблему нестабильности ценовой конъюнкту-
ры на длительных периодах планирования. В связи с этим некоторые авторы (см.,
например, [12]) предлагают использовать бикритериальные методы оптимизации ЧДД
и объемов нефти в сочетании со статистическими методами поиска оптимальных
параметров.

Мы предлагаем подход, отличительными особенностями которого является следу-
ющее.

1. Целевая функция включает в себя слагаемые, отвечающие за различные харак-
теристики добычи, с весовыми коэффициентами. Это позволит анализировать
различные стратегии оптимального планирования при разных экономических
условиях c последующим анализом ЧДД.

2. Модель месторождения строится в результате автоматической адаптации с
использованием подхода [17]. Это позволяет повысить качество прогнозов
добычи.

3. В целевую функцию включены регуляризирующие добавки, которые обеспечи-
вают выполнение ограничений на параметры. Ограничения устанавливаются
как с учетом технологических требований, так и для того, чтобы за одну ите-
рацию процесса минимизации значения параметров изменялись не слишком
сильно. Минимизация целевой функции выполняется с использованием мето-
да Гаусса –Ньютона, в котором прогнозы для планов разработки и функции
чувствительности к их параметрам рассчитываются путем 3D-моделирования
многофазного потока, представленного в работе [18]. Коэффициенты регуляри-
зации подбираются адаптивно на каждой итерации. Это позволяет обеспечить
получение технологически оправданных (реализуемых) планов разработки, а
также быструю сходимость итерационного процесса решения оптимизационной
задачи.

4. Для обеспечения вычислительной эффективности используется многоуровневое
распараллеливание в распределенной вычислительной системе, состоящей из
стандартных многоядерных компьютеров (система распараллеливания описана в
работах [17,19]).

1. Параметризация, целевая функция и метод ее минимизации

Мы используем следующую параметризацию плана разработки нефтяного место-
рождения. Для каждой скважины временной интервал планирования разбивается
на подинтервалы

(︀
𝑡𝑤𝑘−1, 𝑡

𝑤
𝑘

)︀
(𝑤— номер скважины, 𝑘— номер интервала), на каждом

из которых параметром является объем добычи/закачки (𝑄𝑤
𝑘 ) (рис. 1). Вместо объе-

мов добычи/закачки 𝑄𝑤
𝑘 на некоторых (или всех) скважинах в качестве параметра

может использоваться забойное давление 𝑝𝑤𝑘 . Границы временных интервалов могут
быть разными для разных скважин и также могут быть искомыми параметрами

Информатика 547



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2023. Т. 23, вып. 4

Рис. 1. Параметризация режимов работы скважин
Fig. 1. Parameterization of well operation modes

в плане разработки месторожде-
ния. Основным технологическим
ограничением является уровень
допустимого давления для добы-
вающих и нагнетательных сква-
жин. Кроме того, для добываю-
щих скважин могут быть заданы

значения обводненности, при которых скважина перестает использоваться и выклю-
чается.

Целевая функция имеет следующий вид:

Φ𝛾 (Θ) =
𝑁𝑊∑︁
𝑤=1

⎛⎝ 𝑡𝑛∫︁
𝑡0

𝛼1𝑉
𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟,𝑝𝑟𝑜𝑑
𝑤 (Θ, 𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠2

+
𝑁𝑊∑︁
𝑤=1

⎛⎝ 𝑡𝑛∫︁
𝑡0

𝛼2𝑉
𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟,𝑖𝑛𝑗
𝑤 (Θ, 𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠2

+

+

⎛⎝ 𝑡𝑛∫︁
𝑡0

𝛼3

⃒⃒
𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙 (Θ, 𝑡) − 𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙,* (𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡

⎞⎠2

+
𝑁𝑃∑︁
𝑝=1

𝛾𝑝
(︀
𝜃𝑝 − 𝜃𝑝

)︀2
→ min

Θ
, (1)

где (𝑡0, 𝑡𝑛) — интервал построения плана (𝑡0 = 𝑡𝑤0 и 𝑡𝑛 = 𝑡𝑤𝑛 для всех 𝑤), 𝑁𝑊 —
количество скважин, 𝑉 𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟,𝑝𝑟𝑜𝑑

𝑤 — объем добытой воды из 𝑤-й скважины, 𝑉 𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟,𝑖𝑛𝑗
𝑤 —

объем закаченной в 𝑤-ю скважину жидкости, 𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙 — суммарный объем добываемой
нефти, 𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙,* – желаемый суммарный объем добываемой нефти, 𝑁𝑃 — количество
параметров, Θ— вектор параметров 𝜃𝑝 (𝜃𝑝 — значения параметров 𝜃𝑝 на предыду-
щей итерации), 𝛾𝑝 — параметры регуляризации, 𝛼𝑖 = 𝛼𝑖 (𝑡) — весовые коэффициенты,
определяющие стратегию оптимизации.

Заметим, что значения весовых коэффициентов и желаемый объем добываемой
нефти могут быть заданы разными в различные временные интервалы.

Введем следующие обозначения:

𝐹1,𝑤 (Θ) =

𝑡𝑛∫︁
𝑡0

𝛼1𝑉
𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟,𝑝𝑟𝑜𝑑
𝑤 (Θ, 𝑡) 𝑑𝑡, 𝐹2,𝑤 (Θ) =

𝑡𝑛∫︁
𝑡0

𝛼2𝑉
𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟,𝑖𝑛𝑗
𝑤 (Θ, 𝑡) 𝑑𝑡,

𝐹3,𝑤 (Θ) =

𝑡𝑛∫︁
𝑡0

𝛼3

⃒⃒
𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙 (Θ, 𝑡) − 𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙,* (𝑡)

⃒⃒
𝑑𝑡. (2)

Перед началом оптимизации задаются некоторые стартовые значения параметров 𝜃𝑝,
удовлетворяющие технологическим ограничениям. В окрестности этих параметров
выполним линеаризацию функций 𝐹𝑙,𝑤 (Θ):

𝐹𝑙,𝑤 (Θ) ≈ 𝐹𝑙,𝑤

(︀
Θ̄
)︀

+
𝑁𝑃∑︁
𝑝=1

𝜕𝐹𝑙,𝑤

𝜕𝜃𝑝

⃒⃒⃒⃒
Θ=Θ̄

∆𝜃𝑝, 𝑙 = 1, 2, 3, (3)

где производные
𝜕𝐹𝑙,𝑤

𝜕𝜃𝑝
отражают чувствительность 𝐹𝑙,𝑤 к изменению параметра 𝜃𝑝, а

∆𝜃𝑝 = 𝜃𝑝 − 𝜃𝑝.
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После подстановки соотношений (3) в (1) получаем функционал с линеаризован-
ными в окрестности параметров Θ̄ целевыми показателями:

Φ̃𝛾 (Θ) =
3∑︁

𝑙=1

𝑁𝑊∑︁
𝑤=1

⎛⎝𝐹𝑙,𝑤

(︀
Θ̄
)︀

+
𝑁𝑃∑︁
𝑝=1

𝜕𝐹𝑙,𝑤

𝜕𝜃𝑝

⃒⃒⃒⃒
Θ=Θ̄

∆𝜃𝑝

⎞⎠2

+
𝑁𝑃∑︁
𝑝=1

𝛾𝑝(∆𝜃𝑝)
2 → min

Δ𝜃𝑝
. (4)

Минимизация (4) по ∆𝜃𝑝 приводит к СЛАУ следующего вида:

(B + Γ) ∆Θ = d, 𝐵𝑖𝑗 =
3∑︁

𝑙=1

𝑁𝑊∑︁
𝑤=1

𝜕𝐹𝑙,𝑤

𝜕𝜃𝑖

𝜕𝐹𝑙,𝑤

𝜕𝜃𝑗
, 𝑑𝑖 = −

3∑︁
𝑙=1

𝑁𝑊∑︁
𝑤=1

𝜕𝐹𝑙,𝑤

𝜕𝜃𝑖
𝐹𝑙,𝑤

(︀
Θ̄
)︀
. (5)

Для расчета значений 𝑉 𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟,𝑝𝑟𝑜𝑑
𝑤 (Θ, 𝑡), 𝑉 𝑤𝑎𝑡𝑒𝑟,𝑖𝑛𝑗

𝑤 (Θ, 𝑡), 𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙 (Θ, 𝑡), входящих в
функции (2), используется метод гидродинамического 3D-моделирования многофазно-
го многокомпонентного потока, предложенный в работе [18]. Фактически решается
прямая задача многофазной фильтрации на период (𝑡0, 𝑡𝑛) для режимов работы
скважин, описываемых вектором параметров Θ̄, и модели резервуара, полученной
в результате автоадаптации [17] до момента времени 𝑡0 (т.е. до начала периода
оптимизации и формирования прогноза).

Для расчета производных
𝜕𝐹𝑙,𝑤

𝜕𝜃𝑝
решается 𝑁𝑃 прямых задач для режимов работы

скважин, описываемых векторами параметров Θ̄𝑝. Каждый вектор Θ̄𝑝 получается
путем изменения компоненты 𝜃𝑝 на 𝑑𝜃𝑝, т.е. Θ̄𝑝 =

(︀
𝜃1, . . . , 𝜃𝑝 + 𝑑𝜃𝑝, . . . , 𝜃𝑁𝑃

)︀
, значе-

ние 𝑑𝜃𝑝 выбирается порядка 10–20% от текущего значения параметра 𝜃𝑝. Значения

производных
𝜕𝐹𝑙,𝑤

𝜕𝜃𝑝
вычисляются как

𝐹𝑙,𝑤(Θ̄𝑝)−𝐹𝑙,𝑤(Θ̄)
𝑑𝜃𝑝

.

Матрица Γ в СЛАУ (5) является диагональной с элементами 𝛾𝑝 на главной
диагонали, которые подбираются адаптивно на каждой итерации так, чтобы удовле-
творялись ограничения на параметры, установленные следующим образом.

На каждой итерации вначале для каждого из параметров вычисляются значения
𝜃min
𝑝 и 𝜃max

𝑝 , которые являются нижней и верхней границами допустимых значений
𝜃𝑝 на текущей итерации. Значения 𝜃min

𝑝 и 𝜃max
𝑝 вычисляются из условия того, что

приращение ∆𝜃𝑝 не может быть больше, чем 𝜅 · 𝑑𝜃𝑝, где 𝜅— некоторый коэффици-
ент (исследования показали, что этот коэффициент следует выбирать в диапазоне
2 6 𝜅 6 5). Эти ограничения позволяют обеспечить монотонную и достаточно
быструю сходимость. Кроме того, должны выполняться условия 𝜃𝑡𝑒𝑐ℎ,min

𝑝 < 𝜃min
𝑝 и

𝜃max
𝑝 < 𝜃𝑡𝑒𝑐ℎ,max

𝑝 , где 𝜃𝑡𝑒𝑐ℎ,min
𝑝 и 𝜃𝑡𝑒𝑐ℎ,max

𝑝 – технологические ограничения на параметр 𝜃𝑝.

2. Пример оптимизации разработки на длительный период
и анализ точности получаемых прогнозов

Для проведения исследований была использована модель участка Бурейкинского
месторождения, описанного в работе [20].

Эта модель была получена в результате автоадаптации за период 1980–2020 гг. с
помощью подхода, предложенного в работе [17]. Высокое качество полученной модели
подтверждается хорошим совпадением расчетных и наблюденных данных (см. [20]
и рис. 2). Таким образом, эта модель резервуара с высокой степенью адекватности
соответствует реальным условиям.
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а / a

б / b

в / c г /d

Рис. 2. Результаты адаптации по участку Бурейкинского месторождения (истинная мо-
дель): а— распределение проницаемости; б — распределение нефтенасыщенности на конец
2020 г. (серым цветом показаны слабопроницаемые и непроницаемые зоны); в — расчет-
ные и наблюденные значения накопленной нефти для отдельных скважин месторождения;
г — обводненность смеси, добываемой из всех скважин месторождения (кривые с метками
соответствуют наблюденным данным, кривые без меток — расчетным данным) (цвет онлайн)

Fig. 2. History matching results for the Bureikinskoye field block (true model): a is permeability
distribution; b is distribution of oil saturation at the end of 2020 (weakly permeable and
impermeable zones are shown in gray); c is calculated and observed values of cumulative oil for
individual wells in the field; d is water cut of the mixture produced from all wells of the field
block (curves with labels correspond to the observed data, curves without labels correspond to

the calculated data) (color online)

Численные эксперименты для обоснования валидности предложенного способа
оптимизации проводились следующим образом.

Латерально и вертикально неоднородная модель коллектора, представленная на
рис. 2, а, была взята в качестве истинной модели, а рассчитанные для нее данные
добычи по скважинам взяты в качестве практических данных. Из рис. 2, г видно,
что примерно в 1995 г. начинается рост обводненности, поэтому предположим, что
мы находимся (условно) в 1995 г. и попробуем спланировать дальнейшую разработку
с использованием различных значений весовых коэффициентов (см. формулу (1)).

Поскольку в реальности мы не знаем истинную модель резервуара, для максималь-
ной близости к практической ситуации выполним автоадаптацию (с использованием
подхода, предложенного в работе [17]) по данным на период времени с 1980 по
1995 г. Тем самым мы имитируем характерную для практики ситуацию, когда имеем
лишь данные нефтедобычи, по которым можно построить приближенную модель
резервуара, но при этом у нас есть точная (истинная) модель, и можно оценить
качество получаемых по приближенной модели планов разработки и проверкой на
истинной модели.

При адаптации определялось около 500 параметров, включающих значения аб-
солютных проницаемостей, параметров фазовых проницаемостей и смещений кон-
трольных точек латеральных границ водонефтяного контакта. В процессе адаптации
было сделано 4 итерации на 14 шестиядерных компьютерах (84 вычислительных
ядра). Время адаптации составило 8 часов. Далее эту модель мы будем называть
адаптированной.
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Оптимизация будет проводиться для адаптированной модели, а затем построенный
прогноз будет проверяться на истинной модели. Период оптимизации для всех
скважин был взят с 1995 по 2025 г. Его разбиение на подинтервалы показано на
рис. 3.

Рис. 3. Период оптимизации и его разбиение на подинтервалы
Fig. 3. Optimization period and its division into subintervals

План расположения нагнетательных и добывающих скважин представлен на
рис. 4. В качестве параметров используются значения среднесуточных объемов
добычи/закачки жидкости (дебиты) на каждом подинтервале для каждой скважины.
Общее количество параметров — 460. Стартовые значения параметров (т. е. значения
для режима, который далее мы будем называть исходным) были взяты постоянными
для всех временных подинтервалов и близкими к значениям дебитов соответствующих
скважин в конце 1995 г.

Добывающие скважины с разным
дебитом жидкости в исходном режиме:

5 м /сут.

Нагнетательные скважины

10 м /сут.
3

20 м /сут.
3

3

Рис. 4. План расположения скважин и значения дебитов жидкости в исходном режиме
(цвет онлайн)

Fig. 4. Well location plan and values of fluid flow rates in the initial mode (color online)

Было проведено три варианта оптимизации, отличающихся значением весового
коэффициента 𝛼3 и уровнем желаемого объема добываемой нефти 𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙,* (соответ-
ствующие значения представлены в таблице).

Значения 𝛼3 и 𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙,* для трех вариантов оптимизации
Table. Values of 𝛼3 and 𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙,* for three variants of

optimization
Параметр Вариант 1 Вариант 2 Вариант 3

𝛼3 0.01 0.1 0.1
𝑉 𝑠𝑢𝑚,𝑜𝑖𝑙,*/103 м3/год 90 65 90

Значения остальных весовых коэффициентов были взяты: 𝛼1 = 0.1, 𝛼2 = 0.01. При
таком выборе весовых коэффициентов в варианте 1 вклады в функционал, отвечающие
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за минимизацию обводненности и достижение желаемого уровня нефти, имеют
примерно одинаковый порядок, а в вариантах 2 и 3 вклад слагаемого, отвечающего
за достижение желаемого уровня нефти, на порядок превышает остальные вклады.

На параметры были заданы следующие технологические ограничения. Давление
должно быть в диапазоне от 10 до 250 атм., а объем добываемой жидкости не
должен превышать 60 м3/сут. Кроме того, в случае если на скважине обводненность
составляет более 95% или дебит добываемой нефти составляет менее 1 т/сут., то
добыча на этой скважине останавливается.

В рассмотренных вариантах оптимизации было сделано 4–6 итераций, после чего
значение функционала практически переставало меняться. Для проведения вычисле-
ний также использовалось 14 шестиядерных компьютеров (84 вычислительных ядра),
время оптимизации составило около 20 часов.

На рис. 5 представлены среднегодовые объемы добываемой и закачиваемой жид-
кости (по участку в целом) для трех вариантов оптимизации.

а / a б / b

Рис. 5. Среднегодовые объемы добываемой (а ) и закачиваемой (б) жидкости для различных
режимов; вертикальная красная линия соответствует времени начала оптимизации (цвет

онлайн)
Fig. 5. Average annual volumes of produced (a) and injected (b) fluid for different modes; the

vertical red line corresponds to the optimization start time (color online)

Для сравнения на рис. 5 приведены объемы для исходного режима и для режима,
использованного при разработке этого месторождения на практике, где решения
по изменению режимов применялись по ходу выполнения разработки. Несмотря
на то что оптимизация проводилась до 2025 г., здесь и далее графики приведены
до 2020 г., до которого имеются данные, полученные на практике. Отметим, что
хотя для исходного режима были заданы одинаковые значения дебитов на всех
временных подинтервалах, объем добычи в конце периода в процессе моделирования
был уменьшен из-за установленных ограничений на обводненность и дебит нефти
(голубая кривая на рис. 5, а ).

На рис. 6 приведены соответствующие рассмотренным выше режимам добычи/за-
качки характеристики добычи: накопленная нефть, обводненность и среднегодовые
объемы добычи нефти. На рисунках слева приведены характеристики для адаптиро-
ванной модели, по которой выполнялась оптимизация, а на рисунках справа — для
истинной модели.
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.

Рис. 6. Характеристики добычи, полученные для различных режи-
мов разработки для адаптированной модели, по которой выполнялась
оптимизация (кривые без меток на рисунках слева), и истинной моде-
ли (кривые с метками на рисунках справа) резервуара; соответствие

цветов режимам аналогичны рис. 5 (цвет онлайн)

Fig. 6. Production characteristics obtained for various development modes
for the adapted reservoir model (unlabeled curves in the figures on the
left), which was used for optimization, and for the true reservoir model
(curves with marks in the figures on the right); the correspondence of

colors to modes are similar to Fig. 5 (color online)

Из представленных результатов видно, что в варианте 1 существенно снизился
объем добычи, в варианте 2 среднегодовая добыча близка к уровню добычи, использо-
ванному при разработке этого месторождения на практике (за исключением поздней
стадии), а в варианте 3 среднегодовая добыча существенно выше используемой на
практике. При этом среднегодовой объем закачки, полученный в результате опти-
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мизации, во всех вариантах существенно ниже, чем в исходном режиме и режиме,
который был использован на практике.

Из представленных на рис. 6 результатов видно, что характеристики нефтедобычи,
полученные для адаптированной модели, для всех режимов хорошо соответствуют
характеристикам, рассчитанным по истинной модели. Этот факт свидетельствует о
том, что получаемые для адаптированных моделей месторождений оптимизированные
(с учетом выбранной стратегии) планы будут практически в той же степени оптими-
зированными и для реального месторождения, несмотря на то, что, конечно, сами
прогнозные характеристики при прогнозировании на очень длительный период могут
несколько отличаться.

В результате оптимизации с различными весовыми коэффициентами было получе-
но следующее. В варианте 1 количество добытой нефти было несколько меньше, чем
для режима, используемого на практике, но при этом значение обводненности, полу-
ченное на конец прогнозного периода, существенно ниже практического (0.6 против
0.8). В варианте 2 характеристики примерно совпадают с характеристиками, полу-
ченными на практике до 2010 г., но в конце прогнозного периода оптимизированный
по варианту 2 план показывает возможность увеличения добытой нефти и снижение
обводненности по сравнению с режимом, использованным на практике. В варианте 3
количество добытой нефти существенно выше по сравнению с режимом, использо-
ванным на практике, при этом в конце прогнозного периода значение обводненности
было примерно таким же. При этом приблизительно до 2008 г. уровень добычи в
варианте 3 был существенно увеличен по сравнению с практическим режимом, а
после 2008 г. оставался примерно таким же.

Таким образом, в результате оптимизации по варианту 3 существенное увеличение
объемов добытой нефти в середине разработки не ухудшило характеристики добычи
в поздней стадии, что позволяет сделать вывод о возможности более эффективной
разработки месторождения.

Заключение

Предложен подход к оптимизации разработки нефтяных месторождений. Он ос-
нован на минимизации целевой функции, включающей слагаемые, отвечающие за
уровень обводненности, объемы закачиваемой жидкости и желательного объема
добытой нефти. Слагаемые входят в целевую функцию с весовыми коэффициентами,
которые позволяют рассматривать различные стратегии разработки. В минимизируе-
мый функционал входит также регуляризирующий член, который обеспечивает как
мотонную и быструю сходимость итерационного процесса, так и выполнение техноло-
гических ограничений на параметры. Значения целевой функции и чувствительности
к параметрам вычисляются путем гидродинамического 3D-моделирования для модели
месторождения, полученной в результате автоадаптации.

Результаты оптимизации, выполненной для модели месторождения высококовязкой
нефти на длительный период, показали следующее. Полученные оптимизированные
планы обеспечивают более эффективную разработку нефтяного месторождения по
сравнению с планом, использованным на практике. Кроме того, показано, что опти-
мальный план, построенный по модели месторождения, адаптированной по ранней
стадии разработки, оптимизирует разработку и для модели, адаптированной по всему
периоду разработки месторождения и принятой за «истинную». А поскольку «истин-
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ная» модель с высокой точностью описывает практические данные, то можно ожидать,
что планы разработки, полученные по модели, адаптированной по короткому сроку,
будут примерно в той же степени оптимизировать и характеристики добычи для
реального месторождения.

Время решения оптимизационных задач, содержащих около 500 параметров, в
распределенной вычислительной системе составило около суток. При этом использо-
валось 14 шестиядерных компьютеров с процессорами Intel I7-8700K (3.7 ГГц, 32 Гб
памяти).
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