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Ââåäåíèå

Задача нахождения точных решений уравнений нелинейной математической физики,
в частности дифференциальных и дифференциально-разностных уравнений, по-прежнему
является весьма актуальной. Характеристики точных решений позволяют исследовать фун-
даментальные свойства уравнений; точные решения являются основой для отладки прибли-
женных методов решения. За последние десятилетия было предложено немало эффектив-
ных методов построения точных решений нелинейных уравнений, например, метод экс-
поненциальной функции, метод гиперболического тангенса, метод простейших уравнений
[1–3], метод геометрического ряда [4] и др. Настоящая статья посвящена модификации ме-
тода обратного ряда [5], позволяющей расширить круг решаемых этим методом уравнений.

1. Èäåÿ ìîäèôèêàöèè ìåòîäà

Согласно [5] на первом этапе метода обратного ряда строится ряд возмущений по степе-
ням решения линеаризованного уравнения в форме экспоненциальной функции ez, завися-
щей от переменной бегущей волны z = kx−ωt. На втором этапе для полученного степенного
ряда S1(y), построенного по степеням переменной y, y = ez, формируется обратный степен-
ной ряд S2(y) согласно условию

S1S2 = 1. (1)

Как оказывается, обратный ряд S2 обрывается безусловно для большинства интегрируемых
уравнений и после выполнения специального условия— для многих неинтегрируемых урав-
нений, и выражение S−1

2 дает точное решение уравнения в замкнутой форме. Обрывание
степенного ряда, т. е. обращение в ноль всех его коэффициентов, начиная с некоторого номе-
ра, основано на том, что рациональная дробь, представляющая точное решение уравнения,
во многих случаях имеет вид

y

Pn(y)
, (2)

где Pn —многочлен степени n от 1 до 3. Обратное к (2) выражение является многочленом по
y, соответствующим оборванному обратному ряду. Однако в некоторых случаях структура
точного решения более сложная и имеет вид

ym(y + C)

Pn(y)
, (3)

где m ∈ Z и C = const. Второй множитель в числителе (3) препятствует обрыванию об-
ратного ряда и, следовательно, нахождению решения в замкнутой форме. Для устранения
проблемы предлагается заменить условие (1) следующим:

S1S2S3 = 1, (4)
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где

S3 =
1

C
− y

C2
+
y2

C3
− y3

C4
+ ...+ (−1)n−1 y

n−1

Cn
+ ... (5)

есть формальное разложение выражения (y+C)−1 в степенной ряд. При такой замене ком-
бинация S1S3 лишается проблемного множителя (y+C) и ничто не препятствует обрыванию
ряда S2. Точное решение уравнения при этом определяется выражением

(

S2
y + C

)−1

. (6)

2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Öèöåéêè

Интегрируемому уравнению Цицейки

uxt = e2u − e−u (7)

при ω = −3/k соответствует ряд возмущений [4]

u = y +
1

6
y2 +

1

12
y3 +

1

27
y4 +

121

6480
y5 +

25

2592
y6 +

1681

326592
y7 + ... (8)

Сингулярный анализ ведущих членов (7) дает нулевой порядок полюса его решения,
поэтому вместо (8) рассмотрим ряд

S1 = y
du

dy
= y +

1

3
y2 +

1

4
y3 +

4

27
y4 +

121

1296
y5 +

25

432
y6 +

1681

46656
y7 + ... (9)

Будем искать обратный ряд в форме

S2 =
∞
∑

n=−1

bnyn. (10)

Подставив (9), (10) и (5) в (4) и перенеся все слагаемые в левую часть, будем последова-
тельно приравнивать нулю множители при возрастающих степенях y, начиная с нулевой:

y0 :
b−1

C
− 1 = 0 ⇒ b−1 = C,

y1 :
b0 − 1

C
+

1

3
= 0 ⇒ b0 = 1− C

3
, ...

В результате получим

S2 =
C

y
+ 1− C

3
− 1

3

(

5C

12
+ 1

)

y − 1

18

(

C

3
+

5

2

)

y2 − C + 6

324
y3 − C + 6

1944
y4 − ... (11)

Как видим, начиная со степени y3, все коэффициенты обращаются в ноль при C = −6, и
ряд (11), обрываясь, превращается в многочлен

−6

z
+ 3 +

z

2
− z2

36
,

а выражение (6), где y = kx+ 3
k t, дает сумму ряда (9)

36y (6− y)

(y + 6) (y2 − 24y + 36)
, (12)

которая определяет точное решение уравнения Цицейки, приведенное в [4].
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3. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ôèøåðà

Неинтегрируемому уравнению Фишера

ut − αuxx − u+ βu2 = 0

при ω = −αk2 + 1 соответствует ряд возмущений

S0 =
1

β
+ y +

βy2

2αk2 + 1
+

β2y3

(2αk2 + 1) (3αk2 + 1)
+

β3
(

7αk2 + 3
)

y4

3(2αk2 + 1)2 (3αk2 + 1) (4αk2 + 1)
+ ...

Для упрощения выкладок избавимся в ряду от постоянного слагаемого, т. е. примем S1 =
= S0− 1

β и воспользуемся условием (4). Получим следующие выражения для коэффициентов
обратного ряда (10):

b−1 = C,

b0 = 1− Cβ

2αk2 + 1
,

b1 =
β
(

−6α2k4 + αk2 (Cβ − 5)− 1
)

(2αk2 + 1)2 (3αk2 + 1)
,

b2 = −αβ
2k2

(

−24α2k4 + 2αk2 (Cβ − 9)− 2Cβ − 3
)

3(2αk2 + 1)3 (3αk2 + 1) (4αk2 + 1)
,

b3 =
αβ3k2

(

αk2 − 1
) (

−120α3k6 + 4α2k4 (3Cβ − 31)− 2αk2 (3Cβ + 20)− 3Cβ − 4
)

6(2αk2 + 1)4(3αk2 + 1)2 (4αk2 + 1) (5αk2 + 1)
,

...

Подстановка решения уравнения b2 = 0, линейного относительно неизвестной C, в сле-
дующие коэффициенты b3, b4, . . . факторизует числители их выражений, так что везде в
них появляется общий множитель (6αk2 − 1). Приравнивание последнего нулю выявляет
два условия:

C = − 4

β
, α =

1

6k2
,

при которых обратный ряд (10) обрывается и дает точное решение уравнения Фишера

u =
1

β
− y(βy − 4)

(βy − 2)2
,

где y = ez, z = kx− 5
6 t.

Çàêëþ÷åíèå

Метод обратного ряда [5] является модификацией метода геометрического ряда [4], поз-
воляющего находить точные решения дифференциальных уравнений в случаях, когда ряд
возмущения является геометрическим рядом или приводится к нему. Преимуществом ме-
тода обратного ряда является более высокая вычислительная эффективность. Но в своей
исходной формулировке метод обратного ряда не был способен обнаруживать решения ви-
да (3). Предложенная модификация устраняет этот недостаток метода и расширяет круг
обнаруживаемых им решений.
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Ââåäåíèå

Вейвлет-анализ сформировался в последние десятилетия XX в. В начале XXI в. значи-
тельно вырос интерес к вопросам построения базисов вейвлетов на локально компактных
нуль-мерных абелевых группах. Так, в [1, 2] были построены кратномасштабный анализ
(КМА) и на его основе ортонормированные базисы в L2(G) как сжатий и сдвигов несколь-
ких функций (в [1] на группе Виленкина, в [2] на поле всех p-адических чисел).

В [3] была построена система Хаара на компактной нуль-мерной абелевой группе.
В работе [4] была рассмотрена задача построения ортогональных всплесковых базисов

на произвольных локально компактных нуль-мерных группах, для которых порядки смеж-
ных классов совпадают и равны некоторому простому числу. В указанном случае возможно
определить оператор растяжения.

В [5] было дано следующее определение нестационарного КМА.

Определение. Совокупность замкнутых пространств Vj ⊂ L2(G), j ∈ Z называет-
ся нестационарным кратномасштабным анализом (НКМА), если выполнены следующие
условия:

1) Vj ⊂ Vj+1 для всех j ∈ Z;
2)
⋃

j∈Z

Vj плотно в L2(G);

3)
⋂

j∈Z

Vj = 0;

4) для любого j существует функция ϕj ∈ Vj такая, что последовательность
{ϕj(· + k 2−j)}k∈Z образует базис Рисса (ортонормированный базис) в Vj . Последователь-
ность {ϕj}j∈Z называется масштабирующей для данного НКМА.

В данной работе построен нестационарный кратномасштабный анализ (НКМА) и всплес-
ковый ортонормированный базис на произвольной локально компактной нуль-мерной груп-
пе с произвольной образующей последовательностью, т. е. в случае, когда порядки смеж-
ных классов — различные простые числа. Соответственно, в этой ситуации ввести оператор
растяжения не представляется возможным. В данном случае НКМА порождается после-
довательностью функций, а всплесковый базис — последовательностью всплеск-функций.
В [6] был построен по такому принципу НКМА. В данной работе рассматривается более
общая ситуация. Причем и КМА, и ортонормированный базис удается построить без ис-
пользования преобразования Фурье.

1. Ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ãðóïïû, òîïîëîãèÿ, õàðàêòåðû

Пусть (G, +̇)—локально компактная абелева группа, топология в которой задана счет-
ной системой открытых подгрупп

· · · ⊃ G−n ⊃ · · · ⊃ G−1 ⊃ G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . .

таких, что
+∞
⋃

n=−∞
Gn = G,

+∞
⋂

n=−∞
= 0 (0—нулевой элемент группы G).

При каждом фиксированном N ∈ Z подгруппа GN является компактной абелевой груп-
пой относительно той же операции +̇ в топологии, порожденной системой подгрупп

GN ⊃ GN+1 ⊃ · · · ⊃ Gn ⊃ . . .
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Так как каждая группа Gn компактна, то каждая фактор-группа Gn/Gn+1 конечна, и
пусть pn — ее порядок. Можно считать, что pn —простые числа, так как, используя теоре-
му Силова, можно уплотнить цепочку подгрупп так, что порядки фактор-групп Gn/Gn+1

станут простыми. В этом случае базой топологии являются всевозможные смежные классы
Gn+̇g (g ∈ G).

Числа mn определим равенствами

m0 = 1, mn+1 = mn · pn.

При n ⩾ 1 имеют место равенства

mn = p0p1 . . . pn−1, m−n =
1

p−1p−2 . . . p−n
.

Смежные классы Gn+̇g (n ∈ Z) вместе с пустым множеством образуют полукольцо K.
На каждом смежном классе Gn+̇g мера µ определена равенством µ(Gn+̇g) = µGn = 1/mn.

Таким образом, если n ∈ N и pn = p, то µGn · µG−n = 1. Меру µ можно продолжить с
полукольца K на σ-алгебру (например, по схеме Каратеодори). Получим меру µ, совпада-
ющую на борелевских множествах с мерой Хаара на G, которая инвариантна относительно
сдвига.

Пусть далее
∫

G

f(x)dµ(x)— абсолютно сходящийся интеграл, порожденный мерой µ. При

каждом N ∈ Z выберем элементы gn ∈ Gn\Gn+1 и зафиксируем их. Тогда любой элемент
x ∈ G единственным образом представим в виде

x =
+∞
∑

n=−∞

angn (an = 0, pn − 1),

причем в этой сумме слагаемых с отрицательными номерами конечное число, т. е.

x =
+∞
∑

n=−N

angn (an = 0, pn − 1, an 6= 0).

Систему элементов (gn) будем называть базисной.
Пусть далее X — совокупность характеров группы G, которая является группой отно-

сительно умножения, G⊥
n — аннулятор группы Gn, т. е. G⊥

n = {χ ∈ X : ∀ x ∈ Gn, χ(x) = 1}.
Каждый аннулятор G⊥

n есть группа относительно умножения, G⊥
n образуют возрастаю-

щую последовательность

· · · ⊂ G⊥
−n ⊂ · · · ⊂ G⊥

0 ⊂ G⊥
1 ⊂ · · · ⊂ G⊥

n ⊂ . . .

такую, что
+∞
⋃

n=−∞

G⊥
n = X,

+∞
⋂

n=−∞

G⊥
n = 1,

причем фактор-группа имеет порядок pn.
При каждом n ∈ Z выберем элементы rn ∈ G⊥

n+1\G⊥
n и зафиксируем их. Тогда любой

элемент χ ∈ X единственным образом представим в виде

χ =
+∞
∏

n=−∞

rαn
n (αn = 0, pn − 1),

причем в произведении множителей с положительными номерами конечное число. Харак-
теры rn будем называть функциями Радемахера.
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В группе характеров X можно ввести топологию, используя цепочку подгрупп и выби-
рая в качестве базы топологии совокупность смежных классов G⊥

n ·χ (χ ∈ X). Совокупность
таких смежных классов вместе с пустым множеством образует полукольцо χ. Для каждого
смежного класса определим его меру ν равенством ν(G⊥

n χ) = ν(G⊥
n ) = mn. Таким обра-

зом, всегда µ(Gn)ν(G
⊥
n ) = 1. Мера ν продолжается стандартным способом (например, по

схеме Каратеодори) на σ-алгебру измеримых множеств. По этой мере строится абсолют-
но сходящийся интеграл

∫

X

F (χ)dν(χ). Группа характеров X с такой топологией является

нуль-мерной локально компактной группой, и имеет место двойственная ситуация: каждый
элемент x ∈ G является характером группы X и Gn есть аннулятор группы G⊥

n .
Обозначим

Hn =







q ∈ G : q =

n−1
∑

j=N

ajgj , N ∈ Z, aj = 0, pn − 1







.

2. Íåñòàöèîíàðíûé êðàòíîìàñøòàáíûé àíàëèç íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîé

íóëü-ìåðíîé ãðóïïå

Определение 1. Нестационарным кратномасштабным анализом (НКМА) будем на-
зывать совокупность замкнутых подпространств Vj ⊂ L2(G), для которых справедливы
следующие аксиомы:

A1) Vj ⊂ Vj+1;
A2)

⋃

j∈Z

Vj = L2(G);

A3)
⋂

j∈Z

Vj = 0;

A4) для любого n ∈ Z найдутся функции ϕ(n)
jn,jn+1

(x); jn = 0, pn − 1, jn+1 = 0, pn+1 − 1 и

множестваHn такие, что система
(

ϕ
(n)
jn,jn+1

(x−̇h); jn = 1, pn − 1, jn+1 = 1, pn+1 − 1, h ∈ Hn

)

образует ортонормированный базис в Vn.

Для построения КМА выберем функции ϕ(n)
jn,jn+1

∈ L2(G) следующим образом.
Положим

ϕ
(0)
j0,0

(x) =
√
m1 1G1+̇j0g0

(x), j0 = 0, p0 − 2,

ϕ
(0)
p0−1,j1

(x) =
√
m2 1G2+̇j1g1+̇(p0−1)g0

(x), j1 = 0, p1 − 1

(носители этих функций содержатся в G0).
Положим

V0 = span
{

ϕ
(0)
j0,0

(x−̇h0), ϕ
(0)
p0−1,j1

(x−̇h0)
}

, j0 = 0, p0 − 2, j1 = 0, p1 − 1, h0 ∈ H0.

Затем определим

ϕ
(1)
j1,0

=
√
m2 1G2+̇j1g1

(x), j1 = 0, p1 − 2,

ϕ
(1)
p1−1,j2

=
√
m3 1G3+̇j2g2+̇(p1−1)g1

(x), j2 = 0, p2 − 1,

suppϕ(1)
j1,0

⊂ G1, suppϕ(1)
p1−1,j2

⊂ G1.

Положим

V1 = span
{

ϕ
(1)
j1,0

(x−̇h1), ϕ(1)
p1−1,j2

(x−̇h1)
}

, j1 = 0, p1 − 2, j2 = 0, p2 − 1, h1 ∈ H1.

Продолжим этот процесс. На n-м шаге получим

ϕ
(n)
jn,0

=
√
mn+1 1Gn+1+̇jngn(x), jn = 0, pn − 2,
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ϕ
(n)
pn−1,jn+1

=
√
mn+2 1Gn+2+̇jn+1gn+1+̇(pn−1)gn(x), jn+1 = 0, pn+1 − 1,

suppϕ(n)
jn,0

⊂ Gn, suppϕ(n)
pn−1,jn+1

⊂ Gn

и положим

Vn = span
{

ϕ
(n)
jn,0

(x−̇hn), ϕ(n)
pn−1,jn+1

(x−̇hn)
}

, jn = 0, pn − 2, jn+1 = 0, pn+1 − 1, hn ∈ Hn .

Заметим, что

V−1 = span
{

ϕ
(−1)
j−1,0

(x−̇h−1), ϕ
(−1)
p−1−1,j0

(x−̇h−1)
}

,

j−1 = 0, p−1 − 2, j0 = 0, p0 − 1, h−1 ∈ H−1,

где

ϕ
(−1)
jn,0

=
√
m0 1G0+̇j−1g−1

(x), j−1 = 0, p−1 − 2,

ϕ
(−1)
p−1−1,j0

=
√
m1 1G1+̇j0g0+̇(p−1−1)g−1

(x), j0 = 0, p0 − 1,

suppϕ(−1)
j−1,0

⊂ G−1, suppϕ(−1)
p−1−1,j0

⊂ G−1.

Продолжаем процесс до бесконечности в обе стороны.
Таким образом, мы построили последовательность подпространств (Vn)n∈Z.

Теорема 1. Совокупность подпространств (Vn)n∈Z образует НКМА.

Доказательство. Докажем, что для построенных подпространств выполнены аксиомы
A1–A4 НКМА.

A1. Покажем, что Vn ⊂ Vn+1. Возьмем f ∈ Vn ⇐⇒

⇐⇒ f =
∑

hn∈Hn





pn−2
∑

jn=0

Cjn,0,hnϕ
(n)
jn,0

(x−̇hn) +
pn+1−1
∑

jn+1=0

Cpn−1,jn+1,hnϕ
(n)
pn−1,jn+1

(x−̇hn)



 .

Так как ϕ(n)
jn,0

(x) постоянны на смежных классах по подгруппе Gn+1, функции ϕ
(n)
pn−1,jn+1

(x)

постоянны на смежных классах по подгруппе Gn+2, а функции ϕ
(n+1)
jn+1,0

(x) постоянны на

смежных классах по Gn+2, ϕ
(n+1)
pn+1−1,jn+2

(x) постоянны на смежных классах по Gn+3, то

ϕ
(n)
jn,0

(x) ∈ Vn+1, ϕ
(n)
pn−1,jn+1

(x) ∈ Vn+1, т. е.

ϕ
(n)
jn,0

(x) =
∑

hn+1∈Hn+1

(

pn+1−2
∑

jn+1=0

djn+1,0,hn+1
ϕ
(n+1)
jn+1,0

(x−̇hn+1)+

+

pn+2−1
∑

jn+2=0

dpn+1−1,jn+2,hn+1
ϕ
(n+1)
pn+1−1,jn+2

(x−̇hn+1)

)

,

ϕ
(n)
pn−1,jn+1

(x) =
∑

hn+1∈Hn+1

(

pn+1−2
∑

jn+1=0

bjn+1,0,hn+1
ϕ
(n+1)
jn+1,0

(x−̇hn+1)+

+

pn+2−1
∑

jn+2=0

bpn+1−1,jn+2,hn+1
ϕ
(n+1)
pn+1−1,jn+2

(x−̇hn+1)

)

.
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Тогда

f =
∑

hn∈Hn

(

pn−2
∑

jn=0

Cjn,0,hn

(

∑

hn+1∈Hn+1

(

pn+1−2
∑

jn+1=0

djn+1,0,hn+1
ϕ
(n+1)
jn+1

(x−̇(hn+̇hn+1))+

+

pn+2−1
∑

jn+2=0

dpn+1−1,jn+2,hn+1
ϕ
(n+1)
pn+1−1,jn+2

(x−̇(hn+̇hn+1))

))

+

+

pn+1−1
∑

jn+1=0

Cpn−1,jn+1,hn

(

∑

hn+1∈Hn+1

(

pn+1−2
∑

jn+1=0

bjn+1,0,hn+1
ϕ
(n+1)
jn+1,0

(x−̇(hn+̇hn+1))+

+

pn+2−1
∑

jn+2=0

bpn+1−1,jn+2,hn+1
ϕ
(n+1)
pn+1−1,jn+2

(x−̇(hn+̇hn+1))

)))

=

=
∑

hn∈Hn

∑

hn+1∈Hn+1

(

pn+1−2
∑

jn+1=0

ϕ
(n+1)
jn+1,0

(x−̇(hn+1+̇hn))

(

djn+1,0,hn+1

pn−2
∑

jn=0

Cjn,0,hn+

+bjn+1,0

pn+1−1
∑

jn+1=0

Cpn−1,jn+1,hn

)

+

+

pn+2−1
∑

jn+2=0

ϕ
(n+1)
pn+1−1,jn+2

(x−̇(hn+1+̇hn))

(

dpn+1−1,jn+2,hn+1

pn−2
∑

jn=0

Cjn,0,hn+

+bpn+1−1,jn+2

pn+1−1
∑

jn+1=0

Cpn−1,jn+1,hn

))

=

=
∑

h′

n+1
∈Hn+1

(

pn+1−2
∑

jn+1=0

C ′
jn+1,0,h′

n+1
ϕ
(n+1)
jn+1,0

(x−̇h′n+1)+

+

pn+2−1
∑

jn+2=0

C ′
pn+1−1,jn+2,h′

n+1
ϕ
(n+1)
pn+1−1,jn+2

(x−̇h′n+1)

)

∈ Vn+1,

так как

hn+1+̇hn = (a−Ng−N +̇ . . . +̇angn)+̇(b−Mg−M +̇ . . . +̇bn−1gn−1) =

= α−mg−m+̇ . . . +̇αn−1gn−1+̇αngn,

где m = max(N,M), и hn+1+̇hn ∈ Hn+1.
A2. Выполнение аксиомы

⋃

j∈Z

Vj = L2(G) очевидно, так как множество всех ступенчатых

функций всюду плотно в L2(G).
A3. Докажем справедливость аксиомы

⋂

j∈Z

Vj = 0.

Пусть
f ∈

⋂

j∈Z

Vj . (1)

Покажем, что f = 0. Выражение (1) означает, что f ∈ Vj для любого j ∈ Z. Следовательно,
f ∈ V0. Значит,

f(x) =

{

C
(0)
i0
, при x ∈ G1+̇i0g0, i0 = 0, p0 − 2),

C
(0)
i1
, при x ∈ G2+̇(p0 − 1)g0+̇i1g1, i1 = 0, p1 − 1,

т.е. f(x) = C
(0)
0 при x ∈ G1.
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Но f ∈ V−1, значит,

f(x) =

{

C
(−1)
i−1

, при x ∈ G0+̇i−1g−1, i−1 = 0, p−1 − 2,

C
(−1)
i0

, при x ∈ G1+̇(p−1 − 1)g−1+̇i0g0, i0 = 0, p0 − 1

и f(x) = C
(−1)
0 при x ∈ G0.

Так как G1 ⊂ G0, то f(x) = C
(−1)
0 = C

(0)
0 на G0.

Но и f ∈ V−2. Следовательно,

f(x) =

{

C
(−2)
i−2

, при x ∈ G−1+̇i−2g−2, i−2 = 0, p−2 − 2,

C
(−2)
i−1

, при x ∈ G0+̇(p−2 − 1)g−2+̇i−1g−1, i−1 = 0, p−1 − 1

и f(x) = C
(−2)
0 при x ∈ G−1.

Снова так как G0 ⊂ G−1, то f(x) = C
(−2)
0 = C

(−1)
0 = C

(0)
0 на G−1.

Продолжая эти рассуждения, получим f(x) = C на G.
Но f ∈ L2(G). Значит,

‖f‖22 =
∫

G

f2(x)dµ(x) =

∫

G

C2dµ(x) = C2µ(G) <∞.

Следовательно, C = 0.
Таким образом, если f ∈ ⋂

j∈Z

Vj , то f ≡ 0.

A4. Функции
(

ϕ
(n)
jn,0

(x−̇hn), ϕ(n)
pn−1,jn+1

(x−̇hn)
)

hn∈Hn,
jn=0,pn−2,

jn+1=0,pn+1−1

образуют ортонормированный

базис Vn.

Достаточно доказать, что
(

ϕ
(n)
jn,0

(x−̇hn), ϕ(n)
pn−1,jn+1

(x−̇hn)
)

hn∈Hn,
jn=0,pn−2,

jn+1=0,pn+1−1

образуют орто-

нормированную систему.

Заметим, что
(

ϕ
(n)
jn,0

(x), ϕ
(n)
pn−1,jn+1

(x)
)

jn=0,pn−2,
jn+1=0,pn+1−1

образуют ортонормированную систе-

му, так как их носители не пересекаются и ‖ϕ(n)
jn,0

‖ = 1, ‖ϕ(n)
pn−1,jn+1

‖ = 1.

Система
(

ϕ
(n)
jn,0

(x−̇hn), ϕ(n)
pn−1,jn+1

(x−̇hn)
)

— есть ортонормированная система в Vn. До-

казывается аналогично, так как при hn 6= hm сдвиг осуществляется на различные непере-
секающиеся смежные классы по подгруппе Gn+1.

Таким образом, все аксиомы для подпространств Vn выполнены, следовательно, (Vn)n∈Z

образуют НКМА. □

3. Âñïëåñêîâûå áàçèñû

Основным свойством КМА является возможность на их основе строить базисы всплес-
ков. Опишем конструкцию пространств всплесков.

Пусть (Vn)n∈Z —НКМА с масштабирующей последовательностью
(

ϕ
(n)
jn,0

, ϕ
(n)
pn−1,jn+1

)

.

ОбозначимWn — ортогональное дополнение к Vn в пространстве Vn+1, т. е. Vn+1 = Vn⊕Wn

и Vn ⊥Wn. Причем Wn ⊥Wm, n 6= m, и L2(G) =
+∞
⊕

n=−∞
Wn.

Определим пространства Wn следующим образом. Сначала определим функции

ψ
(0)
j0,0,h0,α1

(x) =
√
m1 · rα1

1 (x−̇j0g0−̇h0)1G1+̇j0g0+̇h0
(x),

α1 = 1, p1 − 1, j0 = 0, p0 − 2, h0 ∈ H0,
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ψ
(0)
j0,p1−1,h0,α2

(x) =
√
m2 · rα2

2 (x−̇(p1 − 1)g1−̇j0g0−̇h0) · 1G2+̇(p1−1)g1+̇j0g0+̇h0
(x),

α2 = 1, p2 − 1, j0 = 0, p0 − 1, hn ∈ Hn.

Здесь ri(x), i = 1, 2—функции Радемахера [7].

Положим W0 = span
{

ψ
(0)
j0,0,h0,α1

(x), j0 = 0, p0 − 2, ψ
(0)
j0,p1−1,h0,α2

(x), j0 = 0, p0 − 1,
}

.

Затем

ψ
(1)
j1,0,h1,α2

(x) =
√
m2 · rα2

2 (x−̇j1g1−̇h1)1G2+̇j1g1+̇h1
(x),

α2 = 1, p2 − 1, j1 = 0, p1 − 2, h1 ∈ H1,

ψ
(1)
j1,p2−1,h1,α3

(x) =
√
m3 · rα3

3 (x−̇(p2 − 1)g2−̇j1g1−̇h1) · 1G3+̇(p2−1)g2+̇j1g1+̇h1
(x),

α3 = 1, p3 − 1, j1 = 0, p1 − 1, h1 ∈ H1.

Положим W1 = span
{

ψ
(1)
j1,0,h1,α2

(x), j1 = 0, p1 − 2, ψ
(1)
j1,p2−1,h1,α3(x)

}

.

Продолжая этот процесс, на n-м шаге получим

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x) =
√
mn+1 · rαn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn
(x),

αn+1 = 1, pn+1 − 1, jn = 0, pn − 2, hn ∈ Hn,

ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x) =
√
mn+2 · rαn+2

n+2 (x−̇(pn+1 − 1)gn+1−̇jngn−̇hn)×
×1Gn+2+̇(pn+1−1)gn+1+̇jngn+̇hn

(x),

αn+2 = 1, pn+2 − 1, jn = 0, pn − 1, hn ∈ Hn

и положим

Wn = span
{

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), jn = 0, pn − 2, ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x), jn = 0, pn − 1
}

и т. д. Получим последовательность подпространств (Wn)
+∞
n=−∞ .

Теорема 2. Функции
(

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), jn = 0, pn − 2, ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x), jn =

= 0, pn − 1
)

, hn ∈ Hn, αn+1 = 1, pn+1 − 1, αn+2 = 1, pn+2 − 1 образуют ортонормированную

последовательность.

Доказательство. Пусть сначала n—фиксированное.
1. Если jn1

6= jn2
, то

∫

G

ψ
(n)
jn1

,0,hn,αn+1
(x)ψ

(n)
jn2

,0,hn,αn+1
(x)dµ(x) = 0, так как носители этих

функций не пересекаются.
2. Далее рассмотрим

(

ψ
(n)
jn,0,hn,αn1+1

(x), ψ
(n)
jn,0,hn,αn2+1

(x)
)

=

= mn+1

∫

G

r
αn1+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn
(x)r

αn2+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn
(x) dµ(x) =

= mn+1

∫

Gn+1+̇jngn+̇hn

r
αn1+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn) rαn1+1+l
n+1 (x−̇jngn−̇hn) dµ(x) =

= mn+1

∫

Gn+1+̇jngn+̇hn

rln+1(x−̇jngn−̇hn) dµ(x) = 0,

в предположении для определенности αn1+1 < αn2+1, т. е. αn2+1 = αn1+1 + l.
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Легко проверить, что ‖ψ(n)
jn,0,hn,αn+1

(x)‖2 = 1, а значит, последовательность ортонорми-
рованна.

Аналогично
(

ψ
(n)
jn1

,pn+1−1,hn,αn+2
(x), ψ

(n)
jn2

,pn+1−1,hn,αn+2
(x)
)

= 0,
(

ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn1+2

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn2+2

(x)
)

= 0.

3. Рассмотрим
(

ψ
(n)
jn1

,0,hn,αn+1
(x), ψ

(n)
jn2

,pn+1−1,hn,αn2+2
(x)
)

= 0, если jn1
6= jn2

, так сдвиг

производится на различные смежные классы по подруппе Gn+1. Если же jn1
6= jn2

, то
получим

(

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x)
)

=

=
√
mn+1mn+2

∫

G

r
αn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn
(x)×

×rαn+2

n+2 (x−̇(pn+1 − 1)gn+1−̇jngn−̇hn)1Gn+2+̇(pn+1−1)gn+1+̇jngn+̇hn
(x) dµ(x) =

=
√
mn+1mn+2

∫

Gn+2+̇(pn+1−1)gn+1j̇ngn+̇hn

r
αn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)×

×rαn+2

n+2 (x−̇(pn+1 − 1)gn+1−̇jngn−̇hn) dµ(x) =

=
√
mn+1mn+2

∫

Gn+2

r
αn+1

n+1 (y+̇(pn+1 − 1)gn+1) · rαn+2

n+2 (y) dµ(y) =

=
√
mn+1mn+2r

αn+1

n+1 (Gn+2+̇(pn+1 − 1)gn+1)

∫

Gn+2

r
αn+2

n+2 (y) dµ(y) = 0.

4. Пусть теперь n 6= N (для определенности N > n).

Убедимся, что
(

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x)ψ
(N)
jN ,0,hN ,αN+1

(x)
)

= 0.

Если носители функций ψ(n)
jn,0,hn,αn+1

(x) и ψ(N)
jN ,0,hN ,αN+1

(x) не пересекаются, то равенство

очевидно выполняется. Иначе suppψ(N)
jN ,0,hN ,αN+1

(x) ⊂ suppψ(n)
jn,0,hn,αn+1

(x). И тогда

(

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(N)
jN ,0,hN ,αN+1

(x)
)

=

=
√
mn+1mN+1

∫

G

r
αn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn)1Gn+1+̇jngn+̇hn
(x)×

×rαN+1

N+1 (x−̇jNgN −̇hN )1GN+1+̇jNgN +̇hN
(x) dµ(x) =

=
√
mn+1mN+1

∫

GN+1+̇jNgN +̇hN

r
αn+1

n+1 (x−̇jngn−̇hn) rαN+1

N+1 (x−̇jNgN −̇hN ) dµ(x) =

=
√
mn+1mN+1

∫

GN+1

r
αn+1

n+1 (y+̇jNgN +̇hN −̇jngn−̇hn) rαN+1

N+1 (y) dµ(y) =

=
√
mn+1mN+1 r

αn+1

n+1 (GN+1+̇jNgN +̇hN −̇jngn−̇hn)
∫

GN+1

r
αN+1

N+1 (y) dµ(y) = 0.

Аналогично
(

ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x), ψ
(N)
jN ,pN+1−1,hN ,αN+2

(x)
)

= 0.

Математика 173



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 2

В ходе доказательства были использованы свойства функций Радемахера, доказанные
в [7]. □

Итак, функции
(

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x)
)

образуют ортонормированную си-

стему, а значит, и ортонормированный базис в Wn. В силу L2(G) =
+∞
⊕

n=−∞
Wn последова-

тельность
(

ψ
(n)
jn,0,hn,αn+1

(x), ψ
(n)
jn,pn+1−1,hn,αn+2

(x)
)

n∈Z
— ортонормированный базис в L2(G).
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Abstract. In this paper, an analytical solution is presented to provide an accurate trajectory of a ray

propagating from the known position of the source to the receiver in a two-gradient medium. A system

of two linear gradients connects two di�erent layered media when the transition from one to the other

occurs at some boundary. Within each medium, refractive indices determine the propagation of waves

and, accordingly, the curved trajectories of rays. Di�erent radii of curves make it di�cult to track the

ray as it propagates from the source to the receiver. Euler's method provides an exact solution for a

one-gradient model. However, in the case of two gradients, the accurate solution cannot be obtained

because of the underdetermined common system for ray curves and computational complexity. In this

paper, a technique is described that combines Euler's method and trigonometric functions to derive direct

formulas for calculating key angles responsible for the ray path in both gradient media. An exact solution

overcomes the the drawbacks of iterative approaches, which are subject to computational errors. The

basic formula developed for two-gradient models was tested using a small set of real data by transforming

it into a particular case of a one-gradient model. The independence of the evaluations is con�rmed by

comparing the calculated parameters with those taken from an earlier publication. The derived formulas

are essential for solving problems in oil and gas exploration, geothermal exploration, and other challenges

related to energetics. The solution can be extended for acoustic, optical, and other tasks.
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Íàó÷íàÿ ñòàòüÿ
ÓÄÊ 517.98

Îáúåäèíåíèå ìåòîäà Ýéëåðà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîãî ïóòè ëó÷à â äâóõãðàäèåíòíîé ñðåäå

Т. А. Смагличенко

Институт проблем нефти и газа Российской академии наук, Россия, 119333, г. Москва, ул. Губкина, д. 3

Смагличенко Татьяна Александровна, кандидат физико-математических наук, ведущий научный со-

трудник, t.a.smaglichenko@gmail.com, https://orcid.org/0000-0001-9786-6959, SPIN: 8626-5251, AuthorID:

59811

Аннотация. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ïîçâîëÿþùåå ïîëó÷èòü òî÷-
íóþ òðàåêòîðèþ ëó÷à, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ îò èçâåñòíîãî ïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêà ê ïðè¼ìíèêó â
äâóõãðàäèåíòíîé ñðåäå. Ñèñòåìà èç äâóõ ëèíåéíûõ ãðàäèåíòîâ ñîåäèíÿåò äâå ðàçëè÷íûå ñëîèñòûå
ñðåäû, ïåðåõîä îò îäíîé â äðóãóþ ïðîèñõîäèò íà íåêîòîðîé ãðàíèöå. Â êàæäîé ñðåäå ïîêàçàòåëè
ïðåëîìëåíèÿ îïðåäåëÿþò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí è, ñîîòâåòñòâåííî, èñêðèâë¼ííûå ïóòè ëó÷åé. Ðàç-
ëè÷íûå ðàäèóñû êðèâûõ çàòðóäíÿþò îòñëåæèâàíèå ëó÷à ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè îò èñòî÷íèêà äî
ïðè¼ìíèêà. Ìåòîä Ýéëåðà äà¼ò òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ìîäåëè, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ îäíèì ãðàäèåíòîì.
Îäíàêî â ñëó÷àå äâóõ ãðàäèåíòîâ òî÷íîå ðåøåíèå íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü èç-çà íåäîîïðåäåë¼ííîñòè
îáùåé ñèñòåìû êðèâûõ ëó÷åé è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè. Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä, îáúåäè-
íÿþùèé ìåòîä Ýéëåðà è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè äëÿ âûâîäà ïðÿìûõ ôîðìóë ïðè ðàñ÷åòå
êëþ÷åâûõ óãëîâ, îòâå÷àþùèõ çà òðàåêòîðèþ ëó÷à â îáåèõ ãðàäèåíòíûõ ñðåäàõ. Òî÷íîå ðåøåíèå
ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü íåäîñòàòîê èòåðàöèîííîãî ïîäõîäà, ñâÿçàííûé ñ âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíî-
ñòüþ. Áàçîâàÿ ôîðìóëà, ðàçðàáîòàííàÿ äëÿ äâóõãðàäèåíòíûõ ìîäåëåé, áûëà ïðîòåñòèðîâàíà íà
íåáîëüøîì íàáîðå ðåàëüíûõ äàííûõ ïóò¼ì å¼ ïðåîáðàçîâàíèÿ â ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîãðàäèåíòíîé
ìîäåëè. Íåçàâèñèìîñòü îöåíîê ïîäòâåðæäåíà ñðàâíåíèåì ðàñ÷¼òíûõ ïàðàìåòðîâ ñ ïàðàìåòðàìè,
âçÿòûìè èç áîëåå ðàííåé ïóáëèêàöèè. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ðåøåíèÿ
ïðîáëåì ïðè ðàçâåäêå ìåñòîðîæäåíèé íåôòè è ãàçà, ãåîòåðìàëüíûõ ðåñóðñîâ è äðóãèõ, ñâÿçàííûõ
ñ ýíåðãåòèêîé. Ðåøåíèå ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà àêóñòè÷åñêèå, îïòè÷åñêèå è äðóãèå çàäà÷è.
Ключевые слова: àëãîðèòì òðàññèðîâêè ëó÷åé, äâóõãðàäèåíòíàÿ ìîäåëü, óãîë ïàäåíèÿ, àíàëèòè-
÷åñêîå ðåøåíèå
Благодарности: Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâà íàóêè è âûñ-
øåãî îáðàçîâàíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò � 125021302095-2 ¾Ôóíäàìåíòàëüíûé áàçèñ èí-
íîâàöèîííûõ, öèôðîâûõ òåõíîëîãèé ïðîãíîçà, ïîèñêà, ðàçâåäêè è îñâîåíèÿ íåôòåãàçîâûõ ðåñóð-
ñîâ (ôóíäàìåíòàëüíûå, ïîèñêîâûå, ïðèêëàäíûå, ýêîíîìè÷åñêèå è ìåæäèñöèïëèíàðíûå èññëåäîâà-
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Introduction

Gradient models are widely used in energy production areas. One example is the formalization
of the process of water injection into wells at large oil �elds. The process of water injection helps to
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extract oil from the depths to the surface. The amount of water injected is related to the amount
of oil produced through a linear relationship that includes a gradient, the numerical value of
which characterizes the reservoir pressure [1]. The gradient model considered in this paper is also
based on linear dependence. It is determined by seismic velocity growth with depth and changing
gradients. Thus, constructing optimal gradient models is part of production processes.

It is essential to recognize that the complexity of geological structures extends beyond one
gradient. Oil companies report di�culties in extracting oil and gas from deep-seated traps [2].
Moreover, the lack of knowledge of geological structures can lead to accidents and equipment
failure [3]. Such a case occurred during the drilling of geothermal wells in Iceland. At a certain
boundary, the velocity gradient was altered under the in�uence of hot magma. The equipment
failed. This event slowed down the energy extraction process for several years.

The best minimal model for a one-gradient medium can be found by applying the method
developed by the authors of the article [4]. The technique is e�ective for detecting gas areas. Local
earthquake data from neighboring areas of the Icelandic region (Subarctic zone) were used. The
result revealed that the P-wave velocity gradient for an area where up to 550 tons of carbon
dioxide are extracted has a greater numerical value than the values of other areas. The gradient
increase began at a depth of 2.5 km and increased to 6.0 km [5].The authors (participants of
the project RANNIS ID-152432-051) discussed the issue of the linear gradient distribution at a
meeting with representatives of the Icelandic Meteorological O�ce (IMO). According to their
information, in many areas of Iceland, the second velocity gradient represents a change in velocity
at a depth of 3.0 km. This has led to the need to consider the two-gradient model.

Another motivation for such a model is the existence of the boundary of velocity change
in the Arctic regions on Franz Josef Land [6]. The depth at which properties of geological
material changed was determined based on knowledge of the output angle of a seismic ray at
the surface. This angle was calculated using readings from seismographs and galvanometers
tuned to di�erent wavelengths. The instrumental data were stored at the expeditionary station
named �Arkticheskaya� (the Research Institute of Arctic Geology) and the station �Kheys�
(Krenkel Polar Station, Kheysa Island) located on Alexandra Land Island. The coordinates of the
epicenters were taken from the bulletins of the USSR seismic station network. Using these data,
the author of the work [7] constructed experimental curves and concluded that the wave changes
its direction at a depth of 2.5�3.0 km. Thus, it was assumed that the jump in velocity occurs
in this depth range. To determine the formula that establishes the relation between the output
angle and �apparent� velocity at di�erent depths, the author of [8] developed a di�erentiated
method based on two formulas of Benndorf and Wiechert �Chibisov.

Thus, the output angle, velocity, and depth are analytically connected parameters. From the
history of seismology [6�8], we can note that instrumental observations of the output angles
permitted the construction of velocity models. Nowadays, knowledge about the velocity distribu-
tion with depth at di�erent areas is stable. Another task becomes relevant. Instead of expensive
equipment, mathematical modeling should be used to calculate the incidence angle of a seismic
ray at the surface in a complex velocity gradient medium. Note that in exploration methods,
the incidence angle is the central parameter determining the residual between theoretical and
experimental values. Creating models of geological structures helps to develop digital twins
that provide energy savings in the manufacturing process. According to oil and gas companies
operating in the Arctic, the main reserves are con�ned to the boundary depths (about 3.0 km) of
the Achimov and Jurassic deposits [2]. Other examples are described above. Thus, the properties
of rocks change sharply at a certain boundary. The di�erent structures of geological material
may correspond to two gradients of seismic velocity.

A medium with a velocity discontinuity between two linear gradients is referred to as a two-
gradient model. Di�erent parameters characterize each linear gradient. Curved ray trajectories
represent a system of two circles with centers at various points of the medium. Knowledge of the
incidence angle at the receiver determine the positions of ray paths under the condition of an

Математика 177



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 2

accurate �t of the ray to the receiver when the coordinates of the source and receiver are known.
Therefore, the goal is to develop an analytical solution for determining a formula to calculate
the incidence angle on the Earth's surface and other key angles in a medium with two linear
gradients. Note that the boundary, at which a velocity discontinuity occurs, is assumed to be
given.

Other approaches to constructing ray paths are based on the �shooting� method. The ray is
emitted from the source, refracted at speci�ed boundary surfaces, and reaches the station. One
such procedure is the bending (pseudo-bending) method, in which curved rays are emitted from
the source to hit the receiver. However, the solution is unstable [9].

Therefore, the author of the work [10] developed a parameterized method of �shooting� for
the Cartesian coordinate system, which assumes that direct rays come from the source. The
increase in the accuracy of the entrance at the receiver was achieved because the approximate
calculations of the method [9] were replaced in [10] by integral analytical solutions. In [11] and
[12], the convergence control was developed. Owing to this approach, the degree of convergence
was improved by 10%. The authors of [13] revised the method by using spherical coordinates.

The focus of this paper is on accurately determining the ray path, speci�cally the method that
determines the precise path of the ray from the given source to the receiver. For a one-gradient
medium, the solution of the system of di�erential Euler equations provides the calculation of
coordinates for the ray's point if the incident angle is known [14]. The solution cannot be used
when rays pass through the given boundary of the gradient change.

The authors of [15] constructed the solution for a simple model consisting of two basic layers.
The �rst is located from the surface to the upper bound of the known depth. A constant velocity
of wave propagation characterizes this layer. The linear gradient of velocity describes the second
layer. A variational algorithm that solves the Cauchy problem and applies the iterative Runge �
Kutta technique was used to determine the solution. However, there is no ray-tracing solution
for two-gradient media.

The issue is that the solution for the common ray path is not obtained by using Euler's formula
for both the medium in the upper layer and the medium below the boundary. The tangents to
the ray curve are distributed like a fan, and there are multiple refractions in the limits of each
gradient layer. To �nd the connection between two di�erent parts of the model, one can use
only the tangent to the ray that falls on the boundary at the point where the parameters of the
�rst-gradient are changed when the ray accurately passes from the source to the receiver.

In the given paper, analytical expressions for the tracing angles have been obtained based on
the proposed approach. Euler's method is combined with the algorithm for deriving trigonometric
functions that assign the angles' values for exact ray trajectories in a two-gradient medium.

1. Statement of the problem

Suppose it is known from a priori information about the area being studied that the velocity
undergoes a discontinuity at a certain depth. At the same time, there are assumptions about the
velocity parameters, which describe the media above and below the boundary depth zbd. Let a
linear relationship characterize the medium of the �rst-gradient of velocity as V (z) = V0 + V1z,
while the medium of the second gradient can be described as V (z) = Ṽ0+ Ṽ1z, where z stands for
depth, V0 and V1 are the velocity value at the surface and the gradient value above the boundary
depth, Ṽ0 and Ṽ1 are parameters for the second part of the medium. Figure 1, a demonstrates
an image of two velocity gradients. The �rst-gradient is presented by various gray bars, while
dark gray bars correspond to the second gradient. A bold line denotes the boundary between two
gradients. Figure 1, b shows the velocity pro�le with a linear dependence of velocity on depth. For
any depth, represented by a horizontal line in Fig. 1, a, the velocity is calculated using formulas
in Fig. 1, b.
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Fig. 1. Two-gradient model: a shows images of the gradients; b shows linear velocity functions

Figure 2 shows a ray path in the ray plane (w, z), where w = x−x
cosϕ , x is the Cartesian

coordinate of the receiver, and ϕ is the azimuth angle. A ray travels from the source (denoted
by the closed circle) in the medium above the boundary depth. Then its trace continues in the
medium of the second gradient. Finally, it reaches the receiver (denoted by the triangle) in the
medium of the �rst-gradient.

Figure 3 illustrates an error if Snell's law is used for the ray tangents of the �rst-gradient
medium refracted at the boundary between two media. In that case, the solution can be constructed;
however, the path from the source to the receiver will not be exact.

z

y

w

x
0

j

Fig. 2. The ray plane (w, z) within a Cartesian
plane. Angle ϕ is the angle between the
plane and the direction 0Y , which is normally
the north direction. A bold line denotes the

gradient change

z
bd

Fig. 3. The solution error occurs if Euler's method is
combined with Snell's law for the ray tangents of the

�rst-gradient medium

If the ray tangent refracts at the point, for which the ray path is accurate, then the number
of unknown angle parameters will be greater than the number of equations. Therefore, in this
paper, the algorithm has been developed to overcome this uncertainty.

Figure 4 shows the key angles that determine the ray trace from the source to the receiver.
Two coordinate systems were used. The �rst is for the ray points in the medium above the
boundary depth. The origin of this system coincides with the receiver point. The second system
is in the medium below the boundary depth. The origin corresponds to the transition point of
the gradient change for the exact ray path.

The problem is formulated as follows: Derive the formula to calculate α an incidence angle
on the receiver through the parameters V0 and V1, Ṽ0 and Ṽ1, and the boundary depth zbd.
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Fig. 4. A plane of the ray: α is the incidence angle of ray on
the receiver, α1 is the angle of incidence on the depth zbd that
is a boundary between two gradients, β1 is the refraction angle,
which determines the wave propagation in the medium of the second
gradient, (w1, zbd) and (w2, zbd) are points of intersection of the ray
with the boundary depth, when the coordinate system is used for the
medium of the �rst-gradient; (w̃2, 0.0) is a point in the coordinate

system of the medium of the second gradient

2. Derivation of the key angles formulas for a two-gradient model

According to [14], the application of Euler's method to the system of di�erentiated equations
determines the trajectory of a seismic ray in a one-gradient medium:

y − y = (x− x) tanϕ, (1)

(V0 + V1z)
2 +

V1
2

cos2ϕ

[

x− x− (V0 + V1z) cosϕ

V1 tanα

]2

=
(V0 + V1z)

2

sin2α
. (2)

The ray travels from the point (x, y, z) to (x, y, z). In the following sections, we explain how
equations (1) and (2) are applied and de�ne the method to obtain the formula for the incidence
angle on the receiver in a two-gradient medium.

2.1. Relationship between the incidence angle on the receiver and the incidence
angle to the boundary depth

The formula to derive the angle α in the medium of the �rst-gradient can be obtained using
equation (2) for a portion of the ray passing from point (x, z) = (xrv, zrv) to (x, z) = (x1, zbd),
where (xrv, zrv) is the receiver coordinates, and x1 is coordinate corresponding w1 on Fig. 2:

(V0 + V1zbd)
2 +

V1
2

cos2ϕ

[

x1 − xrv −
(V0 + V1zrv) cosϕ

V1 tanα

]2

=
(V0 + V1zrv)

2

sin2α
.

Let us perform operations inside the square brackets �rst. Since zrv = 0, we have

(V0 + V1zbd)
2 +

V1
2

cos2ϕ

[

(x1 − xrv)
2 − 2

(x1 − xrv)V0 cosϕ

V1 tanα
+
V 2
0 cos

2ϕ

V 2
1 tan

2α

]

=
V 2
0

sin2α
.

After multiplying, simplifying, and using trigonometric identities, we get

(V0 + V1zbd)
2 + V 2

1 w
2
1 − 2V0V1w1

1

tanα
+

V 2
0

tan2α
=

V 2
0

sin2α
,

(V0 + V1zbd)
2 + V 2

1 w
2
1 −

2V0V1w1

tanα
=

V 2
0

sin2α
− V 2

0

tan2α
= V 2

0 . (3)
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From equation (3), we obtain

tanα =
2V0V1w1

(V0 + V1zbd)2 + V 2
1 w

2
1 − V 2

0

. (4)

The angle α1 can be determined by applying equation (2) to the inverse trajectory of a ray
from point (x, z) = (x1, zbd) to (x, z) = (xrv, zrv):

(V0 + V1zrv)
2 +

V1
2

cos2ϕ

[

xrv − x1 −
(V0 + V1zbd) cosϕ

V1 tanα1

]2

=
(V0 + V1zbd)

2

sin2α1
,

V 2
0 +

V1
2

cos2ϕ

[

(xrv − x1)
2 − 2

(xrv − x1)(V0 + V1zbd) cosϕ

V1 tanα1
+

(V0 + V1zbd)
2cos2ϕ

V 2
1 tan

2α1

]

=

=
(V0 + V1zbd)

2

sin2α1
. (5)

The equation (5) is transformed using steps similar to obtaining equation (4). Finally, we
have the following formula:

tanα1 =
2(V0 + V1zbd)V1w1

(V0 + V1zbd)2 − V 2
1 w

2
1 − V 2

0

. (6)

Next, we divide equation (4) by equation (6). After reductions and transformations, we get

tanα

tanα1
=

V0
(V0 + V1zbd)

[

1− 2V 2
1 w

2
1

(V0 + V1zbd)2 + V 2
1 w

2
1 − V 2

0

]

. (7)

From formula (7), we have a formula for determining cot2α1:

cot2α1 =
V 2
0

(V0 + V1zbd)2

[

1− 2V 2
1 w

2
1

(V0 + V1zbd)2 + V 2
1 w

2
1 − V 2

0

]2
1

tan2α
. (8)

2.2. Relationship between the angle of incidence on the boundary depth
and the refraction angle

According to Snell's law for two media, the following equation links the incidence angle α1

and refraction angle β1 via the velocity parameters:

sinα1

sinβ1
=

(V0 + V1zbd)

(Ṽ0 + Ṽ1zbd)
. (9)

From equation (9), we obtain

sin2β1 = sin2α1
(Ṽ0 + Ṽ1zbd)

2

(V0 + V1zbd)2
. (10)

2.3. Obtaining the formula for the refraction angle in the medium
of the second gradient

Let us set down a coordinate system with the origin at the point where the �rst-gradient is
changed by the second for the ray path. Let us consider the medium of the second gradient and
determine the formula for tanβ1 in the plane (w̃, z̃).

Using equation (2) for the portion of a ray going from point (x, z) = (x1, zbd) that has
coordinates (0.0, 0.0) in a new system into the point (x, z) = (x2, zbd) that has coordinates
(x̃, 0.0) we obtain

Ṽ 2
0 +

Ṽ1
2

cos2ϕ

[

x̃2 −
Ṽ0 cosϕ

Ṽ1 tanβ1

]2

=
Ṽ 2
0

sin2β1
. (11)
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Note that
x̃22

cos2ϕ
=

(x̃2 − x)2

cos2 ϕ
= w̃2

2.

Then equation (11) can be written as

Ṽ 2
0 + Ṽ 2

1 w̃
2
2 − 2w̃2Ṽ1Ṽ0

1

tanβ1
+

Ṽ 2
0

tan2 β1
=

Ṽ 2
0

sin2β1
. (12)

After transforming equation (12), we obtain the formula for tanβ1:

tanβ1 =
2Ṽ0

Ṽ1w̃2

. (13)

Let us apply the trigonometric equation

1 + cot2β1 =
1

sin2β1
. (14)

Then from equations (13) and (14) we get

sin2β1 =
4Ṽ 2

0

4Ṽ 2
0 + Ṽ 2

1 w̃
2
2

. (15)

2.4. The formula for the angle of incidence on the boundary depth via the parameters
of two gradients

Let us equate the right-hand sides of the expressions obtained for sin2β1, which are represented
by equations (10) and (15). This technique will allow us to determine the angle α1 through the
parameters describing two gradients:

sin2α1 =
4(V0 + V1zbd)

2Ṽ 2
0

(Ṽ0 + Ṽ1zbd)2(4Ṽ
2
0 + Ṽ 2

0 w̃
2
2)
. (16)

2.5. The formula to calculate the angle of incidence on the receiver

Let us apply the trigonometric equation (14) for the angle α1. We will use equations (8) and
(16). Substituting the obtained expressions for cot2α1 and sin2α1 we obtain

1 +
V 2
0

(V0 + V1zbd)2

[

1− 2V 2
1 w

2
1

(V0 + V1zbd)2 − V 2
0 + V 2

1 w
2
1

]2
1

tan2α
=

=

(

1 +
Ṽ 2
1 w̃

2
2

4Ṽ 2
0

)

(Ṽ0 + Ṽ1zbd)
2

(V0 + V1zbd)2
. (17)

After some transformation of equation (17), we determine the incidence angle at the receiver
α as its trigonometric function tanα:

tanα =
S1
S2
, (18)

where

S1 =
V0

(V0 + V1zbd)

[

1− 2V 2
1 w

2
1

(V0 + V1zbd)2 − V 2
0 + V 2

1 w
2
1

]

and

S2 =

√

√

√

√

[(

1 +
Ṽ 2
1 w̃

2
2

4Ṽ 2
0

)

(Ṽ0 + Ṽ1zbd)2

(V0 + V1zbd)2
− 1

]

. (19)
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3. Testing of the basic equation by application to a small set of real data

The reliability of the basic constructed equation (18) is con�rmed by performing the following
expertise. Let us use the result of ray tracing for a one-gradient model that was published a few
years ago in [16]. The dataset contains local seismic events recorded in 2001 by the South Iceland
Lowland (SIL) seismic network. The Icelandic Meteorological O�ce provided the data within the
framework of a joint research project supported by the RANNIS fund ID-152432-051. Table 1
presents the parameters of the �ve rays, which involve the permanent stations (receivers) names,
coordinates of the point of the ray maximal descent (wmax, zmax), the incidence angle to the
receiver θ, the local earthquake depth, the epicentral distance is the distance from the epicenter
(projection of the earthquake source on the Earth's surface) to the station [16].

Table 1

Ray path parameters calculated for the seismic data sample (after [16])

Station name zmax, km wmax, km θ (radians) Depth, km Epicentral distance, km

Hau 12.4865770 17.2813225 0.319398791 4.4 32.4136772

Hei 17.1106834 22.0989037 0.253079265 3.7 42.8926048

Hau 11.3059006 16.0329971 0.342429072 1.9 31.2556458

Kro 14.6913977 19.5900269 0.283867538 1.5 38.6784210

Kro 15.3930874 20.3199387 0.274182767 2.9 39.5899811

Figure 5 shows the ray traces in the one plane. The parameters were calculated for a one-
gradient model that is the SIL model, for which V0 = 4.926, V1 = 0.479 [4, 16].

Let us check the formula (18) by transforming it to the formula for a one-gradient model. To
do this, we substitute the parameters of the �rst-gradient V0 and V1, instead of the parameters
of the second gradient Ṽ0 and Ṽ1. Then, after the transformation of equation (19), we get the
following equation to calculate the incidence angle to the receiver α as its trigonometric function
tanα:

tanα =
t1
t2
, (20)

where t1 = S1, t2 =
V1w̃2

2V0
.

Note that in Table 1, the incidence angle to the receiver, denoted by θ after research [16],
while in the given paper the same angle is denoted as α.

Let us assume that the boundary depth is equal to the source depth: zbd = zsource (Fig. 6).
Then w̃2 = w2 − w1, where w2 is the epicentral distance, and w1 = 2wmax − w2. Using the data
from Table 1 and substituting them into equation (20), we calculate the incidence angle for each
testing ray.
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Fig. 5. Ray trajectories in the plane (w, z) (after
[16]) (color online)
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Fig. 6. Illustration of the testing data
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Table 2

Illustration of the modeling error for each ray
from Table 1

Station name Depth, km Error (radians)

Hau 4.4 0.005754648

Hei 3.7 0.004890067

Hau 1.9 0.061486027

Kro 1.5 0.063026168

Kro 2.9 0.023682692

Table 2 shows the di�erence between the
values of the incident angle for the one-
gradient model using only the formula of
Euler's method (after [16]) and the values
calculated for the same parameters of the
one-gradient model applying the technique
merging Euler's method with trigonometric
formulas by reducing the derived two-gradient
model to a one-gradient case. One can see
that the modeling error is within the limits of
accuracy. Thus, the correctness of the formula
(18) has been veri�ed for each ray.

4. Method for determining a formula to calculate the angle of incidence

at the receiver

The method to �nd the formula for the angle of incidence on the receiver in a two-gradient
medium includes the mathematical calculations (see Subsections 2.1�2.5), considering the physics
of wave propagation. In the �rst-gradient medium, equation (7) is derived linking the angle of
incidence on the receiver and the angle of incidence on the boundary of two gradients. For
this, the property of ray reversibility is used. The tangent function is determined for each angle
through the parameters describing the velocity growth with depth in the �rst-gradient medium.
The relationship between the tangents of the angles is established by dividing one equation by
another.

According to Snell's law, we obtain a formula for the known trigonometric relationship
between the sine function of the angle of incidence at the boundary depth and the sine function
of the angle of refraction through the parameters of the �rst and second gradients. The tangent
of the angle of refraction is determined through the parameters of the medium of the second
gradient by an algorithm that is the same as for the angles in the medium of the �rst-gradient
(Subsection 2.3). Applying the known trigonometric equation relating the sine function and the
inverse tangent function, we can obtain a formula for calculating the square of the sine of the
refraction angle. Thus, the square sine of the refraction angle is de�ned twice through Snell's
law and by utilizing a trigonometric equation. Equating the corresponding parts, we determine
a formula for calculating the square sine of the angle of incidence on the depth, which is the
boundary between two gradients. The parameters of both the �rst and second gradients are
involved in this formula.

Again, applying the trigonometric equation relating the sine function and the inverse tangent
function for the angle of incidence at the boundary depth, we derive a formula for determining
the square tangent of the angle of incidence on the receiver.

Thus, the strategy of the method is as follows. It is necessary to �nd the �crossing� angle,
which will be determined twice. From one direction, it will be related to the angle of incidence
on the receiver for the ray path in the medium of the �rst-gradient, and from the other direction,
it will be expressed through the parameters describing the medium of the second gradient. A
simple substitution of the formula obtained for the �crossing� angle from the second direction
into the expression for the �rst direction will give the desired formula for the angle of incidence
on the receiver.

The equation of the basic angle of the ray path was tested through the transition from
parameters for the two-gradient model to the parameters for the one-gradient model. An indepen-
dent validation was performed by examining the di�erence between angle values known for a set
of experimental data (published a few years ago in [16]) and the basic angle values calculated by
applying the derived equation. The correctness of the result can be veri�ed by direct substitution
of the numerical data given in Table 1 (after [16]) into the formula (20).
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Note that the basic formula (18) we derived for the incident angle on the receiver contains
arithmetic operations and the trigonometric square function. This can lead to insigni�cant
computing errors because numbers participate in calculations with rounding-o� errors. It is
known that for iterative approaches, including the Runge �Kutta method, this error can be
critical and a�ect the correctness of the solution.

5. Discussion of application �elds of the obtained solution

In this paper, we have obtained formulas for determining key angles through the parameters
of the �rst and second gradients in a two-gradient model: the angle of incidence on the depth
of the boundary between gradients (equation (16)), the angle of refraction (equation (15)), and
�nally the angle of incidence at the receiver (equation (18)). These important angles de�ne
the ray trace. The angle of incidence on the receiver is the main parameter for calculating the
theoretical travel time. In seismic tomography, the e�ciency of solutions to the direct and inverse
problems depends on the di�erence between the theoretical travel time values and experimental
observations.

Potential areas for the utilization of formulas constructed in the paper are beyond the scope
of seismic tomography. Possible applications are in acoustic, optics, meteorology, astronomy, etc.

Let us consider the ray acoustic tasks, in which the sound velocity is not constant, and the
rays are curved. For instance, the author [17] analyzed the sound propagation in the ocean.
The model was considered for the medium with the sound velocity varying with depth. The ray
angle was used to �nd a formula for the ray's radius of curvature at a de�ned depth. The main
parameter of ray tracing is the initial ray angle at the source. The important contribution of the
author [17] is the technique for underwater acoustic propagation over a layered bottom with a
thin �uid sedimentary layer under the condition of moderately range-varying bathymetry.

Another application can be performed for light propagation theory, when the curved rays arise
under the in�uence of gravity centers (lenses, galaxy) in the atmosphere. Coordinates of the ray
path can be found by solving the system of di�erential equations with Euler's and Runge �Kutta
iterative methods, not analytically [18]. The increase in the distance between the gravity center
and the light particles leads to a decrease in the attenuation function and a change in the radii
of the curved rays.

The author [18] discussed the intersection of curved light rays with massive gravity objects
(black holes). The e�ects of shading can be calculated. However, shading models take into account
the angle of incidence. A problem arises with the determination of this angle. Note that our
research showed the incidence angle of the ray at any point can be calculated using the property
of a ray in reverse.

Conclusion

The paper presents the technology established for determining the precise path of a ray
in a two-gradient medium, given the starting positions of the receivers and sources, under the
boundary condition of a gradient change at a certain depth. The equation derived for the basic
angle in the two-gradient model can be applied to a speci�c case of a one-gradient model. The
method involves a sequence of steps to solve the underdeterminacy problem in the ray tracing.
It was found that the number of unknown parameters can be decreased if the property of the ray
inverse trajectory is used. Numerous tests have shown that the modeling error is signi�cantly
reduced by using the coordinate systems, each of which is connected to the medium of one
separate gradient. Trigonometric manipulations of Euler's method solutions for the di�erent
systems provide the formulas to calculate an accurate ray path in a two-gradient medium.
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Аннотация. Â ñòàòüå îáîñíîâàí ñïîñîá ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñðåäñòâàìè
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Ââåäåíèå

Закономерности, выявленные при действии группы на конкретном множестве, могут
выступать средством рационального решения некоторых задач.

Цель работы— ввести действия группы диэдра D2n [1] и группы параллельных перено-
сов Tn на множестве линейных диофантовых уравнений, на множестве их решений Z

n и
выявить взаимосвязи данных действий.

Требуется задать конкретные действия на исследуемых множествах, связать эти дей-
ствия и заложить основы формальной теории действий над уравнениями.

В первом разделе введены и исследованы действия диэдральной группы и других групп
симметрий правильных n-мерных многогранников на множестве линейных диофантовых
уравнений и на множестве их решений; во втором показаны действия группы параллельных
переносов; в последнем разделе содержатся практические рекомендации по применению
описываемого подхода при решении линейных диофантовых уравнений.

Научная новизна исследования состоит в применении теории групповых действий на
нестандартном объекте — множестве, состоящем из линейных диофантовых уравнений с n
переменными.

Научная значимость результатов исследования заключается в возможности использова-
ния и дальнейшего расширения механизма поиска решений различных диофантовых урав-
нений с помощью метода групповых действий, а также в формализации таких действий
над уравнениями, как перестановка его коэффициентов или замена знака коэффициента.

1. Äåéñòâèÿ ãðóïï ñèììåòðèé ïðàâèëüíûõ n-ìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ
íà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé

Определение 1 ([2]). Линейным диофантовым уравнением (ЛДУ) с n неизвестными
будем называть уравнение вида

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = b, (1)

где a1, a2, . . . , an, b—целые числа, причем хотя бы одно ai 6= 0, и при этом поставлена задача,
чтобы неизвестные x1, x2, . . . , xn принимали только целые значения. Числа a1, a2, . . . , an
называют коэффициентами ЛДУ.
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Определение 2. Назовем линейное диофантово уравнение совместным, если оно имеет
решения, и несовместным в противном случае.

Множество всех линейных диофантовых уравнений с n неизвестными будем обозначать

LDEn = {D : a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = b | ai, b ∈ Z, i = 1, 2, . . . , n}.

Пусть n = 2. В этом случае мы будем иметь дело с группами симметрий правильных
многоугольников, которые называются диэдральными группами (группами диэдра) [1].

Рассмотрим действие группы диэдра D8 (с операцией ◦ правой композиции отображе-
ний) на множествe, содержащим все ЛДУ с двумя переменными и только их

LDE2 = {D : a1x1 + a2x2 = b | a1, a2, b ∈ Z}.

Устроим отображение
d8 : D8 × LDE2 → LDE2,

при котором каждой паре (f,D) ставится в соответствие элемент

f ·D = f(D),

где f(D) есть уравнение прямой, являющейся образом прямой, заданной уравнением D,
при движении f.

По аналитическим соображениям под прямой иногда будем понимать ее уравнение и
наоборот.

Предложение 1. Отображение d8 есть действие группы D8 на LDE2.

Доказательство. Отображение d8 задано корректно, так как для каждой пары су-
ществует и притом единствен результат в силу выбора подходящих множества LDE2 и
группы D8.

В случае n = 2 ЛДУ с двумя неизвестными визуально отождествляются с прямыми, ко-
торые можно поворачивать относительно точки плоскости и отражать относительно других
прямых в прямоугольной декартовой системе координат (ПДСК). При этом будет выбран
стандартный базис. Все повороты будем осуществлять относительно начала ПДСК, а сим-
метрии— относительно осей или биссектрис координатных углов ПДСК.

1. Результат отображения d8 лежит в LDE2, так как каждое из преобразований в D8

сохранит целочисленность коэффициентов ЛДУ, а свободный член b в конечном счете не
изменится (далее в табл. 1 будет показано, как именно устроено данное действие).

2. Осталось проверить две аксиомы действия [3]:

1) пусть f = id :

{

x′ = x,

y′ = y,
D : a1x1 + a2x2 = b. Тогда id(D) = D;

2) пусть f, g ∈ D8. Тогда в силу задания действия d8 справедливо требуемое

f(g(D)) = (f ◦ g)(D). □

Известно, что любое движение f на плоскости в ПДСК xOy задается следующими фор-
мулами

f :

{

x′ = x cosϕ− εy sinϕ+ x0,

y′ = x sinϕ+ εy cosϕ+ y0,

где ε = 1, если движение первого рода, и ε = −1, если оно второго рода [4].
Положим x = x1, y = x2, (x0, y0) = (0, 0). Выясним сначала результат действия груп-

пы D8 элементом R
π
2

O , т. е. поворотом квадрата относительно начала координат на угол
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ϕ = π
2 против часовой стрелки. Поворот является движением первого рода, следовательно,

ε = 1. Наконец, подставив ϕ = π
2 , получим

R
π
2

O :

{

x′1 = −x2,
x′2 = x1.

Тогда

R
π
2

O :

{

x1 = x′2,

x2 = −x′1.

Выходит, что

D′ = (a′1x
′
1 + a′2x

′
2 = b) = f ·D = f(D) = R

π
2

O(a1x1 + a2x2 = b) =

= (a1x
′
2 + a2(−x′1) = b) = (−a2x′1 + a1x

′
2 = b).

Теперь выясним, что будет в случае действия, например, элементом Sy=0, т. е. симмет-
рией квадрата относительно координатной оси Ox.

В данном случае представим ситуацию геометрически: для каждой точки только орди-
ната меняется на противоположную, а абсцисса остается прежней. Получаем

Sy=0 :

{

x′1 = x1,

x′2 = −x2,
значит, Sy=0 :

{

x1 = x′1,

x2 = −x′2,

т. е.

D′ = (a′1x
′
1 + a′2x

′
2 = b) = f ·D = f(D) = Sy=0(a1x1 + a2x2 = b) =

= (a1x
′
1 + a2(−x′2) = b) = (a1x

′
1 − a2x

′
2 = b).

Составим табл. 1, иллюстрирующую все результаты действия D8 ↷ LDE2 и интерпре-
тацию этого действия на язык других действий.

Таблица 1 / Table 1

Ñâÿçü äåéñòâèé aσ è a(−) ñ äåéñòâèåì ãðóïïû D8

The connection between the actions aσ and a(−) with the action of the group D8

f f(D) Èíòåðïðåòàöèÿ f(D)

R0
O = id D : a1x

′

1 + a2x
′

2 = b D

R
π

2

O −a2x′1 + a1x
′

2 = b a(−+)
(

a(12)(D)
)

èëè a(12)
(

a(+−)(D)
)

Rπ
O −a1x′1 − a2x

′

2 = b a(−−)(D)

R
3π

2

O a2x
′

1 − a1x
′

2 = b a(+−)
(

a(12)(D)
)

èëè a(12)
(

a(−+)(D)
)

Sy=0 a1x
′

1 − a2x
′

2 = b a(+−)(D)

Sx=0 −a1x′1 + a2x
′

2 = b a(−+)(D)

Sy=x a2x
′

1 + a1x
′

2 = b a(12)(D)

Sy=−x −a2x′1 − a1x
′

2 = b a(−−)
(

a(12)(D)
)

èëè a(12)
(

a(−−)(D)
)

Таким образом, любое действие диэдральной группы D8 на множестве ЛДУ с двумя
неизвестными есть не что иное, как последовательное применение ранее изученных дей-
ствий aσ, где σ ∈ S2, и a(−). Данные действия описаны в работе [5] и представляют со-
бой соответственно перестановку коэффициентов ЛДУ в порядке подстановки σ и замену
некоторых коэффициентов ЛДУ на им противоположные, причем для последнего случая в
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табл. 1 представлены уточняющие обозначения, а именно знак «−» использован для обо-
значения факта замены коэффициента на ему противоположный, а знак «+»— для обо-
значения того факта, что знак коэффициента остался прежним. Порядок данных знаков в
обозначении отражает порядок следования коэффициентов ЛДУ.

Решим следующую задачу, пользуясь данными, представленными в табл. 1.

Задача 1. Прямую, заданную уравнением D : 2x1 + 5x2 = 7, повернули на угол ϕ = π
2

около начала координат. Найдите координаты всех целочисленных точек, принадлежащих
образу прямой D.

Решение. Задача сводится к решению ЛДУ D′ = R
π
2

O(D). Однако уравнение ЛДУ D′

можно не находить. Следует найти вектор общего решения ЛДУ D.
Так как D′ = a(−+)

(

a(12)(D)
)

, то по [5] zD′ = z(−+)
(

z(12)(zD)
)

.
Так как zD = (1− 5t2, 1 + 2t2), t2 ∈ Z, то zD′ = (−1− 2t2, 1− 5t2), t2 ∈ Z.
Ответ: zD′ = (−1− 2t1, 1− 5t2), t2 ∈ Z.
Обобщим действие d8 на случай n > 2 или n < 2. В табл. 2 представлено, какая группа

подходит для действия на ЛДУ с конкретным числом переменных n. Во всех этих случаях
аналогично двумерному варианту будет прослеживаться связь с действиями aσ (где σ ∈ Sn)
и a(−).

Таблица 2 / Table 2

Ãðóïïû, ïîäõîäÿùèå äëÿ äåéñòâèÿ íà LDEn

Groups suitable for action on LDEn

n Ãðóïïà, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â íåé

1 Ãðóïïà ñèììåòðèé îòðåçêà (â îäíîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), 2

2 Ãðóïïà ñèììåòðèé êâàäðàòà (â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), 8

3 Ãðóïïà ñèììåòðèé êóáà (â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), 48

4 Ãðóïïà ñèììåòðèé òåññåðàêòà (â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), 384

5 Ãðóïïà ñèììåòðèé ïåíòåðàêòà (â ïÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), 3840

6 Ãðóïïà ñèììåòðèé ãåêñåðàêòà (â øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå), 46080

· · · · · ·
k Ãðóïïà ñèììåòðèé k-ìåðíîãî êóáà (â k-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå),

2 · 4 · 6 · . . . · 2k = k! · 2k ýëåìåíòîâ

Поясним, как было получено количество элементов в данных группах: каждое движение
в n-мерном пространстве связано с ортогональной квадратной матрицей, которую можно,
выбрав определенным образом базис, привести к блочно-диагональному виду. Определи-
тель такой матрицы равен ±1. При этом в нашем случае (повороты на углы, кратные π

2 ,
и отражения) в каждой строке и в каждом столбце матрицы может присутствовать лишь
один ненулевой элемент — единица или единица со знаком минус, а остальные элементы
матрицы суть нули. Можно уточнить, что ненулевые элементы располагаются на главной
диагонали и/или на соседних с ней [6]. Посчитаем количество таких матриц, используя
комбинаторные соображения.

1. Для n строк и n столбцов мы можем выбрать одну позицию для ненулевого элемента
в каждой строке, что соответствует количеству перестановок из n элементов. Количество
перестановок из n элементов равно n!.

2. Для каждого ненулевого элемента имеется два выбора: 1 или −1. Поскольку в каждой
строке и в каждом столбце будет ровно один такой элемент, то их всего будет n штук. Это
дает нам 2n способов выбрать ненулевой элемент.

Таким образом, общее количество ортогональных матриц размерности n×n, составлен-
ных из элементов 0, 1,−1 с заданными условиями, будет равно n! · 2n.
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Рассмотрим линейное представление группы D8 [7]. Для этого гомоморфно инъективно
отобразимD8 в группу GL2(Z) всех целочисленных матриц с определителем ±1 с операцией
умножения матриц, т. е. имеем

h : D8 → GL2(Z).

Множество всех матриц, соответствующих движениям из D8, обозначим через Im (h). Мат-
ричное представление элементов группы D8 опишем ниже.

id 7→
(

1 0
0 1

)

, R
π
2

O 7→
(

0 −1
1 0

)

, Rπ
O 7→

(

−1 0
0 −1

)

, R
3π
2

O 7→
(

0 1
−1 0

)

,

Sy=0 7→
(

1 0
0 −1

)

, Sx=0 7→
(

−1 0
0 1

)

, Sy=x 7→
(

0 1
1 0

)

, Sy=−x 7→
(

0 −1
−1 0

)

.

При действии d8 совместность уравнений является инвариантом, так как НОД коэффи-
циентов снова делит свободный член образа.

Будем для удобства воспринимать элементы Z
2 как векторы-строки или как векторы-

столбцы в определенных ситуациях.

Теорема 1. Пусть z1, z2 ∈ Z
2 − векторы общего решения совместных ЛДУ D1, D2 ∈

∈ LDE2 соответственно. Пусть имеется преобразование f ∈ D8, и при этом Af ∈ Im (h)
есть матрица f . Тогда

∀ D1, D2 ∈ LDE2

(

D2 = f(D1) =⇒ z2 = Af · z1
)

.

Доказательство. Используем соображения теории линейных операторов [8]. Действи-
тельно, так как f переводит D1 в D2, то каждая точка прямой, заданной D2, получается
из точки прямой, заданной D1, с помощью Af . Решения ЛДУ D1 представляют собой узлы
целочисленной решетки, но тоже лежат на прямой, заданной D1, поэтому именно с помо-
щью Af можно получить все решения D2. □

Задача 2. Пусть ЛДУ D1 : x1 + 3x2 + 5x3 = 9. Известно, что ЛДУ D2 задает
плоскость, полученную вращением плоскости, заданной D1, на угол ϕ = π

2 относительно
оси Ox. Решите D2.

Решение. Имеется как минимум два способа решения: первый способ предполагает по-
иск явного вида ЛДУ D2 и его непосредственное решение (теория групповых действий не
используется), а второй не подразумевает обязательный поиск D2, но подразумевает по-
иск матрицы преобразования (опирается на теорию групповых действий). Решим вторым
способом.

Нетрудно видеть, что zD1
= (9−3t2−5t3, t2, t3), t2, t3 ∈ Z. Поворот в пространстве около

оси абсцисс на угол ϕ = π
2 обозначим через f = R

π
2

Ox. Матрица f имеет вид [9]

Af =





1 0 0
0 0 −1
0 1 0



 .

Значит,

zD2
= Af · zD1

=





1 0 0
0 0 −1
0 1 0



 ·





9− 3t2 − 5t3
t2
t3



 =





9− 3t2 − 5t3
−t3
t2



 , t2, t3 ∈ Z.

Ответ: zD2
= (9− 3t2 − 5t3,−t3, t2), t2, t3 ∈ Z.
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Задача 3. Имеется два ЛДУ:

D1 : x1 + 3x2 + 5x3 = 9, D2 : −x1 + 5x2 − 3x3 = −9.

Найдите явно решение только одного из них, а решение второго получите с помощью
соображений из теории групповых действий.

Решение. Для начала преобразуем ЛДУ D2 в равносильное ему, домножив обе его части
на −1. Тогда имеем

D1 : x1 + 3x2 + 5x3 = 9, D2 : x1 − 5x2 + 3x3 = 9.

Решим сначала ЛДУ D1 : zD1
= (9− 3t2 − 5t3, t2, t3), t2, t3 ∈ Z. Таким образом, так как

D2 = a(+−+)
(

a(23)(D1)
)

,

то по теоремам связи действий на множестве LDE3 и действий на множестве их решений
Z
3, описанных в [5], zD2

= z(+−+)
(

z(23)(zD1
)
)

= (9− 3t2 − 5t3,−t3, t2), t2, t3 ∈ Z.
Ответ: zD1

= (9− 3t2 − 5t3, t2, t3), zD2
= (9− 3t2 − 5t3,−t3, t2), t2, t3 ∈ Z.

2. Действия группы параллельных переносов на множестве линейных

диофантовых уравнений

Для каждого n ∈ N рассмотрим Tn — группу параллельных переносов tm на векторы
m = (m1, . . . ,mn) ∈ Z

n с операцией ◦ правой композиции отображений.
Для каждого n ∈ N введем отображение

→n: Tn × LDEn → LDEn,

определенное следующим образом: каждой паре (tm, D), где m = (m1,m2, . . . ,mn) есть
вектор длины n параллельного переноса tm, поставим в соответствие элемент

tm ·D = tm(D),

где tm(D) есть уравнение прямой, являющейся образом прямой, заданной уравнением D,
при движении tm.

Выберем стандартный базис в пространстве Rn. При этом заметим, что компоненты mi,
i ∈ N, вектора m = (m1, . . . ,mn) ∈ Z

n могут рассматриваться так же, как его координаты.
Аналитически параллельный перенос задается следующими формулами [4]:

tm :











x′1 = x1 +m1,

...

x′n = xn +mn,

значит,

tm :











x1 = x′1 −m1,

...

xn = x′n −mn.

Пусть D : (a1x1 + a2x2 + · · · + anxn = b). Найдем образ D при действии параллельным
переносом tm

D′ = (a′1x
′
1 + a′2x

′
2 + · · ·+ a′nx

′
n = b′) = tm(D) = tm(a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = b) =

= (a1(x
′
1 −m1) + a2(x

′
2 −m2) + · · ·+ an(x

′
n −mn) = b) =

= (a1x
′
1 + a2x

′
2 + · · ·+ anx

′
n = b+D(m)),

где D(m) = a1m1 + a2m2 + · · ·+ anmn = b′ − b (представляет собой результат подстановки
координат вектора параллельного переноса m вместо переменных в левой части ЛДУ D).
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Предложение 2. Отображение →n есть действие группы Tn на LDEn.

Доказательство. Утверждение доказывается аналогично предложению 1 в силу cхо-
жести правил задания действий, о которых в данных предложениях идет речь. □

Предложение 3. Действие →n сохраняет совместность ЛДУ.

Доказательство. Можно показать справедливость данного утверждения, используя
НОД коэффициентов. □

Уточним следующей теоремой, как найти вектор общего решения образа, если известны
вектор параллельного переноса и вектор общего решения прообраза.

Теорема 2. Пусть z1, z2 ∈ Z
n — векторы общего решения совместных ЛДУ D1, D2 ∈

∈ LDEn соответственно. Пусть m = (m1, ...,mn) ∈ Z
n есть вектор параллельного пере-

носа tm ∈ Tn. Тогда

∀ D1, D2 ∈ LDEn

(

D2 = tm(D1) =⇒ z2 = z1 +m
)

.

Доказательство. Данное утверждение справедливо в силу геометрической интерпре-
тации параллельного переноса. Так, все точки, принадлежащие прямой (плоскости или
гиперплоскости), заданной уравнением D1, перенесутся на вектор m в точки прямой (плос-
кости или гиперплоскости), заданной уравнением D2. То же касается и решений D1: так как
все решения D1 являютя узлами Z

n, то в силу целочисленности координат вектора m они
также преобразуются в узлы Z

n, но уже принадлежащие объекту, задаваемому уравнением
D2. Значит, данные узлы и являются решениями D2. □

Для каждого действия, в частности, для всех действий, рассмотренных в данной работе,
справедлива лемма 1 об обратимости действия.

Лемма 1. Для произвольных τ ∈ S2, f ∈ D8, tm ∈ T2 справедливо:
1) если D2 = aσ(τ,D1), то D1 = aσ(τ

−1, D2);
2) если D2 = a(−)(f,D1), то D1 = a(−)(f−1, D2);
3) если D2 = d8(f,D1), то D1 = d8(f

−1, D2);
4) если D2 =→2 (tm, D1), то D1 =→2 (t

−1
m , D2).

Доказательство. Утверждение справедливо в силу определений группы и группового
действия. □

3. Практические рекомендации к применению теории групповых

действий при решении линейных диофантовых уравнений

При использовании данной теории на практике для решения конкретных ЛДУ стоит
отметить, что действие группы чаще выступает не целью, а средством.

Рассмотрим следующую задачу.
Дано несколько ЛДУ D1, D2, . . . , Ds, s ∈ N, с одинаковым количеством неизвестных n.

Требуется решить все данные ЛДУ.
Процесс решения с применением теории групповых действий может происходить по

следующему предписанию.
1. Привести все ЛДУ к «удобному» виду (1): a1x1+ a2x2+ . . .+ anxn = b, упростить все

ЛДУ, например, разделив обе части на отличный от единицы НОД всех коэффициентов
или домножив обе части каких-либо уравнений на −1.

2. Вычленить минимум два похожих ЛДУ (например, определенная схожесть в коэф-
фициентах).

3. Определить, может ли какое-либо из этих двух ЛДУ быть получено из другого с
помощью группового действия, используя признак действия (ниже).
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4. Спрогнозировать, будет ли рациональным использовать групповые действия при ре-
шении данной задачи.

5. В случае положительного ответа на вопрос 3 следует решить одно ЛДУ из двух
выбранных (то, которое решается проще/быстрее) и применить теорему о связи решений
для двух данных ЛДУ, при этом выбрав теорему рационально, если теорем несколько. Для
рационального выбора теоремы использовать условие задачи.

Ниже сформулированы признаки действия групп на множестве линейных диофанто-
вых уравнений с учетом применения к ним шага 1 выше [10]. Далее, говоря «ЛДУ-образ»
или «ЛДУ-прообраз», будем иметь в виду соответственно ЛДУ, получившееся в результате
некоторого действия, и ЛДУ, подвергшееся этому действию.

Признак 1 (Sn ↷ LDEn). Если множества коэффициентов ЛДУ D1 и D2 совпадают,
однако, быть может, порядок их следования отличается, а свободные члены одинаковы, то
ЛДУ D1 и D2 могут быть получены друг из друга описанными в [5] действиями Sn.

Признак 2 (Aut(Z) ↷ LDEn). Если множества абсолютных значений коэффициентов
ЛДУ D1 и D2 совпадают, порядок следования абсолютных значений коэффициентов неиз-
менен, абсолютные значения свободных членов ЛДУ совпадают, то ЛДУ D1 и D2 могут
быть получены друг из друга описанными в [5] действиями Aut(Z).

Признак 3 (D8 ↷ LDE2). Если множества абсолютных значений коэффициентов ЛДУ
D1 и D2 совпадают, однако, быть может, порядок их следования отличается, но абсолютные
значения свободных членов также совпадают, то ЛДУ D1 и D2 могут быть получены друг
из друга описанным выше действием D8.

Данный признак обобщается на действия групп, приведенных в табл. 2.
Признак 4 (Tn ↷ LDEn). Если ЛДУ D1 и D2 оба совместны и отличаются только

свободным членом, то ЛДУ D1 и D2 могут быть получены друг из друга описанным выше
действием Tn.

Процесс нахождения координат вектора параллельного переноса состоит опять же в
нахождении решения ЛДУ, но уже другого: a1m1 + ... + anmn = b2 − b1, относительно
переменных mi, при этом достаточно найти (возможно, подбором) хотя бы одно его частное
решение, которое и будет являться искомым вектором m.

К слову, любые два ЛДУ от двух переменных (на плоскости), отличающиеся только
свободным членом, задают две параллельные прямые, значит, всегда существует вектор
параллельного переноса m такой, что D2 = tm(D1). Однако если какое-либо из данных
уравнений не совместно, то ясно, что m /∈ Z

2.
Рассмотрим произвольное совместное ЛДУ D : (a1x1 + a2x2 = b) ∈ LDE2. Пусть

d = НОД(a1, a2). Тогда уравнение

D′ :

(

a1
d
x1 +

a2
d
x2 =

b

d

)

равносильно D.
Пусть (x10, x20) есть частное решение уравнения D′. Тогда его общее решение выглядит

так:
zt =

(

x10 +
a2
d
t, x20 −

a1
d
t
)

, t ∈ Z.

Зафиксируем произвольный параметр t, породив какое-либо одно решение ЛДУ D (D′).

Определение 3. Назовем два решения ЛДУ a1x1 + a2x2 = b ∈ LDE2 соседними, если
целые параметры, порождающие их, отличаются на единицу.

В нашем случае соседнее решение породится, например, параметром t+ 1:

zt+1 =
(

x10 +
a2
d
(t+ 1), x20 −

a1
d
(t+ 1)

)

, t ∈ Z.
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Определение 4. Расстоянием между соседними решениями zt, zt+1 ∈ Z
2 ЛДУ

a1x1 + a2x2 = b ∈ LDE2 будем называть длину отрезка, концами которого являются точки
zt и zt+1.

Лемма 2. Пусть D : (a1x1 + a2x2 = b) ∈ LDE2 совместно. Тогда расстояние между
любыми двумя соседними решениями ЛДУ D на плоскости постоянно и вычисляется по
формуле

s =
1

d

√

a21 + a22, где d = НОД(a1, a2).

Доказательство. Найдем соответственно расстояния между абсциссами двух соседних
решений ЛДУ и их ординатами: sx и sy.

sx =

∣

∣

∣

∣

∣

x10 +
a2
d
(t+ 1)− (x10 +

a2
d
t)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

a2
d

∣

∣

∣

∣

∣

, sy =

∣

∣

∣

∣

∣

x20 −
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По теореме Пифагора для прямоугольного треугольника с катетами
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нуза, а значит, и искомое расстояние вычисляется следующим образом:

s =
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d
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+
(a2
d

)2
=

1

d

√

a21 + a22. □

Геометрически, так как на плоскости расстояние между любыми двумя решениями ЛДУ
в пределах одной прямой постоянно и определяется посредством коэффициентов и их НОД,
о чем говорит лемма 2, в силу параллельности прямых, на которых располагаются решения,
можно выбрать вектор параллельного переноса не единственным образом. Алгебраически
данный факт подкрепляется тем, что у совместного ЛДУ a1m1 + ... + anmn = b2 − b1
бесконечно много частных решений.

Задача 4. Даны два ЛДУ D1 : 3x1 + 5x2 + 7x3 = 1, D2 : 3x1 + 5x2 + 7x3 = 16. Вектор
z1 = (1− t2− 2t3, 1+2t2− 3t3,−1− t2+3t3) (где t2, t3 ∈ Z) есть общее решение D1. Можно
ли решить D2, зная решение D1? Если да, то как?

Решение. Согласно признаку 4 действия→3, существует (причем не является единствен-
ным) вектор m = (m1,m2,m3) такой, что D2 =→n (m,D1) = tm(D1). Найдем m. Так как
b2 = b1 + D1(m), то D1(m) = b2 − b1, т. е. 3m1 + 5m2 + 7m3 = 15. Подбором находим, что
m = (1, 1, 1).

Значит, по теореме 2 z2 = z1 +m = (1− t2 − 2t3, 1 + 2t2 − 3t3,−1− t2 + 3t3) + (1, 1, 1) =
= (2− t2 − 2t3, 2 + 2t2 − 3t3,−t2 + 3t3).

Ответ: да, D2 можно решить не напрямую, а зная лишь решение D1, пользуясь при
этом действием →3 .

Заключение

По ходу работы были получены следующие важные результаты и выводы [10]:
1) действия группы диэдра на множестве линейных диофантовых уравнений сводятся к

комбинации действий, описанных в [5]: к перестановке коэффициентов и замене некоторых
коэффициентов на противоположные им;

2) действие, порожденное параллельным переносом, индуцирует перемещение всех ре-
шений исходного уравнения на вектор параллельного переноса;

3) были даны рекомендации к применению подхода групповых действий, а также выяв-
лены признаки описываемых действий;

4) такие действия над уравнениями, как перестановка коэффициентов или замена их
знаков, были формализованы средствами теории групп в [5] и продолжили свое формальное
описание в данной работе.
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Таким образом, все задачи работы решены, и цель достигнута.
Исследование возможно расширить, например, в следующих направлениях:
– разработать подход групповых действий для решения нелинейных диофантовых урав-

нений;
– выявить структуру множества действий конкретной группы на множестве ЛДУ.
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Аннотация. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ êîëå-
áàíèé ãàçîâçâåñè â àêóñòè÷åñêîì ðåçîíàòîðå. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ðåàëèçîâûâàëà êîíòèíóàëüíóþ ìåòîäèêó ìîäåëèðîâàíèÿ äè-
íàìèêè ìíîãîôàçíûõ ñðåä â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîçâîëÿþùóþ
ó÷åñòü âçàèìîäåéñòâèå ãàçà è äèñïåðñíîé ôàçû. Äèíàìèêà íåñóùåé
ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà äëÿ ñæèìà-
åìîãî òåïëîïðîâîäíîãî ãàçà ñ ó÷åòîì ìåæôàçíîãî òåïëîîáìåíà è
îáìåíà èìïóëüñîì ìåæäó ôàçàìè ñìåñè. Â êà÷åñòâå ñèë ìåæôàç-
íîãî îáìåíà èìïóëüñîì ó÷èòûâàëèñü ñèëà àýðîäèíàìè÷åñêîãî ñî-
ïðîòèâëåíèÿ, ñèëà ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ è äèíàìè÷åñêàÿ ñèëà Àð-
õèìåäà. Äèíàìèêà äèñïåðñíîé ôàçû îïèñûâàëàñü ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé, âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äëÿ ñðåäíåé
ïëîòíîñòè, óðàâíåíèÿ ñîõðàíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñîñòàâëÿþùèõ
èìïóëüñà äèñïåðñíîé ôàçû è óðàâíåíèå ñîõðàíåíèÿ òåïëîâîé ýíåð-
ãèè, çàïèñàííûå ñ ó÷åòîì ìåæôàçíîãî òåïëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
è îáìåíà èìïóëüñîì ìåæäó ôàçàìè. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìè-
êè ìíîãîñêîðîñòíîé ìíîãîòåìïåðàòóðíîé ìîíîäèñïåðñíîé ñèñòåìû
èíòåãðèðîâàëàñü ÿâíûì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì âòîðîãî ïî-
ðÿäêà òî÷íîñòè. Ïðè ðåàëèçàöèè êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà èñ-
ïîëüçîâàëàñü ñõåìà ðàñùåïëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì íàïðàâëå-
íèÿì. Ìîíîòîííîñòü ðåøåíèÿ îáåñïå÷èâàëàñü ñõåìîé íåëèíåéíîé
êîððåêöèè. Ïðè ïîìîùè ÷èñëåííîé ìîäåëè èññëåäîâàí ïðîöåññ êî-
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ëåáàíèé ãàçîâçâåñè â çàêðûòîì àêóñòè÷åñêîì ðåçîíàòîðå äëÿ ðàçëè÷íûõ àìïëèòóä õîæäåíèÿ ïîðø-
íÿ íà ÷àñòîòå, áëèçêîé ê ÷àñòîòå ïåðâîãî ëèíåéíîãî ðåçîíàíñà. Ïðîâåäåííîå ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëü-
òàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ôèçè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì ïîêàçàëî ïðèåìëåìîå ñîîòâåòñòâèå ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ è äàííûõ ôèçè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Òàêæå â ðàìêàõ ìîíîäèñïåðñíîãî ïðèáëèæåíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ãàçîâçâåñè áûëî èññëåäîâàíî âëèÿíèå äèñïåðñíîñòè ÷àñòèö íà
èíòåíñèâíîñòü èçìåíåíèÿ ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ äèñïåðñíîé ôàçû è êîëå-
áàíèé êîíöåíòðàöèè äèñïåðñíîé ôàçû. Äèñïåðñíûå âêëþ÷åíèÿ áîëüøåãî ðàçìåðà èìåþò ìåíüøóþ
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, òàêæå âûÿâëåíî, ÷òî åñëè äèñïåðñíûå âêëþ÷åíèÿ èìåþò ìåíüøèé ðàçìåð, òî
àìïëèòóäà êîëåáàíèé äàâëåíèÿ íåñóùåé ñðåäû èìååò ìåíüøåå çíà÷åíèå.
Ключевые слова: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ìíîãîôàçíûå ñðåäû, êîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü, ìåæ-
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Abstract. This work is devoted to the numerical simulation of gas suspension oscillations in an acoustic
resonator. The mathematical model utilizes a continuum technique for simulating the dynamics of multi-
phase media in Euler coordinates, accounting for the interaction between the gas and the dispersed
phase. The dynamics of the carrier medium are described by a system of Navier � Stokes equations for a
compressible, heat-conducting gas, taking into account interphase heat and momentum exchange between
the mixture phases. The interphase momentum exchange forces included the aerodynamic drag force, the
added mass force, and the dynamic Archimedes force. The dispersed phase dynamics are described by a
system of equations including the continuity equation for the mean density, the conservation equations for
the spatial components of the dispersed phase momentum, and the thermal energy conservation equation,
all written taking into account interphase thermal interaction and momentum exchange between the
phases. The system of equations for the dynamics of a multi-velocity, multi-temperature, monodisperse
system was integrated using an explicit, second-order �nite-di�erence method. A spatial-direction splitting
scheme was used to implement the �nite-di�erence method. A nonlinear correction scheme ensured the
monotonicity of the solution. Using a numerical model, the oscillations of a gas suspension in a closed
acoustic resonator were studied for various piston stroke amplitudes at a frequency close to the �rst
linear resonance frequency. The numerical results were compared with the physical experiment. The
comparison showed acceptable agreement between the numerical solution and the physical experiment
data. Furthermore, within the framework of the monodisperse approximation of the mathematical model
of gas suspension dynamics, the e�ect of particle dispersion on the intensity of change in the longitudinal
component of the dispersed phase velocity and �uctuations in the dispersed phase concentration was
studied. Larger dispersed inclusions have a lower velocity, and it was also found that smaller dispersed
inclusions result in smaller amplitudes of carrier medium pressure �uctuations.
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Введение

Газовзвеси, аэрозоли и туманы представляют собой двухфазные среды, одна из фаз
которой—жидкие капли или твердые частицы.

Исследование волновых процессов в таких средах является актуальной проблемой ди-
намики многофазных сред. В данной работе исследуются колебания газа с дисперсными
частицами в акустическом резонаторе. Для математического моделирования применяется
континуальная методика динамики многофазных сред.

В монографии [1] разработаны основы теории многофазных и многокомпонентных, ос-
нованные на уравнениях механики сплошных сред, представлены уравнения континуальной
методики моделирования течений многофазных сред. В [2] исследуются различные процес-
сы физики многофазных сред — пузырьковых смесей, жидкостей и газов, содержащих в себе
твердые частицы и жидкие капли. Рассмотрены нестационарные процессы в различных ти-
пах газодисперсных смесей. В работе [3] на основе континуальной методики моделирования
многофазных сред разработаны математические модели одномерной нестационарной дина-
мики газовзвесей без учета вязкости несущей среды. В статье [4] исследованы процессы
распространения волн в пузырьковой жидкости с учетом двухмерной геометрии процесса.
Математическая модель реализована с помощью численного метода конечных разностей.

Одной из проблем динамики многофазных сред является исследование динамики газо-
дисперсных сред в акустических полях, в том числе в акустических резонаторах. Таким
образом, исследование течений аэрозоля в акустических полях сопряжено с исследованием
резонансных колебаний в различных емкостях. В публикации [5] экспериментально и тео-
ретически исследованы нелинейные колебания газа в акустическом резонаторе, представ-
ляющем собой трубу, на одном конце которой находится поршень, а другой конец трубы
либо закрыт, либо частично открыт. В статье [6] рассматриваются вопросы применения од-
номерного акустического поля для формирования распределений дисперсных включений,
находящихся под действием акустического поля по заданному закону. В публикации [7]
сделан обзор теоретических и экспериментальных работ, посвященных исследованию тече-
ний дисперсных включений в газовых потоках применительно к различным процессам в
природе и технике. В работе [8] проведен обзор теоретических и экспериментальных ис-
следований динамики газовзвесей, а также отдельных частиц в волновых полях. Рассмат-
ривались эффекты коагуляции и осаждения аэрозолей под воздействием акустических и
ударно-волновых полей. В статье [9] изучается воздействие сфокусированного акустическо-
го поля на газокапельную среду, капельная фаза которой имеет полидисперсный состав.
Рассматривается влияние дисперсности фракций жидкости на интенсивность испарения
фракций под действием акустического поля. В публикации [10] экспериментально изуча-
ются процессы удаления дисперсной фазы из газа с помощью воздействия акустического
поля. Исследуются вопросы влияние частоты и интенсивности акустического поля на эф-
фективность удаления дисперсных включений из газа.

В статье [11] с целью применения в промышленных технологиях проводятся эксперимен-
тальные исследования по удалению дисперсной фазы из газа и формированию заданного
геометрического распределения концентрации дисперсных частиц с помощью акустическо-
го поля.
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В работе [12] экспериментально и теоретически исследованы процессы удаления дис-
персных включений субмикронного размера из газа с помощью акустического поля, рас-
смотрены параметры воздействия акустического поля, наиболее эффективные для удаления
мелкодисперсных частиц в газе. В публикации [13] экспериментально и численно изучены
способы акустического удаления дисперсных включений из газа, целью исследования было
увеличение эффективности и снижение энергетических затрат в этих технологиях. В [14] с
помощью численного моделирования исследуются процессы коагуляции дисперсных вклю-
чений газовзвеси под действием акустического поля с целью укрупнения дисперсных вклю-
чений для их более эффективного удаления.

В [15] с помощью вычислительной гидродинамики моделируются процессы формирова-
ния агломераций дисперсных включений под действием акустического поля в газе с учетом
высокого давления и высокой температуры несущей среды.

В публикации [16] с помощью пакета программ вычислительной гидродинамики при
помощи решения линеаризованной системы уравнений Навье –Стокса численно исследова-
но формирование агломераций дисперсных включений под действием акустического поля
с учетом воздействия несущей среды на динамику дисперсных частиц и взаимодействие
между самими дисперсными частицами, но без учета воздействия дисперсных включений
на динамику несущей среды. В работе [17] теоретически и численно исследованы процессы
седиментации и коагуляции мелкодисперсных частиц микронного размера в акустическом
поле, рассмотрено ускорение процессов осаждения дисперсных включений под действием
акустического поля.

В статье [18] экспериментальными методами рассматривается оптимизация технологий
акустической очистки газа от дисперсных включений, отмечается высокая эффективность
применения таких технологий для частиц размером более 10 мкм и необходимость оптими-
зации этих технологий для очистки газа от дисперсных включений размером менее 10 мкм.
В [19] разработана математическая модель динамики и взаимодействия двух дисперсных
включений и их коагуляции под действием акустического поля с учетом несферической
формы дисперсных включений. В работе [20] рассматриваются технические и медицинские
приложения технологий воздействия акустических полей малой мощности на дисперсные
включения субмикронных размеров в малом объеме. В публикации [21] экспериментально
и численно исследованы проблемы и увеличение эффективности технологий акустической
фокусировки дисперсных включений под действием акустического поля в канале малого
размера. В работе [22] рассматриваются различные теоретические проблемы исследования
воздействия акустических полей на дисперсные частицы с целью приложения в медицин-
ских технологиях и технологиях промышленной экологии.

В работе [23] с помощью численного решения двухмерного уравнения Гельмгольца ис-
следованы течения газа с мелкодисперсными частицами в каналах с прямоугольным сече-
нием под действием резонансных акустических полей.

Целью представленных работ являются исследования динамических процессов в газо-
дисперсных средах, которые осуществляются как с помощью математического моделиро-
вания, так и с помощью физических экспериментов. Воздействие акустических полей на
аэрозоли изучается в связи с различными технологиями очистки газодисперсных сред от
дисперсных включений.

В данной работе проводится моделирование течений газодисперсных сред в рамках
континуальной эйлеровой математической модели для исследования колебаний аэрозоля
в акустическом резонаторе, а также сопоставление численных расчетов с физическим экс-
периментом. Были рассмотрены процессы колебаний аэрозоля в акустических полях для
монодисперсных газовзвесей с двумя различными размерами дисперсных включений.
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1. Математическая модель

Движение несущей среды описывается системой уравнений Навье –Стокса c учетом
межфазного обмена импульсом и теплообмена [24–28]:

∂ρ1
∂t

+
∂(ρu1)

∂x
+
∂(ρ1v1)

∂y
= 0, (1)

∂(ρ1u1)

∂t
+

∂

∂x
(ρ1u

2
1 + p− τxx) +

∂

∂y
(ρu1v1 − τxy) = −Fx + α2

∂p

∂x
, (2)
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+
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∂

∂y
(ρ1v

2
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+
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∂x
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) +
∂
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) =

= −Q− (|Fx|(u1 − u2) + |Fy|(v1 − v2)) + α2

(
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∂x
+
∂(pv1)

∂y

)

. (4)

Замыкающие соотношения для уравнений (1)–(4):

p = (γ − 1)(e1 − ρ1(u
2
1 + v21)/2), e1 = ρ1(I + (u21 + v21)/2), I = RT1/(γ − 1),
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.

Динамика дисперсной фазы описывается системой уравнений [24–28]:
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Переменные с индексом 1 описывают изменение физических параметров несущей среды,
а с индексом 2— дисперсной фазы. Используются следующие обозначения: ρ1 —плотность
газа, u1, v1 — составляющие вектора скорости газа V1 = (u1, v1), e1 и T1 полная энергия и
температура несущей среды, p—давление газа, λ, µ, γ —коэффициенты теплопроводности,
динамической вязкости и постоянная адиабаты для несущей среды, I = RT1/(γ − 1)— теп-
ловая энергия несущей среды (R— газовая постоянная) [29], τxx, τxy, τyy — составляющие
тензора вязких напряжений несущей среды; α2 — объемное содержание дисперсной фазы,
ρ2 = α2ρ20 — средняя плотность дисперсной фазы, ρ20 —физическая плотность материала
дисперсной фазы, u2,v2 — составляющие вектора дисперсной фазы V2 = (u2, v2), e2 и T2 —
тепловая энергия и температура дисперсной фазы, e2 = ρ2Cp2T2, Cp2 —удельная теплоем-
кость вещества дисперсной фазы.

Межфазный обмен импульсом включает в себя:
силу аэродинамического сопротивления

Fxd =
3α2

4d
Cdρ1
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2 (u1 − u2) ,

Fyd =
3α2

4d
Cdρ

√

(u1 − u2)
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2(v1 − v2);
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динамическую силу Архимеда
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силу присоединенных масс
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Теплообмен между несущей средой и дисперсной фазой [3]

Q = 6α2λNu12(T1 − T2)/d
2.

Все частицы предполагаются сферической формы: d—диаметр частицы, Cd —коэффи-
циент сопротивления частицы [3]. Коэффициенты уравнений дисперсной фазы

Cd = C0
dφ(M12)ϕ(α2), C0

d =
24

Re12
+

4

Re0.512

+ 0.4,

φ(M12) = 1 + exp(−−0.427

M0.63
12

), ϕ(α2) = (1− α2)
−2.5,

Re12 = dρ1|V1 − V2|/µ, M12 = |V1 − V2|,
P r = cpµ(λ)

−1, Nu12 = 2 exp(−M12) + 0.459Re0.5512 Pr0.33,

cp — теплоемкость газа. При определении коэффициента сопротивления Cd функция ϕ(α2)
учитывает множественность частиц [3].

Для интегрирования системы уравнений (1)–(8) применялся явный конечно-разностный
метод Мак-Кормака второго порядка точности представленный на примере нелинейного
уравнения

∂f

∂t
+
∂a(f)

∂x
= c(f)

в виде двух этапов [29]:

f*i = fn−1
i − Δt

Δx
(an−1

i+1 − an−1
i ) + Δtcn−1

i , (9)

fni = 0.5(f*i + fni )− 0.5
Δt

Δx
(a*i − a*i−1) + 0.5Δtc*i . (10)

Алгоритм численного метода (9), (10) можно представить в виде оператора P (Δt), ста-
вящего в соответствие значению функции на n-ом временном слое — fin значение функции
на временном слое n+1 — fin+1: P (Δt)fin = fin+1. При реализации численного метода при-
менялась схема расщепления по пространственным направлениям, сводящая применение
двухмерного метода к последовательности применения одномерных операторов [30]:

fn+1
ij = Px

(

Δt

2

)

Py

(

Δt

2

)

Py

(

Δt

2

)

Px

(

Δt

2

)

fnij . (11)

Для подавления численных осцилляций использовалась нелинейная схема коррекции
сеточной функции [31,32].
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На поверхности поршня скорость несущей среды и дисперсной фазы изменялась по
гармоническому закону. На боковых поверхностях и на торцевой поверхности канала для
x и y составляющих скорости задавались однородные граничные условия Дирихле. Для
остальных функций везде задавались однородные граничные условия Неймана:

uk(n, 1, j) = Aω cos (ωnΛt) , vk(n, 1, j) = 0, uk(n,Nx, j) = 0, vk(n,Nx, j) = 0,

uk(n, i, 1) = 0, vk(n, i, 1) = 0, uk(n, i,Ny) = 0, vk(n, i,Ny) = 0,

ρk(n, 1, j) = ρk(n, 2, j), ρk(n,Nx, j) = ρk(n,Nx − 1, j),

ρk(n, i, 1) = ρk(n, i, 2), ρk(n, i,Ny) = ρk(n, i,Ny − 1),

ek(n, 1, j) = ek(n, 2, j), ek(n,Nx, j) = ek(n,Nx − 1, j),

ek(n, i, 1) = ek(n, i, 2), ek(n, i,Ny) = ek(n, i,Ny − 1).

Здесь Nx, Ny —количество узлов, i, j —нумерация узлов в x и y направлениях соответствен-
но. Расчеты проводились на равномерной сетке Δxi = i · L/(Nx − 1),Δyj = j · h/(Ny − 1).

2. Результаты расчетов

На рис. 1 представлена общая схема моделируемого процесса колебаний газовзвеси в
канале, аналогичная установке, которая применялась в физическом эксперименте [33].

Рассмотрим динамику монодисперсной газовзвеси при резонансных режимах колеба-
ний несущей среды в закрытом канале, продольные колебания в котором возбуждаются
поршнем, перемещающимся по гармоническому закону.

Ðèñ. 1. Îáùàÿ ñõåìà àêóñòè÷åñêîãî ðåçîíàòîðà
Fig. 1. General scheme of the acoustic resonator

В численных расчетах длина канала
составляла L = 1.06 м, ширина канала —
h = 0.0365 м (см. рис. 1). Газовзвесь в
начальный момент времени представля-
ет собой смесь воздуха с равномерно рас-
пределенными в объеме резонатора ча-
стицами твердой фазы— сферами одина-
кового диаметра с фиксированной плот-
ностью вещества.

x, м

D Dp p/ 0 1 - физический эксперимент

2 - d=2 мкм

3 - d=20 мкм

1

3

2

Ðèñ. 2. Ñîïîñòàâëåíèå ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ,
ïðîâåäåííûõ â ðàáîòå [33], è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ
äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ äèñïåðñíûõ âêëþ÷åíèé
Fig. 2. Comparison of physical experiments conduc-
ted in the work [33], and numerical calculations for

di�erent sizes of dispersed inclusions

В начальный момент времени газо-
взвесь неподвижна, температуры фаз
равны— T10 = T20 = 293.5 К, зада-
ны плотность воздуха, вещества дис-
персной фазы и ее объемное содержа-
ние α = 0.000068, массовая доля дис-
персной фазы составляла m = 0.034. В
момент времени t = 0 поршень начи-
нал движение по гармоническому зако-
ну x(t) = A sin(ωt), где ω = 2πf , f —
резонансная частота колебаний газово-
го столба [33], A— амплитуда хождения
поршня.

Зависимость отношения размаха пе-
репада давления вблизи поверхности
поршня Δp = pmax−pmin к размаху пере-
пада давления при амплитуде хождения
поршня—A = 0.1 мм—ΔpA=0.1 от ам-
плитуды хождения поршня A представ-
лена на рис. 2.
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Численно моделировались монодисперсные газовзвеси с размером частиц d = 2 мкм и
d = 20 мкм. Результаты физического эксперимента, проведенного в работе [33], и численные
расчеты аппроксимированы сплайном третьего порядка [34].

Для амплитуд перемещения поршня в интервале от A = 0.1 мм до A = 0.25 мм увели-
чение размаха перепада давления происходит менее интенсивно для мелкодисперсной газо-
взвеси. Закономерность возможно объяснить тем, что интенсивность взаимодействия фаз
определяется площадью взаимодействия несущей среды и дисперсной фазы, и для дисперс-
ной фазы, состоящей из мелких частиц, площадь взаимодействия больше, таким образом,
для мелкодисперсных газовзвесей сильнее влияние межфазного взаимодействия.

Для мелкодисперсных частиц— d = 2 мкм для различных амплитуд колебаний поршня
значение продольной величины скорости движения дисперсной вазы выше, чем для более
крупнодисперсных частиц— d = 20 мкм (рис. 3).

u , м/с2

t, с

u , м/с2

t, с

а / a á / b

u , м/с2

t, с

u , м/с2

t, с

â / c ã / d

Ðèñ. 3. Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü ïðîäîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñêîðîñòè äèñïåðñíîé ôàçû â òî÷-
êå x = L/2, y = h/2. Àìïëèòóäà õîæäåíèÿ ïîðøíÿ: а�A = 0.1 ìì; á �A = 0.15 ìì;

â �A = 0.25 ìì; ã �A = 0.3 ìì (öâåò îíëàéí)
Fig. 3. Time dependence of the longitudinal component of the dispersed phase velocity at point
x = L/2, y = h/2. Piston stroke amplitude: a is A = 0.1 mm; b is A = 0.15 mm; c is A = 0.25 mm;

d is A = 0.3 mm (color online)

При увеличении амплитуды хождения поршня в газовзвеси амплитуда колебаний кон-
центрации частиц дисперсной фазы также возрастает (рис. 4).
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Ðèñ. 4. Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö ê íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè äëÿ
äâóõ ðàçìåðîâ ÷àñòèö äèñïåðñíîé ôàçû â òî÷êå x = L/2, y = h/2. Àìïëèòóäà õîæäåíèÿ ïîðøíÿ:

а�A = 0.1 ìì; á �A = 0.15 ìì; â �A = 0.25 ìì; ã �A = 0.3 ìì (öâåò îíëàéí)
Fig. 4. Time dependence of the ratio of particle concentration to the initial concentration for two sizes
of dispersed phase particles at point x = L/2, y = h/2. Piston stroke amplitude: a is A = 0.1 mm; b is

A = 0.15 mm; c is A = 0.25 mm; d is A = 0.3 mm (color online)

Заключение

В данной работе численно моделировались колебания газовзвеси в акустическом резона-
торе, расчеты проведены на основе континуальной математической модели динамики мно-
гофазных сред. Динамика несущей среды описывалась системой уравнений Навье –Стокса,
при этом она учитывает воздействие, оказываемое со стороны дисперсной фазы.

Проведены расчеты колебаний монодисперсного аэрозоля с двумя различными разме-
рами дисперсных включений. Результаты расчетов были сопоставлены с серией физиче-
ских экспериментов по колебаниям газовзвеси в акустическом резонаторе с различными
амплитудами хождения поршня. Сопоставление дало приемлемое соответствие. Результа-
ты работы могут быть применены как при теоретическом исследовании колебаний газа в
акустических полях, так и при разработке промышленных технологий, в которых дисперс-
ные включения движутся в акустических полях.
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Аннотация. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà òåï-
ëîïðîâîäíîñòè â ïîðèñòîé ñðåäå ñ óïîðÿäî÷åííîé ìàêðîñòðóêòóðîé. Íà îñíîâå ñîâìåñòíîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ ìåòîäîâ ìèíèìàëüíîãî ðåïðåçåíòàòèâíîãî îáúåìà, âû÷èñëèòåëüíîé ãîìîãåíèçàöèè ïîëó÷å-
íà çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ïîðèñòîé ñðåäû îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
(òîëùèíà, âûñîòà) ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè� åäèíè÷íîãî ñòðóêòóðíîãî ýëåìåíòà èññëåäóåìîé ñðåäû.
Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè ðàññìàòðèâàåòñÿ òðèæäû ïåðèîäè÷åñêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ïîâåðõ-
íîñòü (ÒÏÌÏ) òèïà Øâàðöà P. Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíîãî
êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè ïîñòàíîâêå êðàåâîé çàäà÷è òåïëîïðîâîä-
íîñòè â òîíêîé ïîðèñòîé ïëàñòèíå ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïåðâîãî ðîäà. Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííî-
àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ââåäåíèè äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê è íîâîé
èñêîìîé ôóíêöèè, ïîëó÷åíî ïðîñòîå ïî ôîðìå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è.
Èç àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ñäåëàí âûâîä î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÒÏÌÏ-ÿ÷ååê äëÿ ïðî-
åêòèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ ñ çàäàííûìè òåïëîôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî
ïóòåì èçìåíåíèÿ ïîðèñòîñòè ïëàñòèíû ìîæíî óâåëè÷èòü/óìåíüøèòü èíòåíñèâíîñòü òåïëîïåðåíîñà,
ïîëó÷èòü òðåáóåìûå çíà÷åíèÿ òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïëàñòèíû.
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Введение

Пористые материалы широко используются во многих отраслях промышленности. Бла-
годаря наличию в них полостей и пустот, заполненных плохо проводящими тепло газа-
ми, включая воздух, применение пористых материалов возможно при производстве теп-
ловой изоляции [1]. В работе [2] исследованы пористые материалы, используемые в каче-
стве звукоизоляции. Кроме того, такие материалы обладают меньшей массой в сравнении
с однородной средой. Таким образом, целесообразно применение пористых материалов в
условиях массо-габаритных ограничений, например, в авиационном и космическом маши-
ностроении [3]. Широкое распространение пористые материалы получили в нефтехимии,
энергетике [4] и других отраслях промышленности.
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Однако пористые материалы имеют ряд недостатков: при стохастическом распределе-
нии пор [5] могут снижаться прочностные свойства, анизотропия свойств приводит к суще-
ственному усложнению методов теоретического анализа процессов переноса (тепла, массы,
импульса), протекающих в пористых средах, и др. В настоящей работе рассматривается по-
ристый материал, образованный однотипными элементарными ячейками на основе трижды
периодических минимальных поверхностей (ТПМП). Такие материалы обладают малой
массой, высокими прочностными характеристиками и прогнозируемыми теплофизически-
ми свойствами [6]. Наибольшее распространение на практике получили ТПМП, имеющие
строгое математическое описание.

Особенностью пористых ТПМП-материалов является возможность прогнозирования их
свойств в зависимости от основных геометрических характеристик элементарных ячеек
(толщины стенки, размера и т.д.) [6]. Так, например, при увеличении пористости ТПМП-
материала повышается термическое сопротивление, а при уменьшении— обеспечивается по-
вышение прочностных свойств конструкций [7].

Трижды периодические минимальные поверхности Шварца P и материалы на их осно-
ве позволяют разделить пространство на два непересекающихся объема/лабиринта. Данное
свойство может быть использовано при разработке теплообменного оборудования, напри-
мер, при проектировании рекуперативных теплообменников с большой площадью тепло-
обмена [8]. В работе [9] показано, что наибольшим коэффициентом теплопередачи среди
исследуемых ТПМП-структур обладает ТПМП «Diamond». Тепловые характеристики теп-
лообменников на основе ТПМП «Diamond» зависят от толщины стенок пористой структу-
ры, диаметра пор и длины.

Структура на основе ТПМП «Gyroid» обеспечивает оптимальное соотношение между
эффективностью теплопереноса и гидравлическим сопротивлением. В работе [10] показано,
что теплообменник со структурой «Gyroid» обладает на 55% большей тепловой мощностью
в сравнении с противоточным теплообменником. При этом коэффициент теплопередачи
в структуре «Gyroid» оказалась больше, чем в «Diamond» при числе Рейнольдса выше
16 000 [11].

Пористые среды на основе ТПМП используются в теплообменных аппаратах в качестве
теплообменных трактов, элементов конструкции, тепловой защиты и др. Такие теплообмен-
ные аппараты обладают рядом преимуществ. Например, коэффициент теплопроводности
упорядоченного ТПМП-каркаса из алюминия на 144% выше, чем в случае со стохастиче-
ским распределением [12]. При этом прочность ТПМП-каркаса в пять раз выше [6].

Эффективная теплопроводность пористых материалов на основе ТПМП зависит от от-
носительной плотности [13], пористости, размера ячеек, формы пор [6], материала запол-
нения межпорового пространства и конструкции [14], ориентации пор. Зависимость коэф-
фициента эффективной теплопроводности от относительной плотности может иметь как
линейный [13], так и нелинейный вид [6]. В общем случае следует учитывать также тепло-
обмен в межпоровом пространстве. При исследовании теплофизических свойств в пористых
материалах, состоящих из нано- и микрочастиц, могут быть использованы диффузионные
модели теплопереноса [15].

Основные этапы генерации пористых материалов на основе ТПМП представлены на
рис. 1. Формирование поверхности начинается с создания «petals»-элементов (англ. petal —
лепесток) — базовых элементов симметрии. Для этого используются автоматизированные
алгоритмы Surface Evolver, Minisurf [16]. Путем объединения базовых элементов создается
ТПМП с минимально возможной средней кривизной. На этом шаге также применяются ме-
тоды сглаживания полигональной сетки. Придание толщины выполняется путем перемеще-
ния всех точек поверхности триангулированного многогранника вдоль векторов нормали к
соответствующим граням на заданное расстояние с последующим созданием непрерывного
(без пустот и самопересечений) объема между ними [17]. Получившийся объект с топологи-
ей ТПМП называют элементарной ячейкой. На заключительном этапе создается пористый
материал на основе ТПМП путем «сшивания» элементарных ячеек на границах.
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Объединение
48 элементов

Объединение
8 ячеек

Придание

толщины d

«Petal»-элемент ТПМП Ячейка ТПМП Пористая среда

Ðèñ. 1. Ïðîöåññ ôîðìèðîâàíèÿ ÒÏÌÏ-ìàòåðèàëà
Fig. 1. Process of TPMS-material formation

Исследованию тепловых свойств материалов на основе ТПМП посвящено большое ко-
личество научных работ. Однако зависимости теплофизических свойств от геометрических
характеристик пористых сред получены лишь в частных случаях. В рамках настоящей
работы получены простые по форме зависимости для определения коэффициента эффек-
тивной теплопроводности пористых материалов на основе ТПМП-ячеек типа Шварца P.
Используя найденные зависимости, сформулирована и решена краевая задача теплопро-
водности в пористой пластине, выполнен анализ полученных решений. Представленные в
статье результаты могут быть использованы при проектировании теплообменных трактов
ТМО-аппаратов, при разработке тепловой защиты оборудования и др.

1. Определение теплопроводности ТПМП-материала

Для определения эффективной теплопроводности пористых сред на основе ТПМП-ячеек
типа Шварца P будем использовать метод вычислительной гомогенизации и метод мини-
мального репрезентативного объема (RVE-метод). Согласно RVE-методу в исследуемой об-
ласти выделяется минимально возможный объем, свойства которого тождественны (или
приближены с достаточной точностью) свойствам всей области. Для ТПМП-материала ми-
нимальный объем представляет собой элементарную ячейку. Далее выполняется вычисли-
тельная гомогенизация среды, т.е. истинные свойства осредняются в пределах минималь-
ного объема. Коэффициенты теплопроводности, температуропроводности, теплоемкость,
плотность заменяются эффективными (осредненными) их значениями. Таким образом, за-
дача описания тепловых процессов в пористой среде существенно упрощается и фактически
сводится к решению классических уравнений переноса в изотропных телах. Очевидно, что
точность получаемых решений в этом случае снижается, однако остается достаточной для
решения большинства инженерных задач.

Трижды периодическая минимальная поверхность Шварца P (рис. 2) обладает ярко
выраженной вращательной симметрией.

Oxz
z Oyz

Oxy

y
a

x

d
a

а / a б / b

Ðèñ. 2. ÒÏÌÏ Øâàðöà P: а� ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà; б � ñîåäèíåíèå
ÿ÷ååê â ñòðóêòóðó

Fig. 2. Schwarz P TPMS: a is elementary cell; b is assembly of cells into
a structure
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Поворот относительно осей симметрии x, y, z на угол π/2 приводит к совмещению всех
точек исходной поверхности с поверхностью, образованной в результате вращения; x, y,
z — оси симметрии четвертого порядка. Кроме того, рассматриваемая поверхность облада-
ет зеркальной симметрией относительно плоской симметрии Oxy, Oyz, Oxz. Очевидно, что
ТПМП Шварца P обладает и другими видами симметрии (зеркально-поворотная, кубиче-
ская и др.). В таком случае коэффициенты в главной диагонали тензора теплопроводности
будут равны между собой. Соответственно, для определения теплопроводящих свойств ма-
териала на основе ТПМП Шварца P достаточно определить теплопроводность в одном из
направлений.

Для определения свойств материала на основе ТПМП рассмотрим минимальный ре-
презентативный объем— элементарную ячейку Шварца P. Теплопроводность элементарной
ячейки (см. рис. 2, а) в направлении оси Oz определяется свойствами материала каркаса,
размером ячейки a и величиной толщины стенки δ. Еще одной важной характеристикой,
влияющей на интенсивность теплопереноса, является просветность — коэффициент, равный
отношению площади просветов в рассматриваемом сечении к общей площади сечения:

γ =
a2 − Sr
a2

. (1)

На рис. 3, а приведены графики функции γ(β) для различных значений относитель-
ной толщины стенки ячейки χ. Здесь β — обезразмеренная координата z, равная β = z/a.
Относительная толщина χ определяется отношением χ = δ/a. Из данных рис. 3, а следу-
ет, что независимо от χ график функции γ(β) имеет экстремумы в точках β = 0, 0.25,
0.5, 0.75, 1. Максимумы функции γ(β) равны и наблюдаются в точках β = 0, 0.5, 1.
Из этого следует, что площадь каркаса в этих точках принимает минимальное значение:
Sr(0) = Sr(0.5) = Sr(1) = min.

1
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b

П
р
о

с
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ть

d

а / a б / b
Ðèñ. 3. Îïðåäåëåíèå ïðîñâåòíîñòè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå: а� çàâèñèìîñòü ïðîñâåòíîñòè îò β
è îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû χ; б � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ÿ÷åéêè Øâàðöà P; 1�5 � ýêñòðåìóìû

ôóíêöèè γ(β) â òî÷êàõ β = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1 ñîîòâåòñâåííî (öâåò îíëàéí)
Fig. 3. Determination of transparency in the elementary cell: a is dependence of transparency on β
and relative thickness χ; b is geometric model of the Schwarz P cell; 1�5 are extrema of the function

γ(β) at the points β = 0, 0.25, 0.5, 0.75, 1, respectively (color online)

В статье рассматривается теплоперенос вдоль твердотельного ТПМП-каркаса без учета
теплообмена в поровом пространстве. В этом случае коэффициент теплопроводности по-
ристого материала не может быть больше, чем у твердотельного каркаса, и их равенство
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возможно только при γ = 0. Таким образом, для любого γ > 0 справедливо ks > keff .
Теплопроводность пористого материала keff меньше теплопроводности каркаса ks вслед-
ствие меньшей площади сечения, через которое происходит теплоперенос. Численное соот-
ношение ks и keff определяется просветностью в минимальном сечении. Это утверждение
справедливо в случае равенства градиентов температуры в соответствующих точках го-
могенизированной среды и ТПМП-каркаса. Из данных рис. 3, б видно, что минимальная
площадь каркаса в направлении переноса тепла, например в плоскости β = 0, определяется
как площадь кольца толщины δ:

Sr = π(R2 − r2) = π((a/4 + δ/2)2 − (a/4− δ/2)2) = πaδ/2, (2)

где Sr —минимальная площадь кольца.
При определении эффективного коэффициента теплопроводности положим, что на про-

тивоположных поверхностях элементарной ячейки (β = 0, 1) заданы граничные условия
первого рода T1 и T2 соответственно (рис. 3, б ), а процесс переноса тепла — установивший-
ся. Примем, что тепловой поток Qr, протекающий через сечение Sr, равен тепловому потоку
Qz, протекающему через сечение Sz = a2:

qz · Sz = qr · Sr ↔ keff (gradT )zSz = ks(gradT )rSr, (3)

где qr, (gradT )r — осредненные по сечению ячейки при z = 0 (или z = a) соответствен-
но удельная плотность теплового потока и градиент температуры; Sz —площадь сечения
куба в направлении оси z; (gradT )z — величина, описывающая изменение температуры в
направление оси z.

В установившемся режиме, при заданных граничных условиях градиент температуры
для гомогенизированной среды равен (gradT )z = (T1 − T2)/a. В действительности для
элементарной ячейки Шварца P справедливо лишь приближенное равенство (gradT )r ≈
≈ (T1 − T2)/a. С учетом (2), (3) можно записать

keff ≈ ks
Sr
Sz

≈ ks
πaδ

2a2
≈ ksχ

π

2
. (4)

Полученное соотношение (4) позволяет определять эффективную теплопроводность по-
ристой среды в зависимости от свойств материала каркаса и характерных геометрических
характеристик (толщины и размера) элементарной ячейки.

Применение формулы (4) в нестационарных задачах возможно, но требует дополнитель-
ных исследований, выходящих за рамки данной работы. Так, решение задач в нестационар-
ном режиме требует некоторых упрощений, таких как гомогенизация пористой среды. На-
пример, в работе [18] представлено решение задачи теплопроводности в пористой пластине,
учитывающее гомогенизацию среды. Однако полученная в настоящей работе формула (4)
для определения эффективной теплопроводности действительна лишь для элементарной
ячейки Шварц P.

В настоящей работе использовалась методичка определения минимального сечения ис-
ходя из поверхности уровня [19]. Для Шварц Р уравнения поверхности уровня дают «коль-
цо». Однако поверхности уровня для других элементарных ячеек могут иметь иную форму
минимального сечения. Минимальная площадь сечения элементарной ячейки может быть
получена также путем интегрирования известных уравнений поверхностей ТПМП.

В недавно опубликованной сторонними авторами работе [20] представлены результаты,
описывающие существенное влияние минимального сечения элементарной ячейки на теп-
лопроводящие свойства ТМПМ-структур. Исследование, проводимое в настоящей работе,
не противоречит результатам, полученным C. Pan, H. Tang, X. Yue. Согласованность с ре-
зультатами сторонних авторов подтверждает адекватность полученных формул и повышает
практическую значимость исследования.

Выполним сравнение результатов вычислений keff по формуле (4) с результатами дру-
гих авторов (рис. 4).
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Уравнение (4)

Molteni [29]

Fok (exp) [24]

Stallard [12]

Mirabolghasemi [28]

Abueidda [13]

Maxwell-Eucken

Ashby

c

Ðèñ. 4. Ýôôåêòèâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòü êàðêàñà
íà îñíîâå ÒÏÌÏØâàðöà P (AlSi10Mg) îò îòíîñè-
òåëüíîé òîëùèíû ïî ìîäåëÿì. Ìîäåëè Maxwell �
Eucken, Austin è Hashin � Shtrikman ïðè kg = 0
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëåíà òîëüêî ìîäåëü Maxwell � Eucken (öâåò

îíëàéí)
Fig. 4. E�ective thermal conductivity of the Schwarz
TPMS framework (AlSi10Mg) as a function of
relative thickness according to the models. The
Maxwell � Eucken, Austin, and Hashin � Shtrikman
models take the same values at kg = 0, so only the
Maxwell � Eucken model is presented (color online)

Так, эффективную теплопроводность
пористых материалов на основе ТПМП
Шварца P можно оценить с использова-
нием классических моделей:

Maxwell – Eucken

keff = ks
2ks + kg − 2ε(ks − kg)

2ks + kg + ε(ks − kg)
; (5)

Ashby

keff =
ks
3
((1− ε) + 2(1− ε)1.5) + ksε; (6)

Austin [21]

keff =
ks(1− ε)

1 + 0.5ε
; (7)

Hashin – Shtrikman model [22]

keff = ks −
3εks(ks − kg)

3ks − (1− ε)(ks − kg)
, (8)

где ks — теплопроводность материала, из
которого состоит каркас пористого мате-
риала, kg — теплопроводность жидкости
или газа в межпоровом пространстве, ε—
пористость материала.

Уравнения (5)–(8) могут быть ис-
пользованы для определения эффектив-
ной теплопроводности сферических пор.
Для оценки «приближения» формы геометрического объекта к форме сферы используют
коэффициент сферичности [23]. Для поверхности Шварца P коэффициент сферичности со-
ставляет 0.6–0.7 [23].

Для определения теплопроводящих свойств каркаса на основе ТПМП Шварца P про-
ведены многочисленные численные и экспериментальные исследования [24]. Зависимости
коэффициентов теплопроводности каркаса от пористости, полученные в работах [12, 13],
могут быть обобщены и записаны в виде

keff = ψks(1− ε)m, (9)

где ψ и m—постоянные, определяемые согласно таблице.
На рис. 4 представлены зависимости эффективной теплопроводности ТПМП-каркаса на

основе элементарных ячеек типа Шварца P от относительной толщины. Рассмотрен каркас
из алюминиевого сплава AlSi10Mg [24]. Приведенные результаты расчетов keff получены

Êîýôôèöèåíòû ÷èñëåííûõ ìîäåëåé
Table. Coe�cients of numerical models

Ìîäåëü ψ m
Molteni 0.6760 1.000
Stallard [12] 0.6550 1.000
Mirabolghasemi 0.6941 1.015
Abueidda [13] 0.6500 0.988

по формулам (4)–(9). Из анализа представлен-
ных графиков следует, что результаты расче-
тов по формулам (5)–(8) и (4), (9) согласуются
лишь в диапазоне значений 0 < χ ⩽ 0.22 [25].
При большей относительной толщине расхож-
дение результатов вычислений keff по форму-
лам (5)–(8) и (4), (9) возрастает. Таким об-
разом, использование классических моделей
Maxwell – Eucken, Ashby и других возможно
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лишь в узком диапазоне изменения относительной толщины. Важно отметить, что результа-
ты, полученные согласно моделям Molteni, Stallard, Mirabolghasemi, Abueidda и по формуле
(4), согласуются во всем рассматриваемом диапазоне χ, расхождение результатов не превы-
шает 5%. Небольшое расхождение результатов может быть вызвано особенностями CAD-
и CAE-моделирования. Так, в работах авторов для создания CAD-модели пористой среды
использовались разные программные комплексы— Surface Evolver, MSLattice, Matlab. CAE-
моделирование осуществлялось с использованием Abaqus v6.12, Comsol Multiphysics v6.3 и
др. В свою очередь, уравнение (4) получено на основе анализа топологии ТПМП-ячейки, а
не в результате обобщения данных вычислительных экспериментов, и, соответственно, не
имеет погрешности, вызванной дискретизацией модели. Отметим, что результаты, получен-
ные в настоящей работе, практически совпадают с данными [26] (модель Mirabolghasemi).
Это связано с использованием аналогичных подходов по осреднению свойств пористых
сред — методов гомогенизация и RVE.

В случае, если при определении коэффициента эффективной теплопроводности по фор-
муле (4) неизвестно значение относительной толщины χ, но задана пористость, удобно ис-
пользовать приближенную зависимость:

ε = 1− 2.254χ. (10)

На рис. 4 для дальнейшего сравнения с классическими моделями при построении гра-
фика по формуле (4) использовалась приближенная зависимость относительной толщины
от пористости (10).

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

В данной работе при расчете температурного состояния пористой пластины предлага-
ется использовать приближенно-аналитический метод, основанный на совместном приме-
нении методов введения дополнительной искомой функции и дополнительных граничных
характеристик, интегрального метода теплового баланса. При этом учитывается метод «го-
могенизации среды», при котором выполняется осреднение теплофизических свойств мате-
риала в исследуемой области и, соответственно, предполагается, что функция температуры
в пористой среде имеет такой же характер распределения, что и у сплошной среды с эф-
фективной теплопроводностью. Предложенный приближенно-аналитический метод реше-
ния задач теплопроводности в пористых телах позволяет получить обобщенное выражение
для определения температуры и плотности теплового потока в пористой структуре.

Используя метод, изложенный в [28,29], найдем распределение температуры в пластине
из пористого материала на основе ТПМП Шварца P. Схема теплообмена представлена

Ðèñ. 5. Ñõåìà òåïëîîáìåíà
Fig. 5. Heat exchange scheme

на рис. 5. На противоположных поверхностях
пластины заданы граничные условия первого ро-
да — температура Tст. Теплопроводящие свойства
рассматриваемого материала определяются соот-
ношением (4). Математическая постановка зада-
чи имеет вид

∂T (x, τ)

∂τ
=

keff
ceffρeff

∂2T (x, τ)

∂x2

(0 < x < H, τ > 0),

T (x, 0) = T0, T (0, τ) = T (H, τ) = Tст,

где ceff , ρeff , keff — эффективные (осредненные)
коэффициенты теплоемкости, плотности, тепло-
проводности гомогенизированной среды. Очевид-
но, что ceff = cs, ρeff = ρs(1− ε).
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С целью обобщения получаемых результатов введем безразмерные переменные Θ, ξ —
температуру и относительный размер соответственно. Учитывая симметрию задачи, реше-
ние уравнения теплопроводности отыскивается в диапазоне изменения пространственной
координаты 0 < x < H

2 . В центре пластины зададим условие отсутствия теплообмена. С
учетом введенных обозначений задача принимает вид

∂Θ(ξ, τ)

∂τ
=

4π

2

ksχ

csρs (1− ε)H2

∂2Θ(ξ, τ)

∂ξ2
, τ > 0, 0 < ξ < 1, (11)

Θ(ξ, 0) = 0, (12)

Θ(0, τ) = 1,
∂Θ(1, τ)

∂ξ
= 0, (13)

где Θ = T−T0

Tст−T0
— безразмерная температура; ξ = 2x

H —пространственная координата, oC;
x—пространственная координата, м; τ — время, c; ks — теплопроводность каркаса,
Вт/(мoC); c—удельная теплоемкость, Дж/(кгoC); ρs —плотность, кг/м3; a—размер ячей-
ки, м; δ— толщина стенки, м; χ— относительная толщина, χ = δ

a ; H — толщина пластины,
H = na; n—количество рядов ячеек.

Для упрощения дальнейших выкладок обозначим

A =
4π

2

ksχ

csρs (1− ε)H2
= as

[

4π

2

χ

(1− ε)H2

]

, (14)

где A—коэффициент, зависящий от геометрических характеристик пористой среды (мно-
житель в скобках) и от тепловых свойств материала каркаса as. c−1. Размерность коэффи-
циента [A] = c−1.

С учетом выражения (14) уравнение (11) примет вид

∂Θ(ξ, τ)

∂τ
= A

∂2Θ(ξ, τ)

∂ξ2
. (15)

3. Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå

Согласно методу, изложенному в [28,29], в рассмотрение вводится новая функция

σ(τ) =
∂Θ(0, τ)

∂ξ
. (16)

Решение задачи (15), (12)–(13) отыскивается в виде алгебраического ряда

Θ(ξ, τ) =
n
∑

i=1

bi(τ)ξ
i−1, (17)

где n ∈ N —натуральное число, соответствующее количеству членов ряда (17), bi(τ)—
неизвестные коэффициенты, зависящие от времени.

Для получения решения задачи в первом приближении ограничимся тремя слагаемы-
ми (n = 3) в выражении (17). Для определения неизвестных коэффициентов подставим
соотношение (17) в (13), (16). В результате подстановки получаем систему алгебраических
уравнений, из решения которой получаем

b1(τ) = 1; b2(τ) = σ(τ); b3(τ) = −σ(τ)
2

.

Соотношение (17) с учетом найденных коэффициентов запишется в виде

Θ(ξ, τ) = σ(τ)ξ − σ(τ)ξ2

2
+ 1. (18)
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Полученное соотношение удовлетворяет граничным условиям (13) и условию (16), но
не удовлетворяет уравнению (15) и начальному условию (12). Для приближенного удовле-
творения исходного дифференциального уравнения (15) проинтегрируем его в пределах
изменения пространственной координаты, т. е. составим интеграл теплового баланса

∫ 1

0

∂Θ(ξ, τ)

∂τ
∂ξ =

∫ 1

0
A
∂2Θ(ξ, τ)

∂ξ2
∂ξ. (19)

Вычисляя интеграл теплового баланса, получаем обыкновенное дифференциальное урав-
нение вида

1

3

∂σ(τ)

∂τ
+Aσ(τ) = 0. (20)

Решив (20), получаем
σ(τ) = C1e

−3Aτ , (21)

где C1 —константа интегрирования.
Подставляя (21) в (18), получаем

Θ(ξ, τ) = C1e
−3Aτξ − C1e

−3Aτ

2
ξ2 + 1. (22)

Для выполнения начального условия EQ:(12) составим его невязку
∫ 1

0
Θ(ξ, 0)

(

ξ − ξ2

2

)

∂ξ = 0. (23)

Из решения уравнения (23) определим константу интегрирования. Для первого прибли-
жения C1 = −2.5. Выражение (22) с учетом найденного C1 представляет решение задачи
(15), (12)–(13) в первом приближении и может быть записано в виде

Θ(ξ, τ) = −2.5e(−3Aτ)ξ + 1.25e(−3Aτ)ξ2 + 1. (24)

Используя рассмотренный в [28, 29] метод, можно получить решение задачи (15), (12),
(13) во втором и последующих приближениях. При этом используются дополнительные
граничные характеристики. Так, во втором приближении решение будет

Θ(ξ, τ) = −2.09f1(ξ)e
(−2.46Aτ) − 2.24f2(ξ)e

(−36.5Aτ) + 1, (25)

f1(ξ) =

(

K1

15A
+

1

5

)

ξ5 −
(

5K1

24A
+

1

2

)

ξ4 +

(

K1

6A

)

ξ3 + ξ,

f2(ξ) =

(

K2

15A
+

1

5

)

ξ5 −
(

5K2

24A
+

1

2

)

ξ4 +

(

K2

6A

)

ξ3 + ξ,

где K1 = −2.46A, K2 = −36.5A.
Используя (24), (25), можно найти соотношения для определения плотности теплового

потока внутри пористого материала и на его поверхности. Так, согласно закону Фурье

q = −keffgradT. (26)

Подставляя (24), (25) в (26), получим соотношение для определения плотности теплового
потока в первом и втором приближениях соответственно:

q = −ksχ
H

π (Tст − T0) 2, 5e
−3Aτ (ξ − 1) ; (27)

q = −πksχ
H

(Tст − T0)
(

2.09F1(ξ)e
−2.46Aτ + 2.24F2(ξ)e

−36.5Aτ
)

; (28)

F1(ξ) =

(

K1

3A
+ 1

)

ξ4 −
(

5K1

6A
+ 2

)

ξ3 +

(

K1

2A

)

ξ2 + 1;

F2(ξ) =

(

K2

3A
+ 1

)

ξ4 −
(

5K2

6A
+ 2

)

ξ3 +

(

K2

2A

)

ξ2 + 1.
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4. ×èñëåííîå ðåøåíèå

1

1
2

2

Ðèñ. 6. Ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðíîãî ïðîôè-
ëÿ â ïîðèñòîé ïëàñòèíå ïî êîîðäèíàòå ïðè ïî-
ðèñòîñòè ε = 0.86. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ� ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå (1, 2 �íîìåð ïðèáëèæåíèÿ);

òî÷êà � ÷èñëåííîå ðåøåíèå
Fig. 6. Temperature pro�le distribution in a
porous plate along the coordinate at a given
porosity ε = 0.86. Solid line is approximate
solution (1, 2 are approximation numbers); dot

is numerical solution

С целью оценки точности полученных
приближенных аналитических решений по-
лучим численное решение рассматриваемой
задачи методом конечных разностей. Ис-
пользуя явную схему аппроксимации диф-
ференциальных операторов, найдено дис-
кретное решение задачи (11)–(13) на про-
странственно-временной сетке

ξj = j4ξ, j = 0, J,

τi = i4τ, i = 0, I,
(29)

где J, I —число шагов соответственно по пе-
ременным ξ и τ .

Результаты численного решения задачи
(11)–(13) в сравнении с результатами, полу-
ченными в первом и втором приближени-
ях, приведены на рис. 6. Из анализа дан-
ных рис. 6 можно заключить, что уже в пер-
вом приближении погрешность вычислений
в диапазоне времени τ ⩾ 1000 c составляет
не более 10%. Во втором приближении погрешность снижается до 3%. Повышение точно-
сти решений, полученных в первом и втором приближениях, косвенно свидетельствует о
сходимости метода, рассмотренного в документации к Abaqus1 и Comsol Multiphysics2.

Ðèñ. 7. Ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïî-
òîêà âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè â ìîìåíò âðåìåíè
τ = 3000 c ïðè èçìåíÿþùåéñÿ òîëùèíå ñòåíêè
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ�
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå; òî÷êà � ÷èñëåííîå

ðåøåíèå
Fig. 7. Heat �ux density distribution in the second
approximation at time τ = 3000 with varying
wall thickness of the elementary cell. Solid line
is approximate solution; dot is numerical solution

5. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Полученные результаты могут быть ис-
пользованы для определения эффективной
теплопроводности пористых материалов на
основе ТПМП, температурных полей и теп-
ловых потоков внутри пористых сред при
одномерном переносе тепла (рис. 7). Стоит
отметить, что формулы (4), (10), а следо-
вательно, и (24), (25), (27), (28) справедли-
вы лишь в случае сохранения топологиче-
ской структуры элементарных ячеек. Пу-
тем анализа вычислительных эксперимен-
тов установлено, что ТПМП-ячейка типа
Шварца P сохраняет структуру (не проис-
ходит внутренних пересечений, полного за-
полнения пор и др.) в диапазоне толщины
стенки 0 < χ ⩽ 0.22. С учетом зависимости
(10) область допустимых значений пористо-
сти составляет 0.5 < ε ⩽ 1. Для указанных
значений χ, ε распределение температуры
по координате практически не зависит от
геометрических характеристик ячейки.

1Abaqus 6.12 Analysis User’s Manual. Documentations. URL: https://manualzz.com/doc/7288684/
using-abaqus-online-documentation?ysclid=mmvn49pk18117266660&p=2 (дата обращения: 20.03.2025).

2Introduction to COMSOL Multiphysics. URL: https://cdn.comsol.com/doc/6.3.0.335/COMSOL_
MultiphysicsInstallationGuide.pdf (дата обращения: 20.03.2025).
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Температурные профили для пористой пластины качественно не отличаются от класси-
ческих профилей температуры в неограниченной пластине. Различие между ними опреде-
ляется величиной отношения температуропроводности материала каркаса к эффективной
температуропроводности. Для ячеек типа Шварца P это значение постоянно. Значения
плотности теплового потока отличаются существенно (см. рис. 7). Например, при неизмен-
ном размере (a = 0.005 м) увеличение толщины стенки δ от 0.0001 до 0.0007 м приводит
к возрастанию плотности теплового потока q с 0.63 до 4.4 Вт/м2. Таким образом, изме-
няя геометрические характеристики ТПМП-ячейки, можно получить материал с задан-
ными теплопроводящими свойствами. Данный подход применим при проектировании теп-
ловой защиты оборудования, темпломассообменных устройств, теплоизоляционных мате-
риалов и др.

Çàêëþ÷åíèå

1. Получена приближенная зависимость коэффициента эффективной теплопроводности
пористой среды, основанной на ТПМП типаШварца P, от относительной толщины. С целью
оценки точности полученной зависимости приведены результаты расчетов коэффициента
эффективной теплопроводности по формулам (5)–(9). Из анализа представленных зависи-
мостей следует, что использование классических моделей Maxwell – Eucken, Ashby и других
возможно лишь в узком диапазоне изменения относительной толщины. При этом резуль-
таты, полученные по формуле (4), и результаты, полученные из моделей Molteni, Stallard,
Mirabolghasemi, Abueidda, согласуются во всем рассматриваемом диапазоне χ (расхождение
результатов не превышает 5%).

2. Получено простое по форме аналитическое решение задачи переноса тепла через плос-
кую пористую стенку, структура которой основана на ТПМП типа Шварца P. Полученные
выражения для определения температурной функции, а также для плотности теплового
потока позволяют без использования специализированного ПО и вычислительной техники
находить распределение температур внутри пористых материалов, определять тепловые
потери и т.д.

3. С целью верификации разработанного приближенно-аналитического метода решения
задачи теплопереноса в пористой среде, основанной на ТПМП типа Шварца P, выполнено
сравнение результатов расчетов температурной функции в первом и втором приближениях
с результатами, полученными методом конечных разностей. Погрешность вычислений во
втором приближении, по сравнению с численным методом, не превышает 3% во временном
диапазоне τ ⩾ 1000 c.
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Аннотация. Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå ñòåïåíè ïîäîãðåâà ãàçîêàïåëüíîé ñòðóè c ôàçîâûìè ïåðå-
õîäàìè è ñîóäàðåíèÿìè êàïåëü íà ïàðàìåòðû ýòîé ñòðóè. Ïîä ñòåïåíüþ ïîäîãðåâà ñòðóè ïîíèìàåòñÿ
îòíîøåíèå òåìïåðàòóð ãàçà íà ñðåçå ñîïëà è â îêðóæàþùåé ñðåäå. Ìåòîäîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå. Ðàñ÷åòû ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ íàøåé ðàíåå îïóáëèêîâàííîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äâóõôàçíîé ñòðóè, ïîëó÷åííîé â ðàìêàõ RANS-ïîäõîäà. Â ýòîé ìîäåëè
îñðåäíåííûå óðàâíåíèÿ ãàçîâîé ôàçû è êàïåëü çàïèñûâàþòñÿ â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà. Â ñâÿçè ñ òåì,
÷òî ñòðóéíûå òå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ àâòîìîäåëüíûìè, äëÿ ðàñ÷åòà ìîìåíòîâ êîððåëÿöèè ïóëüñàöèîí-
íûõ ïàðàìåòðîâ ôàç èñïîëüçóþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ôîðìóëû. Ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ãàçîêàïåëüíàÿ çàòîïëåííàÿ ñòðóÿ, èñòåêàþùàÿ â ãàçîâóþ ñðåäó ñ òåìïåðàòóðîé,
ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùåéñÿ îò òåìïåðàòóðû ãàçà íà ñðåçå ñîïëà. Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííûõ
ðàñ÷åòîâ ïîêàçàë, ÷òî ïðè èñòå÷åíèè íàãðåòîé äâóõôàçíîé ñòðóè â ãàçîâóþ ñðåäó ñ ìåíüøåé òåì-
ïåðàòóðîé ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ñòåïåíè ïîäîãðåâà ñòðóè íå îêàçûâàåò çàìåòíîãî âëèÿíèÿ íà âñå
ïàðàìåòðû ñòðóè. Â ñëó÷àå èñòå÷åíèÿ äâóõôàçíîé ñòðóè â ãàçîâóþ ñðåäó ñ áîëüøåé òåìïåðàòóðîé
ïî ñðàâíåíèþ ñ òåìïåðàòóðîé ãàçà íà ñðåçå ñîïëà âåëè÷èíà ñòåïåíè ïîäîãðåâà ñòðóè ñóùåñòâåí-
íûì îáðàçîì âëèÿåò íà òåìïåðàòóðû ôàç, îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè è ðàçìåðû êàïåëü, à òàêæå íà
èíòåíñèâíîñòü ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Â ýòîì ñëó÷àå óìåíüøåíèå ñòåïåíè ïîäîãðåâà ñòðóè ïðèâîäèò
ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ òåìïåðàòóðû ãàçà, èíòåíñèâíîñòè ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, áîëåå ðåçêîìó
óìåíüøåíèþ âäîëü îñè ñòðóè ìàññîâîãî ðàñõîäà è äèàìåòðîâ êàïåëü, à òàêæå ê óâåëè÷åíèþ èõ
îáúåìíûõ êîíöåíòðàöèé íà ó÷àñòêå ñòðóè âáëèçè ñðåçà ñîïëà.
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Abstract. The article is devoted to the study of the in�uence of the heating degree of the gas-droplet jet
with phase transitions and droplet collisions on the parameters of this jet. By the heating degree of the jet
is meant the ratio of gas temperatures at the nozzle edge and in the environment. The research method is
mathematical modeling. Calculations are carried out using our previously published mathematical model
of a two-phase jet obtained as part of the RANS approach. In this model, the averaged equations of gas
phase and droplets are written in Euler variables. Due to the fact that jet currents are self-similar, algebraic
formulas are used to calculate the moments of correlation of pulsation phase parameters. Mathematical
modeling considers a gas-droplet submerged jet �owing into a gas medium with a temperature signi�cantly
di�erent from the gas temperature in the outlet section of the nozzle. The analysis of the results of
the calculations showed that when the heated two-phase jet expires into a gas medium with a lower
temperature, the numerical value of the heating degree of the jet does not signi�cantly a�ect all the
parameters of the jet. If a two-phase jet �ows into a gas medium with a higher temperature than the
gas temperature in the outlet section of the nozzle, the heating degree of the jet signi�cantly a�ects the
phase temperatures, volume concentrations and droplet sizes, as well as the intensity of phase transitions.
In this case reduction of the heating degree of the jet leads to signi�cant increase in temperature of gas,
intensity of phase transitions, sharper reduction along an axis of a jet of mass �ow and diameters of drops
and also to increase in their volume concentrations on the site of a jet near an outlet section of the nozzle.
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Ââåäåíèå

Двухфазные турбулентные струйные течения находят широкое применение в различ-
ных областях техники. Во многих случаях непрерывной фазой таких течений является газ,
а дискретной фазой— капли жидкости. При математическом моделировании газокапель-
ных струй, наряду с различием в скорости и температуре фаз, полидисперсностью капель
и межфазным теплообменом, необходимо учитывать фазовые превращения и столкнове-
ния капель, которые заканчиваются их коагуляцией или дроблением. Предложенные за
последние тридцать лет математические модели газожидкостных струй имеют существен-
ные ограничения по их использованию, связанные с допущениями при выводе уравнений
этих моделей. Это можно проиллюстрировать на примере статей [1–5], характерных для
времени их опубликования.

Модели [1,2] разработаны для газовых струй с каплями фреона, в которых температура
капель близка к температуре газовой фазы. Поэтому в них отсутствует уравнение энергии
капель, которое заменяется равенством температуры капель температуре газа. Результаты
расчетов по моделям [4,5] сравниваются с данными экспериментального исследования струи
с каплями ацетона, температура которых отличается всего на 20 К от температуры газовой
фазы. Это не позволяет предсказать поведение этих моделей при существенно большем
различии в температурах фаз. Во всех отмеченных моделях учитывается только испарение
жидкой фазы, но в случае полидисперсного течения, наряду с испарением мелких капель,
на крупных каплях возможна конденсация пара в результате различия температур этих
капель. Вследствие того, что в математических моделях [1–5] не учитываются столкновения
капель, приводящие к их коагуляции или дроблению, эти модели, как отмечают их авторы,
могут быть использованы только при объемной концентрации капель, не превышающей
10−4. На практике концентрация капель в газокапельных струях существенно превосходит
эту величину.

Информация о проведении другими авторами математического моделирования газока-
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пельных струй с одновременно протекающими в них фазовыми переходами, коагуляцией и
дроблением капель в настоящее время в литературе отсутствует. Об этом свидетельствуют
обзорные статьи [6, 7].

Математическая модель газокапельной струи с фазовыми переходами и соударениями
капель, приводящими к их коагуляции или дроблению, описана в нашей статье [8]. В этой
работе моделировалась газокапельная струя с каплями воды, истекающая в неподвижную
воздушную среду с температурой, существенно превышающей температуру газа на сре-
зе сопла (в начальном сечении струи). Результаты расчетов позволили выявить степень
влияния фазовых переходов и соударений капель на все осредненные параметры струи в
зависимости от величины объемной концентрации капель на срезе сопла. В статье делается
предположение о том, что при истечении двухфазной струи в газовую среду с температу-
рой, меньшей температуры газа на срезе сопла, влияние фазовых переходов и соударений
капель на параметры струи будет существенно отличаться от описанного в [8].

Ниже приводится математическая модель газокапельной струи с учетом фазовых пере-
ходов и соударений капель, и сравниваются результаты расчетов этой струи с различными
граничными условиями по температуре газовой фазы на срезе сопла и в окружающей среде.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ãàçîêàïåëüíîé ñòðóè ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè

è ñòîëêíîâåíèÿìè êàïåëü

При проведении расчетов газокапельной турбулентной струи использовалась математи-
ческая модель, приведенная в нашей статье [8]. В этой модели уравнения, описывающие
движение газа и капель, записаны в переменных Эйлера с использованием RANS-подхода.
Эти уравнения получены в результате осреднения по пространству [9] и времени [10] мгно-
венных уравнений Навье –Стокса с последующей оценкой порядка их членов [10].

В окончательном виде осредненные уравнения фаз турбулентной круглой стационарной
неизотермической газокапельной струи в приближении пограничного слоя в цилиндриче-
ской системе координат записываются следующим образом:
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В этой системе уравнений: (1) и (2) — уравнения массы фаз; (3) и (4) — проекции уравне-
ния движения газовой фазы на оси x и y; (5) и (6) — проекции уравнения движения капель
фракции f на оси x и y; (7) и (8) — уравнения энергии фаз; (9) — уравнение концентрации
компонентов газовой фазы; (10) — уравнение, описывающее изменение диаметров капель за
счет фазовых переходов, коагуляции и дробления капель; (11) — уравнения состояния газо-
вой фазы и капель; (12) — уравнение, связывающее объемные концентрации компонентов
газовой фазы и фракций капель.

В данной работе для капель используется модель дискретных частиц, в соответствии
с которой капли объединяются в F фракций, параметры которых обозначаются индек-
сом f (f = 1, 2, . . . , F ). Параметры компонентов газовой фазы обозначаются индексом
k (k = 1, 2, . . . ,K); параметры газовой фазы, общие для всех ее компонентов (скорость,
температура, давление), индексов не имеют; пульсационные параметры фаз обозначаются
штрихами, а их моменты корреляции заключены в скобки вида 〈·〉.

При записи уравнений (1)–(12) введены следующие обозначения: x и y— оси цилин-
дрической системы координат; u и v—проекции вектора скорости W на оси координат x
и y; ρ—физическая плотность; α— объемная концентрация; p—давление; T — температура;
Df —диаметр капель фракции f ; R—удельная газовая постоянная; cp —удельная теплоем-
кость газовой фазы при постоянном давлении; cf —удельная теплоемкость вещества капель;
Fcf,x и Fcf,y —проекции вектора силы сопротивления капель Fcf на оси x и y [11]; Qf,conv —
удельный (приходящийся на единицу объема среды) конвективный тепловой поток от газа к
каплям фракции f [11]; Mf,pf —интенсивность фазовых переходов (масса вещества капель
фракции f , претерпевающая фазовый переход в единице объема среды за единицу време-
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ни); Mf,c —изменение массы капель фракции f за счет их столкновений с каплями других
фракций в единице объема среды за единицу времени; Mfj,c —масса капель, перешедшая
из фракции f во фракцию j за счет столкновений капель этих фракций в единице объема
среды за единицу времени; if (Tf ) и ij(Tj)—удельные энтальпии вещества капель фракций
f и j при температурах Tf и Tj ; iv(T )—удельная энтальпия пара вещества капель при тем-
пературе газовой фазы T ; uph и vph —проекции вектора скорости фазового переходаWph на
оси x и y; iph —удельная энтальпия вещества капель, претерпевающего фазовый переход;
Kfj , efj , Φfj —константа коагуляции, коэффициент захвата и коэффициент эффективно-
сти соударений капель фракций f и j [12]. При испарении капель Wph = Wf ; iph = iv(Tf ),
а при конденсации пара Wph = W; iph = iv[Tvs(pv)] [9] (iv(Tf )—удельная энтальпия пара
вещества капель при температуре Tf ; iv[Tvs(pv)]—удельная энтальпия вещества капель на
линии насыщения при парциальном давлении пара pv в газовой смеси.

В связи с тем, что объемная концентрация пара в газовой фазе при проведении расчетов,
результаты которых приводятся ниже, была существенно меньше 0.2, для интенсивности
фазовых переходов используется формула [13]

Mf,ph =
6αfDαSh

D2
f

(ρvp − ρvs),

в которой ρvp —плотность пара, определяемая по его парциальному давлению в газовой
фазе; ρvs —плотность пара, соответствующая давлению насыщения вещества капель при
температуре капли Tf ; Dα —коэффициент диффузии пара в газовой смеси; Sh — критерий
Шервуда.

Оценка порядка членов уравнений системы (1)–(12), проведенная при их выводе, пока-
зала, что расчет коагуляции и дробления капель в двухфазной струе можно проводить в
одномерной постановке, пренебрегая пульсационными скоростями капель по сравнению с
их осредненными скоростями, что согласуется с выводами монографии [14]. Поэтому в дан-
ной работе используется квазиодномерная модель столкновений разделенных на фракции
капель за счет различия в их осредненных продольных скоростях, описанная в [12]. В этой
монографии, в частности, приведены формулы для расчета членов уравнений (2), (5), (6)
и (8), учитывающих изменение массы, количества движения и энергии капель фракции f
в результате их взаимодействия с каплями других фракций.

Вследствие того, что двухфазные струйные течения являются автомодельными, момен-
ты корреляции пульсационных параметров фаз, входящие в уравнения системы (1)–(12),
рассчитываются с использованием алгебраических выражений [8].

Метод расчета двухфазной струи, математическая модель которой аналогична приве-
денной выше, изложен в монографии [15]. Валидация математической модели (1)–(12),
выполненная в [8] с использованием данных экспериментального исследования воздуш-
ной струи с каплями керосина, истекающей в спутный воздушный поток с температурой
450 К [16], показала хорошее совпадение результатов расчетов с данными эксперимента.

2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Расчеты двухфазной неизотермической турбулентной струи, выполненные с использо-
ванием приведенной выше математической модели, позволили выявить влияние граничных
условий по температуре газовой фазы на параметры струи. В теории однофазных струй
вводится параметр, который называется степенью подогрева струи. Он представляет собой
отношение температуры газа на оси начального сечения струи и на ее границе. В данной ра-
боте этот параметр используется для газовой фазы струи: θ = T0m/Te (T0m — температура
газовой фазы на оси начального сечения струи; Te — температура газа на границе струи).
Ниже сравниваются результаты расчетов, в которых значения параметра θ были меньше
или больше 1: T0m = 300 К, Te = 400 К (θ = 0.75); T0m = 300 К, Te = 500 К (θ = 0.60);
T0m = 400 К, Te = 300 К (θ = 1.33); T0m = 500 К, Te = 300 К (θ = 1.67).
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Предполагалось, что дисперсионной фазой струйного двухфазного течения является
смесь водяного пара (компонент k = 1) с воздухом (компонент k = 2), а дисперсной фазой –
капли воды, объединенные в пять фракций [12] с характерными диаметрами 15, 45, 75, 105
и 135 мкм. При проведении расчетов принималось, что струя истекает из круглого сопла
радиусом R0 = 25·10−3 м в неподвижную воздушную среду с давлением p = 105Па и отно-
сительной влажностью 65%, которой соответствует объемная концентрация водяного пара
αk=1 = 0.024. Считалось, что в начальном сечении струи поперечные поля всех параметров
равномерные; скорость газа u0 = 100 м/с; скорость капель всех фракций uf0 = 80 м/с;
температура капель всех фракций Tf0 = 300К; объемная концентрация водяного пара
αk=1 = 0.033 (соответствует относительной влажности воздуха 90%); суммарная объем-
ная концентрация капель αfΣ0 =

∑

αf0 = 10−3 с распределением этой концентрации по
фракциям в пропорции 1:2:4:2:1.

Влияние степени подогрева двухфазной струи, определенной по температуре газовой
фазы, на параметры фаз этой струи можно проследить по графикам на рис. 1–3. На этих
рисунках зависимости параметров фаз на оси струи от продольной координаты x пред-
ставлены в безразмерном виде. При этом введены следующие обозначения: x̄ = x/R*;
ūm = um/u

*; ūfm = ufm/u
*; ūfΣm = ufΣm/u

*; T̄m = Tm/T
*; T̄fm = Tfm/T

*; ᾱfm = αfm/α
*;

D̄fm = Dfm/D
*
f ; M̄f,ph =Mf,ph/(D*

αρ
*/D*2

f ), в которых индексом m обозначены параметры
фаз на оси струи. Масштабы соответствующих величин имеют значения: R* = 25 · 10−3 м;
u* = 100 м/с; T * = 288 К;D*

f = 100·10−6 м; α* = αfΣ0 = 10−3; ρ* иD*
α —плотность водяного

пара и его коэффициент диффузии в воздухе при нормальных условиях. Среднемассовая
скорость капель рассчитывается по формуле: ufΣ =

∑

αfu
2
f/
∑

αfuf .
О влиянии степени подогрева струи на скорости фаз можно судить по результатам рас-

четов, представленным на рис. 1.

а / a á / b â / c
Ðèñ. 1. Èçìåíåíèå ñêîðîñòè ãàçà è ñêîðîñòè êàïåëü âäîëü îñè äâóõôàçíîé ñòðóè ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñòåïåíè ïîäîãðåâà ýòîé ñòðóè θ: а� ñêîðîñòü ãàçà è êàïåëü
ïÿòè ôðàêöèé ïðè θ = 0.60; á � ñêîðîñòü ãàçà è ñðåäíåìàññîâàÿ ñêîðîñòü êàïåëü ïðè
θ < 1; â � ñêîðîñòü ãàçà è ñðåäíåìàññîâàÿ ñêîðîñòü êàïåëü ïðè θ > 1. Êðèâûå 1�5 �
ñêîðîñòè êàïåëü ôðàêöèé f =1�5; 6 � ñêîðîñòü ãàçà; 7 � ñðåäíåìàññîâàÿ ñêîðîñòü

êàïåëü
Fig. 1. Change in the gas velocity and droplet velocities along the axis of the two-phase
jet at di�erent values of the heating degree of this jet θ: a is the velocities of gas and
droplets of �ve fractions at θ = 0.60; b is the gas velocity and average mass velocity of
drops at θ < 1; c is the gas velocity and average mass velocity of drops at θ > 1. Ñurves
1�5 are droplet velocities of fractions f =1�5; 6 is the gas velocity; 7 is the average mass

velocity of drops

На рис. 1, а приведены графики изменения вдоль оси струи скорости газа и капель пяти
выделенных фракций для случая θ = 0.60, при котором струя истекает в окружающую
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среду с существенно бóльшей температурой по сравнению с температурой фаз на срезе
сопла. Скорость газа при удалении от сопла уменьшается за счет подмешивания к струе
газа из окружающей среды. При этом скорость капель возрастает, достигает скорости газа, а
затем уменьшается, оставаясь больше скорости газа. Причем чем больше размер капель, тем
в большей степень их скорости отличается от скорости газа. Это объясняется увеличением
инерционности капель с ростом их диаметра. Зависимости ūm = ūm(x̄) и ūfm = ūfm(x̄) для
других значений параметра θ аналогичны зависимостям, представленным на рис. 1, а для
θ = 0.60.

На рис. 1, б приведены графики изменения вдоль оси струи скорости газа ūm и сред-
немассовой скорости капель ūfΣm при θ < 1, а на рис. 1, в — эти же графики при θ > 1.
Из данных рис. 1 следует, что изменение степени подогрева двухфазной струи с фазовыми
переходами и соударениями капель в диапазоне 0.60 < θ < 1.67 практически не влияет на
ее кинематические параметры.

На рис. 2 представлены зависимости изменения вдоль оси струи других ее параметров
для степени подогрева θ < 1.

а / a á / b â / c

ã / d ä / e å / f
Ðèñ. 2. Ãðàôèêè èçìåíåíèé çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âäîëü îñè äâóõôàçíîé ñòðóè
ïðè ñòåïåíè ïîäîãðåâà ñòðóè θ < 1: а� òåìïåðàòóðà ôàç; á � îáúåìíàÿ êîíöåí-
òðàöèÿ êàïåëü; â �äèàìåòð êàïåëü; ã � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïàðà â ãàçîâîé
ñìåñè; ä �èíòåíñèâíîñòü ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ; å �ìàññîâûé ðàñõîä êàïåëü. Íî-

ìåðà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ôðàêöèé
Fig. 2. Graphs of parameter changes along the axis of the two-phase jet, when
the jet heating degree is θ < 1: a are the phases temperatures; b are the
volume concentrations of droplets; c are the diameters of droplets; d is the volume
concentration of steam in the gas mixture; e is the intensity of phase transitions; f is
the mass �ow velocity of droplets. Curve numbers correspond to fraction numbers
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В этом случае при удалении от сопла температура газа на оси струи возрастает (рис. 2, а),
причем при подогреве θ = 0.60 величина этой температуры примерно в два раза больше
по сравнению с подогревом θ = 0.75. Температура капель заметно увеличивается на участ-
ке струи x̄ < 100, при этом ее значения обратно пропорциональны размеру капель. При
бóльших значениях x̄ рост температуры капель замедляется и температура капель всех
фракций примерно одинакова. На определенных расстояниях от сопла, зависящих от раз-
меров капель, капли исчезают, полностью испаряясь. Увеличение значения параметра θ
приводит к уменьшению температуры газа и капель вследствие поступления в струю из
окружающей среды газа с меньшей температурой.

На рис. 2, б представлены графики изменения объемных концентраций капель пяти
фракций вдоль оси струи, построенные для двух значений степени подогрева этой струи.
Зависимости ᾱfm = ᾱfm(x̄) для капель фракций f =2–5, в отличие от однофазных струй,
являются немонотонными: на некоторых расстояниях от начального сечения струи, завися-
щих от размера капель, происходит увеличение их концентрации. Этот эффект, который в
литературе называется «шнурованием», подробно рассмотрен в статье [17]. При уменьше-
нии параметра θ (увеличении температуры окружающей среды) максимальные значения
концентраций капель фракций f =3–5 существенно возрастают (до 15%).

Графики на рис. 2, в позволяют выявить влияние степени подогрева струи на размеры
капель. Это влияние является существенным и выражается в уменьшении диаметра капель
при уменьшении значения параметра θ (максимум на 18% для капель фракции f = 5).

Зависимости объемной концентрации пара в газовой смеси от координаты x̄ приведены
на рис. 2, г. Максимальные значения этой концентрации соответствуют x̄ ⋍ 100, причем при
θ = 0.60 масимальное значение ᾱk=1,m на 30% больше по сравнению со случаем θ = 0.75.

На рис. 2, д приведены графики зависимостей интенсивности фазовых переходов M̄f,ph =

= M̄f,ph(x̄) для капель различного размера от степени подогрева струи. Абсолютные зна-
чения этих зависимостей имеют максимумы, величина и расположение которых зависят от
размера капель. Согласно результатам расчетов, приведенным на этом рисунке, уменьше-
ние степени подогрева струи от 0.75 до 0.60 приводит к увеличению интенсивности фазовых
переходов в 1.5–2.0 раза.

На рис. 2, е изображены графики изменения вдоль оси двухфазной струи массового
расхода дисперсной фазы в поперечных сечениях струи при различных значениях парамет-
ра θ. Уменьшение степени подогрева струи приводит к более резкому уменьшению вдоль
ее оси массового расхода капель.

На рис. 3 показаны зависимости изменения по длине струи ее параметров при степени
подогрева θ > 1.

Результаты расчетов, приведенные на рис. 3, свидетельствуют о том, что при степе-
ни подогрева двухфазной струи θ > 1 величина этого подогрева практически не влияет
на значения температуры фаз, объемной концентрации и диаметра капель, интенсивности
фазовых переходов и массового расхода капель. И при этом в случае θ > 1 существуют
значительные отличия изменения этих параметров струи от случая θ < 1. При истечении
нагретой струи в среду с меньшей температурой на участке x̄ < 50 (рис. 3, а) происходит
резкое падение температуры газа в струе вследствие подмешивания к ней более холодно-
го газа из окружающего пространства; при x̄ > 50 температура газа на оси струи плав-
но уменьшается. Из-за этого температура капель вблизи сопла незначительно возрастает
(максимум на 6%), а затем уменьшается, приближаясь к температуре окружающей среды.
Вследствие уменьшения температуры газа в струе уменьшается интенсивность фазовых
переходов и параметры струи в большей степени зависят от столкновений капель. Это при-
водит к возрастанию диаметра капель и замедлению убывания их массового расхода вдоль
оси струи.
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а / a á / b â / c

ã / d ä / e å / f
Ðèñ. 3. Ãðàôèêè èçìåíåíèé çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âäîëü îñè äâóõôàçíîé ñòðóè
ïðè ñòåïåíè ïîäîãðåâà ñòðóè θ > 1: а� òåìïåðàòóðà ôàç; á � îáúåìíàÿ êîíöåí-
òðàöèÿ êàïåëü; â �äèàìåòð êàïåëü; ã � îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ïàðà â ãàçîâîé
ñìåñè; ä �èíòåíñèâíîñòü ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ; å �ìàññîâûé ðàñõîä êàïåëü. Íî-

ìåðà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ôðàêöèé
Fig. 3. Graphs of parameter changes along the axis of the two-phase jet, when
the jet heating degree is θ > 1: a are the phases temperatures; b are the
volume concentrations of droplets; c are the diameters of droplets; d is the volume
concentration of steam in the gas mixture; e is the intensity of phase transitions; f is
the mass �ow velocity of droplets. Curve numbers correspond to fraction numbers

Çàêëþ÷åíèå

Проведены расчеты газокапельной турбулентной неизотермической полидисперсной
струи с учетом фазовых переходов, коагуляции и дробления капель, в которых изменя-
лась степень подогрева струи θ. При этом под степенью подогрева двухфазной струи по-
нимается отношение температуры газа на срезе сопла и в окружающей среде (на границе
струи). Степень подогрева струи варьировалась в диапазоне 0.60–1.67. Анализ результатов
расчетов показал, что, независимо от величины степени подогрева струи, этот подогрев
не оказывает какого-либо заметного влияния на скорость газа и капель. Влияние степени
подогрева струи на другие ее параметры принципиально отличается для случаев θ > 1 и
θ < 1. При θ > 1 (истечение нагретой струи в газовую среду с меньшей температурой)
величина степени подогрева практически не оказывает влияния на температуру фаз, объ-
емную концентрацию и размер капель и незначительно влияет на интенсивность фазовых
переходов, которые локализованы в небольшой области, расположенной за срезом сопла.
При θ < 1 (истечение струи в газовую среду с температурой, превышающей температуру
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газовой фазы на срезе сопла) уменьшение степени подогрева струи от 0.75 до 0.60 приводит
к изменению всех параметров струи: на оси струи температура газа увеличивается (при-
мерно в два раза); максимальные значения объемной концентрации капель фракций f =3–5
возрастают (до 15%); диаметр капель этих фракций уменьшается (до 18%); интенсивность
фазовых переходов возрастает (в 1.5–2.0 раза). При этом температура капель на оси струи
увеличивается незначительно (до 4%) вследствие их испарения.
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Аннотация. Íàðóøåíèÿ ãåìîäèíàìèêè è ãåîìåòðè÷åñêèå îñîáåííîñòè ñîñóäîâ èãðàþò âàæíóþ ðîëü
â âîçíèêíîâåíèè è ïðîãðåññèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñîñóäèñòûõ ïàòîëîãèé, íàïðèìåð àíåâðèçì. Àíå-
âðèçìû ñîñóäîâ ãîëîâíîãî ìîçãà îñîáåííî îïàñíû èç-çà ñïåöèôè÷åñêîé ëîêàëèçàöèè. Ýêñïåðèìåí-
òàëüíûå è êëèíè÷åñêèå ìåòîäû ÷àñòî íå ïîçâîëÿþò àäåêâàòíî îöåíèòü òåêóùåå ñîñòîÿíèå ãåìîäè-
íàìèêè ïàöèåíòà èëè ïðåäñêàçàòü ïðîãðåññèðîâàíèå çàáîëåâàíèÿ in vivo. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå
ãåìîäèíàìèêè ìîæåò ñòàòü êëþ÷åâûì èíñòðóìåíòîì äëÿ îöåíêè ðèñêà ðîñòà è ðàçðûâà öåðåáðàëü-
íûõ àíåâðèçì. Òî÷íîñòü òàêèõ ìîäåëåé çàâèñèò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ, âêëþ÷àÿ âûáîð ðåîëîãè÷åñêîé
ìîäåëè êðîâè. Íåñìîòðÿ íà ðàñïðîñòðàíåííîå èñïîëüçîâàíèå íüþòîíîâñêîé ìîäåëè, åå àäåêâàòíîñòü
äëÿ öåðåáðàëüíûõ àðòåðèé òðåáóåò âåðèôèêàöèè â ñðàâíåíèè ñ áîëåå ñëîæíûìè íåíüþòîíîâñêèìè
ìîäåëÿìè, ó÷èòûâàþùèìè çàâèñèìîñòü âÿçêîñòè îò ñêîðîñòè ñäâèãà. Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ
áûëî ïðîâåñòè ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âëèÿíèÿ òðåõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé êðîâè (íüþòîíîâñêîé,
Carreau è Casson) íà ãåìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè â âîñüìè àíàòîìè÷åñêèõ âàðèàíòàõ Âèëëè-
çèåâà êðóãà ñ àíåâðèçìàìè. Â äàííîì èññëåäîâàíèè ãåîìåòðèÿ öåðåáðàëüíûõ ñîñóäîâ áûëà ïîëó÷åíà
ïóòåì ñåãìåíòàöèè ÊÒ-èçîáðàæåíèé. Ìåòîäàìè âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè (CFD) ïðîâåäåíî
ìîäåëèðîâàíèå êðîâîòîêà. Íà âõîäàõ çàäàâàëèñü ïðîôèëè ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå äàííûõ
èíòðàêðàíèàëüíîé äîïïëåðîãðàôèè, íà âûõîäàõ � òðåõýëåìåíòíàÿ ìîäåëü Windkessel. Èññëåäîâà-
ëèñü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ, ïðèñòåíî÷íîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (WSS) è èíäåêñà
åãî êîëåáàíèé (OSI). Ñòåíêè ñîñóäîâ ñ÷èòàëèñü æåñòêèìè. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî â êðóïíûõ àðòå-
ðèÿõ ðàçëè÷èÿ ìåæäó ðåîëîãè÷åñêèìè ìîäåëÿìè â ðàñ÷åòàõ ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ, WSS è OSI ÿâëÿ-
þòñÿ íåçíà÷èòåëüíûìè. Âñå ìîäåëè ïîêàçàëè ñõîäíîå ñèñòåìàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå îò êëèíè÷åñêèõ
äàííûõ äîïïëåðîãðàôèè. Âíóòðè êóïîëîâ àíåâðèçì ñêîðîñòè òîêà êðîâè íèçêè, à ïðîôèëè äëÿ
âñåõ òðåõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷íû ïî ôîðìå, íüþòîíîâñêàÿ ìîäåëü ñêëîí-
íà çàâûøàòü çíà÷åíèÿ. Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ãåìîäèíàìèêè â êðóïíûõ
ñîñóäàõ Âèëëèçèåâà êðóãà èñïîëüçîâàíèå íüþòîíîâñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì óïðîùåíèåì.
Ключевые слова: àíåâðèçìà, Âèëëèçèåâ êðóã, âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà, ãåìîäèíàìèêà,
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Abstract. Hemodynamic disturbances and the geometric features of blood vessels play an important
role in the onset and progression of various vascular pathologies, such as aneurysms. Cerebral aneurysms
are particularly dangerous due to their speci�c location. Experimental and clinical methods often fail to
adequately assess a patient's current hemodynamic status or predict disease progression in vivo. Numerical
modeling of hemodynamics can become a key tool for assessing the risk of growth and rupture of cerebral
aneurysms. The accuracy of such models depends on many factors, including the choice of a rheological
blood model. Despite the widespread use of the Newtonian model, its adequacy for cerebral arteries
requires veri�cation in comparison with more complex non-Newtonian models that account for shear-
dependent viscosity. The aim of this study was to conduct a comparative analysis of the in�uence of
three rheological blood models (Newtonian, Carreau, and Casson) on the hemodynamic characteristics in
eight anatomical variants of the Circle of Willis with aneurysms. In this study, the geometry of the cerebral
vasculature was obtained by segmenting CT images. Computational �uid dynamics (CFD) methods were
used to simulate blood �ow. Velocity pro�les based on intracranial Doppler ultrasound data were set
at the inlets, and a three-element Windkessel model was applied at the outlets. The distributions of
velocity, pressure, wall shear stress (WSS), and its oscillatory shear index (OSI) were investigated. The
vessel walls were considered rigid. It was found that in the large arteries, the di�erences between the
rheological models in the calculations of velocity, pressure, WSS, and OSI are insigni�cant. All models
showed a similar systematic deviation from clinical Doppler data. Inside the aneurysm domes, blood
�ow velocities are low, and the pro�les for all three rheological models are practically identical in shape,
with the Newtonian model tending to overestimate the values. The results indicate that for modeling
hemodynamics in the large vessels of the Circle of Willis, the use of a Newtonian model is a permissible
simpli�cation.
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Ââåäåíèå

Àíåâðèçìà ñîñóäîâ ãîëîâíîãî ìîçãà � ýòî ëîêàëüíîå ðàñòÿæåíèå è âûïÿ÷èâàíèå ñòåíêè
àðòåðèè [1]. Ðàçðûâ àíåâðèçìû âûçûâàåò ñóáàðàõíîèäàëüíîå êðîâîèçëèÿíèå èëè ãåìîððà-
ãè÷åñêèé èíñóëüò [2, 3]. Íåñìîòðÿ íà äîñòèæåíèÿ â îáëàñòè õèðóðãèè è ïåðèîïåðàöèîííîì
ëå÷åíèè, ñìåðòíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ ðàçðûâîì àíåâðèçìû, îñòàåòñÿ âûñîêîé. Äîãîñïèòàëüíàÿ
ëåòàëüíîñòü äîñòèãàåò 10�15%.

Ïàöèåíòàì ñ âíóòðè÷åðåïíûìè àíåâðèçìàìè ïðåäëàãàþòñÿ ìèêðîõèðóðãè÷åñêèå è ýíäî-
âàñêóëÿðíûå ìåòîäû ëå÷åíèÿ. Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì, à çà÷àñòóþ è åäèíñòâåííûì ìåòîäîì
ëå÷åíèÿ àíåâðèçì ÿâëÿåòñÿ õèðóðãè÷åñêîå âìåøàòåëüñòâî [4]. Îäíàêî ðèñêè, ñâÿçàííûå ñ
ëå÷åíèåì àíåâðèçì, êðàéíå âûñîêè, è ïëàíèðîâàíèå ëå÷åíèÿ ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé ïàöè-
åíòà èìååò âàæíîå çíà÷åíèå [5].

Ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ î íàáëþäåíèè èëè ëå÷åíèè (êëèïèðîâàíèå, ýíäîâàñêóëÿðíàÿ ýìáîëè-
çàöèÿ, ñòåíòèðîâàíèå) íåðàçîðâàâøåéñÿ àíåâðèçìû òðåáóåò èíäèâèäóàëüíîé îöåíêè ðèñêà
ðàçðûâà, ëîêàëèçàöèè, ìîðôîëîãèè àíåâðèçìû, âîçðàñòà è ñîñòîÿíèÿ çäîðîâüÿ ïàöèåíòà [5],
ñ ÷åì ìîæåò ïîìî÷ü ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå íåèíâàçèâíî îöåíèòü èíäèâè-
äóàëüíûå ïàðàìåòðû êðîâîòîêà â àíåâðèçìå è ïðèëåãàþùèõ ñîñóäàõ, êîòîðûå íàïðÿìóþ
âëèÿþò íà ðèñê åå ðîñòà è ðàçðûâà [6�9].

Òðàäèöèîííî äëÿ óïðîùåíèÿ ðàñ÷åòîâ êðîâü ðàññìàòðèâàþò êàê íüþòîíîâñêóþ æèä-
êîñòü ñ ïîñòîÿííîé âÿçêîñòüþ [10], îäíàêî åå ðåàëüíîå ïîâåäåíèå â ñîñóäèñòîì ðóñëå ÿâëÿ-
åòñÿ áîëåå ñëîæíûì, íåíüþòîíîâñêàÿ ïðèðîäà êðîâè îáóñëîâëåíà ïîâåäåíèåì ýðèòðîöèòîâ
ïðè ðàçíûõ ñêîðîñòÿõ ñäâèãà [11].

Âîïðîñ î òîì, íàñêîëüêî îïðàâäàííî èñïîëüçîâàíèå íüþòîíîâñêîé ìîäåëè â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ ñåðäå÷íî-ñîñóäèñòîé ñèñòåìû, îñòàåòñÿ ïðåäìåòîì äèñêóññèé. Èññëåäîâàíèÿ ïî-
êàçûâàþò, ÷òî â êðóïíûõ àðòåðèÿõ, òàêèõ êàê àîðòà, ãäå ïðåîáëàäàþò âûñîêèå ñêîðîñòè
ñäâèãà, íüþòîíîâñêàÿ ìîäåëü ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïðèåìëåìûì ïðèáëèæåíèåì, ïîñêîëüêó
îòêëîíåíèÿ êëþ÷åâûõ ïàðàìåòðîâ, òàêèõ êàê ïðèñòåíî÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ìî-
ãóò áûòü íåçíà÷èòåëüíûìè [12]. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàáîòîé [13], ãäå íà ïðèìåðå ñîñóäîâ
Âèëëèçèåâà êðóãà áûëî ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íüþòîíîâñêîé ìîäåëè äàåò óäîâëåòâî-
ðèòåëüíûé ðåçóëüòàò çà èñêëþ÷åíèåì çîí ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé. Îäíîâðåìåííî ñ ýòèì
äëÿ ïàòîëîãè÷åñêèõ îáëàñòåé (àíåâðèçìû, ñòåíîçû) èëè â ñîñóäàõ ìàëîãî äèàìåòðà, ãäå
ñêîðîñòè ñäâèãà íèçêèå, íåíüþòîíîâñêèå ìîäåëè, òàêèå êàê Carreau èëè Casson, ñòàíîâÿòñÿ
íåîáõîäèìûìè äëÿ òî÷íîãî âîñïðîèçâåäåíèÿ ãåìîäèíàìèêè [13].

Ñòàòèñòè÷åñêèå øêàëû îöåíêè ðèñêà, òàêèå êàê PHASES, îñíîâàííûå ïðåèìóùåñòâåí-
íî íà ïîïóëÿöèîííûõ äàííûõ, äåìîãðàôè÷åñêèõ è ìîðôîëîãè÷åñêèõ ôàêòîðàõ [5, 14], äå-
ìîíñòðèðóþò îãðàíè÷åííóþ èíäèâèäóàëüíóþ ïðîãíîñòè÷åñêóþ ñïîñîáíîñòü, ïîñêîëüêó íå
ó÷èòûâàþò ôóíäàìåíòàëüíûå ïàòîãåíåòè÷åñêèå ìåõàíèçìû, ñâÿçàííûå ñ âîçäåéñòâèåì ãå-
ìîäèíàìè÷åñêèõ ñèë íà ñîñóäèñòóþ ñòåíêó. Â ýòîì êîíòåêñòå âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäè-
íàìèêà (CFD) ïðåäîñòàâëÿåò ìîùíûé èíñòðóìåíò äëÿ àíàëèçà òàêèõ ãåìîäèíàìè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê, êàê ðàñïðåäåëåíèå ïðèñòåíî÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (WSS), èíäåê-
ñà êîëåáàíèé êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (OSI), äàâëåíèå è ñêîðîñòè ïîòîêà [15], êîòîðûå
íàïðÿìóþ âëèÿþò íà ýíäîòåëèàëüíóþ ôóíêöèþ ñîñóäîâ, ïðîãðåññèðîâàíèå ñîñóäèñòûõ çà-
áîëåâàíèé. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé
êðîâè (íüþòîíîâñêàÿ, Carreau, Casson) íà ãåìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè åå òå÷åíèÿ â
ñîñóäàõ Âèëëèçèåâà êðóãà ñ àíåâðèçìàìè äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëèðî-
âàíèÿ.

Ïðîâåäåííîå ñðàâíèòåëüíîå CFD-ìîäåëèðîâàíèå ïîçâîëèò îöåíèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü
êëþ÷åâûõ ãåìîäèíàìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé ê âûáîðó ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè â ñïåöèôè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè Âèëëèçèåâà êðóãà è îáåñïå÷èòü îñíîâó äëÿ ðàçâèòèÿ ïåðñîíàëèçèðîâàííûõ
ìîäåëåé îöåíêè ðèñêà ðàçâèòèÿ àíåâðèçìû.
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1. Ìàòåðèàëû è ìåòîäû

1.1. 3D-геометрии сосудов

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëèñü âîñåìü ìîäåëåé ñîñóäîâ Âèëëèçèåâà êðóãà ñ àíåâðèç-
ìàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà ìåñòàõ èõ íàèáîëåå ÷àñòîãî ïîÿâëåíèÿ (â ìåñòàõ áèôóðêàöèé) [1].

Ðèñ. 1. Ñåãìåíòàöèÿ 3D-ìîäåëåé äëÿ ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ (öâåò îíëàéí)

Fig. 1. Segmentation of 3D-models for numerical
simulation (color online)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìîäåëè 1 (ðèñ. 1)
ïàöèåíòó áûëà ïðîâåäåíà ìíîãîñëîéíàÿ
êîìïüþòåðíàÿ òîìîãðàôèÿ ñ âíóòðèâåí-
íûì êîíòðàñòíûì óñèëåíèåì. Ïîëó÷åí-
íûå ñíèìêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîæå-
ñòâî ñðåçîâ â òðåõ ïëîñêîñòÿõ. Ñ ïîìî-
ùüþ ïðîãðàììû ITK-Snap áûëà ñîçäàíà
òðåõìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ ñîñóäîâ Âèëëèçè-
åâà êðóãà, ïîñëå ÷åãî îíà äîïîëíèòåëüíî
îáðàáàòûâàëàñü â ïðîãðàììå MeshMixer.
Äàëåå ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî ìîäó-
ëÿ SpaceClaim ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàìì ANSYS ìîäåëü áûëà ïîäãîòîâ-
ëåíà ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ (ñì.
ðèñ. 1).

Â ñëó÷àå ïåðâîé ìîäåëè àíåâðèçìà
ðàñïîëàãàëàñü â îáëàñòè ïåðåäíåé ñîåäè-
íèòåëüíîé àðòåðèè (ÏÑÀ). Âñå îñòàëü-
íûå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèÿìè
ïåðâîé, ò. å. áûëè ñîçäàíû íà îñíîâå êëè-
íè÷åñêèõ äàííûõ. Àíåâðèçìû ðàñïîëàãàëèñü â ìåñòàõ ñîåäèíåíèé ñðåäíèõ ìîçãîâûõ è çàä-
íèõ ñîåäèíèòåëüíûõ àðòåðèé, çàäíèõ ìîçãîâûõ è çàäíèõ ñîåäèíèòåëüíûõ àðòåðèé.

1.2. Математическая постановка

×èñëåííîå ðåøåíèå îñóùåñòâëÿëîñü ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äèíàìèêè æèäêîñòè

∇ · v = 0,

îïèñûâàþùåãî ñîõðàíåíèå èìïóëüñà, è óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè

ρ

(

∂v

∂t
+ (∇ ∗ v)

)

= ∇ ∗ σ,

îïèñûâàþùåãî ñîõðàíåíèå ìàññû, â êàæäîì óçëå ñåòêè [16]. Çäåñü ρ�ïîñòîÿííàÿ ïëîòíîñòü,
v� âåêòîð ñêîðîñòè, σ� òåíçîð íàïðÿæåíèé.

Òåíçîð íàïðÿæåíèé ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ãèäðîñòàòè÷åñêóþ (øàðîâóþ) è äåâèàòîðíóþ
÷àñòè:

σ = −pI + κ,

ãäå p�äàâëåíèå, I � åäèíè÷íûé òåíçîð, κ�äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ÿâëÿþùèéñÿ
ôóíêöèåé òåíçîðà ñäâèãà D (κ = µ (γ̇)D), mu�äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü êðîâè, γ̇ =

=

√

1

2

∑

i

∑

j DijDji� ñêîðîñòü ñäâèãà, D = 1/2
(

∇v +∇vT
)

� òåíçîð ñêîðîñòè ñäâèãà.

Ñòåíêè ñîñóäîâ ñ÷èòàëèñü æåñòêèìè, è íà âñåõ ïîâåðõíîñòÿõ áûëî çàäàíî óñëîâèå ïðèëè-
ïàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùååñÿ ðàâåíñòâîì íóëþ êîìïîíåíò ñêîðîñòè íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìåæäó
ïîòîêîì æèäêîñòè è òâåðäîé ïîâåðõíîñòüþ:

vΓ = 0.
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Äëÿ ó÷åòà âëèÿíèÿ òóðáóëåíòíîñòè áûëà èñïîëüçîâàíà ìîäåëü k − ε [17]. Ìîäåëü îñíî-
âàíà íà ðåøåíèè äâóõ óðàâíåíèé ïåðåíîñà:

äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè k

∂ρk

∂t
+
∂ρvjk

∂xj
=

∂

(

µ+
µt
σk

)

∂k

∂xj
∂xj

+ Pk − ρε

è ñêîðîñòè åå äèññèïàöèè ε

∂ρε

∂t
+
∂ρvjε

∂xj
=

∂ (µ+ µt/σε)
∂ε

∂xj
∂xj

+ Cε1Pk
ε

k
− Cε2ρ

ε2

k
,

ãäå k�êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíîñòè

(

k =
1

2
~v′iv

′
j

)

, ε� ñêîðîñòü äèññèïàöèè, µt �

òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü

(

µt = Cµ
k2

ε

)

, Pk � ãåíåðàöèÿ k ãðàäèåíòàìè ñðåäíåé ñêîðîñòè
(

Pk = µ

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

∂vi
∂xj

)

, Cµ = 0.09, Cε1 = 1.44, Cε2 = 1.92, σε = 1.3, σk = 1�êîí-

ñòàíòû [18].
Äëÿ êàæäîé ðàñ÷åòíîé ìîäåëè íà òîðöàõ âõîäíûõ àðòåðèé (In) (ðèñ. 2) çàäàâàëèñü

ïðîôèëè ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ äîïïëåðîãðàôèè íà èíòðàêðàíèàëüíîì óðîâíå
(ðèñ. 3). Äëÿ âûõîäîâ (On) (ñì. ðèñ. 2) èñïîëüçîâàëàñü çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò âðåìåíè,

С
ко

р
о

ст
ь
,

м
/с

Время, с

1

3

2
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Ðèñ. 2. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âõîäíûõ àðòåðèé:
1 � áàçèëÿðíàÿ àðòåðèÿ; 2 �ïðàâàÿ ñîííàÿ àðòå-

ðèÿ; 3 �ëåâàÿ ñîííàÿ àðòåðèÿ
Fig. 2. Boundary conditions for entrance arteries:
1 �basilar artery; 2 � right carotid artery; 3 � left

carotid artery

ðàññ÷èòàííàÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Wind-
kessel [19, 20] (ñì. ðèñ. 3).

Êðîâü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ
íåíüþòîíîâñêóþ ñóñïåíçèþ, ñîñòîÿùóþ
èç ïëàçìû (âÿçêîé, ïî÷òè íüþòîíîâ-
ñêîé æèäêîñòè) è ôîðìåííûõ ýëåìåí-
òîâ, ïðåèìóùåñòâåííî ýðèòðîöèòîâ. Ðåî-
ëîãèÿ êðîâè èçó÷àåò åå äåôîðìàöèîí-
íûå è òåêó÷èå ñâîéñòâà ïîä äåéñòâèåì
ïðèëîæåííûõ íàãðóçîê [21]. Äëÿ îïèñà-
íèÿ ñëîæíîãî íåíüþòîíîâñêîãî ïîâåäå-
íèÿ êðîâè â óðàâíåíèÿõ ãèäðîäèíàìèêè
ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçó-
þòñÿ ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè.

Ньютоновская модель: µ = const.
Ïðîñòàÿ ìîäåëü, ïðèìåíèìàÿ êàê ïåð-
âîå ïðèáëèæåíèå äëÿ òå÷åíèé ñ âûñîêè-
ìè ñêîðîñòÿìè ñäâèãà â êðóïíûõ àðòåðè-

ÿõ, ãäå âëèÿíèå àãðåãàöèè ýðèòðîöèòîâ íåçíà÷èòåëüíî.
Модель Carreau [22]:

µ (γ̇) = µinf + (µ0 − µinf)
(

1 + (λγ̇)2
)(n−1)/2

,

ãäå µ0 � âÿçêîñòü ïðè ïðåäåëüíî ìàëîé ñêîðîñòè ñäâèãà; µinf � âÿçêîñòü ïðè ïðåäåëüíî
áîëüøîé ñêîðîñòè ñäâèãà; λ�ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ñêîðîñòü ñäâèãà, ïðè êîòîðîé íüþ-
òîíîâñêîå ïëàòî ïåðåõîäèò â îáëàñòü ñíèæåíèÿ âÿçêîñòè; n� áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, îïðå-
äåëÿþùèé óãîë íàêëîíà êðèâîé â çîíå óìåíüøåíèÿ âÿçêîñòè.

240 Научный отдел



А. А. Любимова, А. Г. Кучумов. Исследование гемодинамических характеристик течения

Ðèñ. 3. Ðàñïîëîæåíèå âõîäíûõ (In) è âûõîäíûõ (On) îòâåðñòèé è íàçâàíèÿ àðòåðèé
Âèëëèçèåâà êðóãà (öâåò îíëàéí)

Fig. 3. Location of the input (In) and output (On) holes and names of the arteries of the
Willis circle (color online)

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè îò
ñêîðîñòè ñäâèãà äëÿ òðåõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé

(öâåò îíëàéí)
Fig. 4. Dependence of dynamic viscosity on shear

rate for three rheological models (color online)

Модель Casson [23]:

{√
τ =

√
τ0 +

√
µγ̇ äëÿ τ ⩾ τ0,

γ̇ = 0 äëÿ τ < τ0,

ãäå τ �íàïðÿæåíèå ñäâèãà, τ0 �ïðåäåë
òåêó÷åñòè (ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà-
ïðÿæåíèÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ íà÷àëà òå-
÷åíèÿ), µinf � âÿçêîñòü ïðè ïðåäåëüíî
áîëüøîé ñêîðîñòè ñäâèãà.

Ìîäåëè Carreau è Casson ÿâëÿþò-
ñÿ äâóìÿ íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìû-
ìè ìîäåëÿìè, äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòà-
òîâ òàêæå áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷å-
òîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì íüþòîíîâñêîé ìî-
äåëè êðîâè (ðèñ. 4).

1.3. Исследование сходимости
сеточной модели

Äëÿ ñîçäàíèÿ ðàñ÷åòíîé ñåòêè îáëà-
ñòè æèäêîñòè èñïîëüçîâàëèñü èíñòðóìåíòû Body Sizing è In�ation. Ïåðâûé èç íèõ ïîçâîëÿåò
íàñòðàèâàòü òèï è ðàçìåð ýëåìåíòîâ ñåòêè è ó÷èòûâàòü ýôôåêòû òå÷åíèÿ âáëèçè ñòåíîê
ñîñóäîâ (ðèñ. 5).
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Äëÿ îöåíêè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê ïëîòíîñòè ñåòêè áûëè âûáðàíû ïÿòü ðàçëè÷íûõ ðàçìå-
ðîâ ýëåìåíòîâ. Àíàëèç ïðîâîäèëñÿ íà îñíîâå äîñòèæåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ðàçíèöû εWSS =
= 1.67% ìåæäó ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïðèñòåíî÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (WSS),
εpress = 0.39% ìåæäó ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè äàâëåíèÿ è ìåæäó ìàêñèìàëüíûìè çíà-
÷åíèÿìè ñêîðîñòåé εvel = 1.98% (ñì. ðèñ. 5).

Ðèñ. 5. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà è ñåòî÷íàÿ ñõîäèìîñòü
Fig. 5. Finite element mesh and mesh convergence

Ìîæíî âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèÿ äàâëåíèÿ äëÿ ãðóáîé è ìåëêîé ñåòîê ñóùåñòâåííî îòëè÷à-
þòñÿ. Îäíàêî ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ðàçíèöû ìàëû, äëÿ äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòîâ
áûëî ðåøåíî èñïîëüçîâàòü ãóñòóþ ñåòêó ñ ðàçìåðîì ñòîðîíû òðåóãîëüíîãî êîíå÷íîãî ýëå-
ìåíòà, ðàâíûì 0.2 ìì.

2. Ðåçóëüòàòû

Â äàííîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû êëþ÷åâûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ãåìî-
äèíàìèêè äëÿ îäíîé èç âîñüìè èññëåäîâàííûõ ãåîìåòðèé Âèëëèçèåâà êðóãà ñ àíåâðèçìîé.
Âûáðàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò îáùèå çàêîíîìåðíîñòè, õàðàêòåðíûå
äëÿ âñåãî íàáîðà èññëåäóåìûõ ìîäåëåé. Âèçóàëèçàöèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñêîðîñòåé, äàâëåíèÿ,
ïðèñòåíî÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (WSS) è èíäåêñà êîëåáàíèé êàñàòåëüíûõ íàïðÿæå-
íèé (OSI), à òàêæå ñðàâíåíèå ïðîôèëåé ñêîðîñòè ñ êëèíè÷åñêèìè äàííûìè äîïïëåðîãðàôèè
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6 è â òàáëèöå.

а / a á / b
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â / c ã / d

ä / e å / f

æ / g

ç / h

Ðèñ. 6. Ïðîôèëè ñêîðîñòè â àíåâðèçìàõ ïðè ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ êðîâè: а�ìîäåëü 1; á �ìîäåëü 2;
â �ìîäåëü 3; ã �ìîäåëü 4; ä �ìîäåëü 5; å �ìîäåëü 6; æ �ìîäåëü 7; ç �ìîäåëü 8 (öâåò îíëàéí)
Fig. 6. Velocity pro�les in aneurysms with di�erent blood models: a is model 1; b is model 2; c is model 3;

d is model 4; e is model 5; f is model 6; g is model 7; h is model 8 (color online)

Âûâîäû, ñäåëàííûå íà îñíîâå àíàëèçà äàííîé ãåîìåòðèè, ñïðàâåäëèâû è äëÿ îñòàëüíûõ
ñëó÷àåâ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïîëó÷åííûìè ÷èñëåííûìè äàííûìè.
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Âèçóàëèçàöèÿ îñíîâíûõ ãåìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (öâåò îíëàéí)
Table. Visualization of the main hemodynamic characteristics (color online)

Ïàðàìåòð
Ìîäåëè

Íüþòîíîâñêàÿ Casson Carreau

2.1. Основные гемодинамические характеристики

Ïðèñòåíî÷íûå êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ (τw, WSS)

WSS = µ

(

∂u

∂n

)

|n=0

âîçíèêàþò ïðè òðåíèè êðîâè î ñòåíêè ñîñóäîâ. Îíè ìîãóò áûòü ñâÿçàíû ñ ýíäîòåëèàëüíîé
äèñôóíêöèåé è ïîâûøåííûì ðèñêîì òðîìáîçà àðòåðèé [24]. Çäåñü ∂u

∂n � ãðàäèåíò ñêîðîñòè,
n�íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ñòåíêè ñîñóäà, µ�äèíàìè÷åñêàÿ âÿçêîñòü.

Êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ WSS äëÿ âñåõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ñîâïàäàþò. Íàèáîëüøèå
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íàïðÿæåíèÿ (äî 7.9) íàáëþäàþòñÿ íà ó÷àñòêàõ ñ âûñîêîé ñêîðîñòüþ ïîòîêà è ìàëûì äèà-
ìåòðîì ñîñóäà, ò. å. â îáëàñòè ëåâîé âíóòðåííåé ñîííîé è ëåâîé çàäíåé ñîåäèíèòåëüíîé
àðòåðèè. Ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ WSS çàôèêñèðîâàíû íà êóïîëå àíåâðèçìû è çîíàõ çàñòîÿ
ïîòîêà. Èíäåêñ êîëåáàíèé êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (OSI)

OSI =
1

2



1−

∣

∣

∣

∫ T
0 WSS dt

∣

∣

∣

∫ T
0 |WSS| dt





ïîçâîëÿåò îöåíèòü õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà êðîâè âíóòðè ñîñóäîâ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåç-
ðàçìåðíóþ âåëè÷èíó, êîòîðàÿ èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò 0 äî 0.5 è îòðàæàåò ñòåïåíü îñ-
öèëëÿöèè ïîòîêà êðîâè â òå÷åíèå ñåðäå÷íîãî öèêëà [25]. Çíà÷åíèå OSI = 0 ñîîòâåòñòâóåò
îäíîíàïðàâëåííîìó ïîòîêó êðîâè, òîãäà êàê OSI = 0.5 óêàçûâàåò íà ïîëíîñòüþ îñöèëëè-
ðóþùèé ïîòîê [26], ÷òî ìîæåò ãîâîðèòü îá ýíäîòåëèàëüíîé äèñôóíêöèè [27].

Çíà÷åíèÿ OSI áëèçêè ê íóëþ â ïðÿìûõ ó÷àñòêàõ ìàãèñòðàëüíûõ àðòåðèé. Ïîâûøåííûå
çíà÷åíèÿ OSI (æåëòî-êðàñíûé öâåò, äî 0.5) íàáëþäàþòñÿ â îáëàñòÿõ ñëîæíîé ãåîìåòðèè:
íà áèôóðêàöèÿõ, â ðàéîíå øåéêè è, ÷òî íàèáîëåå çàìåòíî, â äèñòàëüíîé ÷àñòè êóïîëà àíå-
âðèçìû. Âèçóàëüíûå ïàòòåðíû OSI äëÿ òðåõ ìîäåëåé ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìû.

Ïî ëèíèÿì òîêà êðîâè âèäíî, ÷òî âî âñåõ òðåõ ìîäåëÿõ íàáëþäàåòñÿ êà÷åñòâåííî è êîëè-
÷åñòâåííî ñõîäíàÿ êàðòèíà (ñì. òàáëèöó). Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè (äî 1.04 ì/ñ)
ëîêàëèçîâàíû â ìàãèñòðàëüíûõ àðòåðèÿõ (ñðåäíèõ ìîçãîâûõ è â áàçèëÿðíîé). Â îáëàñòè
áèôóðêàöèé è ó øåéêè àíåâðèçìû íàáëþäàþòñÿ çîíû ñ óìåðåííûìè ñêîðîñòÿìè. Âíóòðè
êóïîëà àíåâðèçìû è â çîíàõ ðåöèðêóëÿöèè ñêîðîñòè òîêà êðîâè ìèíèìàëüíû. Ïîëÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ äàâëåíèÿ äåìîíñòðèðóþò óìåðåííûå çíà÷åíèÿ ïî âñåé ìîäåëè Âèëëèçèåâà êðóãà.
Îáëàñòü ñ ïîâûøåííûì äàâëåíèåì íàáëþäàåòñÿ â ðàéîíå ñîåäèíåíèÿ ëåâîé âíóòðåííåé
ñîííîé è ëåâîé çàäíåé ñîåäèíèòåëüíîé àðòåðèé. Ðàñïðåäåëåíèå è äèàïàçîí çíà÷åíèé äëÿ
íüþòîíîâñêîé è íåíüþòîíîâñêèõ ìîäåëåé âèçóàëüíî èäåíòè÷íû.

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñêîðîñòè òîêà êðîâè âíóòðè àíåâðèçì äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåîëî-
ãè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 6. Ïðîôèëè ñêîðîñòè áûëè ïîëó÷åíû â êîíòðîëüíûõ
òî÷êàõ, ðàñïîëîæåííûõ ïðèáëèçèòåëüíî â öåíòðàõ êóïîëîâ àíåâðèçì äâóõ òèïîâ: â îáëà-
ñòè ïåðåäíåé ìîçãîâîé àðòåðèè (ACA, ðèñ. 6, а, е, ж, з) è â îáëàñòè ñðåäíåé ìîçãîâîé
àðòåðèè (MCA, ðèñ. 6, б, в, д, ж, з). Âî âñåõ ñëó÷àÿõ êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå íüþòîíîâ-
ñêîé ìîäåëè, ìîäåëè Carreau è ìîäåëè Casson, íàëîæåíû äðóã íà äðóãà. Ôîðìû ïóëüñîâûõ
âîëí ñîâïàäàþò äëÿ òðåõ ìîäåëåé êðîâè â êàæäîì ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå. Ðàñ÷åòíûå ñêî-
ðîñòè âíóòðè àíåâðèçì íà ïîðÿäîê íèæå, ÷åì â ìàãèñòðàëüíûõ àðòåðèÿõ (ìàêñèìóì 0.12�
0.14ì/ñ äëÿ ACA è 0.08�0.17 ì/ñ äëÿ MCA íà ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêàõ). Ïîòîê íîñèò
âûðàæåííûé ïóëüñèðóþùèé õàðàêòåð, ñ ÷åòêèì ñëåäñòâèåì çà ñåðäå÷íûì öèêëîì: ðåçêèì
ñèñòîëè÷åñêèì ïîäúåìîì è áîëåå ïëàâíûì äèàñòîëè÷åñêèì ñïàäîì. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
àìïëèòóäà ïóëüñàöèè ðàçëè÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ëîêàëèçàöèé àíåâðèçì, ÷òî, âåðîÿòíî,
ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòÿìè ëîêàëüíîé ãåîìåòðèè è ãåìîäèíàìèêè.

2.2. Измерение скоростей в сосудах Виллизиева круга
с помощью допплерографии in vivo

Â õîäå ðàáîòû òàêæå áûëî ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçìåðåíèå çíà÷åíèé ñêîðîñòåé
òîêà êðîâè íà ó÷àñòêàõ ïðàâîé è ëåâîé ñðåäíèõ ìîçãîâûõ àðòåðèé (MCA Right, MCA Left)
ñ ïîìîùüþ äîïïëåðîãðàôèè íà èíòðàêðàíèàëüíîì óðîâíå (ðèñ. 7).

Èíòðàêðàíèàëüíàÿ äîïïëåðîãðàôèÿ (ÈÊÄÃ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïåöèàëèçèðîâàííîå
óëüòðàçâóêîâîå èññëåäîâàíèå, íàïðàâëåííîå íà îöåíêó ïàðàìåòðîâ êðîâîòîêà â àðòåðèÿõ,
ðàñïîëîæåííûõ íåïîñðåäñòâåííî âíóòðè ïîëîñòè ÷åðåïà (èíòðàêðàíèàëüíûé óðîâåíü). Â
îñíîâå ìåòîäà ëåæèò ýôôåêò Äîïïëåðà, ïðè êîòîðîì óëüòðàçâóêîâîé ëó÷, îòðàæàÿñü îò
äâèæóùèõñÿ ýðèòðîöèòîâ, èçìåíÿåò ñâîþ ÷àñòîòó ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè èõ äâèæåíèÿ.
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Ðåãèñòðèðóÿ ýòè ñäâèãè ÷àñòîòû, ÈÊÄÃ ïîçâîëÿåò íåèíâàçèâíî îïðåäåëÿòü ëèíåéíóþ ñêî-
ðîñòü êðîâîòîêà [28].

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ÷èñëåííîé ìîäåëè ñ äàííûìè èíòðàêðà-
íèàëüíîé äîïïëåðîãðàôèè (òîíêèå ëèíèè) ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ ðàñ÷åòíûõ ïðîôèëåé ñêî-
ðîñòè êðîâîòîêà â ïðàâîé è ëåâîé ñðåäíèõ ìîçãîâûõ àðòåðèÿõ. Çàòåíåííûå îáëàñòè ñîîòâåò-
ñòâóþò äèàïàçîíàì ñêîðîñòåé, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
òðåõ ìîäåëåé êðîâè âî âñåõ èññëåäóåìûõ ìîäåëÿõ Âèëëèçèåâà êðóãà. Âèçóàëüíûé àíàëèç
ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàñ÷åòíûå êðèâûå äëÿ âñåõ òðåõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðàêòè÷åñêè èäåí-
òè÷íû è îáðàçóþò åäèíûé ïåðåêðûâàþùèéñÿ äèàïàçîí. Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ñèñòåìàòè-
÷åñêîå ïðåâûøåíèå ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè íàä ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè íà
ïðîòÿæåíèè áîëüøåé ÷àñòè ñåðäå÷íîãî öèêëà, â òî âðåìÿ êàê ñîîòíîøåíèå ñèñòîëè÷åñêèõ
ïèêîâ è äèàñòîëè÷åñêèõ ôàç âîñïðîèçâîäèòñÿ êîððåêòíî.
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Ðèñ. 7. Ñðàâíåíèå äèàïàçîíà ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííî ïðîôèëåé ñêîðîñòè êðîâè ñ ïîëó÷åííûìè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî â òðåõ àðòåðèÿõ Âèëëèçèåâà êðóãà: а�ëåâîé ñðåäíåé ìîçãîâîé (MCA Left); á �

ïðàâîé ñðåäíåé ìîçãîâîé (MCA Right) (öâåò îíëàéí)
Fig. 7. Comparison of the range of numerically obtained blood velocity pro�les with those obtained
experimentally in three arteries of the Circle of Willis: a shows left middle cerebral artery (MCA Left);

b shows right middle cerebral artery (MCA Right) (color online)

3. Îáñóæäåíèå

Ïðîâåäåííîå ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ ïðîôèëåé ñêîðîñòè, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
òðåõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé, ñ êëèíè÷åñêèìè äàííûìè èíòðàêðàíèàëüíîé äîïïëåðîãðàôèè
äëÿ ïðàâîé è ëåâîé ñðåäíèõ ìîçãîâûõ àðòåðèé äàåò âàæíîå ïðåäñòàâëåíèå î òî÷íîñòè ìî-
äåëèðîâàíèÿ. Êëþ÷åâûì íàáëþäåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîëíîå ñîâïàäåíèå çàêðàøåí-
íûõ îáëàñòåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ äèàïàçîíû ñêîðîñòåé ñðåäè èññëåäóåìûõ ìîäåëåé Âèëëè-
çèåâà êðóãà, ïîëó÷åííûõ ïðè òðåõ ìîäåëÿõ êðîâè (ñì. ðèñ. 6). Ýòî íàãëÿäíî ïîäòâåðæäàåò,
÷òî â êðóïíûõ ñîñóäàõ, òàêèõ êàê ñðåäíèå ìîçãîâûå àðòåðèè, ãäå ñêîðîñòè ñäâèãà âûñî-
êè, âëèÿíèå âûáîðà êîíêðåòíîé ðåîëîãè÷åñêîé ìîäåëè íà ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì [13].

Ðàçëè÷èÿ ìåæäó ìîäåëÿìè íàõîäÿòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà, ÷òî â öåëîì îáîñ-
íîâûâàåò èñïîëüçîâàíèå áîëåå ïðîñòîé íüþòîíîâñêîé ìîäåëè äëÿ ïîäîáíîé ïîñòàíîâêè çà-
äà÷è. Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ è äðóãèìè ñîâðåìåííûìè èññëåäîâàíèÿìè, êîòîðûå îòìå÷àþò,
÷òî âëèÿíèå ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé íà ðåçóëüòàòû CFD â êðóïíûõ àðòåðèÿõ ÿâëÿåòñÿ ìè-
íèìàëüíûì [9]. Íàëè÷èå æå ñèñòåìàòè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ ðàñ÷åòíûõ êðèâûõ îòíîñèòåëüíî
äàííûõ äîïïëåðîãðàôèè, à òàêæå çàâûøåíèå ïèêîâûõ è ñðåäíèõ çíà÷åíèé ñêîðîñòè íà ïðî-
òÿæåíèè áîëüøåé ÷àñòè ñåðäå÷íîãî öèêëà ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî îñíîâíûì îãðàíè÷åíèåì
äàííîé ðàáîòû, à èìåííî ïðåäïîëîæåíèåì îá àáñîëþòíî æåñòêèõ ñîñóäèñòûõ ñòåíêàõ.
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Êàê ïîêàçûâàþò áîëåå ðàííèå èññëåäîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì Fluid-Structure Interaction
(FSI) ìîäåëèðîâàíèÿ, ó÷åò óïðóãèõ ñâîéñòâ ñîñóäîâ ìîæåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà ãåìîäè-
íàìèêó, îñîáåííî â îáëàñòè àíåâðèçìû, ìåíÿÿ êàðòèíó ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé [13,29].
Èãíîðèðîâàíèå ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ æèäêîñòè è ñòðóêòóðû (FSI) â ìîäåëè çàêîíîìåðíî
ïðèâîäèò ê áîëåå âûñîêèì ðàñ÷åòíûì ñêîðîñòÿì. Íî íåñìîòðÿ íà êîëè÷åñòâåííîå ðàñõîæ-
äåíèå, ôîðìà ïóëüñîâîé âîëíû, ñîîòíîøåíèå ñèñòîëè÷åñêîé è äèàñòîëè÷åñêîé ôàç óñïåøíî
âîñïðîèçâîäèòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè êðîâîòîêà. Ïðè èäåíòè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ âûøëè ñõîäíûìè äëÿ âñåõ òðåõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé
êðîâè.

Ïî ïîëó÷åííûì ïðîôèëÿì ñêîðîñòåé âíóòðè àíåâðèçì âèäíî, ÷òî íüþòîíîâñêàÿ ìîäåëü
ñèëüíåå çàâûøàåò çíà÷åíèÿ, à ìîäåëè Carreau è Casson îñòàþòñÿ êðàéíå áëèçêè (ñì. ðèñ. 7).
Ïðè ýòîì âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñå ìîäåëè îäèíàêîâî õîðîøî óëàâëèâàþò ïóëüñàöèþ ïîòîêà
ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ, ïåðåäàâàåìóþ îò îñíîâíîãî ðóñëà, äåìîíñòðèðóÿ ñîâïàäàþùèå ïî
ôàçå ñèñòîëè÷åñêèå ïèêè è äèàñòîëè÷åñêèå ñïàäû. Òàêæå ñòîèò ó÷èòûâàòü, ÷òî ìîäåëü
Casson ãîðàçäî áîëåå òðåáîâàòåëüíà ê íàñòðîéêàì êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè è ïîäáîðó
ïàðàìåòðîâ ñàìîé ìîäåëè, ÷òî îùóòèìî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ, íî ïðè ýòîì
îêàçûâàåò ìèíèìàëüíîå âëèÿíèå íà ðåçóëüòàò. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíåå â óñëîâèÿõ äàííîé
çàäà÷è îòêàçàòüñÿ îò èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè Casson â ïîëüçó, íàïðèìåð, ìîäåëè Carreau.

Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîì èññëåäîâàíèè ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè (CFD) áûë ïðî-
âåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âëèÿíèÿ òðåõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé êðîâè (íüþòîíîâñêîé,
Carreau è Casson) íà îñíîâíûå ãåìîäèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû â âîñüìè ìîäåëÿõ Âèëëèçèåâà
êðóãà ñ àíåâðèçìàìè. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàëè îæèäàåìûå ãåìîäèíàìè÷åñêèå
ïàòòåðíû äëÿ âñåõ èññëåäóåìûõ ìîäåëåé. Â àðòåðèÿõ Âèëëèçèåâà êðóãà ðàçëè÷èÿ ìåæäó
íüþòîíîâñêîé ìîäåëüþ è ìîäåëÿìè Carreau è Casson â ðàñ÷åòàõ ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ, ïðè-
ñòåíî÷íûõ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé (WSS) è èíäåêñà êîëåáàíèé êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé
(OSI) îêàçàëèñü íåçíà÷èòåëüíûìè. Ýòî ôèçèîëîãè÷åñêè îáîñíîâàííî, ïîñêîëüêó âûñîêèå
ñêîðîñòè ñäâèãà â êðóïíûõ ñîñóäàõ, ê êîòîðûì îòíîñÿòñÿ ñîñóäû Âèëëèçèåâà êðóãà, íèâå-
ëèðóþò ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ àãðåãàöèåé ýðèòðîöèòîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ àíàëèçà îáùåé
ãåìîäèíàìè÷åñêîé êàðòèíû â öåðåáðàëüíûõ àðòåðèÿõ èñïîëüçîâàíèå íüþòîíîâñêîé ìîäåëè
äîïóñòèìî. Îñíîâíûì îãðàíè÷åíèåì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóùåíèå î æåñòêîñòè ñîñóäè-
ñòîé ñòåíêè, ïîýòîìó êëþ÷åâûìè ïåðñïåêòèâàìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ñ ó÷å-
òîì âçàèìîäåéñòâèÿ æèäêîñòè è òâåðäîãî òåëà (FSI) è èñïîëüçîâàíèå ïàöèåíò-ñïåöèôè÷íûõ
äàííûõ î ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñîñóäèñòîé ñòåíêè äëÿ ïîâûøåíèÿ ïðîãíîñòè÷åñêîé òî÷-
íîñòè ìîäåëåé. Êðîìå òîãî, äëÿ áîëåå ïîëíîé îöåíêè ðèñêà ðàçðûâà àíåâðèçìû öåëåñîîá-
ðàçíî ðàññìîòðåòü è äðóãèå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå êðîâîòîê.
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Аннотация. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåêîòîðûå íåðåøåííûå âîïðîñû ìåõàíè÷åñêèõ
ñâîéñòâ îðãàíîâ ñðåäíåãî óõà � åãî ñóõîæèëèé, â ÷àñòíîñòè ñóõîæèëèÿ ñòðåìåííîé ìûøöû (ñòðå-
ìåííîãî ñóõîæèëèÿ). Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíîé òåìîé
áèîìåõàíèêè è áèîèíæåíåðèè. Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âûñòóïàþò âàæíûìè ïàðàìåòðàìè
ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè îðãàíîâ è òêàíåé â ïðîöåññå èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èëè ïðè
âíåøíåì âîçäåéñòâèè. Ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòðåìåííîãî ñóõîæèëèÿ ñðåäíåãî óõà ÷åëîâåêà ðàñ-
ñìîòðåíû â ðàìêàõ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ â ëèòåðàòóðå ãèïåðóïðóãèõ, à òàêæå ôîðìàëü-
íî îïðåäåëåííûõ äåôîðìàöèîííûõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ îïèñàòü ýêñïåðèìåíòàëüíóþ êðèâóþ ñ
íàèìåíüøåé ïîãðåøíîñòüþ. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû â ñèñòåìå êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Mathcad 15.0 ñ
ïîìîùüþ ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîãî ôóíêöèîíàëà. Ñîîòâåòñòâèå äàííûõ ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòà-
íèé è ìîäåëüíûõ äàííûõ îöåíèâàëè ñ ïîìîùüþ ïîêàçàòåëåé îïèñàòåëüíîé ñòàòèñòèêè. Ðåçóëüòàòû
ïîêàçàëè, ÷òî ìîäåëè ïîëèíîìèàëüíàÿ è Âåðîíäà �Âåñòìàíí, à òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ÿâëÿþòñÿ
íàèáîëåå òî÷íûìè â ïëàíå ïîäãîíêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Êðèòåðèþ Õèëëà �Äðóêåðà E > 0

è óñëîâèþ ∂E/∂λ > 0 óäîâëåòâîðÿþò ìîäåëè Îãäåíà, Éåî, Âåðîíäà �Âåñòìàíí, Ôàíãà è Ãåíòà, à
òàêæå îäíà èç ôîðìàëüíî îïðåäåëåííûõ (ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü). Íå ðåêîìåíäîâàíî ïðèìåíåíèå
2-ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè Ìóíè �Ðèâëèíà â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè è ïðè íåáîëüøèõ äå-
ôîðìàöèÿõ èç-çà ïîòåðè ìîäåëüþ ìåõàíè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â ýòîì äèàïàçîíå λ. Ïîëó÷åííûå â ðà-
áîòå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â ïðàêòè÷åñêèõ öåëÿõ ïðè ñîçäàíèè ôèçè÷åñêîé ìîäåëè
è êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ìîäåëèðîâàíèè ñðåäíåãî óõà, à òàêæå â ðåêîíñòðóêòèâíî-âîññòàíîâèòåëüíîé
õèðóðãèè ïðè ïîäáîðå èñêóññòâåííûõ çàìåùàþùèõ ìàòåðèàëîâ äëÿ ïðîòåçèðîâàíèÿ è ïëàñòèêè
(ñòàïåäîïëàñòèêè).
Ключевые слова: ãèïåðóïðóãèå ìîäåëè, ñðåäíåå óõî, ñóõîæèëèå ñòðåìåííîé ìûøöû
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Abstract. This article examines some unresolved issues concerning the mechanical properties of the
middle ear organs � its tendons, in particular the stapedius tendon. The mechanical properties of biological
tissues are a central topic in biomechanics and bioengineering. Mechanical characteristics are important
parameters in computer modeling of organs and tissues during their functioning or under external
in�uences. Mechanical properties of the stapedius tendon of the human middle ear are examined within
the framework of the most commonly used hyperelastic models in the literature, as well as formally
de�ned deformation models that allow for the description of the experimental curve with minimal error.
The calculations were performed in the Mathcad 15.0 computer algebra system using specially developed
functionality. The agreement between mechanical test data and model data was assessed using descriptive
statistics. The results showed that the polynomial, Veronda-Westmann, and exponential models were the
most accurate in terms of �tting the experimental data. The Hill �Drucker criterion E > 0 and the
condition ∂E/∂λ > 0 are satis�ed by the Ogden, Yeoh, Veronda �Westmann, Fung, and Gent models,
as well as one formally de�ned model (the exponential model). It is not recommended to use the 2-
parameter Mooney �Rivlin model in the undeformed state and under small deformations due to the loss
of mechanical stability of the model in this range λ. The results obtained in the work can be used for
practical purposes in the creation of a physical model and �nite element modeling of the middle ear, as
well as in reconstructive surgery in the selection of arti�cial replacement materials for prosthetics and
plastic surgery (stapedoplasty).
Keywords: hyperelastic models, middle ear, stapedius tendon
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Ââåäåíèå

Ухо состоит из двух систем: слуховой системы, которая отвечает за слух, и вестибуляр-
ной системы, связанной с равновесием тела, ориентацией и балансом. Анатомически его
можно разделить на три части: наружное, среднее и внутреннее ухо [1]. Внутреннее ухо
отвечает за восприятие звуков и контроль равновесия. Полукружные каналы и волоско-
вые клетки вестибулярной системы позволяют контролировать равновесие и координацию
движений.

Среднее ухо содержит три небольшие косточки— слуховые косточки (молоточек, нако-
вальня и стремя), которые передают звуковые колебания от барабанной перепонки к внут-
реннему уху. Эти слуховые косточки соединены с наружным ухом небольшими связками и
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прикреплены к барабанной перепонке рукояткой молоточка, а основание стремени соединя-
ется с внутренним ухом через овальное окно. Однако слуховые косточки могут подвергаться
различным повреждениям, например отосклерозу, что требует применения механического
протеза путем хирургического вмешательства. Для изучения возможности применения про-
теза очень важно достичь точного моделирования механического поведения среднего уха и
знания его механических свойств [2].

Сухожилие стременной мышцы (tendo musculi stapedis) выполняет следующие функции:
удерживает слуховые косточки в состоянии напряжения, наиболее благоприятного для про-
ведения звука; ограничивает колебания стремени, уменьшая амплитуду колебаний слухо-
вых косточек при высоких значениях звукового давления; предохраняет внутреннее ухо от
чрезмерных колебаний; играет роль демпфера, гася избыточные колебания системы «нако-
вальня— протез стремени» [3].

Среднее ухо, конечно, представляет собой нечто большее, чем просто механическая си-
стема: оно имеет физиологические аспекты, которые напрямую влияют на его механическое
поведение. Однако даже при изучении только с механической точки зрения оно представ-
ляет значительные трудности. Во-первых, ухо имеет сложную и неправильную геометрию,
включающую ряд различных структур, охватывающих широкий диапазон размеров. Его
общие размеры находятся в диапазоне десятков миллиметров, но есть и размеры, измеряе-
мые в микрометрах (например, толщина барабанной перепонки). Можно пойти еще дальше
и рассмотреть размеры коллагеновых волокон, которые имеют важное значение для ме-
ханики барабанной перепонки. Смещения, которые необходимо измерить для характери-
стики механики среднего уха, могут быть очень малыми, достигая нанометров в ответ на
звуковое давление, но очень большими, достигая миллиметров в ответ на статическое дав-
ление. Временные масштабы механических реакций среднего уха варьируются от десятков
микросекунд для высокочастотных звуков до десятков секунд для изменений статическо-
го давления. Кроме того, с точки зрения клеточной биологии структуры уха преобразуют
механический стимул в электрохимическую активность за счет механотрансдукции. Эта
форма сенсорной трансдукции отвечает за ряд чувств и физиологических процессов в ор-
ганизме, включая равновесие и слух. Основной механизм механотрансдукции заключается
в преобразовании механических сигналов в электрические или химические сигналы [4].

Сложность задачи для наружного и среднего уха усугубляется наличием множества
различных типов тканей, обладающих очень разными механическими свойствами: кость;
фиброзная соединительная ткань с коллагеном, эластином и основным веществом; мышцы,
как поперечнополосатые, так и гладкие; хрящ, как кальцифицированный, так и некальци-
фицированный, и синовиальная жидкость [5]. В некоторых случаях сухожилие стременной
мышцы восстанавливают с помощью тендопластики. Однако открытым остается вопрос о
свойствах замещающего материала трансплантата.

Авторы [6] указывают на большую неопределенность в свойствах жесткости барабанной
перепонки, связок и сухожилий среднего уха. В [7] отмечают, что механические свойства
тканей уха позволяют получить ценные сведения о различных патологиях уха и подчерки-
вают его потенциал для возможного клинического применения и в диагностических целях.

Конечно-элементное моделирование среднего уха было выполнено в работе [8]. Для этих
целей представлено динамическое исследование с использованием программы ABAQUS. Со-
единение между слуховыми косточками было выполнено с использованием формулировки,
учитывающей контактное взаимодействие тел.

Модель E.A.L.S. Martins et al. включала различные связки опорной структуры и учиты-
вала гиперупругое поведение компонентов [9]. Авторы констатировали, что количественное
понимание механического поведения наружного и среднего уха важно не только для улуч-
шения диагностики и лечения кондуктивной тугоухости, но и в связи с другими аспектами
слуха, зависящими от проводящих путей, а математическое моделирование полезно для
достижения этого понимания.
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В [10] была разработана конечно-элементная модель человеческого уха, учитывающая
вязкоупругость и гиперупругость мягких тканей среднего уха. Учитывая, что в большин-
стве опубликованных моделей рассматривается только один тип свойств материала (ги-
перупругость или вязкоупругость), учет как вязкоупругости, так и гиперупругости помог
создать точную модель человеческого уха.

Cheng Tao et al. утверждали, что в литературе отсутствуют данные об измерении ме-
ханических свойств стременного сухожилия среднего уха человека [11]. В своей работе
они использовали систему испытаний материалов для проведения одноосных испытаний
на растяжение, релаксацию напряжений и разрушение образцов сухожилия. Авторы де-
кларировали, что представленные в работе данные вносят вклад в механику уха человека,
особенно в теоретический анализ функций уха. Зависимость напряжения от деформации,
полученная в ходе экспериментов, была проанализирована с использованием гиперупругой
модели Огдена. Материальные константы модели, вычисленные в MATLAB v.7.0, соста-
вили µ1 = 0.05 МПа, α1 = 17.40, коэффициент корреляции 0.98 (SD = 0.03). В качестве
расчетного уравнения использовали соотношение

σ =
2µ1
α1

[λ(α1−1) − λ−(0.5α1+1)],

где µ1 и α1 —материальные постоянные, µ1α1 = µ—модуль сдвига в исходном недеформи-
рованном состоянии, λ—коэффициент деформации [12].

В данной работе механические свойства стременного сухожилия рассмотрены в том
числе в рамках других, наиболее часто встречающихся гиперупругих, а также формально
определенных деформационных моделей (табл. 1).

Таблица 1 / Table 1

Ðàññìîòðåííûå äåôîðìàöèîííûå ìîäåëè
The deformation models considered

� Ìîäåëü Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà Ññûëêà

1 Íåîãóêîâñêàÿ σ = 2µ(λ2 − 1
λ
) [13]

2 Ìóíè �
Ðèâëèíà

σ = 2C10(λ− 1
λ2 ) + 2C01(λ− 1

λ3 ) [14]

3 Îãäåíà σ =
n
∑

p=1
µp(λ

αp − λ−
1

2
αp) [15]

4 Ãèïåð-
óïðóãèå
ìîäåëè

Ïîëèíîìè-
àëüíàÿ

σ = 2(λ−λ−2)[C10+C01λ
−1+2C20(λ

2+2λ−1−3)+
+2λ−1C02(2λ+λ−2 − 3)+ 3C11(λ− 1−λ−1 +λ−2)]

[16]

5 Éåî σ = 2(λ− 1
λ2 )

n
∑

i=1

iCi(I1 − 3)i−1 [17]

6 Âåðîíäà �
Âåñòìàíí

σ = 2C1C2e
C2(λ

2+2λ−1
−3)(λ− λ−2) + 2C3(1− λ−3) [18]

7 Ôàíãà σ(λ) = C(λ− 1
λ2 )e

β(I1−3) [19]

8 Àððóäà �
Áîéñ

σ = 2C1(λ− 1
λ2 )[

5
∑

i=1

iαiβ
i−1Ii−1

1 ] [20]

9 Ãåíòà σ = (λ− 1
λ2 )(

µJm

Jm−I1+3 ) [21]

10 Ôîðìàëüíî
îïðåäå-
ëåííûå
ìîäåëè

Ýêñïîíåí-
öèàëüíàÿ

σ(ε) = a · (exp(b · ε)− 1)

[22, 23]11 Ëèíåéíàÿ σ(ε) = E · ε
12 Áèëèíåéíàÿ σ(ε) = E1 · ε+ E2 · (ε− εcr) · θ(ε− εcr)

13 Òðèëèíåéíàÿ
σ(ε) = E1 · ε+ E2 · (ε− εcr1) · θ(ε− εcr1)+

+E3 · (ε− εcr2) · θ(ε− εcr2)
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Здесь I1 = tr(C)—первый инвариант тензора деформаций, свертка правого тензора
деформации Коши–Грина C, для одноосного растяжения и несжимаемых материалов рав-
ная λ2 +2λ−1, θ— единичная функция Хэвисайда. Использованы обозначения параметров,
общепринятые в литературе.

Материалы и методы

Об исследовании биомеханических свойств образцов стременного сухожилия из свеже-
замороженных височных костей человека впервые было сообщено в работах Cheng Tao et
al. [11] и Wang X et al. [24]. Средний возраст доноров (шесть мужчин и шесть женщин)
составлял 71 год и варьировался от 51 до 92 лет. Эксперименты по одноосному растяже-
нию образцов проводились с помощью прецизионной системы (MTS Systems Eden Prairie,
MN). Средняя длина образцов составляла 0.99± 0.09 (M ±SD) мм и измерялась цифровой
камерой. В результате были получены кривые напряжение-деформация σ − λ.

Кривые были оцифрованы нами с помощью свободно распространяемого приложения
WebPlotDigitizer (Automeris LLC). Дальнейшие расчеты производились в системе компью-
терной алгебры Mathcad 15.0 (PTS Inc.) с помощью специально разработанного функциона-
ла [25]. Для расчета параметров моделей использовали функцию подгонки genfit, для оцен-
ки соответствия модельных данных экспериментальным применяли функцию корреляции
corr. В качестве моделей рассматривали феноменологические: неогуковскую,
2-параметрическую Муни –Ривлина, Огдена, полиномиальную 2-го порядка, Йео, Веронда –
Вестманн, Фанга, а также микромеханические Арруда –Бойс и Гента, зарекомендовавшие
себя как одни из самых популярных гиперупругих моделей в литературе [26,27].

Для сравнения рассматривали также формально определенные алгебраические моде-
ли — экспоненциальную, линейную, а также кусочно-линейные (билинейную и трилиней-
ную) модели. Как принято, под формально определенными понимали модели, основанные
на внешнем сходстве экспериментальной кривой с графическим изображением той или иной
алгебраической функции [28].

Соответствие модельных данных и данных механических испытаний оценивали с по-
мощью показателей описательной статистики, которые ранжировали с помощью функции
РАНГ Microsoft Excel. Рейтинг моделей затем определяли по среднему значению всех пока-
зателей.

Результаты и их обсуждение

В качестве выходных данных были рассчитаны:
– материальные параметры моделей (табл. 2);
– показатели отклонений модельных значений напряжений от экспериментальных дан-

ных (точность аппроксимации) (табл. 3);
– упругие характеристики— начальные, минимальные, средние и максимальные значе-

ния модуля Юнга моделей (табл. 4), его коэффициент вариации.
В рамках рассмотренных моделей были получены деформационные кривые σ−λ (рис. 1,

а) и E − λ (рис. 1, б и рис. 3).
Параметры деформационных моделей представлены в табл. 2.
На рис. 1 представлены исходные данные и кривые напряжение-деформация, рассчитан-

ные в рамках рассмотренных моделей. Видно, что большинство моделей адекватно описыва-
ют механическое поведение сухожилия. Исключение составляют модели 1-параметрическая
неогуковская, микромеханическая Арруда –Бойс и линейная с единственным параметром
E (модуль Юнга). Также следует отметить, что 2-параметрическая модель Муни–Ривлина
в недеформированном состоянии и при малых деформациях (λ от 1 до 1.06) испытывает
механическую нестабильность ∂σ/∂ε < 0, не свойственную биологическим тканям, а при λ
от 1 до −C01/C10 = 1.13 σ(λ) < 0.
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Обсудим сравнительную точность аппроксимационных моделей. Согласно табл. 3 по со-
вокупности показателей модели полиномиальная (SD = 0.00188 МПа, Δ = 0.00899 МПа,
δ = 0.00993%, R = 0.99998) и Огдена (SD = 0.00343 МПа, Δ = 0.00789 МПа, δ = 0.00871%,
R = 0.99995) среди гиперупругих, а также экспоненциальная (SD = 0.00327 МПа, Δ =
= 0.00747 МПа, δ = 0.00824%, R = 0.99994) среди формально определенных моделей явля-
ются наиболее точными в плане подгонки экспериментальных данных. Наихудшие резуль-
таты аппроксимации ожидаемо показала простая неогуковская модель (SD = 0.175 МПа,
Δ = 0.39571 МПа, δ = 0.43701%, R = 0.86173). Условный показатель точности подгонки у
гиперупругих моделей оказался равным 6.44, у формально определенных— 7.50, т.е. ниже,
но ненамного (за счет хороших показателей у экспоненциальной модели).

Таблица 2 / Table 2

Ïàðàìåòðû äåôîðìàöèîííûõ ìîäåëåé
Parameters of deformation models

Ìîäåëü
Ïàðàìåòðû, ÌÏà

µ, C1, C,
a, E, E1

α, β, á/ð
Jm, E2

C10, C1,
E3

C01,
C2

C20,
C3

C02 C11

Íåîãóêîâñêàÿ
µ

0.31 � � � � � �

Ìóíè �Ðèâëèíà
C10, C01

� � 2.76 −3.13 � � �

Îãäåí
à µ, α

0.00527 16.82 � � � � �

Ïîëèíîìèàëüíàÿ
C10, C01, C20, C02, C11

� � −2.47 2.59 53.63 79.64 −128.4

Éåî
C1, C2, C3

� � 0.06 -0.04 1.72 � �

Âåðîíäà �Âåñòìàíí
C1, C2, C3

� � 0.01 6.14 −0.06 � �

Ôàíãà
C, β

0.11 7.34 � � � � �

Àððóäà �Áîéñ
C1, β

0.11 −3.08 � � � � �

Ãåíòà
µ, Jm

0.24 0.39 � � � � �

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
a, b

0.00987 12.67 � � � � �

Ëèíåéíàÿ
E

1.52 � � � � � �

Áèëèíåéíàÿ
E1, E2

3.948×10−7 11.688 � � � � �

Òðèëèíåéíàÿ
E1, E2, E3

3.948×10−7 3.279 11.688 � � � �

Представляет интерес поведение упругих модулей, предсказываемое моделями. Из дан-
ных рис. 1, б следует, что оно крайне вариабельно. Наименьший коэффициент вариации
CV (не считая, естественно, линейной модели, для которой CV = 0) у модели неогуковской
(0.53) и Арруда –Бойс (0.72), а наибольший (8.05) — у микромеханической модели Гента.
Эта модель также демонстрирует наибольшее значение Emax, равное 23.07 МПа (в иссле-
дованном интервале деформаций).
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В норме упругие модули мягких биологических тканей положительны E > 0 (критерий
Хилла –Друкера) и инкрементальны, т. е. монотонно возрастают с деформацией ∂E/∂λ > 0.
Этот феномен обусловлен эластин-коллагеновым механизмом деформаций в тканях, когда
относительно жесткие и изначально волнистые волокна коллагена, растянувшись, постепен-
но «включаются» в процесс деформирования (начиная с некоторого критического значения
λcr). До этого момента «работает» только податливый эластиновый матрикс [29]. В этом
случае график σ(λ) имеет характерный J-вид.

Таблица 3 / Table 3

Ïàðàìåòðû äåôîðìàöèîííûõ ìîäåëåé
Parameters of deformation models

Модель
Показатели Место

Среднее Рейтинг
SD Δ δ R SD Δ δ R

Неогуковская 0.175 0.39571 0.43701 0.86173 13 13 13 13 13 13

Муни –Ривлина 0.07073 0.15792 0.1744 0.96953 9 9 9 8 8.75 9

Огдена 0.00343 0.00789 0.00871 0.99995 3 2 2 2 2.25 3

Полиномиальная 0.00188 0.00899 0.00993 0.99998 1 3 3 1 2 2

Йео 0.00385 0.00937 0.01035 0.99991 5 4 4 5 4.5 4

Веронда –Вестманн 0.00371 0.01025 0.01132 0.99992 4 5 5 4 4.5 4

Фанга 0.0094 0.02468 0.02726 0.99954 6 6 6 6 6 6

Арруда –Бойс 0.13826 0.30146 0.33292 0.92876 11 10 10 10 10.25 10

Гента 0.03996 0.08364 0.09236 0.92876 7 7 7 10 7.75 7

Экспоненциальная 0.00327 0.00747 0.00824 0.99994 2 1 1 3 1.75 1

Линейная 0.1597 0.35936 0.39686 0.89027 12 12 12 12 12 12

Трилинейная 0.04169 0.09751 0.10769 0.99556 8 8 8 7 7.75 7

Билинейная 0.12533 0.32876 0.36307 0.95256 10 11 11 9 10.25 10

а / a б / b

Ðèñ. 1. Äåôîðìàöèîííûå êðèâûå σ − λ (a) è E − λ (б ): σi � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå; 1 �íåîãó-
êîâñêàÿ ìîäåëü; 2 �ìîäåëü Ìóíè �Ðèâëèíà; 3 �ìîäåëü Îãäåíà; 4 �ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü; 5 �
ìîäåëü Éåî; 6 �ìîäåëü Âåðîíäà �Âåñòìàíí; 7 �ìîäåëü Ôàíãà; 8 �ìîäåëü Àððóäà �Áîéñ; 9 �ìî-
äåëü Ãåíòà; 10 � ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü; 11 �ëèíåéíàÿ ìîäåëü; 12 � áèëèíåéíàÿ ìîäåëü; 13 �

òðèëèíåéíàÿ ìîäåëü
Fig. 1. Deformation curves σ − λ (a) and E − λ (b): σi shows experimental data; 1 shows neo-Hookean
model; 2 shows Mooney �Rivlin model; 3 shows Ogden model; 4 shows polynomial model; 5 shows
Yeoh model; 6 shows Veronda �Westmann model; 7 shows Fung model; 8 shows Arruda �Boyce model; 9
shows Gent model; 10 shows exponential model; 11 shows linear model; 12 shows bilinear model; 13 shows

trilinear model

Механика 257



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2026. Т. 26, вып. 2

Как видно из данных, представленных на рис. 1, б и рис. 2, 3, неравенствам E > 0 и
∂E/∂λ > 0 удовлетворяют не все модели. Лежат в верхней полуплоскости, монотонно идут
вверх кривые E(λ), соответствующие гиперупругим моделям Огдена, Веронда –Вестманн,
Фанга и Гента, а также одной из формально определенной (экспоненциальной) модели.
Другие модельные кривые либо идут вниз ∂E/∂λ < 0 (неогуковская), либо выходят из
отрицательной области значений E < 0 (Муни –Ривлина), либо меняют направление из-
менения, имея локальный минимум ∂E/∂λ = 0, ∂2E/∂λ2 > 0 (модели полиномиальная,
Йео и Арруда –Бойс). Модули упругости кусочно-линейных моделей (би- и трилинейной)
возрастают при деформации, но ступенчато, испытывая разрывы, поскольку производная
от функции Хэвисайда θ описывается δ-функцией. Модуль упругости линейной модели по-
стоянен по величине E = const, не убывает и не возрастает.

l l l

а / a б / b в / c

l l l

г / d д / e е / f

l l l

ж / g з / h и / i

Ðèñ. 2. Óïðóãèå ìîäóëè ãèïåðóïðóãèõ ìîäåëåé: а�íåîãóêîâñêàÿ ìîäåëü; б �ìîäåëü Ìóíè �
Ðèâëèíà; в �ìîäåëü Îãäåíà; г �ïîëèíîìèàëüíàÿ ìîäåëü; д �ìîäåëü Éåî; е �ìîäåëü Âåðîíäà �
Âåñòìàíí; ж �ìîäåëü Ôàíãà; з �ìîäåëü Àððóäà �Áîéñ; и �ìîäåëü Ãåíòà. Çäåñü è íà ðèñ. 3

λ�êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ
Fig. 2. Elastic moduli of the PL models: a shows neo-Hookean model; b shows Mooney �Rivlin model;
c shows Ogden model; d shows polynomial model; e shows Yeoh model; f shows Veronda �Westmann
model; g shows Fung model; h shows Arruda �Boyce model; i shows Gent model. Here and in Fig. 3 λ is

the stretching coe�cient

Ненадолго вернемся к модели Муни –Ривлина. Для нее начальный модуль Юнга E0 =
= 6(C01 +C10) = −2.20 МПа < 0 и критерий устойчивости Хилла –Друкера E = ∂σ/∂ε > 0
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[30,31], накладывающий ограничение на материальные константы моделей, во всем интер-
вале деформаций не выполняется. Это ограничивает применение данной модели сухожилия
малыми деформациями.

l l

а / a б / b

l l

в / c г / d
Ðèñ. 3. Óïðóãèå ìîäóëè ôîðìàëüíî îïðåäåëåííûõ ìîäåëåé: а� ýêñ-
ïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü; б �ëèíåéíàÿ ìîäåëü; в � áèëèíåéíàÿ ìî-

äåëü; г � òðèëèíåéíàÿ ìîäåëü
Fig. 3. Elastic modules of formally de�ned models: a shows exponential
model; b shows linear model; c shows bilinear model; d shows trilinear

model

Также были вычислены и сведены в одну таблицу характерные значения упругих моду-
лей моделей: начальное E0, минимальное Emin, максимальное Emax, среднее Emean, а также
коэффициент вариации CV (табл. 4).

Рассчитанные на основе данных табл. 4 значения начальных модулей сдвига G0 = E0/3
ниже определенного T. Cheng et al. в [11] с помощью MATLAB значения µ = 0.87 МПа.
Наименьшие отличия от данного значения наблюдаются у гиперупругой неогуковской мо-
дели (G0 = 0.62 МПа). Усредненный упругий модуль Emean рассмотренных моделей мало
меняется от модели к модели, а < Emean >= (2.31± 0.46) МПа (M ±SD) с коэффициентом
вариации CV = 0.20.

В заключение остановимся на вопросе, который был поднят X. Wang et al. в своей рабо-
те [24]. Кривые зависимости напряжения от деформации показали, что связки/сухожилия
среднего уха обладают нелинейными и вязкоупругими свойствами. Для определения мо-
дуля упругости ткани при статической деформации модуль упругости ∂σ/∂λ может быть
выражен как

∂σ

∂λ
= α(σ + β),

α и β —две константы [22]. Используя этот метод, авторы [11] сообщили об установленной
ими эмпирической зависимости модуля упругости от напряжения tendo musculi stapedis в
двух соседних диапазонах напряжений

∂σ

∂λ
=

∣

∣

∣

∣

∣

E*(σ)

E**(σ)
=

∣

∣

∣

∣

∣

23.03σ + 0.33 (0 < σ ⩽ 0.1 МПа)

10.52σ + 1.33 (0.1 < σ ⩽ 0.15 МПа)
. (1)
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Таблица 4 / Table 4

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ óïðóãèõ ìîäóëåé, ÌÏà
Characteristic values of elastic modules, MPa

Ìîäåëü E0 Emin Emax Emean CV

Íåîãóêîâñêàÿ 1.874 1.123 1.874 1.418 0.53

Ìóíè �Ðèâëèíà −2.201 −2.201 4.412 2.131 3.10

Îãäåíà 0.133 0.133 11.218 2.56 4.33

Ïîëèíîìèàëüíàÿ 0.735 0.137 11.043 2.553 4.27

Éåî 0.338 0.304 10.493 2.538 4.01

Âåðîíäà �Âåñòìàíí 0.144 0.144 11.961 2.581 4.58

Ôàíãà 0.333 0.328 13.148 2.62 4.89

Àððóäà �Áîéñ 1.458 1.358 2.572 1.689 0.72

Ãåíòà 0.705 0.677 23.077 2.782 8.05

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ 0.125 0.125 11.652 2.573 4.48

Ëèíåéíàÿ 1.524 1.524 1.524 1.524 0.00

Áèëèíåéíàÿ 3.948× 10−7 1.974× 10−7 11.688 2.575 4.54

Òðèëèíåéíàÿ 3.948× 10−7 1.974× 10−7 11.688 2.575 4.54

Ðèñ. 4. Ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ìîäóëåé
óïðóãîñòè ñóõîæèëèÿ ñòðåìåííîé ìûøöû
Fig. 4. Calculated dependences of elastic

moduli of the stapedius tendon

Для экспоненциальной модели

σ = µ · (expα · (λ− 1)− 1)

можем в явной форме получить выражение для
модуля упругости E через напряжение σ в общем
виде:

∂σ

∂λ
= E(σ) = α(σ + µ),

а также используя полученные численные данные
из табл. 2:

∂σ

∂λ
= 12.67σ + 0.12. (2)

В итоге кусочно-линейная зависимость (1) мо-
жет быть заменена гладкой линейной (2) (рис. 4).

В результате уравнение (2) предсказывает из-
менение модуля упругости тканей среднего уха
в зависимости от уровня статического напряже-
ния, полученное из экспериментальных кривых
во всем диапазоне деформаций.

Выводы

1. Рассчитаны параметры гиперупругих феноменологических и микромеханических,
а также формально определенных моделей сухожилия стременной мышцы среднего уха
человека.

2. С точки зрения способности аналитически характеризовать механическое поведение
тканей сухожилия стременной мышцы рекомендованы гиперупругая модель Огдена, а так-
же формально определенная экспоненциальная модель.

3. Из-за потери механической устойчивости не рекомендуется применять 2-параметри-
ческую гиперупругую модель Муни –Ривлина в недеформированном состоянии и при неболь-
ших деформациях.
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4. Типичный для биотканей характер зависимостей модулей упругости биологических
тканей от деформации демонстрируют модели Огдена, Веронда –Вестманн, Фанга и Гента,
а также экспоненциальная модель.

5. Предложено ранжирование деформационных моделей по точности аппроксимации на
основании показателей описательной статистики, при этом учитывать поведение E(λ).

6. В рамках экспоненциальной модели установлена связь модуля упругости tendo musculi
stapedis и растягивающего напряжения с параметрами, полученными из экспериментальных
данных.

7. Описанные в работе результаты могут быть использованы в практических целях при
создании физических моделей и конечно-элементном моделировании органов среднего уха,
а также для подбора замещающих материалов при протезировании и пластике (стапедо-
пластике).
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Аннотация. Íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåëàêñàöèè
îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â ïîâåðõíîñòíî óïðî÷í¼ííûõ öèëèíäðàõ ñ íàäðåçàìè ðàçëè÷íîãî ïðîôè-
ëÿ: ïîëóêðóãëîãî, êâàäðàòíîãî, V-îáðàçíîãî, è â öèëèíäðàõ ñ ñåðèåé ïåðèîäè÷åñêè ðàñïîëîæåííûõ
ïîëóêðóãëûõ íàäðåçîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì îïåðåæàþùåãî ïîâåðõíîñòíîãî ïëàñòè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ íàäðåçû íàíîñèëèñü íà ïðåäâàðèòåëüíî óïðî÷í¼ííûé ãëàäêèé îáðàçåö. Ïðåäëîæåí-
íàÿ ìåòîäèêà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè àíàëèòè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
äëÿ ðåêîíñòðóêöèè îñòàòî÷íîãî íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ â ãëàäêîì öèëèíäðå, ìå-
òîäà ðàñ÷¼òà ïî íà÷àëüíûì äåôîðìàöèÿì äëÿ öèëèíäðîâ ñ íàäðåçàìè, ìåòîäà øàãîâ âî âðåìåíè
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðåëàêñàöèè îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè. Êîððåêòíîñòü ïðè-
ìåíåíèÿ ðàñ÷¼òà ïî ïåðâîíà÷àëüíûì äåôîðìàöèÿì ïðîèëëþñòðèðîâàíà â ÷àñòíîì ñëó÷àå ãëàäêîãî
îáðàçöà ñðàâíåíèåì ðåøåíèé ðåêîíñòðóêöèè íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïî àíàëèòè-
÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè è ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò.
Àíàëîãè÷íî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ðåëàêñàöèè îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè óñòà-
íîâëåíî ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå äàííûõ ðàñ÷¼òà ïî ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ïî ìåòîäó ñåòîê èç
íåçàâèñèìûõ èñòî÷íèêîâ äëÿ ãëàäêîãî óïðî÷í¼ííîãî îáðàçöà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ íàäðåçîâ ñ âû-
ñîêîé êîíöåíòðàöèåé íàïðÿæåíèé (V-îáðàçíûé íàäðåç è íàäðåç ñ êâàäðàòíûì ïðîôèëåì) çàäà÷ó
ðåêîíñòðóêöèè íà÷àëüíîãî íàïðÿæ¼ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íåîáõîäèìî ðåøàòü â óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðåø¼í ðÿä çàäà÷ ðåëàêñàöèè
îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé äëÿ öèëèíäðîâ ñ øèðîêèì ñïåêòðîì ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàäðå-
çîâ. Âûïîëíåí àíàëèç âëèÿíèÿ êîíöåíòðàòîðîâ íà êèíåòèêó îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé. Ïðèâåäåíû
ðåçóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííûõ âàðèàòèâíûõ ðàñ÷¼òîâ.

Ключевые слова: öèëèíäð, ïîâåðõíîñòíîå ïëàñòè÷åñêîå óïðî÷íåíèå, íàäðåçû, îñòàòî÷íûå íàïðÿ-
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Abstract. Based on the �nite element method, a method is proposed for solving the problem of residual
stress relaxation in surface-hardened cylinders with incisions of various pro�les: semicircular, square,
V-shaped, and in cylinders with a series of periodically arranged semicircular incisions. In accordance with
the method of advanced surface plastic deformation the incisions were applied to a pre-hardened smooth
sample. The proposed technique consists in the sequential application of an analytical mathematical
model for reconstructing the residual stress-strain state in a smooth cylinder, a method for calculating
initial deformations for cylinders with incisions, and a time step method for solving the problem of
relaxation of residual stresses under creep conditions. The correctness of applying the calculation based
on initial deformations is illustrated in the special case of a smooth sample by comparing solutions for
reconstructing the stress-strain state using an analytical mathematical model and the �nite element
method, which practically coincide. Similarly, when solving the problem of relaxation of residual stresses
under creep conditions, a complete correspondence was established between the calculation data using
the �nite element method and the grid method from independent sources for a smooth hardened sample.
It is established that for incisions with a high stress concentration (V-shaped incision and incision with a
square pro�le), the task of reconstructing the initial stress-strain state must be solved in an elastoplastic
formulation. Based on the developed numerical method, a number of residual stress relaxation problems
have been solved for cylinders with a wide range of geometric parameters of the incisions. The e�ect of
concentrators on the kinetics of residual stresses is analyzed. The results of numerous variable calculations
are presented.
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Введение

В публикациях [1–3] разработан метод расчёта полей остаточных напряжений (ОН) во
вращающихся упрочнённых цилиндрах с надрезами различного профиля после опережа-
ющего поверхностного пластического деформирования (ОППД) в условиях высокотемпе-
ратурной ползучести при термоэкспозиции. В настоящей работе указанный метод обобща-
ется на аналогичные цилиндры на случай сложного напряжённого состояния: совместного
действия кручения и осевого растяжения. Отметим, что наряду с ОППД— одним из ви-
дов упрочняющей обработки поверхности деталей машин и элементов конструкций—мож-
но выделить и другие технологии упрочнения: химико-термическая, лазерная обработка,
плазменное напыление, кавитационное упрочнение. Всеми этими методами достигается су-
щественное улучшение механических, трибологических, прочностных и коррозионных ха-
рактеристик конструкционных элементов [4–13], что является следствием формирования
полей сжимающих ОН в тонком поверхностном слое, «разгружающих» поверхность дета-
ли при её эксплуатации и препятствующих раскрытию различного рода микротрещин и
других микродефектов [14–18].

Необходимость разработки метода расчёта релаксации ОН обусловливается тем, что на-
значение большого количества производимых деталей предполагает их эксплуатацию при
высоком уровне температуры и различных видах квазистатического нагружения. Повыше-
ние температуры влечет за собой проявление ползучести материала, а значит, релаксацию
сжимающих ОН, а различного рода нагрузки зачастую интенсифицируют этот процесс. Бо-
лее того, поверхность деталей может быть «ослаблена» предварительно нанесёнными или
приобретёнными в процессе эксплуатации дефектами— надрезами, канавками, галтелями
и др. И если методам расчёта релаксации ОН в деталях с регулярной («гладкой») поверх-
ностью посвящено множество исследований, в которых рассмотрены различные подходы к
моделированию процесса ползучести [19–23], то разработке аналогичных методов в деталях
с поверхностными дефектами уделено внимание лишь в единичных публикациях [1–3,24].

Настоящая работа, являясь логическим продолжением работ [1–3], развивает изложен-
ный в них метод расчёта релаксации ОН применительно к упрочнённому цилиндру из спла-
ва ЖС6КП с концентраторами напряжений для случая нагружения крутящим моментом
и растягивающей силой.

1. Постановка задачи

В стандартной цилиндрической системе координат Orθz рассматривается цилиндр из
сплава ЖС6КП радиуса a и длиной L при температуре T , один торец которого (z = 0)

закреплён консольно, а на другом приложен крутящий моментM и растягивающая сила F
в осевом направлении (рис. 1, а). На боковую поверхность цилиндра (r = a) после ОППД
нанесён надрез одной из форм, представленных на рис. 1, б –д. Механические характеристи-
ки сплава ЖС6КП следующие: модуль Юнга E0 = 200 ГПа при T0 = 20 ∘C , E1 = 149.2 ГПа
при T1 = 800 ∘C, E2 = 136.4 ГПа при T2 = 900 ∘C; коэффициент Пуассона ν = 1/3 полагается
не зависящим от температуры. Геометрические параметры цилиндра и надрезов (см. рис. 1)
следующие: a = 3.76 мм; L = 20 мм; радиус полукруглого надреза ρ = {0.1, 0.2} мм; сторона
надреза квадратного профиля d = {0.1, 0.2} мм; глубина V-образного надреза c = 0.15 мм,
угол раскрытия ϕ = 10∘, радиус скругления «углов» в квадратном и V-образном надрезе
составил порядка 5 мкм. Количество надрезов в цилиндре с серией периодически располо-
женных полукруглых надрезов n = {3, 5}, шаг между полукруглыми надрезами δ = 50 мкм
(рис. 1, д). Величина прикладываемого крутящего момента M = 12.525 Н·м, осевой силы
F = 4441.5 Н. Расчётное время ползучести образцов полагается равным 100 ч. Дальней-
шей целью настоящей работы является детальное исследование процесса релаксации ОН
в упрочнённых цилиндрах в условиях высокотемпературной ползучести (при температуре
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Аннотация. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà ñ ðàçäåëåíèåì çàÿâîê òèïà
split-merge ñ äâóìÿ ïðèáîðàìè, âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ íà êîòîðûõ
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è çàâèñèìû â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçëè÷íûìè
êîïóëàìè. Èçó÷àåòñÿ âëèÿíèå çàâèñèìîñòè âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ
íà ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â ñèñòåìå: ïîëó÷åíû âûðàæå-
íèÿ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âðåìåíè îòêëèêà ñèñòåìû, àíà-
ëèçèðóåòñÿ åãî ïîâåäåíèå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ
êîððåëÿöèè Êåíäàëëà è Áëîìêâèñòà, à òàêæå ïîëó÷åíû ôîðìóëû
äëÿ ãðàíèö ñðåäíåãî âðåìåíè îòêëèêà â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòà Áëîìêâèñòà.
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Введение

Рассмотрим систему массового обслуживания (СМО) с пуассоновским входным потоком
постоянной интенсивности, двумя обслуживающими приборами с одинаковым распределе-
нием времени обслуживания и накопителем неограниченной емкости. Поступающие заявки
обслуживаются в порядке поступления. Перед началом обслуживания каждая заявка раз-
деляется на две подзаявки, которые обслуживаются на двух приборах параллельно. Когда
обслуживание обеих подзаявок заканчивается, заявка считается обслуженной.

Заметим, что в подобных системах (с разделением заявок) возможны различные дисци-
плины обращения с подзаявками. Основными из них являются следующие: либо подзаявки
от разных заявок обслуживаются независимо друг от друга и образуются две параллель-
ные очереди, каждая к своему прибору (fork-join), либо обслуживание подзаявок следую-
щей заявки не начинается, пока не будут обслужены все подзаявки текущей (split-merge).
Возможны и другие варианты.

Так, например, в [1] исследуется открытая сеть массового обслуживания с раздельной
обработкой фрагментов заявок Мы будем рассматривать системы типа split-merge. Такие
системы фактически сводятся к системам M |G|1, в которых времена обслуживания заявок
формируются как максимумы времен обслуживания их подзаявок на соответствующих при-
борах.

Системы типа split-merge и их обобщения исследуются, в частности, в работах [2–7].
Системы с разделением заявок могут иметь приложения в медицине, делопроизводстве,

торговле, информатике и др. В общем случае возможно разделение заявок на произвольное
фиксированное число N ⩾ 2 или даже случайное число подзаявок, а времена обслуживания
на различных приборах могут иметь разное распределение, однако здесь мы ограничимся
простейшим случаем N = 2 и однородными приборами.
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фактически определяется выражениями для среднего времени ожидания начала обслужи-
вания и среднего времени пребывания заявки в системе M |G|1, а именно

E[W ] =
λE[X2

2:2]

2(1− λE[X2:2])
, (1)

E[V ] = E[W ] + E[X2:2], (2)

где (1) представляет собой известную формулу Поллачека –Хинчина.
Предположим, что времена обслуживания подзаявок имеют экспоненциальную функ-

цию распределения:
FExp(x) = 1− e−µx, x ⩾ 0.

Приборы, а соответственно, и времена обслуживания на них являются зависимыми.
Далее рассмотрим несколько вариантов моделей зависимостей между приборами, которые
опишем с помощью трех типов копула-функций.

Согласно определению с помощью, например, двумерной копулы можно представить
функцию распределения двумерной случайной величины

F (x1, x2) = P (X1 < x1, X2 < x2) = C(F1(x1), F2(x2)),

где Fi(x)— это частные функции распределения одномерных случайных величин, составля-
ющих исходную двумерную. В том случае, когда частные распределения совпадают F1(x) =
= F2(x) = F (x), имеем

F (x1, x2) = C(F (x1), F (x2)) = C(u1, u2), 0 ⩽ u1, u2 ⩽ 1.

Обозначим через

F2:2(x) = FX2:2
(x) = P (X2:2 < x) = P (max{X1, X2} < x)

функцию распределения для случайной величины времени обслуживания заявки на при-
борах, тогда, учитывая, что времена обслуживания являются одинаково распределенными
случайными величинами, можем записать

F2:2(x) = P (max{X1, X2} < x) = P (X1 < x,X2 < x) = C(F (x), F (x)) = δ(F (x)),

где δ(u) называется диагональным сечением копулы.
Для моделирования зависимостей между временами обслуживания на приборах исполь-

зуются следующие виды копул: копула Гумбеля, копула Фарли –Гумбеля –Моргенштерна
и копула Тапа –Чжао, предложенная в работе [6].

2. Копулы и среднее время пребывания в СМО

Для экспоненциального распределения времени обслуживания на приборах рассмотрим
три модели зависимостей между приборами и, соответственно, временами обслуживания
на них.

2.1. Копула Гумбеля

Двумерная копула Гумбеля имеет следующий вид:

C(u1, u2) = exp{−((− lnu1)
θ + (− lnu2)

θ)
1

θ }, 0 ⩽ u1, u2 ⩽ 1, θ ⩾ 1.

Данная копула, в частности, использовалась авторами в [9] для приближения зависимости
времен пребывания в системе с разделением заявок типа fork-join.
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Случай θ = 1 соответствует независимости случайных величин, а в пределе при θ → ∞
получаем совершенную положительную зависимость (комонотонность).

Для копулы Гумбеля диагональное сечение (u1 = u2 = u) определяется как

δ(u) = C(u, u) = u2
1/θ
, 0 ⩽ u ⩽ 1, θ ⩾ 1.

Тогда функция распределения времени обслуживания заявки примет вид

F2:2(x) = δ(FExp(x)) = (1− e−µx)2
1/θ
, x ⩾ 0,

а ее плотность распределения, соответственно,

f2:2(x) = F ′
2:2(x) = 21/θµe−µx(1− e−µx)2

1/θ−1, x ⩾ 0.

Далее можно рассчитать первый и второй моменты времени обслуживания:

E[X2:2] =

∫ ∞

0
21/θµxe−µx(1− e−µx)2

1/θ−1dx,

E[X2
2:2] =

∫ ∞

0
21/θµx2e−µx(1− e−µx)2

1/θ−1dx,

вычислив представленные интегралы.
Для произвольной случайной величины η, имеющей обобщенное экспоненциальное рас-

пределение с функцией распределения вида [10]

F (x) = (1− e
− x

β )α, x ⩾ 0,

математическое ожидание и дисперсия определяются с помощью дигамма-функции ψ(x):

E[η] = β[ψ(α+ 1)− ψ(1)],

V ar[η] = β2[ψ′(1)− ψ′(α+ 1)],

которая, в свою очередь, является производной от натурального логарифма гамма-функции

ψ(x) =
d

dx
ln Γ(x),

Γ(x) =

∫ ∞

0
tx−1e−tdt.

Таким образом, с помощью дигамма-функции можем вычислить полученные интегралы,
а именно для математического ожидания имеем

E[X2:2] =
1

µ
[ψ(2

1

θ + 1)− ψ(1)],

а для второго момента будет справедливо

E[X2
2:2] =

1

µ2
[ψ′(1)− ψ′(2

1

θ + 1) + (ψ(2
1

θ + 1)− ψ(1))2].

Далее по (1),(2) вычисляем E[V ] (формула не приводится из-за ее громоздкости).
На рис. 2 приведены графики среднего времени пребывания заявки в системе при µ = 1

и разных θ. Видно, что чем больше θ, тем ниже проходит график (меньше среднее).
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Так же как и в предыдущем случае, исходя из аналитических формул и представленных
на рис. 6 графиков, наиболее широкий диапазон значений коэффициента корреляции Блом-
квиста от −1 до 1 позволяет получить именно модель копулы Тапа –Чжао, далее следует
копула Гумбеля с положительными значениями от 0 до 1 и затем копула Фарли –Гумбеля –
Моргенштерна со значениями коэффициента корреляции в диапазоне от −3/4 до 3/4 (что
значительно шире, чем у коэффициента Кендалла).

Видно, что все три графика пересекаются при β = 0 (случай независимости), при β < 0
копулы Фарли –Гумбеля –Моргенштерна и Тапа –Чжао дают близкие значения средних
времен пребывания (но больше точек пересечения нет), при β > 0 копулы Гумбеля и Тапа –
Чжао дают близкие значения и сходятся в точке β = 1 (случай совершенной положитель-
ной зависимости), а копула Фарли –Гумбеля –Моргенштерна дает сильное расхождение с
остальными.

4. Верхняя и нижняя границы для среднего времени отклика

Мы рассмотрели три класса известных копул, однако этот выбор в значительной степени
произволен. Можно задаться вопросом, каковы вообще верхние и нижние границы для
среднего времени отлика для любых копул, но с известными коэффициентами корреляции?

В [8] приведена теорема 5.1.16, дающая верхние и нижние (поточечные) границы для
копул с известными коэффициентами корреляции Спирмена, Кендалла и Бломквиста. При
этом сами границы также являются копулами, что наводит на мысль рассчитать соответ-
ствующие средние времена отклика. К сожалению, в явном виде это получается только в
случае коэффициента Бломквиста.

Для этого обратимся к выражениям для верхних и нижних границ копул с известным
значением коэффициента корреляции Бломквиста β, который, напомним, принимает зна-
чения в диапазоне от −1 до 1 включительно:

B(u1, u2) = max

(

W (u1, u2),
β + 1

4
−
(

u1 −
1

2

)+

−
(

u2 −
1

2

)+)

,

B(u1, u2) = min

(

M(u1, u2),
β + 1

4
+

(

u1 −
1

2

)+

+

(

u2 −
1

2

)+)

,

где W (u1, u2) = max(u1 + u2 − 1, 0), M(u1, u2) = min(u1, u2), x+ =

{

0, x < 0,

x, x ⩾ 0.

Теперь выразим границы для диагонального сечения δβ(u) копулы C(u1, u2) в зависи-
мости от значения β, т. е. когда u1 = u2 = u, тогда нижняя граница для диагонального
сечения примет вид

δβ(u) =



















0, 0 ⩽ u ⩽
3−β
8 ,

2u− 1 + β+1
4 , 3−β

8 ⩽ u ⩽ 1
2 ,

β+1
4 , 1

2 ⩽ u ⩽
5+β
8 ,

2u− 1, 5+β
8 ⩽ u ⩽ 1,

а верхняя, соответственно,

δβ(u) =



















u, 0 ⩽ u ⩽
β+1
4 ,

β+1
4 , β+1

4 ⩽ u ⩽ 1
2 ,

2u− 1 + β+1
4 , 1

2 ⩽ u ⩽
3−β
4 ,

u, 3−β
4 ⩽ u ⩽ 1.

Далее воспользуемся полученными выражениями для определения верхней и нижней
границы для среднего времени пребывания заявки в системе. Для этого выразим соот-
ветствующие функции и плотности распределения времени обслуживания заявки (частей
заявки) на обоих приборах.
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При этом необходимо отметить, что нижняя граница копул дает верхнюю границу сред-
него времени пребывания, а верхняя граница копул— нижнюю границу среднего времени
пребывания. Действительно, бо́льшие значения копулы ведут к бо́льшим значениям функ-
ции распределения (как бо́льшей вероятности, что случайная величина меньше заданного
уровня), т. е. к стохастически меньшим временам обслуживания, имеющим меньшие сред-
ние и средние квадраты (в силу неотрицательности случайных величин), что приводит к
меньшим средним временам ожидания и пребывания по формулам (1) и (2).

Через F и F обозначим функции распределения для нахождения верхней и нижней
границ среднего времени пребывания, тогда

F β,2:2(x) = δβ(F (x)), F β,2:2(x) = δβ(F (x)), F (x) = 1− e−µx, x ⩾ 0,

в результате получаем следующие формулы для искомых функций распределения:

F β,2:2(x) =











1− e−µx, 0 ⩽ x ⩽ − 1
µ ln 3−β

4 , x ⩾ − 1
µ ln β+1

4 , β 6= −1,
β+1
4 , − 1

µ ln 3−β
4 ⩽ x ⩽ − 1

µ ln 1
2 ,

1− 2e−µx + β+1
4 , − 1

µ ln 1
2 ⩽ x ⩽ − 1

µ ln β+1
4 , β 6= −1,

причем для частного случая β = −1 имеем

F−1,2:2(x) =

{

0, 0 ⩽ x ⩽ 1
µ ln 2,

1− 2e−µx, x ⩾ 1
µ ln 2,

F β,2:2(x) =























0, 0 ⩽ x ⩽ − 1
µ ln 5+β

8 ,

1− 2e−µx + β+1
4 , − 1

µ ln 5+β
8 ⩽ x ⩽ − 1

µ ln 1
2 ,

β+1
4 , − 1

µ ln 1
2 ⩽ x ⩽ − 1

µ ln 3−β
8 ,

1− 2e−µx, x ⩾ − 1
µ ln 3−β

8 ,

и для плотностей распределения справедливо

f
β,2:2

(x) =











0, − 1
µ ln 3−β

4 ⩽ x ⩽ − 1
µ ln 1

2 ,

2µe−µx, − 1
µ ln 1

2 ⩽ x ⩽ − 1
µ ln β+1

4 ,

µe−µx, 0 ⩽ x ⩽ − 1
µ ln 3−β

4 , x ⩾ − 1
µ ln β+1

4 ,

причем для β = −1 получаем f
−1,2:2

(x) = 2µe−µx, x ⩾ 1
µ ln 2,

fβ,2:2(x) =

{

0, 0 ⩽ x ⩽ − 1
µ ln 5+β

8 , − 1
µ ln 1

2 ⩽ x ⩽ − 1
µ ln 3−β

8 ,

2µe−µx, − 1
µ ln 5+β

8 ⩽ x ⩽ − 1
µ ln 1

2 , x ⩾ − 1
µ ln 3−β

8 .

Далее, используя функции плотностей, находим нижние и верхние границы для первого
и второго момента времени обслуживания соответственно.

В итоге для нижней границы имеем следующие выражения:

E[Xβ,2:2] =
1

µ

[

3− β

4

(

ln
3− β

4
− 1

)

+
1 + β

4

(

ln
1 + β

4
− 1

)

+ ln 2 + 2

]

, β 6= −1,

E[X−1,2:2] =
1 + ln 2

µ
,

E[X2
β,2:2] =

1

µ2

[

ln2 2 + 2 ln 2 + 4− 3− β

4

(

ln2
3− β

4
− 2 ln

3− β

4
+ 2

)

−

−1 + β

4

(

ln2
1 + β

4
− 2 ln

1 + β

4
+ 2

)]

, β 6= −1,
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копул при известном коэффициенте корреляции Бломквиста. Эти границы оказываются
очень широкими. Для получения более узких границ нужно либо опираться на другие меры
зависимости, либо накладывать дополнительные ограничения на возможные копулы.

Представленный подход может быть распространен на другие распределения времен
обслуживания подзаявок (в том числе с тяжелыми хвостами) и на системы с разделением
на N > 2 подзаявок с использованием многомерных копул.
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on conceptual validity, systematic output analysis, and business logic veri�cation rather than traditional
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Аннотация. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà êîìïëåêñíàÿ ìåòîäîëîãèÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìàêðîýêîíîìè÷å-
ñêèõ ïîêàçàòåëåé äëÿ äîëãîñðî÷íîãî ïëàíèðîâàíèÿ â ïðîåêòíîì ôèíàíñèðîâàíèè. Öåëüþ èññëå-
äîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèìóëÿöèé, ñïîñîáíîé ãåíåðèðîâàòü ïðàâ-
äîïîäîáíûå ñöåíàðèè ýêîíîìè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ ñ ó÷åòîì âçàèìîñâÿçåé ðàçëè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ. Ìåòîäîëîãèÿ âêëþ÷àåò äâà êëþ÷åâûõ êîìïîíåíòà: àëãîðèòì âûáîðà çíà÷èìûõ ïðåäèê-
òîðîâ íà îñíîâå ðàçðåæåííûõ ãðàôîâ è ìèíèìàëüíîãî äåðåâà Øòåéíåðà, à òàêæå ñèñòåìó ñòîõàñòè-
÷åñêèõ ñèìóëÿöèé, èíòåãðèðóþùóþ ìîäåëü CIR++ ñ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. Àâòîðîì ðàçðàáîòàí
ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèé ñòðóêòóðíûå âçàèìî-
ñâÿçè ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé. Ìàòåðèàëîì èññëåäîâàíèÿ ïîñëóæèëè èñòîðè÷åñêèå äàííûå ïî
øèðîêîìó ñïåêòðó ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé Ðîññèè: ÂÂÏ, èíôëÿöèÿ, ïðîöåíòíûå ñòàâêè,
èíäåêñû öåí íà íåäâèæèìîñòü, ïîêàçàòåëè ïðîñðî÷åííîé çàäîëæåííîñòè ïî êðåäèòàì. Ðåçóëüòàòû
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîëîãèè äåìîíñòðèðóþò âûñîêóþ òî÷íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ íà èñòîðè÷åñêèõ äàí-
íûõ è èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå ïîâåäåíèå â äîëãîñðî÷íîé ïåðñïåêòèâå. Âàëèäàöèÿ ìîäåëåé îñíîâàíà íà
êîíöåïòóàëüíîé îáîñíîâàííîñòè, ñèñòåìíîì àíàëèçå âûõîäíûõ äàííûõ è ïðîâåðêå áèçíåñ-ñìûñëà,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñïåöèôèêå ãåíåðàöèè äîëãîñðî÷íûõ ñöåíàðèåâ. Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà êàëèá-
ðîâêè ãèïåðïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà PCST è îïèñàíî ìîäåëèðîâàíèå ýêñòðåìàëüíûõ ñöåíàðèåâ äëÿ
îöåíêè õâîñòîâûõ ðèñêîâ. Ñèñòåìà ñïîñîáíà ãåíåðèðîâàòü âåðîÿòíîñòíûå ñöåíàðèè ñ ãîðèçîíòîì äî
30 ëåò, ÷òî ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ðàçëè÷íûå àñïåêòû ðèñêîâ, âêëþ÷àÿ ýêñòðåìàëüíûå ñöåíàðèè. Ìî-
äóëüíàÿ àðõèòåêòóðà ñèñòåìû îáåñïå÷èâàåò ãèáêîñòü è àäàïòèâíîñòü ê ðàçëè÷íûì ýêîíîìè÷åñêèì
óñëîâèÿì. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ èìåþò ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü äëÿ óïðàâëåíèÿ ðèñêàìè â
ôèíàíñîâûõ èíñòèòóòàõ è ñòðàòåãè÷åñêîãî ïëàíèðîâàíèÿ â ïðîåêòíîì ôèíàíñèðîâàíèè.
Ключевые слова: ðàçðåæåííîñòü ãðàôîâ, îòáîð ïðèçíàêîâ, äåðåâî Øòåéíåðà ñ ïðèçàìè, ðåãðåñ-
ñèÿ, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ìîäåëü Êîêñà �Èíãåðñîëëà �Ðîññà, ïðîåêòíîå ôèíàíñèðîâàíèå
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Introduction

Project �nance necessitates decision-making based on long-term macroeconomic forecasts.
Existing models frequently fail to account for the complex interdependencies between diverse
economic indicators, leading to signi�cant forecasting errors over extended horizons [1]. This
research aims to overcome these limitations by developing an integrated approach that synthesizes
machine learning techniques with economic modeling. Classical regression models and ARIMA
frameworks exhibit inherent constraints when applied to long-term forecasting, as they inadequa-
tely accommodate unexpected economic shifts and are insu�cient to model the uncertainty and
volatility characteristic of macroeconomic factors [2, 3].

1. Research objective

The primary research objective is the development of a �exible and scalable forecasting system
for macroeconomic indicators capable of incorporating structural relationships between variables
and generating probabilistic scenarios for long-term risk analysis.
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The following speci�c tasks were de�ned to achieve this objective:
1) developing a methodology for selecting signi�cant predictors utilizing sparse graphs and

the Steiner tree algorithm;
2) integrating regression models into a stochastic simulation system employing the CIR++

(Cox � Ingersoll �Ross) model and Monte Carlo methods;
3) evaluating the e�cacy of the proposed approach using data from the Russian economy,

including simulations for GDP, in�ation, and interest rates.

1.1. Materials and research methods

This research presents an integrated approach to constructing a forecasting system. This
approach encompasses a methodology for selecting macroeconomic predictors via sparse graph
analysis, followed by their utilization within a stochastic simulation system designed to generate
probabilistic economic scenarios. Scenario generation is based on the CIR++ model [4�6] and
Monte Carlo methods applied to macroeconomic indicators such as interest rates, housing price
indices, mortgage rates, and other variables, explicitly incorporating their correlational depen-
dencies. The methodology combines model calibration to market data, stochastic simulation with
monthly discretization [7, 8], and regression relationships between variables. The coe�cients of
these regression relationships are optimally determined using the Steiner tree algorithm on sparse
graphs.

Utilizing an implementation of the minimum Steiner tree algorithm (henceforth also referred
to as PCST � Prize-Collecting Steiner Tree) [9] for feature selection [10], we identify a subgraph
that maximizes the aggregate prize of selected vertices while minimizing the total cost of selected
edges. The algorithm identi�es a subgraph minimizing the cost function:

C(T ) =
∑

vi∈V ∖VT

pi +
∑

eij∈ET

wij , (1)

where VT denotes the set of selected vertices, and ET denotes the set of selected edges.
As a practical implementation of the proposed method, regressions were employed for forecasting

macroeconomic indicators.

1.2. Research results and discussion

In all the aforementioned models, the PCST algorithm was successfully applied for feature
selection, ensuring the incorporation of both the individual signi�cance of variables and their
interdependencies. This enabled the creation of stable and accurate models with high explanatory
power, suitable for scenario modeling and forecasting macroeconomic indicators. The application
of the PCST algorithm enhanced model quality by integrating feature interdependencies, thereby
improving the reliability and interpretability of the results.

Visualization of the regression of the key rate on the 1-month zero-coupon yield spread is
shown in Fig. 1.

Based on the pre-constructed regression models, a comprehensive system for stochastic macro-
economic simulation was developed (experimental code: https://github.com/andreypodgorny10/
macro_sims). The architecture of the system consists of four interconnected modules.

1. Interest rate modeling module (CIR++). Interest rates are simulated using the stochastic
CIR++ model, modi�ed to align with the observed market yield curve. The latent short rate
x(t) follows the stochastic di�erential equation

dxt = a(θ − xt) dt+ σ
√
xt dWt, (2)

and the observable short rate is computed as

rt = xt + ϕ(t), (3)
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Fig. 1. Example implementation of PCST for key rate to 1-month zero-coupon yield spread forecasting.
Compiled by the article author (color online)

where ϕ(t) is a deterministic shift function calibrated to match the market forward curve. The
model is discretized using the Euler �Maruyama scheme with a monthly step size Δt = 1/12:

xt+1 = xt +
[

a θ0 − (a+BT−t σ
2
1T-measure)xt

]

Δt+ σ
√
xt εt. (4)

The functions BT−t and ϕ(t) are computed analytically during the calibration stage based on
the forward rate curve.

2. Module for generating correlated stochastic shocks [11]. A correlation matrix R between
macroeconomic variables is constructed from historical data. Cholesky decomposition is used to
simulate correlated shocks: L = chol(R). Independent standard normal vectors Z ∼ N (0, I) are
transformed into correlated vectors ε = LZ. The resulting shocks are simultaneously applied to
all variables within the regression models, ensuring internally consistent scenario paths.

3. Regression modeling module for macroeconomic variables. Each macroeconomic variable is
modeled using a stochastic regression that includes lag terms, di�erences, moving averages, and
interaction e�ects. The general structure of the regression model for a variable Yt is

Yt = β0 +
k
∑

i=1

βiXi,t−`i +
m
∑

j=1

γj(Zj,t − Zj,t−dj ) +
n
∑

p=1

δpYt−p + σ εt, (5)

whereXi,t−`i are lagged explanatory variables; (Zj,t−Zj,t−dj ) are �rst- or higher-order di�erences;
Yt−p are autoregressive terms; and εt ∼ N (0, 1) represents correlated shocks per Module 2.

4. Simulation orchestration. Summary statistics include Value-at-Risk (VaR), Expected Short-
fall (ES), median-based scenario aggregates, and con�dence intervals (e.g., 5th and 95th percen-
tiles). The Monte Carlo method [12] is employed to generate the distribution of possible future
states for each macroeconomic variable. Correlations are incorporated via Cholesky decomposition.
The �nal implementation element is the visualization module. Examples of the visualization
module output are presented in Fig. 2.

1.3. Numerical validation and performance assessment

Model validation focuses on conceptual validity, systematic output analysis, and business
logic veri�cation rather than traditional point forecast metrics, which is appropriate for long-
term scenario generation. Conceptual validity con�rms economic interpretability (e.g., in�ation
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and monetary policy relationships) and the mean-reversion and non-negativity properties of
the CIR++ model. Output analysis checks preservation of correlation structure, absence of
implausible discontinuities or explosive behavior over 30-year horizons, and convergence of long-
term mean values to economically reasonable equilibria. Business logic veri�cation con�rms that
HPI, mortgage spreads, and GDP dynamics are consistent with market behavior and development
stages. A hyperparameter calibration strategy for PCST (threshold τ = 0.3, sparsity bounds,
cluster count, and adaptive step sizes) was validated via sensitivity tests;±20% changes produced
< 5% variation in performance metrics. Extreme scenarios are captured via CIR++ dynamics,
correlation propagation, and N = 10,000 Monte Carlo paths, enabling VaR/ES estimation and
coverage of historical stress events within the probabilistic envelope.

Fig. 2. Example implementation of the visualization module for the key rate. Compiled by the article
author (color online)

Conclusion

The results of this research demonstrate the e�ectiveness of the proposed approach in fore-
casting macroeconomic indicators while accounting for their interdependencies and stochastic
nature. The key advantages are �exibility, scalability, and adaptability to diverse economic
conditions. The approach enables better risk assessment for long-term residential real estate
projects and improves �nancial planning accuracy.
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Аннотация. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü äëÿ ñèìóëÿöèè ìíîãîàãåíòíîé ýâàêóàöèè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì àëãîðèòìà Multi-Agent Proximal Policy Optimization (MAPPO). Ìîäåëü ó÷èòûâàåò íàëè÷èå
íåñêîëüêèõ ýâàêóàöèîííûõ âûõîäîâ ñ ðàçíûì âðåìåíåì îòêðûòèÿ, íåñêîëüêèõ òèïîâ àãåíòîâ, âëèÿ-
íèå ïàíèêè íà äâèæåíèå è ñîöèàëüíûå âçàèìîäåéñòâèÿ òèïà ¾ëèäåð � ïîñëåäîâàòåëü¿. Óäåëåíî âíè-
ìàíèå èñïîëüçîâàíèþ ãèáðèäíîãî ïðîñòðàíñòâà äåéñòâèé (äèñêðåòíûé âûáîð âûõîäà, íåïðåðûâíîå
äâèæåíèå). Îáó÷åíèå ïðîâîäèëîñü ïî ïðèíöèïó ¾curriculum learning¿ ñ ïîñòåïåííûì ïîâûøåíèåì
÷èñëà àãåíòîâ äëÿ óëó÷øåíèÿ îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè ìîäåëè è àäàïòàöèè ê ðàçíîìó ÷èñëó àãåí-
òîâ. Ìîäåëü äîïîëíåíà ðÿäîì óñîâåðøåíñòâîâàíèé: èñïîëüçîâàíèåì dropout-ñëîåâ äëÿ ïðåäîòâðà-
ùåíèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ, ýêñïîíåíöèàëüíûì çàòóõàíèåì èññëåäîâàíèÿ äëÿ ïëàâíîãî ïåðåõîäà ê òî÷íûì
äåéñòâèÿì, íîðìàëèçàöèåé íàãðàä äëÿ ñòàáèëèçàöèè îáó÷åíèÿ. Îáó÷åíèå ìîäåëè ïðîâîäèëîñü â ñðå-
äå 15 × 20 ì ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì âûõîäîâ îïðåäåëåííîé øèðèíû (òðè âûõîäà øèðèíîé 1.5 ì,
èíòåðâàë îòêðûòèÿ 6 ñ). Ïðåäóñìîòðåíà ëîãèêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôîðìàöèè î âûõîäàõ. Ëèäåðû
çíàþò îáî âñåõ âûõîäàõ ñ ñàìîãî íà÷àëà ñèìóëÿöèè. Èíäèâèäóàëüíûå àãåíòû óçíàþò î âûõîäàõ â
ðàäèóñå 5 ì è ïåðåäàþò èíôîðìàöèþ ñîñåäÿì â ðàäèóñå 2 ì. Ñîöèàëüíûå ãðóïïû èìåþò ïðàâè-
ëà ïîâåäåíèÿ: ïîæèëûå àãåíòû ïîëó÷àþò áîíóñ ê ñêîðîñòè, à ëèäåðû ïðèíèìàþò ñòðàòåãè÷åñêèå
ðåøåíèÿ. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñöåíàðèåâ ñ 50 àãåíòàìè ïîêàçàëè, ÷òî
íàëè÷èå ñîöèàëüíûõ ãðóïï è ëèäåðîâ óñêîðÿåò ïðîöåññ ýâàêóàöèè, îñîáåííî äëÿ ïîæèëûõ àãåíòîâ.
Íàèáîëüøàÿ ýôôåêòèâíîñòü äîñòèãàëàñü ïðè íàëè÷èè äâóõ ëèäåðîâ, òîãäà êàê ñöåíàðèé ñ îäíèì
ëèäåðîì ïðèâîäèë ê çàòîðàì, óâåëè÷åíèþ âðåìåíè ýâàêóàöèè è óðîâíþ ïàíèêè. Òàêèì îáðàçîì,
ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü äåìîíñòðèðóåò ïåðñïåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ îáó÷åíèÿ ñ ïîäêðåïëå-
íèåì äëÿ àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ýâàêóàöèè â ïîìåùåíèÿõ ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè. Ðàçðàáîòàííàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðè ñîçäàíèè öèôðîâûõ äâîéíèêîâ ïðî-
öåññîâ èìèòàöèè è îïòèìèçàöèè ïîòîêîâ ëþäåé, à òàêæå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàñ÷åòó
ýôôåêòèâíîãî âðåìåíè è ïóòåé âûõîäà.
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Abstract. This paper introduces a computational model for simulating multi-agent evacuation dynamics
based on the Multi-Agent Proximal Policy Optimization (MAPPO) algorithm. The proposed framework
incorporates multiple evacuation exits with varying opening times, heterogeneous agent types, panic-
induced behavioral modi�cations, and social interactions of the leader � follower type. A hybrid action
space is employed, combining discrete exit selection with continuous movement control. Training is
performed under a curriculum learning paradigm, gradually increasing the number of agents to enhance
generalization and adaptability to di�erent population sizes. Several methodological re�nements were
implemented to improve training stability and e�ciency: dropout layers to mitigate over�tting, exponential
exploration decay to enable a smooth shift toward precise actions, and reward normalization to stabilize
policy updates. Simulations were conducted in a 15 × 20 m environment with three exits (each 1.5 m
wide, opening sequentially every 6 seconds). The model also incorporates mechanisms of information
dissemination: leaders are aware of all exits from the start of the simulation, while individual agents
detect exits within a 5 m radius and propagate this knowledge to neighbors within 2 m. Social groups
follow prede�ned behavioral rules, such as granting elderly agents a speed adjustment and assigning
leaders strategic decision-making roles. Computational experiments with scenarios involving 50 agents
demonstrated that the presence of social groups and leaders signi�cantly accelerates evacuation, particularly
bene�ting elderly agents. Optimal performance was observed in settings with two leaders, whereas
scenarios with a single leader led to bottlenecks, longer evacuation times, and higher levels of panic. These
�ndings highlight the potential of reinforcement learning�based approaches for analyzing and optimizing
evacuation processes in complex indoor environments. The developed mathematical model is intended
for use in the creation of digital twins for simulating and optimizing human �ow processes, as well as for
conducting computational experiments to calculate e�cient evacuation times and routes.
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Введение

В настоящее время множество международных исследований посвящено вопросам раз-
работки и использования математических моделей для представления процессов эвакуа-
ции людей из помещений при возникновении опасных ситуаций. Агентно-ориентированный
подход [1,2] позволяет учесть индивидуальное и групповое поведение, но ограничен в адап-
тации к изменяющимся условиям. Геоинформационные системы [3] визуализируют пути,
игнорируя поведение в толпе.

В [4–6] предложены многоагентные модели эвакуации с учетом столкновений и сложной
геометрии помещений. В [5] интегрируется моделирование пожара и эвакуации с использо-
ванием модели частично упругого удара, в [6] — спонтанная эвакуация с механикой обгона.
Однако эти работы не учитывают физические различия агентов, социальные взаимодей-
ствия и панику. В [7] на основе методик МЧС России моделируются возрастные группы
с их характеристиками и механизм ожидания при заторах, но без паники и социальных
связей.

Значительный прогресс в моделировании достигнут с применением глубокого обуче-
ния с подкреплением (DRL). Работы [8–10] используют DRL для оптимизации путей в ре-
альном времени, но не учитывают столкновения, панику или социальные группы. Лидер-
ориентированные модели [11] на основе алгоритма PPO (Proximal Policy Optimization) уско-
ряют эвакуацию за счет координации агентов, но упрощают их поведение.

Рассмотренные работы имеют ограничения: статичность среды, игнорирование индиви-
дуальных характеристик, социального взаимодействия и адаптивности к сложным помеще-
ниям с множеством выходов. Это обусловливает актуальность новых подходов.

Задачей данной работы является разработка многоагентной модели эвакуации, учитыва-
ющей: агентов трех возрастных категорий с разными физическими характеристиками; уро-
вень паники и ее влияние на движение; социальные взаимодействия типа «лидер – последо-
ватель»; наличие нескольких выходов, открывающихся в разное время.

1. Математические модели для симуляции поведения агентов

Для симуляции поведения агентов при эвакуации была разработана модель на основе
алгоритма MAPPO (Multi-Agent Proximal Policy Optimization) [12]. MAPPO является рас-
ширением алгоритма PPO для многоагентных систем. Алгоритм предполагает использова-
ние двух нейросетей — актора и критика, где актор определяет стратегию агента, а критик
оценивает ценность его действий, используя глобальную информацию. Применяется под-
ход CTDE (Centralized Training, Decentralized Execution), где обучение агентов происходит
централизованно (например, с использованием общей информации о состоянии), но после
обучения каждый агент действует независимо, используя собственные локальные наблюде-
ния. Это позволяет решать проблему нестационарности среды и распределения награды.

Для решения поставленной задачи модель была развита путем внедрения некоторых мо-
дификаций. Используется гибридное пространство действий, включающее в себя дискрет-
ный выбор действия и непрерывное движение. Этот подход позволяет отобразить реалии
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эвакуации, где агенты принимают стратегические решения о цели (подходящем выходе) и
тактически маневрируют в толпе. Подобные гибридные пространства действий показали
свою эффективность в задачах с иерархическим управлением [13]. Для повышения обоб-
щающей способности модели используются dropout-слои в акторской сети. Это позволяет
предотвратить переобучение модели при большой размерности данных и вариативности
сценариев [14, 15]. Реализован механизм затухания исследования за счет экспоненциально-
го уменьшения стандартного отклонения непрерывных действий. Этот подход позволяет
обеспечить переход от активного исследования среды к точным движениям, что поддер-
живается практиками управления исследованием в обучении с подкреплением [16, 17]. На-
грады агентов нормализуются по стандартному отклонению. Это позволяет стабилизиро-
вать обучение, когда награды имеют высокую вариативность [18]. Также для улучшение
обобщающей способности используется принцип curriculum learning [16, 19] с постепенным
повышением числа агентов в среде в процессе обучения. Этот подход позволяет агентам
сначала обучиться простым сценариям, где взаимодействия друг с другом минимальны,
а основная цель — движение к выходу. Затем, по мере роста, агенты учатся более тонко
маневрировать в толпе.

2. Обучение математической модели

Обучение модели проводилось в двумерной среде 15 × 20 м (площадь 300 м2) с тремя
выходами шириной 1.5 м. Один из выходов открыт с самого начала симуляции, считается
основным, поэтому известен всем агентам (расположен справа на рис. 1). Другие выходы

Ðèñ. 1. Ñðåäà ñ 50 àãåíòàìè è 2 ëèäåðàìè
Fig. 1. Environment with 50 agents and 2 leaders

открываются с интервалом 6 с. Агенты
узнают о новых выходах в радиусе 5 м и
передают информацию другим участни-
кам в радиусе 2 м. Лидер узнает об от-
крытии выхода вне зависимости от рас-
стояния. Такая конфигурация помеще-
ния характерна для таких общественных
помещений, как учебные аудитории, тор-
говые залы, рестораны или офисы. Со-
гласно своду правил системы противопо-
жарной защиты1 для помещений с од-
новременным пребыванием более 50 че-
ловек требуется не менее двух выходов,
а минимальная ширина эвакуационного
выхода при пребывании в помещении бо-
лее 15 человек должна быть не мень-
ше 1.2 м.

Предусмотрено три типа агентов разных возрастных категорий, которые инициализи-
руются в среде в фиксированной пропорции: «подросток» — 30%, «взрослый» — 50%, «по-
жилой» – 20%. Они различаются своими скоростью, маневренностью и радиусом проекции.
Лидерами могут быть только взрослые агенты. Для повышения обобщающей способности
модели во время обучения их число случайным образом варьируется от двух до половины
общего числа агентов. При инициализации среды для сценариев с социальными группами
группы считались заранее организованными, поэтому размещались кластером (см. рис. 1).
Как одиночные агенты, так и группы размещались в среде случайно.

В модели предусмотрено влияние паники на маневренность агентов, предполагая, что
по мере ее роста агенты становятся менее маневренными [20]. Ее рост зависит от близости
других агентов и удаленности от выхода [21], при этом у агентов, организованных в группы,

1Îá óòâåðæäåíèè ñâîäà ïðàâèë ÑÏ 1.13130 ¾Ñèñòåìû ïðîòèâîïîæàðíîé çàùèòû. Ýâàêóàöèîííûå ïóòè
è âûõîäû¿: Ïðèêàç Ì×Ñ Ðîññèè îò 19.03.2020 ã. � 194. Ìîñêâà : Ì×Ñ Ðîññèè, 2020. 47 ñ.
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уровень паники растет медленнее [22]. Уровень паники зависит от скученности агентов,
времени с начала эвакуации и удаленности от выхода. Уровень паники принимает значения
на отрезке [0; 1]. Увеличение паники определяется как

panic_increase =
∑

nearby_agents

wtype + dexitftype,

где wtype = 0.1 для одиночных агентов, 0.03—для агентов, принадлежащих данной группе,
0.06—для агентов, принадлежащих другой группе, dexit — нормализованное расстояние до
ближайшего открытого выхода, ftype = 0.2 для одиночных или 0.1 для групповых агентов,
nearby_agents — число агентов в радиусе 1.5 м. Затем уровень паники на каждом шаге
симуляции обновляется по формуле

panic_levelt+1 = max (0,min (1, panic_levelt + 0.1 · panic_increase− decay_rate)) ,

где decay_rate = 0.01 для одиночных агентов, 0.02 для агентов в группе.
Эксперименты в [22] показали, что при эвакуации лидер может управлять скоростью

агентов, в том числе оказывать помощь в передвижении. В связи с этим при эвакуации в
социальных группах пожилые агенты, будучи уязвимыми участниками движения, получа-
ют бонус к скорости при следовании за лидером.

В сценариях с группами лидер выбирает выход, вычисляя среднее расстояние всех своих
последователей до него. Последователи, находящиеся к другому выходу значительно ближе,
чем к лидеру, могут отделяться от группы. Такое решение принимается, когда расстояние
до альтернативного выхода оказывается меньше, чем расстояние до выхода, выбранного
лидером, и при этом разница между этими расстояниями превышает половину расстояния
до лидера. Однако это правило не распространяется на пожилых агентов: они остаются с
лидером, чтобы отразить их большую зависимость от лидеров в стрессовых ситуациях.

Обучение для сценариев с социальными группами и без них проводилось раздельно.
Модель обучалась и тестировалась на помещении фиксированной конфигурации. Теку-

щая программная реализация потребует переобучения для помещений с другой геометрией,
с иным количеством или расположением выходов. Интервал открытия выходов можно из-
менять перед проведением симуляции, однако механизма для установки времени открытия
в процессе симуляции в текущей реализации не предусмотрено.

Асимптотическая сложность обучения модели оценивается как

O
(

EобучTшагN
2 + EобучTшагNH

2
скр + UEобучEобновBколBразмH

2
скр

)

,

где N — количество агентов, Eобуч — количество эпизодов обучения, Tшаг — максималь-
ное число шагов на эпизод, Bразм — размер батча, Eобнов — количество эпох обновления
PPO, Hскр — размер скрытого слоя нейросети, Bкол — количество батчей в буфере, U —
количество обновлений за эпизод. В текущей реализации ключевым ограничением произво-
дительности является квадратичная зависимость от количества агентов, что ограничивает
масштабируемость на сценарии с числом агентов более 100. Это связано с тем, что модель
вычисляет взаимодействия для каждого отдельного агента. Далее для адаптации системы
к большим масштабам мы будем использовать разбиение пространства на ячейки.

3. Итоги вычислительных экспериментов и выводы

Симуляция с использованием обученной модели проводилась для 50 агентов для сцена-
риев с группами и без них. Число лидеров социальных групп изменялось от 1 до 6. Для
каждого сценария проводилось 50 эпизодов, полное и среднее время эвакуации всех агентов
представлено на рис. 2.
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а / a á / b

Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå îáùåãî âðåìåíè ýâàêóàöèè 50 àãåíòîâ: а� ñî ñðåäíèì âðåìåíåì ýâàêóàöèè;
á �ïî òèïàì àãåíòîâ (öâåò îíëàéí)

Fig. 2. Comparison of total evacuation time for 50 agents: a is with average evacuation time; b by agent
type (color online)

Результаты экспериментов дают основание предполагать, что эвакуация в социальных
группах происходит быстрее, особенно в случае наличия пожилых агентов. При этом эваку-
ация с одним лидером занимает наибольшее время и имеет наибольшее стандартное откло-
нение. Полагаем, что такой результат связан с тем, что лидер ведет своих последователей к
одному выходу, из-за чего образуются заторы. Также из-за случайного размещения агентов
в среде группы могли расположиться изначально как на большом, так и на малом расстоя-
нии от выходов. Эта особенность способствовала повышению стандартного отклонения для
сценариев с малым числом лидеров. В свою очередь, при одиночной эвакуации высокое
стандартное отклонение объясняется общей нескоординированностью агентов. Пожилые
агенты вносят наибольший вклад в продолжительность эвакуации, поэтому их случайное
размещение в среде относительно выходов также может оказывать значительное влияние
на общее время. В рассматриваемых условиях для более оперативной эвакуации рекомен-
дуется наличие двух лидеров.

Число столкновений было наибольшим в сценарии с одним лидером, в остальных случа-
ях разницу можно считать незначительной. Полагаем, что уровень паники также снижается
по мере роста числа лидеров.

Согласно Приложению № 6 Приказа МЧС №11402 время эвакуации определяется как

tэ = tнэ +max
i

(

Li

vi

)

,

где tнэ — время начала эвакуации (в нашем случае 0, так как агенты начинают движение
к выходу с начала симуляции), Li — расстояние до ближайшего выхода для i-го челове-
ка, vi — скорость движения i-го человека, Lmax = 27.5 м — это максимально возможное
манхэттенское расстояние агента до правого выхода, открытого изначально, vmin = 0.8 м/с
для пожилых агентов в сценариях без групп, vmin = 1.2 м/с для взрослых или пожилых
в сценариях с группами. Таким образом, время эвакуации без групп tэ = 34.4 c, с груп-
пами— tэ = 22.9 с. Расхождение результатов вычислительных экспериментов с расчетами
по этой методике в меньшую сторону может быть объяснено тем, что методика МЧС не

2Îá óòâåðæäåíèè ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ ðàñ÷åòíûõ âåëè÷èí ïîæàðíîãî ðèñêà â çäàíèÿõ, ñîîðóæåíèÿõ
è ïîæàðíûõ îòñåêàõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ôóíêöèîíàëüíîé ïîæàðíîé îïàñíîñòè: Ïðèêàç Ì×Ñ Ðîññèè îò
14.11.2022 ã. � 1140. Ìîñêâà : Ì×Ñ Ðîññèè, 2022. 65 ñ.
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предполагает динамическую смену предпочтительного выхода агентами, распространение
информации и координацию лидеров.

Заключение

В работе предложено использование обучения с подкреплением для моделирования про-
цесса эвакуации на основе алгоритма MAPPO. Особенностью разработанной модели явля-
ется способность учитывать наличие нескольких выходов с открытием в разное время, аген-
тов нескольких разных типов, социальных взаимодействий типа «лидер – последователь»,
влияния паники на движение. Паника измеряется показателем со значениями на отрезке
[0; 1], по мере роста которого снижается маневренность агентов. Рост показателя паники
агента зависит от близости других агентов, выхода и времени с начала эвакуации. Вычис-
лительные эксперименты показали, что наличие лидеров способствует более быстрой и эф-
фективной эвакуации, при этом в рассматриваемых условиях наибольшая эффективность
наблюдалась при двух лидерах.

Таким образом, предложенная в статье математическая модель позволяет конструктив-
но воспроизвести поведение людей в условиях чрезвычайных ситуаций, учитывая их взаи-
модействие и ограниченные параметры пространства. Среди целей исследования — оптими-
зация маршрутов и распределения потоков, сокращение времени эвакуации и минимизация
заторов при эвакуации в сложных архитектурных условиях.
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