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The methology of solving the inverce kinematics problem of manipulators by using biquaternion theory of kinematics control is shown

on the example of Stanford robot arm. Solving of the inverce kinematics problem of Stanford robot arm is performed using the

simplest control law. The analysis of numerical solution results is made. The efficacy of applying the theory of kinematics control for

solving the inverce kinematics problem of manipulators is proved. Dual matrix and biquaternion methods of solving direct kinematics

problem of manipulators were considered in [1].
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УСТОЙЧИВОСТЬ КОНСТРУКТИВНО-ОРТОТРОПНОЙ
НЕОДНОРОДНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

ОТ НЕРАВНОМЕРНОЙ РАДИАЛЬНОЙ НАГРУЗКИ
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На базе полубезмоментной теории В. З. Власова рассматривается задача об устойчивости цилиндрической конструктивно-

ортотропной оболочки переменной вдоль образующей толщины при действии осесимметричного изменяющегося вдоль оси

оболочки радиального давления. При одном соотношении изменения толщины и давления получено точное решение для

нахождения одной из величин в законе изменения давления, при которой происходит потеря устойчивости оболочки.

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, теория оболочек, устойчивость оболочек, радиальная нагрузка, критическое

давление, толщина оболочка, теория упругости.

1. В линейной теории цилиндрических оболочек широкое применение нашла полубезмоментная

теория В. З. Власова, учитывающая особенности напряженного состояния оболочек, длина которых

находится в пределах D < l < 8D, где D — диаметр оболочки, l — её длина. В основе этой теории ле-

жат две гипотезы — статическая и геометрическая, позволяющие существенно упростить уравнения,

описывающие состояние устойчивости оболочки. Считается, что удлинение в окружном направлении

и углы сдвига в срединной поверхности равны нулю, полагаются равными нулю перерезывающая сила

и изгибающий момент в осевом направлении, а также крутящий момент.

На основе гипотез полубезмоментной теории цилиндрических оболочек В. З. Власова [1] рассмот-

рим конструктивно-ортотропную неоднородную оболочку под действием неравномерной радиальной
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нагрузки. Уравнение совместности деформаций и уравнение равновесия после несложных преобразо-

ваний перепишется в виде
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где x — координата, откладываемая по образующей, y — координата, откладываемая по дуге попе-

речного круга цилиндра.

Соотношения упругости с учетом допущений полубезмоментной теории В. З. Власова запишутся

в форме

T1 ≈ Ehm1ε1, M2 = Dn2n2κ2.

Упругие усилия и моменты связаны с деформациями срединной поверхности соотношениями (2).

Введем безразмерные переменные ξ = x/l, θ = y/R (l — длина оболочки) и функцию Φ, связанную

с компонентами поля перемещений U(u, v, w) равенствами
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Подстановка (3) тождественно удовлетворяет уравнению (1), а уравнение (2) перепишется в сле-

дующем виде:
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— дифференциальный оператор

В. З. Власова.

Уравнением (4) будем пользоваться при исследовании устойчивости цилиндрических оболочек

средней и большой длины под действием радиальной нагрузки и интегрировать при граничных усло-

виях, зависящих от способа закрепления торцов оболочки.

2. Пусть оболочка находится под действием неравномерной радиальной нагрузки q = q0(1+αξ)−6.

Компонента нагрузки qn в этом случае определится выражением qn = −q0Rκ2(1 + αξ)−6, где пара-

метр q0 подлежит определению.

Выбирая функцию Φ в форме Φ = X(ξ) sin kθ, где k — число волн вдоль окружности оболочки

при потере устойчивости, и задавая закон изменения толщины в виде h(ξ) = h0(1+αξ)−2 , приходим

к уравнению
d2

d ξ2

[

(1 + αξ)−2 d2 X

dξ2

]

− λ4(1 + αξ)−6 X = 0, (5)

где
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4l4

ER3h0
(k2 − 1) −

l4h2
0(k

2 − 1)k4
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.

Уравнение (5) после введения новой переменной z = ln(1 + αξ) и новой функции W (z) соотноше-

нием X = We−z/6 может быть приведено к дифференциальному уравнению четвертого порядка с

96 Научный отдел



А. А. Мочалин. Устойчивость конструктивно-ортотропной цилиндрической оболочки

постоянными коэффициентами:
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характеристическое уравнение для которого запишется в виде

(δ2 + aδ + c)(δ2 + bδ + d) = 0,

где величины a, b, c, d связаны равенствами
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Выражение для функции X(ξ) примет вид

X(ξ) = (1 + αξ)2/3(C1 sin(δ · ln(1 + αξ)) + C2 cos(δ · ln(1 + αξ))+

+C3 sh(δ · ln(1 + αξ)) + C4 ch(δ · ln(1 + αξ)),

где δ =
4
√

600α4 + 1296λ4

6α
.

Рассмотрим два вида граничных условий: жесткое закрепление и свободное опирание краёв обо-

лочки.

В случае жесткого закрепления краёв граничные условия имеют вид

u = 0, v = 0 при ξ = 0, ξ = 1

или

X(ξ) = 0,
dX(ξ)

dξ
= 0 при ξ = 0, ξ = 1.

Если края оболочки свободно оперты, то следует удовлетворять условиям вида

u = 0, T1 = 0 при ξ = 0, ξ = 1

или

X(ξ) = 0,
d2X(ξ)

dξ2
= 0 при ξ = 0, ξ = 1.

Подчиняя общее решение уравнения граничным условиям и требуя совместности системы од-

нородных уравнений, получаем соотношения для определения собственных значений для жесткого

закрепления в форме

δ ln(1 + α) = 4.73,

а в случае свободного опирания краев — в форме

sin(δ ln(1 + α)) = 0.

Для очень длинных оболочек (R/l → 0) величина q0 нечувствительна к виду закрепления и равна

q0 =
Eh3

0(k
2 − 1)

R312(1 − ν2)
.

После минимизации по k2 (k2 ≫ 1) для оболочек средней длины получаем формулу для вычисле-

ния критического давления:
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где величина β0 в случае жесткого закрепления равна

β0 =

(
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)4
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α4,

а в случае свободного опирания краев —

β0 =

(
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)4

−
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α4,

µ∗ = µ/n.

Формулу (6) можно переписать для жесткого закрепления краев в форме
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a для свободного опирания торцов соответственно в виде

q∗0 = πEK(α)(h0/R)5/2 R
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Значения коэффициента К(α) для некоторых значений α приведены в таблице.

α −0.5 −0.4 −0.3 −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

К(α) 0.750 0.798 0.847 0.888 0.950 1 1.049 1.093 1.136 1.173 1.20

На основании полученных результатов можно сделать следующий вывод.

Значения критического давления неоднородной цилиндрической оболочки под действием неравно-

мерного давления, изменяющегося по закону изменения жесткости, пропорциональны критическому

давлению оболочки постоянной толщины с коэффициентом пропорциональности K(α), и при увели-

чении отношения толщин h1/h0 на концах оболочки критическое давление уменьшается, а при его

уменьшении критическое давление увеличивается.
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The Stability of the Constructive-orthotropic Heterogeneous Cylindrical Shell
under Uneven Radial Load

A. A. Mochalin

Saratov State Technical University, 77, Polytechnicheskaya str., 410054, Saratov, Russia, a.mochalin@inbox.ru

On the base haft-momentum Vlasov theory the problem of stability of cylindrical homogeneas shell with variation of thicknees atv

radial symmetrical ractial pressure variated onalong axe distance. At one reletion between thickness and pressure values the accurate

solution was produced for one values in pressure variation law when stability of shell is sailed.

Key words: cylindrical shell, theory of shells, stability of shells, radial loading, critical pressure, shell thickness, the theory of elasticity.
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РАСЧЕТ ПАРАМЕТРОВ НАГРУЖЕНИЯ ПОЛОГО ШАРА
В УСЛОВИЯХ БОЛЬШИХ УПРУГОПОЛЗУЧИХ ДЕФОРМАЦИЙ

Е. В. Мурашкин

Кандидат физико-математических наук, научный сотрудник, Институт проблем механики им. А. Ю. Ишлинского РАН, Москва,
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Предложена модель больших упругоползучих деформаций. Разделение тензора полных деформаций альманси опре-

деляется уравнениями изменения обратимой и необратимой его составляющих. Рассмотрено сферически симметричное

деформирование полого шара в процессе установившейся ползучести. Получена разрешающая система уравнений рас-

сматриваемой краевой задачи. Предложен способ определения нагружающего усилия вызывающего заданное деформи-

рованное состояние. По заданным законам изменения поля перемещений построены функции внешнего нагружающего

усилия.

Ключевые слова: большие деформации, ползучесть, упругость, релаксация.

ВВЕДЕНИЕ

Необходимость повышения точности математического описания процессов, происходящих при тех-

нологической обработке и эксплуатации металлоизделий, вынуждает учитывать упругие свойства ма-

териалов на всех стадиях жизненного цикла изделия. Рассмотрение задач в классических моделях ма-

лых деформаций невозможно, когда относительное изменение формы рассматриваемого тела велико.

Одной из таких характерных задач, где нельзя обойтись без применения модели больших деформаций,

является задача о моделировании процессов в окрестности микропоры в металле, происходящих под

действием интенсивного давления. Актуальность данной задачи обусловлена обнаруженным на опы-

те эффектом существенного повышения эксплуатационных характеристик металла при интенсивном

всестороннем сжатии образцов [1] «залечивания» микродефектов сплошности. Попытки смоделиро-

вать процесс залечивания микропоры в металле делались неоднократно, в том числе и на основе

модели больших упругопластических деформаций [2], обладающей эффектом приспосабливаемости к

периодическим нагружениям по циклу «нагрузка – разгрузка» [3].

В настоящей работе решена задача о сферически симметричном сжатии шара с микропорой в

центре. Условие несжимаемости среды определяет кинематику среды с точностью до неизвестной

функции времени, что позволяет по известному закону деформирования определить процесс нагру-

жения, вызывающий заданное деформированное состояние.

1. ОСНОВНЫЕ МОДЕЛЬНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ

За основу возьмем модель больших упругопластических деформаций [3], основные кинемати-

ческие соотношения которой в прямоугольной декартовой системе пространственных (эйлеровых)
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