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Классические B-сплайны определяются как свертка Bn+1 = Bn ∗ B0, где B0 есть характеристи-

ческая функция единичного отрезка. Классический B-сплайн является масштабирующей функцией и

удовлетворяет неравенству Рисса. Поэтому классический B-сплайн любого порядка порождает крат-

номасштабный анализ (КМА) Рисса. В статье рассмотрен новый вид В-сплайнов, которые получаются

двукратным интегрированием 3-й функции Уолша. Указан алгоритм построения интерполяционного

сплайна второй степени по двоичной системе узлов. Получена оценка интерполяции. Доказано, что

система сдвигов построенного В-сплайна порождает КМА (Vn) в смысле Де Бора, ДеВора и Рона.

Этот КМА не является Риссовским. Тем не менее мы можем указать порядок приближения функций

из пространств Соболева подпространствами (Vn).
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ВВЕДЕНИЕ

B-сплайны как разделенные разности были введены Карри (Curry) и Шёнбергом
(Schoenberg) [1]. Название B-сплайны появилось в работе Шёнберга [2, 3]. Подроб-
ное изложение этой теории можно найти в [4,5]. Принципиальными здесь являются
два момента. Во-первых, совокупность В-сплайнов является базисом в пространстве
кусочно-многочленных функций. Во-вторых, в задаче интерполяции изменение зна-
чения функции в одном узле не требует пересчета всего представления.

B-сплайны на равномерной сетке были определены в терминах сверток и подробно
изучены Стрембергом (Strömberg), Баттлом (Battle) и Лемарье (Lemarie) в [6–8].
Оказалось, что введенные таким образом базисные сплайны порождают КМА Рисса.

Мы предлагаем строить базисные сплайны, интегрируя дважды функцию Уол-
ша W3. После интегрирований получается сплайн 2-й степени, близкий по своим
свойствам и возможностям традиционным В-сплайнам.

1. Мы покажем, что сдвиги такого B-сплайна образуют базис в пространстве
кусочно-многочленных функций.

2. Мы укажем итерационный алгоритм построения интерполяционного сплайна
по равномерной сетке.

3. Получим оценку отклонения интерполяционного сплайна от интерполируемой
функции.

4. Мы покажем, что система сдвигов построенного В-сплайна порождает
КМА (Vn) в смысле Де Бора, ДеВора и Рона, и укажем порядок приближения функ-
ций из пространств Соболева подпространствами (Vn).
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1. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ДВОИЧНЫМИ БАЗИСНЫМИ СПЛАЙНАМИ 2-Й СТЕПЕНИ

Пусть If(x) =
x
∫

0

f(t) dt (x ∈ [0, 1]) — оператор интегрирования, rn(t) =

= sign sin 2n+1πt — функции Радемахера, W2n−1(x) =
n−1
∏

k=0

rk(x) — функции Уолша.

Определение 1. Функцию

ψ(x) =

{

(4I)2W3(x), x ∈ [0, 1],

0, x /∈ [0, 1]

будем называть двоичным базисным сплайном 2-й степени (см. [9]).

Очевидно, что ψ(x) есть кусочно-монотонная функция, совпадающая с многочле-
ном 2-й степени на каждом отрезке

[

k
4
, k+1

4

]

(k = 0, 1, 2, 3). Функция ψ симметрич-
на относительно точки x = 1

2
, на отрезке [0, 1

4
] задается равенством ψ(x) = 8x2 и

ψ(x) = −4(x − 1
2
)2 + 1 при x ∈ [1

4
, 3

4
].

На рис. 1 и 2 приведены графики функций 1
4
ψ′ и ψ.
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Рис. 1. График функции 1
4ψ′(x)

Fig. 1. The graph of the function 1
4ψ′(x)
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Рис. 2. График функции ψ(x)

Fig. 2. The graph of the function ψ(x)

Определение 2. Обозначим через Q2[0, +∞) совокупность кусочно-многочлен-
ных функций 2-й степени, имеющих непрерывные производные на [0, +∞), и которые
на каждом отрезке

[

k
4
, k+1

4

]

совпадают с некоторым многочленом второй степени.
Аналогично определяется и пространство Q2(−∞, +∞).

Теорема 1. При всех x ∈ R справедливы равенства

∑

n∈Z

ψ
(

x +
n

4

)

= 2,
∑

n∈Z

ψ
(

x +
n

2

)

= 1. (1)

Доказательство. Функция 4IW3(t) антипериодична на отрезке [0, 1] с пе-
риодом T = 1

2
, т.е. для любых t1, t2 ∈ [0, 1] таких, что |t1 − t2| = 1

2
, имеем
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4IW3(t1) = −4IW3(t2). Поэтому для любых t1, t2 ∈ [0, 1] таких, что |t1 − t2| = 1
2

4





t1
∫

0

4IW3(t) dt +

t2
∫

0

4IW3(t) dt



 = ψ(t1) + ψ(t2) = 1.

В самом деле, пусть t2 = 1
2

+ t1. Тогда ввиду антипериодичности

t1
∫

0

4IW3(t) dt +

t2
∫

0

4IW3(t) dt =

t1
∫

0

4IW3(t) dt +

1

2
∫

0

4IW3(t) dt +

1

2
+t1

∫

1

2

4IW3(t) dt =

=

1

2
∫

0

4IW3(t) dt =
1

4
.

Поэтому при x ∈
[

k
4
, k+1

4

]

∑

l∈Z

ψ

(

x +
l

4

)

= ψ

(

x −
k

4

)

+ ψ

(

x −
k − 1

4

)

+ ψ

(

x −
k − 2

4

)

+ ψ

(

x −
k − 3

4

)

= 2,

и при x ∈
[

k
2
, k+1

2

]

∑

l∈Z

ψ

(

x +
l

2

)

= ψ

(

x −
k

2

)

+ ψ

(

x −
k − 1

2

)

= 1.
¤

Теорема 2. Совокупность функций ψ
(

x − n
4

)

(n > −3, n 6= −1) образует базис
в пространстве Q2[0, +∞).

Доказательство. Так как для функции ψ справедливы равенства (1), то любая
из функций ψ

(

x + k
4

)

есть линейная комбинация остальных. Поэтому из системы
{

ψ
(

x + k
4

)}

k∈Z
можно выбросить любую функцию. Удалим функцию ψ

(

x + 1
4

)

и по-
кажем, что любую функцию f ∈ Q2[0, +∞) можно единственным образом предста-
вить в виде

f(x) =
+∞
∑

k=−3,k 6=−1

ckψ

(

x −
k

4

)

. (2)

Рассмотрим f(x) ∈ Q2[0, +∞) на отрезке
[

0, 1
4

]

, на котором она есть многочлен
f0(x) = a2,0x

2 + a1,0x + a0,0. Покажем, что на отрезке
[

0, 1
4

]

f0(x) = c−3ψ

(

x +
3

4

)

+ c−2ψ

(

x +
2

4

)

+ c0ψ

(

x +
0

4

)

, (3)

причем слагаемое c−1ψ
(

x + 1
4

)

в (3) отсутствует. Равенство (3) рассмотрим как урав-
нение относительно c−3, c−2, c0. В точке x = 0 должны выполняться соотношения

f0(0) = c−3ψ

(

0 +
3

4

)

+ c−2ψ

(

0 +
2

4

)

, f ′
0(0) = c−3ψ

′

(

0 +
3

4

)

, (4)
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так как ψ
(

0 + 0
4

)

= ψ′
(

0 + 0
4

)

= ψ′
(

0 + 2
4

)

= 0. Система (4) имеет единственное
решение

c−3 =
f ′

0(0)

ψ′
(

0 + 3
4

) , c−2 =
f0(0) − c−3ψ

(

0 + 3
4

)

ψ
(

0 + 2
4

) .

Таким образом, коэффициенты c−2 и c−3 определены однозначно. Для нахождения
c0 достаточно в (3) положить x = 1

4
. Так как многочлен 2-й степени на отрезке [0, 1

4
]

полностью определяется значениями в граничных точках и производной в точке
x = 0, то равенство (3) доказано.

Для нахождения коэффициента c1 записываем равенство (2) на отрезке
[

1
4
, 2

4

]

f1(x) = c−2ψ

(

x +
2

4

)

+ c0ψ

(

x +
0

4

)

+ c1ψ

(

x −
1

4

)

, (5)

где f1(x) — сужение f(x) на отрезок
[

1
4
, 2

4

]

, а коэффициенты c−2 и c0 уже извест-
ны. Полагая в (5) x = 2

4
, находим c1 и т. д. Продолжая этот процесс, получаем

рекуррентные соотношения для нахождения всех коэффициентов в (2). ¤

Замечание. Очевидно, что аналогичными рассуждениями можно доказать, что
система

{

ψ
(

x + k
4

)}

k∈Z,k 6=−1
есть базис пространства Q2(−∞, +∞).

При фиксированном n ∈ N, n > 4, определим функцию ϕ(x) := ψ
(

n
4
x
)

. Для
нее supp ϕ =

[

0, 4
n

]

, ϕ(x) есть многочлен 2-й степени на каждом отрезке
[

i−1
n

, i
n

]

,
ϕ′(0) = ϕ′

(

2
n

)

= ϕ′
(

4
n

)

= 0, ϕ′
(

1
n

)

= n, ϕ′
(

3
n

)

= −n.
Рассмотрим следующую интерполяционную задачу. Пусть f(x) непрерывна на

[0, 1], xk = k
n

(k = 0, n) — равномерная сетка на [0, 1]. Через S(x) обозначим интерпо-
ляционный сплайн 2-й степени, совпадающий с f(x) в узлах xk, который построим
следующим образом:

(−1)-й шаг. Пусть M0 ∈ R произвольно. Полагаем S−1(x) = −M0

n
ϕ

(

x + 3
n

)

. В
этом случае S ′

−1(0) = M0.
0-й шаг. Определим S0(x) равенством

S0(x) = S−1(x) + ϕ

(

x −
2

n

)(

f

(

0

n

)

− S−1

(

0

n

))

.

В этом случае S0(0) = f(0), S ′
0(0) = M0.

k-й шаг. (1 6 k 6 n)

Sk(x) = Sk−1(x) + 2ϕ

(

x −
k − 1

n

)(

f

(

k

n

)

− Sk−1

(

k

n

))

.

После k-го шага, Sk

(

j

n

)

= f
(

j

n

)

, (j = 1, 2, . . . , k).
Наконец полагаем S(x) = Sn(x). Очевидно, что S(x) интерполирует функцию f(x)

в узлах xk = k
n

(k = 0, 1, . . . , n) и S ′(0) = M0.
Для оценки погрешности интерполяции определим функции

ψk(x) = f(xk−1+x)−f(xk−2+x)+ · · ·+(−1)k−1f(x0+x), x ∈ [0, 1/n] , k = 1, n.

Теорема 3. Выберем M0 = 2
h
(f(x1) − f(x0)) и пусть h = xk − xk−1. Тогда для

x ∈ [xk−1, xk] (k = 1, n) справедливо неравенство

|S(x) − f(x)| 6 ω(h, ψk−1) + ω(h, ψk) + ω(h, f),

где ω(h, f) — равномерный модуль непрерывности.
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Доказательство. Пусть xk = k
n

(k = 0, 1, . . . , n) — узлы интерполяции и S(x) —
интерполяционный многочлен функции f(x) на [0, 1], построенный по этим узлам.

Обозначим Mj = S ′(xj) = S ′
(

j

n

)

. На отрезке [xj−1, xj] производная S ′(x) есть
линейная функция, поэтому при x ∈ [xj−1, xj]

S ′(x) = Mj−1
xj − x

h
+ Mj

x − xj−1

h
, (h = 1/n).

Проинтегрируем это равенство на [xj−1, xj], получим:

S(x) − S(xj−1) =
Mj−1

2h
[(xj − xj−1)

2 − (xj − x)2] +
Mj

2h
(x − xj−1)

2. (6)

Подставляя в (6) x = xj, получаем:

f(xj) − f(xj−1) =
h

2
(Mj−1 + Mj) (j = 1, n). (7)

Таким образом, для нахождения M0,M1, . . . ,Mn имеем систему уравнений

M0 + M1 + 0M2 + 0M3 + · · · + 0Mn−1 + 0Mn = (f(x1) − f(x0))
2
h
,

M1 + M2 + 0M3 + · · · + 0Mn−1 + 0Mn = (f(x2) − f(x1))
2
h
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Mn−1 + Mn = (f(xn) − f(xn−1))
2
h
.

В этой системе M0 = S ′(0) считаем известным. Решая ее, находим

M1 = (f(x1) − f(x0))
2
h
− M0,

M2 = (f(x2) − 2f(x1) + f(x0))
2
h

+ M0,

M3 = (f(x3) − 2f(x2) + 2f(x1) − f(x0))
2
h
− M0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Mk = 2
h
(f(xk) − 2f(xk−1) + · · · + 2(−1)k−1f(x1) + (−1)kf(x0)) + (−1)kM0, k = 1, n.

Если выберем M0 = 2
h
(f(x1) − f(x0)), то для Mk получим выражение

Mk =
2

h
(f(xk) − 2f(xk−1) + 2f(xk−2) + · · · + 2(−1)k−2f(x2) + (−1)k−1f(x1)).

Учитывая определение ψk, имеем

Mk =
2

h
(ψk(h) − ψk(0)) ⇒ |Mk| 6

2

h
ω(h, ψk). (8)

При x ∈ [xk−1, xk] получаем:

|S(x) − S(xk−1)| 6
h

2
(|Mk| + |Mk−1|) 6 ω(h, ψk−1) + ω(h, ψk).

Поэтому при x ∈ [xk−1, xk]

|S(x) − f(x)| 6 |S(x) − S(xk−1)| + |S(xk−1) − f(x))| 6

6 ω(h, ψk−1) + ω(h, ψk) + ω(h, f).
¤
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Теорема 4. Если f ′′ существует и ограничена на [0, 1], то при x ∈ [xk−1, xk]

|S(x) − f(x)| 6 kh2 sup
06x6xk

|f ′′(x)| + 3h sup
06x6h

|f ′(x)|.

Доказательство. Пусть x ∈ [xk−1, xk]. Из (8) находим

Mk =
2

h
ψ′

k(ξk)h = 2ψ′
k(ξk), ξk ∈ [0, h].

Из определения ψk получаем:

|ψ′
k(ξk)| 6 h

k

2
sup

06x6xk

|f ′′(x)| + sup
06x6h

|f ′(x)|.

Поэтому

|S(x) − Sk(x)| 6
h

2
(|Mk| + |Mk−1|) 6 h2k sup

06x6xk

|f ′′(x)| + 2h sup
06x6h

|f ′(x)|,

откуда и следует утверждение теоремы. ¤

2. ДВОИЧНЫЙ БАЗИСНЫЙ СПЛАЙН 2-Й СТЕПЕНИ КАК ГЕНЕРАТОР КМА

Традиционно кратномасштабный анализ (КМА) определяют как совокупность за-
мкнутых в L2(R) подпространств (Vn)n∈Z, удовлетворяющих следующим условиям
(аксиомам):

A1) Vn ⊂ Vn+1;

A2)
⋃

n∈Z

Vn = L2(R);

A3)
⋂

n∈Z

Vn = {0};

A4) f(x) ∈ Vn тогда и только тогда, когда f(2x) ∈ Vn+1;

А5) существует функция φ ∈ L2(R), сдвиги (φ(x + k))k∈Z которой образуют орто-
нормированный базис V0 (базис Рисса V0).

В этом случае КМА называют соответственно ортогональным или КМА Рисса.
Функция φ из аксиомы A5 называется масштабирующей. Она удовлетворяет урав-
нению

φ(x) =
∑

n∈Z

βnφ(2x + n), (βn) ∈ l2,

которое называют масштабирующим.

При определении КМА можно поступить по-другому. Сначала задать функцию
φ ∈ L2(R), построить замкнутые в L2(R) подпространства

Vn = (2
n

2 φ(2nx + k))k∈Z

и потребовать, чтобы выполнялись аксиомы А1)–А3) (см. [10, 11]). Такой КМА на-
зывают часто обобщенным или порожденным функцией φ.

В этом параграфе мы покажем, что базисный сплайн ψ порождает обобщенный
КМА, который не является КМА Рисса. Сначала покажем, что базисный сплайн
ψ(x

4
) удовлетворяет масштабирующему уравнению.
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Теорема 5. Обозначим F (x) = ψ(x
4
). Справедливо равенство

F (x) =
1

4
F (2x) +

1

2
F (2x − 1) +

1

2
F (2x − 2) +

1

2
F (2x − 3) +

1

4
F (2x − 4). (9)

Доказательство. По построению F (2) = 1, F (0) = F (4) = 0, F (1) = F (3) = 1
2
,

F
(

1
2

)

= F
(

4 − 1
2

)

= 1
8
, F

(

2 + 1
2

)

= F
(

2 − 1
2

)

= 1 − 1
8
. Обозначим для крат-

кости S0(x) = (F (2x) + F (2x − 4))1
4
, S1(x) = S0 + 1

2
(F (2x − 1) + F (2x − 3)),

S2(x) = S1(x) + 1
2
F (2x − 2).

Так как S0(x) = F (x) = 0 при x = 0, x = 4, S ′
0(x) = F ′(x) = 0 при x = 0, 4, то

S0(x) = F (x) на
[

0, 1
2

]

∪
[

4 − 1
2
, 4

]

, причем S0(x) симметрична относительно точки
x = 2.

Аналогично убеждаемся, что S1(x) = F (x) на [0, 1] ∪ [3, 4] и S2(x) = S1(x) +
+ 1

2
F (2x − 2) = F (x) всюду. ¤

Преобразование Фурье функции f ∈ L2(R) определим равенством

f̂(ω) =

+∞
∫

−∞

f(x)e−2πiωx dx.

Лемма 1. Справедливо равенство

F̂ (ω) =
43

(πω)3
eπi4ω sin 2πω sin2 πω = 27eπi4ω cos πω

(

sin πω

πω

)3

.

Доказательство. Дважды интегрируя по частям, находим

ψ̂(ω) =

+∞
∫

−∞

ψ(x)e−2πiωx dx =
4

(πiω)2

1
∫

0

W3(x)e−2πiωx dx =

=
4

(πω)3
e−πiω

(

2 sin
πω

2
− sinπω

)

=
16

(πω)3
e−πiω sin

πω

2
sin2 πω

4
.

Поэтому F̂ (ω) = ψ̂· 1
4

(ω) = 4ψ̂(4ω) =
(

4
πω

)3
e−πiω sin 2πω sin2 πω. ¤

Образуем подпространства

Vn = (2
n

2 F (2nx + k))k∈Z .

Теорема 6. Совокупность (Vn)n∈Z образует КМА, т.е. выполнены аксиомы
A1)–A3).

Доказательство. Функция F (x) — масштабирующая, имеет компактный но-
ситель, и F̂ (0) 6= 0. Поэтому по теореме 1.4 из [10, c. 20] (Vn)n∈Z образуют
КМА (см. также [12, 13]). ¤

Определение 3. Пусть f, g ∈ L2(R). Выражение

[f, g](ω)
df
=

∑

k∈Z

f(ω + k)g(ω + k)

называют скобочным произведением (см. [14]).
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Определение 4. Пусть s > 0. Множество

W s
2 (R) = {f ∈ L2(R) : ‖f‖W s

2
(R) = ‖(1 + | · |)sf̂‖L2(R) < +∞}

называют пространством Соболева.

Определение 5. Пусть ϕ ∈ L2(R), ϕn,k = 2
n

2 ϕ(2nx + k). Оператор

Pn : f 7→
∑

k∈Z

(f, ϕn,k)ϕn,k

называют квазиинтерполяционным оператором.

Определение 6. Оператор Pn доставляет аппроксимацию порядка m ∈ R+, если
для всех f ∈ Wm

2 (R)
‖f − Pnf‖L2(R) = O(2−nm).

Лемма 2. [7, с. 22; 8] Пусть функция ϕ удовлетворяет условиям:
1) скобочное произведение [ϕ̂, ϕ̂] существенно ограничено;
2) [ϕ̂, ϕ̂] − |ϕ̂|2 = O(| · |2m);
3) 1 − |ϕ̂|2 = O(| · |2m0).
Тогда Pn доставляет аппроксимацию порядка m1 = min(m, 2m0). Здесь символ

f = O(| · |m) означает, что lim sup
x→0

|f(x)|
|x|m

6 C, C > 0.

Отметим, что если скобочное произведение [ϕ̂, ϕ̂] существенно ограничено, то
модуль |ϕ̂| тоже существенно ограничен.

Лемма 3. Справедливо равенство

∑

k∈Z

|F̂ (ω + k)|2 = 47 cos2 πω

(

8

15
+

13

30
cos 2πω +

1

30
cos2 2πω

)

.

Доказательство. Используя лемму 1, имеем

∑

k∈Z

|F̂ (ω + k)|2 = 47 cos2 πω
∑

k∈Z

(

sin π(ω + k)

π(ω + k)

)6

= 47 sin6 πω cos2 πω
∑

k∈Z

1

(π(ω + k))6
.

При m ∈ N справедливо равенство [15, c. 149],

∑

k∈Z

1

(x + πk)2m
= −

1

(2m − 1)!

d2m−1

dx2m−1
ctg x.

Учитывая, что при m = 3

d2m−1

dx2m−1
ctg x

∣

∣

∣

∣

m=3

=
1

sin6 x

(

8

15
+

13

30
cos 2x +

1

30
cos2 2x

)

,

получаем утверждение леммы. ¤

Определим функцию ϕ(x) = 1
27 F (x). Из лемм 1 и 3 следует, что

ϕ̂(ω) = e−πiω cos πω

(

sin πω

πω

)3

,
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∑

k∈Z

|ϕ̂(ω + k)|2 = cos2 πω

(

8

15
+

13

30
cos 2πω +

1

30
cos2 2πω

)

,

ϕ(x) удовлетворяет масштабирующему уравнению (9), и, значит, функция ϕ по-
рождает КМА (Vn)n∈Z. Однако этот КМА не является риссовским, так как сумма
∑

k∈Z

|ϕ̂(ω + k)|2 неограничена снизу положительной постоянной.

Теорема 7. Оператор Pn, построенный по функции ϕ(x) = 1
27 F (x), доставляет

аппроксимацию порядка 1.

Доказательство. Воспользуемся леммой 3. Во-первых, [ϕ̂, ϕ̂] существенно огра-
ничены. Во-вторых,

[ϕ̂, ϕ̂] − |ϕ̂|2 = cos2 πω

(

8

15
+

13

30
cos 2πω +

1

30
cos2 2πω −

(

sin πω

πω

)6
)

≈ ω2.

Наконец,

1 − |ϕ̂|2 = 1 − cos2 πω

(

sin πω

πω

)6

≈ ω2.

Поэтому по лемме 3 оператор Pn доставляет аппроксимацию порядка 1. ¤
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The classical B-spline is defined recursively as the convolution Bn+1 = Bn ∗ B0, where B0 is the

characteristic function of the unit interval. The classical B-spline is a refinable function and satisfies the Riesz

inequality. Therefore any B-spline Bn generates the Riesz multiresolution analysis (MRA). We define binary

B-splines, obtained by double integration of the third Walsh function. We give an algorithm for constructing

an interpolating spline of the second degree for a binary node system and find the approximation order of

this interpolation process. We also prove that the system of dilations and shifts of the constructed B-spline

generates an MRA (Vn) in De Boor sense. This MRA is not Riesz. But we can find the approximation order

of functions from the Sobolev spaces W s
2 , s > 0 by the subspaces (Vn).
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