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Рассмотрен переменный изгиб трехслойного упругопластического стержня со сжимаемым заполни-

телем в нейтронном потоке. Для описания кинематики несимметричного по толщине пакета приняты

гипотезы ломаной линии: в тонких несущих слоях справедливы гипотезы Бернулли; в сжимаемом

по толщине заполнителе выполняется гипотеза Тимошенко с линейной аппроксимацией перемеще-

ний по толщине слоя. Учитывается работа заполнителя в тангенциальном направлении. Физические

соотношения связи напряжений и деформаций соответствуют теории малых упругопластических де-

формаций. Система дифференциальных уравнений равновесия получена вариационным методом.

На границе предполагаются кинематические условия свободного опирания торцов стержня на не-

подвижные в пространстве жесткие опоры. Решение краевой задачи сведено к нахождению четырех

искомых функций — прогибов и продольных перемещений срединных поверхностей несущих сло-

ев. Аналитическое решение получено методом упругих решений с помощью теоремы о переменных

нагружениях Москвитина. Проведен его численный анализ в случае непрерывных и локально рас-

пределенных нагрузок.
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ВВЕДЕНИЕ

В связи с широким применением в промышленности и строительстве неодно-

родных элементов конструкций при квазистатических и динамических нагрузках

в различных физико-механических средах актуальной становится проблема созда-

ния адекватных математических моделей для описания их деформирования. В моно-

графиях [1, 2] рассмотрены различные математические модели квазистатического и

динамического деформирования слоистых элементов конструкций, приведены поста-

новки краевых задач, изложены методы их решения. В статьях [3–10] исследованы

свободные и вынужденные колебания неоднородных оболочек, а также рассмотрены

вопросы распространения волн и деформирования оболочек и пластин с термочув-

ствительной толщиной. Публикации [11–15] посвящены теоретическому и экспери-

ментальному исследованию параметров свободных колебаний трехслойных панелей

и квазистатическому деформированию трехслойных упругих и упругопластических

пластин при однократных и переменных нагрузках.
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Здесь теория переменного нагружения Москвитина [15] применена к трехслойным

упругопластическим стержням прямоугольного поперечного сечения со сжимаемым

заполнителем, находящимся в нейтронном потоке.

1. НАГРУЖЕНИЕ ИЗ ЕСТЕСТВЕННОГО СОСТОЯНИЯ

Рассматривается несимметричный по толщине трехслойный стержень (рис. 1).

Для изотропных несущих слоёв приняты гипотезы Бернулли. На границах контак-

та используются условия непрерывности перемещений. Материалы несущих слоев

несжимаемы в поперечном направлении, в заполнителе учитывается его обжатие,

деформации малые. Система координат x, y, z связывается со срединной плоскостью

заполнителя. На стержень действуют поверхностная нагрузка q(x) и подводится ней-
тронный поток плотностью ϕ0 в направлении, противоположном внешней нормали.

Через wk(x) и uk(x) обозначены прогибы и продольные перемещения срединных по-

верхностей несущих слоёв, hk — толщина k-го слоя, h3 = 2 (k = 1, 2, 3 — номер

слоя), b0 — ширина стержня.
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Рис. 1. Расчетная схема трехслойного стержня

Fig. 1. The design scheme of a three-layer rod

Радиационное облучение твердых тел сопровождается многочисленными эффек-

тами, в результате которых возникает объемная деформация θI , изменяются упругие

и особенно пластические характеристики материала. Согласно известным экспери-

ментальным данным [16], рост величины нейтронного потока

I(t) = ϕt (1)

в пределах малых деформаций, как правило, приводит к радиационному упрочне-

нию материала, вызванному ростом предела текучести (ϕ — интенсивность потока,

нейтрон/(м2с), t — время), и возникновению объемной деформации, которую в ли-

нейном приближении можно считать прямо пропорционально потоку (см. [16]):

θI = BI(z), (2)

где B — константа, получаемая из опыта.
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Пусть на границу тела, занимающего полупространство z > 0, параллельно оси z

падают нейтроны с одинаковой интенсивностью ϕ0. Тогда интенсивность потока ней-

тронов, доходящих до плоскости параллельной границы z = const, будет (см. [16]):

ϕ(z) = ϕ0e
−µz, µ = σn0 = σ

A0ρ

A
, (3)

где µ — величина макроскопического эффективного сечения (1/см), σ — эффективное

сечение, отнесенное к одному ядру, n0 — число ядер в 1 см3, A0 — число Авогадро,

ρ — плотность, A — атомный вес.

Для алюминия σ = 0.21·10−24 см2, A0 = 6.022·1023 моль−1, плотность ρ = 2.7 г/см3,

A = 27 а.е.м., подставляя в (3), получим µ = 1.26м−1.

Если в (1) интенсивность ϕ = ϕ0 не зависит от времени, то к моменту t через

сечение с координатой z пройдет интегральный поток

I(z, t) = ϕ0te
−µz. (4)

В реакторах ϕ0 имеет порядок 1017 − 1018 нейтрон/(м2с), а I0 достигает значений

1023 − 1027 нейтрон/м2, причем θI достигает значений порядка 0.1. Следовательно,

величина B может быть порядка 10−28 − 10−23 м2/нейтрон.

Предположим, что в процессе деформирования материалы несущих слоев стерж-

ня проявляют упругопластические свойства, заполнитель — нелинейно упругий. Для

описания их деформирования с учетом объемной деформации (2) принимаем физи-

ческие уравнения состояния теории малых упругопластических деформаций [17]:

s(k)
xx = 2Gk(1 − ω(k)(ε (k)

u , I))e(k)
xx , σ(k) = Kk (3ε(k) − BkI) (k = 1, 2, 3),

s(3)
zz = 2Gk(1 − ω(3)(ε (3)

u , I))e(3)
zz , s(3)

xz = 2G3(1 − ω(3)(ε(3)
u , I))e(3)

xz ,
(5)

где s
(k)
i , e

(k)
i , σ(k), ε(k) — девиаторные и шаровые части тензоров напряжений и де-

формаций, s
(3)
xz , e

(3)
xz — тангенциальное напряжение и сдвиговая деформация в запол-

нителе, Gk, Kk — модули сдвига и объемного деформирования материала k-го слоя,

ω(k) — универсальные функции нелинейности материалов несущих слоев (k = 1, 2)

и заполнителя (k = 3) при нагружении из естественного состояния, например, для

сплава Д16Т:

ω(k)(ε(k)
u , I) =







0, ε
(k)
u 6 ε

(k)
y (I),

Ak

(

1 −
ε
(k)
y (I)

ε
(k)
u

)αk

, ε
(k)
u > ε

(k)
y (I),

ε(k)
y (I) = εy0

[

1 + A(1 − exp (−ξI))1/2
]

,

(6)

где ε
(k)
u — интенсивность деформаций, ε

(k)
y — деформационный предел текучести

материала несущего слоя, I — интегральный нейтронный поток (4), Bk — константы

материалов, получаемые экспериментально.

Перемещения в слоях u(k)(x, z) и w(k)(x, z) можно выразить через четыре иско-

мые функции w1(x), u1(x), w2(x) и u2(x) — прогибы и продольные перемещения

срединных поверхностей несущих слоев:
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• в несущих слоях

u(1) = u1 −

(

z − c −
h1

2

)

w1,x, w(1) = w1 (c 6 z 6 c + h1),

u(2) = u2 −

(

z + c +
h2

2

)

w2,x, w(2) = w2 (−c − h2 6 z 6 −c);

• в заполнителе

u(3) =
(

1 +
z

c

)

(

1

2
u1 +

h1

4
w1,x

)

+
(

1 −
z

c

)

(

1

2
u2 −

h2

4
w2,x

)

,

w(3) =
1

2

(

1 +
z

c

)

w1 +
1

2

(

1 −
z

c

)

w2 (−c 6 z 6 c),

(7)

где z — координата рассматриваемого волокна, запятая в нижнем индексе обозначает

операцию дифференцирования по следующей за ней координате.

Компоненты тензора деформаций следуют из (7) и соотношений Коши [2]. Внут-

ренние усилия в слоях вводятся соотношениями

N (k)
x = b0

∫

hk

σ(k)
xx d z, M (k)

x = b0

∫

hk

σ(k)
xx z d z, Q(3) = b0

∫

h3

σ(3)
xz d z,

N (3)
z = b0

∫

h3

σ(3)
zz d z, M (3)

xz = b0

∫

h3

σ(3)
xz z d z,

(8)

где σ
(k)
xx , σ

(3)
xz , σ

(3)
zz — компоненты тензора напряжений.

Уравнения равновесия в усилиях для рассматриваемого стержня получены вари-

ационным методом Лагранжа:























H1 − P1,x = 0,

H1 + P2,x = 0,

S1,xx + H2 − T1,x = b0q,

S2,xx − H2 − T2,x = 0.

(9)

Обобщенные внутренние усилия в (9) выражаются через усилия (8)

H1 =
Q(3)

2c
, H2 =

N
(3)
z

2c
, P1 =

N
(3)
x

2
+

M
(3)
x

2c
+ N (1)

x , P2 =
N

(3)
x

2
−

M
(3)
x

2c
+ N (2)

x ,

T1 =

(

1 +
h1

2c

)

Q(3)

2
+

M
(3)
xz

2c
, S1 =

(

c +
h1

2

)

N (1)
x − M (1)

x +
h1

4
N (3)

x +
h1

4c
M (3)

x , (10)

T2 =

(

1 +
h2

2c

)

Q(3)

2
−

M
(3)
xz

2c
, S2 = −

(

c +
h2

2

)

N (2)
x − M (2)

x −
h2

4
N (3)

x +
h2

4c
M (3)

x .

В дальнейшем принимаются кинематические граничные условия свободного опи-

рания торцов стержня на неподвижные в пространстве жесткие опоры. Тогда в по-

перечных сечениях x = 0, l (l — длина стержня) должны выполняться требования

wk = uk,x = wk,xx = 0 (k = 1, 2). (11)
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Используя соотношения (5), выделим в тензоре напряжений упругие (индекс e) и

нелинейные (индекс ω) слагаемые, которые будут включать и радиационные добавки

(k = 1, 2):

σ(k)
xx = σ(k)e

xx − σ(k)ω
xx , σ(k)e

xx = 2Gke
(k)
xx + 3Kkε

(k) = K+
k ε(k)

xx ,

σ(k)ω
xx =

4

3
Gkε

(k)
xx ω(k) + KkBkI, σ(3)

xx = σ(3)e
xx − σ(3)ω

xx ,

σ(3)e
xx = K+

3 ε(3)
xx + K−

3 ε(3)
zz , σ(3)ω

xx =
2

3
G3(2ε

(3)
xx − ε(3)

zz )ω(3) + K3B3I,

σ(3)
zz = σ(3)e

zz − σ(3)ω
zz , σ(3)e

zz = K+
3 ε(3)

zz + K−

3 ε(3)
xx , σ(3)ω

zz =
2

3
G3(2ε

(3)
zz − ε(3)

xx )ω(3) + K3B3I,

σ(3)
xz = σ(3)e

xz − σ(3)ω
xz , σ(3)e

xz = 2G3ε
(3)
xz , σ(3)ω

xz = 2G3ε
(3)
xz ω(3),

K+
k = Kk +

4

3
Gk, K−

k = Kk −
2

3
Gk.

Проведя подобную операцию с внутренними усилиями (8), получим

N (k)
x = N (k)e

x − N (k)ω
x , M (k)

x = M (k)e
x − M (k)ω

x (k = 1, 2, 3),

N (3)
z = N (3)e

z − N (3)ω
z , M (3)

z = M (3)e
z − M (3)ω

z , M (3)
xz = M (3)e

xz − M (3)ω
xz ,

Q(3) = Q(3)e − Q(3)ω.

(12)

Линейные (индекс e) и нелинейные слагаемых (индекс ω) в (12) будут вычис-

ляться по формулам типа (8) , в которых подынтегральные выражения принимаются

из (12) с соответствующими индексами.

Подставив в обобщенные усилия (10) внутренние усилия (12), в которых дефор-

мации выражены через перемещения (7), и отправив полученное в уравнения (9),

придем к системе нелинейных дифференциальных уравнений, описывающей дефор-

мирование упругопластического стержня в нейтронном потоке. Для решения этой

системы применим метод упругих решений Ильюшина [17]. В этом случае получим

следующую систему линейных дифференциальных уравнений в итерациях:

a1u
n
1 − a1u

n
2 − a4u

n
1 ,xx − a5u

n
2 ,xx + a2w

n
1 ,x + a3w

n
2 ,x − 2a6w

n
1 ,xxx+

+a7w
n
2 ,xxx = p + p(n−1)

ω ,

−a1u
n
1 + a1u

n
2 − a5u

n
1 ,xx − a9u

n
2 ,xx − a10w

n
1 ,x − a17w

n
2 ,x − a6w

n
1 ,xxx+

+2a7w
n
2 ,xxx = h(n−1)

ω ,

−a2u
n
1 ,x + a10u

n
2 ,x + 2a6u

n
1 ,xxx + a6u

n
2 ,xxx + a11w

n
1 ,xx − a12w

n
2 ,xx+

+a15w
n
1 ,xxxx − a16w

n
2 ,xxxx + a8w

n
1 − a8w

n
2 = q + q(n−1)

ω ,

−a3u
n
1 ,x + a17u

n
2 ,x − a7u

n
1 ,xxx − 2a7u

n
2 ,xxx − a12w

n
1 ,xx + a14w

n
2 ,xx−

−a16w
n
1 ,xxxx + a13w

n
2 ,xxxx − a8w

n
1 + a8w

n
2 = g(n−1)

ω ,

(13)

где n — номер линейного приближения, un
k , wn

k — линейные приближения искомых

перемещений, коэффициенты

a1 =
G3

2c
, a2 =

G3

2

(

1 +
h1

2c

)

−
K−

3

2
, a3 =

G3

2

(

1 +
h2

2c

)

+
K−

3

2
,
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a4 = K+
1 h1 +

2K+
3 c

3
, a5 =

K+
3 c

3
, a6 =

K+
3 ch1

6
, a7 =

K+
3 ch2

6
,

a8 =
K+

3

2c
, a9 = K+

2 h2 +
2K+

3 c

3
, a10 =

G3

2

(

1 +
h1

2c

)

+
K−

3

2
,

a11 =
K−

3 h1

2
−

G3c

2

(

1 +
h1

2c

)2

−
G3c

6
,

a12 =
K−

3 (h1 + h2)

4
+

G3c

2

(

1 +
h1

2c

)(

1 +
h2

2c

)

−
G3c

6
,

a13 =
K+

2 h3
2

12
+

K+
3 ch2

2

6
, a14 =

K−

3 h2

2
−

G3c

2

(

1 +
h2

2c

)2

−
G3c

6
,

a15 =
K+

1 h3
1

12
+

K+
3 ch2

1

6
, a16 =

K+
3 ch2h1

12
, a17 =

G3

2

(

1 +
h2

2c

)

−
K−

3

2
.

В дополнительных нагрузках p
(n−1)
ω , h

(n−1)
ω , q

(n−1)
ω , g

(n−1)
ω на первом шаге прибли-

жения нелинейные слагаемые принимаются равными нулю (ω
(1)
k = 0), а в дальнейшем

вычисляются по результатам предыдущей итерации:

p(n−1)
ω =

1

b0

(

H
ω(n−1)
1 − P

ω(n−1)
1 ,x

)

,

q(n−1)
ω =

1

b0

(

S
ω(n−1)
1 ,xx + H

ω(n−1)
2 − T

ω(n−1)
1 ,x

)

,

h(n−1)
ω =

1

b0

(

H
ω(n−1)
1 + P

ω(n−1)
2 ,x

)

,

g(n−1)
ω =

1

b0

(

S
ω(n−1)
2 ,xx − H

ω(n−1)
2 − T

ω(n−1)
2 ,x

)

.

(14)

Обобщенные усилия в (14) вычисляются по формулам типа (10), в которых нужно

добавить в верхний индекс знак нелинейности ω и номер приближения (n − 1).

Граничные условия (11) должны выполняться на каждом шаге приближения.

Применение метода упругих решений позволяет на каждом шаге приближения

задачу об упругопластическом изгибе рассматриваемого трехслойного стержня в

нейтронном потоке поле сводить к соответствующей линейной задаче упругости с

дополнительными нагрузками.

2. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ

Решение системы дифференциальных уравнений (13) принимается в виде разло-

жения в тригонометрические ряды, которые автоматически удовлетворяют гранич-

ным условиям (11):

un
1 =

∞
∑

m=1

Un
1m cos

(πmx

l

)

, un
2 =

∞
∑

m=1

Un
2m cos

(πmx

l

)

,

wn
1 =

∞
∑

m=1

W n
1m sin

(πmx

l

)

, wn
2 =

∞
∑

m=1

W n
2m sin

(πmx

l

)

,

где Un
1m, Un

2m, W n
1m, W n

2m — искомые амплитуды перемещений.
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Поперечная нагрузка и дополнительные усилия в слоях стержня также представ-

ляются в виде разложений в тригонометрические ряды:

q =
∞

∑

m=1

qm sin
(πmx

l

)

, qm =
2

l

l
∫

0

q(x) sin
(πmx

l

)

d x,

qn−1
ω =

∞
∑

m=1

qn−1
ωm sin

(πmx

l

)

, qn−1
ωm =

2

l

l
∫

0

qn−1
ω (x) sin

(πmx

l

)

d x,

gn−1
ω =

∞
∑

m=1

gn−1
ωm sin

(πmx

l

)

, gn−1
ωm =

2

l

l
∫

0

gn−1
ω (x) sin

(πmx

l

)

d x,

hn−1
ω =

∞
∑

m=1

hn−1
ωm cos

(πmx

l

)

, hn−1
ωm =

2

l

l
∫

0

hn−1
ω (x) cos

(πmx

l

)

d x,

pn−1
ω =

∞
∑

m=1

pn−1
ωm cos

(πmx

l

)

, pn−1
ωm =

2

l

l
∫

0

pn−1
ω (x) cos

(πmx

l

)

d x.

Пусть поверхностная нагрузка равномерно распределена в интервале a 6 x 6 b,

тогда

qm = −
2q0

πm

(

cos
πmb

l
− cos

πma

l

)

. (15)

После подстановки перемещений (15), дополнительных усилий (15) и коэффици-

ентов (15) в уравнения равновесия (13) получим систему линейных алгебраических

уравнений для определения искомых амплитуд перемещений Un
1m, Un

2m, W n
1m, W n

2m:






















b1U
n
1m + b2U

n
2m + b3W

n
1m + b4W

n
2m = pn−1

ωm ,

b2U
n
1m + b5U

n
2m + b6W

n
1m − b7W

n
2m = hn−1

ωm ,

b3U
n
1m + b6U

n
2m + b8W

n
1m + b9W

n
2m = qm + qn−1

ωm ,

b4U
n
1m − b7U

n
2m + b9W

n
1m + b10W

n
2m = gn−1

ωm ,

(16)

где коэффициенты bi зависят от параметра m и от температуры через коэффициен-

ты an, определенные в (13).

Решение системы (16) можно выписать в определителях, либо решать численно.

Далее по формулам (15) вычисляются искомые функции. Перемещения в несущих

слоях и заполнителе следуют из соотношений (7), деформации — из соотношений

Коши, напряжения — из (5).

3. ПОВТОРНОЕ ЗНАКОПЕРЕМЕННОЕ НАГРУЖЕНИЕ

Пусть, начиная с момента t = t1, осуществляется мгновенная разгрузка и повтор-

ное нагружение усилиями обратного знака q′′. Они создадут в k-м слое стержня поле

перемещений u′′

k(x), w′′

k(x), деформаций ε′′
(k)
ij (x, z) и напряжений σ′′(k)

ij (x, z), i, j = x, y.

При этом будем предполагать, что за время разгрузки и последующего переменного

нагружения воздействие нейтронного потока прекратилось, интегральный нейтрон-

ный поток зафиксирован и совпадает с уровнем к моменту начала разгрузки.
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Пределы текучести материалов ε′′
(k)
y , σ

′′(k)
y в каждой точке стержня зависят, вооб-

ще говоря, от величин ε′
(k)
u , σ′(k)

u и I1(z, t1), существовавших непосредственно перед

началом разгрузки — конкретно от того, происходило ли в данной точке тела пласти-

ческое деформирование или нет. Следовательно, материалы слоев после нагружения

из естественного состояния становятся деформационно анизотропными.

Введем параметры со звездочками, в которых величины с одним штрихом — на-

пряжения, деформации и перемещения в стержне перед разгрузкой, двумя штрихами

помечены аналогичные параметры в процессе второго полуцикла:

σ
(k)∗
ij = σ′(k)

ij − σ′′(k)
ij , ε

(k)∗
ij = ε′

(k)
ij − ε′′

(k)
ij , q∗ = q′ − q′′ (k = 1, 2, 3),

u1
∗ = u′

1 − u′′

1, w1
∗ = w′

1 − w′′

1 , u2
∗ = u′

2 − u′′

2, w2
∗ = w′

2 − w′

2.
(17)

Для введенных напряжений и деформаций со звездочками примем физические

уравнения состояния типа (5):

s(k)∗
xx = 2Gk(1 − ω(k)∗(ε(k)∗

u , I1))e
(k)∗
xx , σ(k)∗ = 3Kk ε(k)∗ (k = 1, 2, 3),

s(3)∗
zz = 2Gk(1 − ω(3)∗(ε(3)∗

u , I1))e
(3)∗
zz , s(3)∗

xz = 2G3(1 − ω(3)∗(ε(3)∗
u , I1))e

(3)∗
xz .

(18)

Отличие соотношений (18) в том, что в связь шаровых частей тензоров интегральный

нейтронный поток не входит.

Следует отметить, что выражения (7)–(11) и соотношения Коши в силу их линей-

ности будут выполняться и для величин со звездочками. После проведения анало-

гичных преобразований получим систему нелинейных дифференциальных уравнений

равновесия в итерациях для перемещений со звездочками, которая будет подобна си-

стеме (13). Дополнительные «внешние» нагрузки p
∗(n−1)
ω , h

∗(n−1)
ω , q

∗(n−1)
ω , g

∗(n−1)
ω в ней

вычисляются по формулам (14), в которых нелинейные составляющие будут иметь

вид

N (k)ω∗(n−1)
x =

4

3
b0

∫

hk

Gkε
(k)∗(n−1)
x ω(k)∗(ε(k)∗(n−1)

u , I1)dz,

M (k)ω∗(n−1)
x =

4

3
b0

∫

hk

Gkε
(k)∗(n−1)
x ω(k)∗(ε(k)∗(n−1)

u , I1)zdz,

N (3)ω∗(n−1)
x =

2

3
b0

∫

h3

G3(2ε
(3)∗(n−1)
x − ε(3)∗(n−1)

z )ω(3)∗(ε(3)∗(n−1)
u , I1)dz,

N (3)ω∗(n−1)
z =

2

3
b0

∫

h3

G3(2ε
(3)∗(n−1)
z − ε(3)∗(n−1)

x )ω(3)∗(ε(3)∗(n−1)
u , I1)dz,

M (3)ω∗(n−1)
x =

2

3
b0

∫

h3

G3(2ε
(3)∗(n−1)
x − ε(3)∗(n−1)

z )ω(3)∗(ε(3)∗(n−1)
u , I1)zdz,

M (3)ω∗(n−1)
xz = 2b0

∫

h3

G3ε
(3)∗(n−1)
xz ω(3)∗(n−1)(ε(3)∗(n−1)

u , I1)zdz,

Q(3)ω∗(n−1) = 2b0

∫

h3

G3ε
(3)∗(n−1)
xz ω(3)∗(n−1)(ε(3)∗(n−1)

u , I1)dz (k = 1, 2).
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Входящая в них функция нелинейности со звездочкой ω(k)∗(n−1)(ε
(k)∗(n−1)
u , I1), со-

гласно гипотезе Москвитина, может быть выражена через соответствующую функ-

цию нелинейности при нагружении из естественного состояния (6):

ω(k)∗(ε(k)∗
u , I1) = ω(k)(ε(k)∗

u , I1),

но с другими константами A∗

k, α∗

k.

В случае граничных условий свободного опирания стержня по торцам на непо-

движные в пространстве жесткие опоры краевая задача для величин со звездочками

с точностью до обозначений совпадает с задачей о нагружении стержня из есте-

ственного состояния. Поэтому искомое аналитическое решение краевой задачи для

величин со звездочками можно принять в тригонометрических рядах по типу (15).

Входящие в них искомые амплитуды перемещений U∗n
1m, U∗n

2m, W ∗n
1m, W ∗n

2m определя-

ются по рассмотренной ранее схеме. Искомые перемещения на втором полуцикле

следуют из (17).

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Численно исследованы перемещения стержня, слои которого составлены из ма-

териалов Д16Т-фторопласт–Д16Т. Относительные толщины слоев h1 = h2 = 0.03,

c = 0.09; упругие и радиационные параметры материалов приведены в [2]. Кроме

этого принималось: B = 10−23 м2/нейтрон, что обеспечивает объемную деформацию

в слоях рассматриваемого стержня 3–3.5 %; для дюралюминия — µ = 1.26 см, для

фторопласта µ = 3.21 см. Воздействие нейтронного потока моделировалось увели-

чением предела текучести материала внешнего слоя на 20 %, предела физической

нелинейности заполнителя — на 10 %.

На рис. 2 показано изменение прогибов первого слоя по середине стержня

(x = 0, 5) в зависимости от координат краев интервала нагрузки: 1 — упругий, 2′,

2′′ — упругопластический при прямом и обратном нагружениях в нейтронном потоке.

1
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0.04

0.02

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0b

w
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-0.015

0 0.15 0.30 0.45 0.60 0 75.a

w
1
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2’

2’’

а / a б / b

Рис. 2. Изменение прогиба вдоль оси стержня в зависимости от длины интервала нагрузки

Fig. 2. Change in deflection along the axis of the rod, depending on the length of the load

interval

Рис. 2, а иллюстрирует зависимость прогиба от длины интервала нагрузки b

(a = 0); рис. 2, б — зависимость прогиба от координаты a левого края интервала

нагрузки (b − a = 0.25).
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Следует отметить, что за счет воздействия нейтронного потока на первом полу-
цикле нагружения происходит увеличение пределов текучести и жесткости материа-
лов слоев. Это приводит к уменьшению упругопластического прогиба на 3–4 %. При
повторном знакопеременном нагружении и равномерно распределенной и локальной
прямоугольной нагрузками предел текучести материала несущих слоев изменяется
только за счет силового упрочнения материала, так как воздействие нейтронного по-
тока прекращается. Поэтому максимальное значение прогибов при повторных нагру-
жениях в нейтронном потоке уменьшается на 1–2 %, однако в случае последующих
циклических изменениях нагрузки это расхождение будет накапливаться.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложенная методика исследования переменного деформирования трехслойных
стержней со сжимаемым заполнителем может быть применена при любом количестве
циклов нагружения. Она позволяет учитывать в инженерных расчетах воздействие
нейтронного облучения и физическую нелинейность материалов слоев. Численные
расчеты показали их существенное влияние на перемещения в стержне.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского на-
учного фонда (проект № 14-49-00091-П).
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The present paper considers variable bending of a three-layer elastoplastic bar with a compressible filler

in the neutron flux. To describe kinematic properties of an asymmetric through thickness pack we have

accepted the hypotheses of a broken line as follows: Bernoulli’s hypothesis is true in the thin bearing layers;

Timoshenko’s hypothesis is true in the compressible through thickness filler with a linear approximation of

displacements through the layer thickness. The filler’s work is taken into account in the tangential direction.

The physical stress-strain relations correspond to the theory of small elastoplastic deformations. By the

variational method a system of differential equilibrium equations has been derived. The kinematic conditions

of simply supported faces of the bar on the immovable in space rigid bases are presumed on the boundary.

The solution of the boundary problem is reduced to the search for four functions, namely: deflections and

longitudinal displacements of the medial surfaces of the bearing layers. An analytical solution has been

derived by the method of elastic solutions by using the Moskvitin’s theorem about variable loadings. Its

numerical analysis has been performed for the case of the uniform distribution of the continuous and local

loads.

Key words: three-layer rod, plastic, variable bending, compressible filler, neutron flux.
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