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Рассмотрена задача о конструировании полиномов mα
r,n(x, q), (n = 0, 1, . . .), ортогональных по Соболе-

ву и порожденных классическими полиномами Мейкснера. Эти полиномы могут быть определены с помо-

щью следующих равенств mα
r,k(x, q) = x[k]

k!
, x[k] = x(x − 1) · · · (x − k + 1), k = 0, 1, . . . , r − 1,

mα
r,k+r(x, q) = 1

(r−1)!

x−r
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]mα
k (t, q), где через mα

k (t, q) обозначены полиномы Мейкснера, орто-

нормированные на сетке Ω = {0, 1, . . .} с весом ρ(x) = qx Γ(x+α+1)
Γ(x+1)

(1− q)α+1. Полиномы mα
r,n(x, q) (n = 0, 1, . . .)

образуют ортонормированную систему на Ω = {0, 1, . . .} относительно скалярного произведения типа Соболева следую-

щего вида:

〈mα
r,n, m

α
r,m〉 =

r−1
∑

k=0

∆k
m

α
r,n(0, q)∆k

m
α
r,m(0, q) +

∞
∑

j=0

∆r
m

α
r,n(j, q)∆r

m
α
r,m(j, q)ρ(j).

Для mα
r,n(x, q) мы получили явную формулу, содержащую полиномы Мейкснера Mα−r

n (x, q):

m
α
r,k+r(x, q) =

( q

q − 1

)r
{hα

k (q)}−1/2

[

M
α−r
k+r (x, q) −

r−1
∑

ν=0

Ar,k,νx[ν]

ν!

]

, k = 0, 1, . . . ,

гдеAr,k,ν =
( q − 1

q

)ν Γ(k + α + 1)

(k + r − ν)!Γ(ν − r + α + 1)
,Mα

n (x, q) =
Γ(n + α + 1)

n!

n
∑

k=0

n[k]x[k]

Γ(k + α + 1)k!

(

1 −
1

q

)k

,

h
α
n(q) =

(

n + α

n

)

q
−nΓ(α + 1).

Ключевые слова: полиномы, ортогональные по Соболеву, полиномы Мейкснера, ортогональные на сетке, приближение

дискретных функций, смешанные ряды по полиномам Мейкснера, ортогональным на равномерной сетке.

DOI: 10.18500/1816-9791-2016-16-3-310-321

ВВЕДЕНИЕ

Теория полиномов, ортогональных относительно скалярных произведений типа Соболева, получи-

ла в последние три десятилетия интенсивное развитие и нашла ряд важных приложений (см. [1–6] и

цитированную там литературу). Характерной особенностью скалярных произведений типа Соболева
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является, в частности, то что они, как правило, содержат слагаемые, которые «контролируют» по-

ведение соответствующих ортогональных полиномов в одной или нескольких точках числовой оси.

Например, часто рассматривают скалярное произведение вида

〈f, g〉 =

r−1
∑

ν=0

f (ν)(a)g(ν)(a) +

∫ b

a

f (r)(t)g(r)(t)ρ(t)dt, (1)

в котором f и g — функции, заданные на [a, b] и непрерывно дифференцируемые там r − 1-раз,

для которых f (r−1)(x) и g(r−1)(x) абсолютно непрерывны и f (r)(x), g(r)(x) ∈ L2
ρ(a, b), где L2

ρ(a, b) —

пространство Лебега с весом ρ(x). Следует отметить, что полиномы, ортогональные по Соболеву,

по своим свойствам могут весьма существенно отличаться от обычных ортогональных на интерва-

ле полиномов. Например, в некоторых случаях оказывается так, что полиномы, ортогональные по

Соболеву на интервале (a, b), могут иметь нули, совпадающие с одним или с обоими концами это-

го интервала. Это обстоятельство имеет важное значение для некоторых приложений, в которых

требуется, чтобы значения частичных сумм ряда Фурье функции f(x) по рассматриваемой системе

ортогональных полиномов совпали в концах интервала (a, b) со значениями f(a) и f(b). Заметим,

что обычные ортогональные с положительным на (a, b) весом полиномы этим важным свойством не

обладают. Скалярное произведение (1) имеет одну особую точку, а именно точку a, в окрестности

которой «контролируется» поведение соответствующих полиномов, ортогональных по Соболеву. Это

достигается за счет наличия в скалярном произведении (1) слагаемого вида
r−1
∑

ν=0
f (ν)(a)g(ν)(a).

С другой стороны, в работах [7–18] независимо были рассмотрены так называемые смешанные

ряды по классическим ортонормированным системам {ϕk(x)}, которые представляют собой ряды по

системам функций {ϕr,k(x)}, порожденным соответствующей системой {ϕk(x)} посредством приме-

нения равенств вида

ϕr,k(x) =
(x − a)k

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1 (2)

и

ϕr,k(x) =
1

(r − 1)!

∫ x

a

(x − t)r−1ϕk−r(t)dt, k = r, r + 1, . . . . (3)

Обозначим через W r
L2

ρ(a,b) весовое пространство Соболева, состоящее из функций f(x), заданных

на [a, b] и непрерывно дифференцируемых там (r−1)-раз, для которых f (r−1)(x) абсолютно непрерывна

и f (r)(x) ∈ L2
ρ(a, b). Если f ∈ W r

L2
ρ(a,b), то смешанный ряд по системе {ϕk(x)} имеет вид

f(x) ∼

r−1
∑

k=0

f (k)(a)
(x − a)k

k!
+

∞
∑

k=r

fr,kϕr,k(x), (4)

где

fr,k =

b
∫

a

f (r)(t)ϕ
(r)
r,k(t)ρ(t)dt =

b
∫

a

f (r)(t)ϕk−r(t)ρ(t)dt. (5)

Пользуясь определением функций ϕr,k(x) (см. (2) и (3)), нетрудно увидеть [18], что система

{ϕr,k(x)}∞k=0 является ортонормированной в пространстве W r
L2

ρ(a,b) относительно скалярного произве-

дения (1), величины f (k)(a)(k = 0, 1, . . . , r−1) и fr,k(k = r, r+1, . . .) являются коэффициентами Фурье

функции f , а смешанный ряд (4) представляет собой ряд Фурье функции f ∈ W r
L2

ρ(a,b) по этой системе.

Мы будем называть систему {ϕr,k(x)}∞k=0 ортонормированной по Соболеву относительно скалярного

произведения (1) и порожденной ортонормированной системой {ϕk(x)}∞k=0. Таким образом, понятие

смешанного ряда по ортонормированной системе {ϕk(x)}∞k=0, введенное в работах [7–18], совпада-

ет с понятием ряда Фурье по системе {ϕr,k(x)}∞k=0, ортонормированной по Соболеву относительно

скалярного произведения (1) и порожденной ортонормированной системой {ϕk(x)}∞k=0.

Следует отметить, что смешанные ряды по классическим ортогональным полиномам были вве-

дены в работах [7–18] как альтернативный рядам Фурье по тем же полиномам аппарат решения

задач, в которых требуется одновременно приближать дифференцируемую функцию и несколько ее

производных. В частности, такая задача часто возникает при решении дифференциальных уравнений
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численно-аналитическими (спектральными) методами [19, 20]. Смешанные ряды по ортонормирован-

ным системам функций оказались естественным и весьма эффективным средством решения краевых

задач для дифференциальных уравнений спектральными методами. По этому поводу мы можем ото-

слать, например, к работе [21].

В настоящей статье мы рассмотрим дискретный аналог скалярного произведения (1) следующего

вида:

〈f, g〉 =

r−1
∑

k=0

∆kf(0)∆kg(0) +

∞
∑

j=0

∆rf(j)∆rg(j)ρ(j), (6)

где функции f и g заданы на множестве Ω = {0, 1, . . . , }, ρ = ρ(j) — дискретная весовая функция, за-

данная на множестве Ω. В случае, когда r = 0, мы будем считать, что
r−1
∑

k=0

∆kf(0)∆kg(0) = 0. При r > 1

особой точкой в скалярном произведении (6) является x = 0, в которой контролируется поведение

соответствующих ортогональных по Соболеву полиномов дискретной переменной благодаря присут-

ствию в (6) выражения
r−1
∑

k=0

∆kf(0)∆kg(0). В настоящей статье рассматриваются системы дискретных

функций, ортонормированных по Соболеву относительно скалярного произведения (6), порожденных

заданной ортонормированной системой функций дискретной переменной. Основное внимание будет

уделено изучению свойств полиномов, ортогональных по Соболеву, порожденных классическими ор-

тогональными полиномами Мейкснера дискретной переменной.

1. СИСТЕМЫ ДИСКРЕТНЫХ ФУНКЦИЙ, ОРТОНОРМИРОВАННЫХ ПО СОБОЛЕВУ,
ПОРОЖДЕННЫЕ ОРТОНОРМИРОВАННЫМИ ФУНКЦИЯМИ

Перейдем к конструированию дискретных функций, ортонормированных по Соболеву относитель-

но скалярного произведения (6), порожденных заданной системой {ψk(x)}∞k=0, ортонормированной на

дискретном множестве Ω = {0, 1, . . .} с весом ρ(x). Для этого нам понадобятся некоторые обозначе-

ния и понятия. Если целое k > 0, то положим a[k] = a(a − 1) · · · (a − k + 1), a[0] = 1 и рассмотрим

следующие функции:

ψr,k(x) =
x[k]

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1, (7)

ψr,k(x) =







1
(r−1)!

x−r
∑

t=0
(x − 1 − t)[r−1]ψk−r(t), r 6 x,

0, x = 0, 1, . . . , r − 1,

(8)

которые определены на сетке Ω = {0, 1, . . .}. Рассмотрим некоторые важные разностные свойства

системы функций ψr,k(x), определенных равенствами (7) и (8). Введем оператор конечной разности

∆f : ∆f(x) = f(x + 1) − f(x) и положим ∆ν+1f(x) = ∆∆νf(x). Имеет место следующая

Лемма 1. Имеют место равенства

∆νψr,k(x) =























ψr−ν,k−ν(x), если 0 6 ν 6 r − 1, r 6 k,

ψk−r(x), если ν = r 6 k,

ψr−ν,k−ν(x), если ν 6 k < r,

0, если k < ν 6 r.

(9)

Доказательство. Справедливость утверждения леммы 1 при r = 1 почти очевидна, поэто-

му мы будем считать, что r > 2. Прежде всего заметим, что если f(x) = (x − 1 − t)[r−1], то

∆f(x) = (r − 1)(x − 1 − t)[r−2], поэтому для r 6 x, k в силу (8) имеем:

∆ψr,k(x) =
1

(r − 1)!

(

x−r+1
∑

t=0

(x − t)[r−1]ψk−r(t) −

x−r
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]ψk−r(t)

)

=

=
1

(r − 1)!

x−r+1
∑

t=0

(

(x − t)[r−1] − (x − 1 − t)[r−1]
)

ψk−r(t) =

312 Научный отдел



И. И. Шарапудинов, З. Д. Гаджиева. Полиномы, ортогональные по Соболеву

=
1

(r − 2)!

x−r+1
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−2]ψk−1−(r−1)(t) = ψr−1,k−1(x). (10)

Отсюда убеждаемся в справедливости первого из равенств (9) для r 6 x. Справедливость равенства

∆ψr,k(x) = ψr−1,k−1(x) для x = 0, 1, . . . , r − 2 очевидна. Остается проверить первое из равенств (9)

для x = r − 1. Но в этом случае мы имеем:

∆ψr,k(x) = ψr,k(x + 1) =
1

(r − 1)!

x−r+1
∑

t=0

(x − t)[r−1]ψk−r(t) =
(r − 1)[r−1]

(r − 1)!
ψk−r(0) = ψk−r(0),

ψr−1,k−1(x) =
1

(r − 2)!

x−r+1
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−2]ψ(k−1)−(r−1)(t) =
(r − 2)[r−2]

(r − 2)!
ψk−r(0) = ψk−r(0),

поэтому мы снова находим ∆ψr,k(x) = ψr−1,k−1(x). Таким образом, полностью доказано первое из

равенств (9) для 0 6 ν 6 1. Его справедливость для 2 6 ν 6 r − 1 выводим по индукции.

Рассмотрим второе из равенств (9). В силу уже доказанного первого из равенств (9) и того, что

второе из них для r = 1 легко проверяется, имеем

∆rψr,k(x) = ∆∆r−1ψr,k(x) = ∆ψ1,k−r+1(x) = ψk−r(x).

Тем самым мы доказали второе из равенств (9). Третье и четвертое равенства из (9) непосредственно

вытекают из (7). Лемма 1 полностью доказана. ¤

Пусть 0 6 r — целое. Обозначим через lρ пространство дискретных функций f = f(x), задан-

ных на сетке Ω = {0, 1, . . .}, в которых скалярное произведение < f, g > определено с помощью

равенства (6). Рассмотрим задачу об ортогональности, нормированности и полноте в lρ системы

{ψr,k(x)}∞k=0, состоящей из функций, определенных равенствами (7) и (8).

Теорема 1. Предположим, что функции ψk(x) (k = 0, 1, . . .) образуют полную в lρ ортонорми-

рованную систему c весом ρ(x). Тогда система {ψr,k(x)}∞k=0, порожденная системой {ψk(x)}∞k=0

посредством равенств (7) и (8), полна в lρ и ортонормирована относительно скалярного произ-

ведения (6).

Доказательство. Из равенства (8) следует, что если r 6 k и 0 6 ν 6 r− 1, то ∆νψr,k(x))x=0 = 0,

поэтому в силу (6) и (9) имеем:

〈ψr,k, ψr,l〉 =
∞
∑

x=0

∆rψr,k(x)∆rψr,l(x)ρ(x) =
∞
∑

x=0

ψk−r(x)ψl−r(x)ρ(x) = δkl, k, l > r, (11)

〈ψr,k, ψr,l〉 =
r−1
∑

ν=0

∆νψr,k(0)∆νψr,l(0) = δkl, k, l < r. (12)

Очевидно также, что

〈ψr,k, ψr,l〉 = 0, если k < r 6 l, или l < r 6 k. (13)

Это означает, что функции ψr,k(t) (k = 0, 1, . . .) образуют в lρ ортонормированную систему относи-

тельно скалярного произведения (6). Чтобы проверить полноту этой системы в lρ предположим, что

для функции f = f(x) ∈ lρ имеют место равенства

〈ψr,k, f〉 = 0, k = 0, 1, . . . .

Тогда, во-первых, в силу того что 0 = 〈ψr,k, f〉 = ∆kf(0) при k = 0, . . . , r − 1, имеем f(j) = 0 для

всех j = 0, . . . , r − 1. Во-вторых, из равенств 〈ψr,k, f〉 = 0, k = r, r + 1, . . . и полноты в lρ исходной

системы ψk(t) (k = 0, 1, . . .) следует, что ∆rf(x) ≡ 0 (x ∈ Ω) и поэтому f совпадает с алгебраическим

полиномом степени не выше r − 1. Из этих двух фактов вытекает, что f(x) ≡ 0 (x ∈ Ω). Теорема 1

доказана. ¤

Систему функций ψr,k(t) (k = 0, 1, . . .) мы будем называть системой, ортонормированной по Собо-

леву относительно скалярного произведения (6).
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Из теоремы 1 следует, что система дискретных функций ψr,k(t) (k = 0, 1, . . .) является ортонорми-

рованным базисом (ОНБ) в пространстве lρ, поэтому для произвольной функции f(x) ∈ lρ мы можем

записать равенство

f(x) =

∞
∑

k=0

〈f, ψr,k〉ψr,k(x), (14)

которое представляет собой ряд Фурье функции f(x) ∈ lρ по системе {ψr,k(t)}∞k=0, ортонормированной

по Соболеву. Поскольку коэффициенты Фурье 〈f, ψr,k〉 имеют вид

fr,k = 〈f, ψr,k〉 =
r−1
∑

ν=0

∆νf(0)∆νψr,k(0) = ∆kf(0), k = 0, . . . , r − 1, (15)

fr,k = 〈f, ψr,k〉 =

∞
∑

j=0

∆rf(j)∆rψr,k(j)ρ(j) =

∞
∑

j=0

∆rf(j)ψk−r(j)ρ(j), k = r, r + 1, . . . , (16)

то равенство (14) можно переписать в следующем смешанном виде

f(x) =
r−1
∑

k=0

∆kf(0)
x[k]

k!
+

∞
∑

k=r

fr,kψr,k(x), x ∈ Ω. (17)

Поэтому ряд Фурье по системе {ψr,k(t)}∞k=0 мы будем, следуя [7–18], называть смешанным рядом по

исходной ортонормированной {ψk(t)}∞k=0. Отметим некоторые важные свойства смешанных рядов (17)

и их частичных сумм вида

Yr,n(f, x) =

r−1
∑

k=0

∆kf(0)
x[k]

k!
+

n
∑

k=r

fr,kψr,k(x). (18)

Из (17) и (18) с учетом равенств (9) мы можем записать (0 6 ν 6 r − 1, x ∈ Ω)

∆νf(x) =

r−ν−1
∑

k=0

∆k+νf(0)
x[k]

k!
+

∞
∑

k=r−ν

fr,k+νψr−ν,k(x), (19)

∆ν
Yr,n(f, x) =

r−ν−1
∑

k=0

∆k+νf(0)
x[k]

k!
+

n−ν
∑

k=r−ν

fr,k+νψr−ν,k(x), (20)

∆ν
Yr,n(f, x) = Yr−ν,n−ν(∆νf, x). (21)

2. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ПОЛИНОМАХ МЕЙКСНЕРА

При конструировании полиномов, ортогональных по Соболеву и порожденных классическими мно-

гочленами Мейкснера, нам понадобится ряд свойств этих многочленов, которые мы приведем в на-

стоящем параграфе. Для произвольного α и 0 < q < 1 положим

ρ(x) = ρ(x;α) = qx Γ(x + α + 1)

Γ(x + 1)
(1 − q)α+1, (22)

Mα
n (x, q) =

q−n

n!ρ(x)
∆n

{

ρ(x)x[n]
}

, (23)

где ∆nf(x) — конечная разность n-го порядка функции f(x) в точке x, т. е. ∆0f(x) = f(x),

∆1f(x) = ∆f(x) = f(x+1)−f(x), ∆nf(x) = ∆∆n−1f(x) (n > 1), a[0] = 1, a[k] = a(a−1) · · · (a−k+1)

при k > 1. Для каждого 0 6 n равенство (23) определяет [22], алгебраический полином степени n,

для которого Mα
n (0, q) =

(

n+α
n

)

.

Полные доказательства приведенных после свойств полиномов Мейкснера Mα
n (x, q) можно найти,

например, в [22, 23]. Прежде всего отметим, что полиномы Mα
n (x, q) допускают следующее явное

представление:

Mα
n (x, q) =

Γ(n + α + 1)

n!

n
∑

k=0

n[k]x[k]

Γ(k + α + 1)k!

(

1 −
1

q

)k

. (24)
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Если α > −1, то полиномы Mα
n (x) = Mα

n (x, q) (n = 0, 1, . . .) образуют ортогональную с весом ρ(x)

(см. (22)) систему на множестве Ω = {0, 1, . . .}:

∑

x∈Ω

Mα
k (x)Mα

n (x)ρ(x) = δn,khα
n(q) 0 < q < 1, α > −1, (25)

где

hα
n(q) =

∞
∑

x=0

ρ(x) {Mα
n (x)}

2
=

(

n + α

n

)

q−nΓ(α + 1). (26)

Нам понадобятся также следующие свойства:

∆Mα
n (x) = Mα

n (x + 1) − Mα
n (x) =

q − 1

q
Mα+1

n−1 (x), (27)

Ma
n(x, q) =

n
∑

k=0

(a − α)k

k!
Mα

k (x, q), (28)

Mα−r
k+r (x, q) =

r
∑

j=0

(−1)j r[j]

j!
Mα

k+r−j(x, q), (29)

M−l
n (x, q) =

(n − l)!

n!

(

1

q
− 1

)l

(−x)lM
l
n−l(x − l, q), l — целое, 1 6 l 6 n, (30)

где (a)0 = 1, (a)l = a(a + 1) . . . (a + l − 1).

Лемма 2. Пусть 0 6 r. Тогда

(x + r)[r]

(k + r)[r]
Mr

k (x, q) =
1

(1 − q)r

r
∑

i=0

(−q)i

(

r

i

)

M0
k+i(x, q).

Доказательство. Полагая в (29) α = r, имеем:

M0
j (x, q) =

r
∑

ν=0

(−1)ν

(

r

ν

)

Mr
j−ν(x, q).

В то же время мы можем записать

(x + r)[r]

(k + r)[r]
Mr

k (x, q) =
k+r
∑

j=0

γjM
0
j (x, q), (31)

где

γj =
1

h0
j (q)

∞
∑

t=0

ρ(t, 0, q)
(t + r)[r]

(k + r)[r]
Mr

k (t, q)M0
j (t, q) = qj(1 − q)

∞
∑

t=0

qt (t + r)[r]

(k + r)[r]
Mr

k (t, q)M0
j (t, q) =

=
qj

(k + r)[r](1 − q)r

∞
∑

t=0

qt Γ(t + r + 1)

Γ(t + 1)
(1 − q)r+1Mr

k (t, q)M0
j (t, q), (32)

в частности, γj = 0 при j < k. Из (31) и (32) имеем:

γj =
qj

(k + r)[r](1 − q)r

∞
∑

t=0

ρ(t, r, q)Mr
k (t, q)

r
∑

ν=0

(−1)ν

(

r

ν

)

Mr
j−ν(x, q) =

=
qj(−1)j−k

(k + r)[r](1 − q)r

(

r

j − k

) ∞
∑

t=0

ρ(t, r, q) [Mr
k (t, q)]

2
=

=
qj(−1)j−k

(k + r)[r](1 − q)r

(

r

j − k

)

hr
k(q) =

(−q)j−k

(k + r)[r](1 − q)r

(

r

j − k

)(

k + r

k

)

Γ(r + 1).
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Отсюда и из (31) находим

(1 − q)q (x + r)[r]

(k + r)[r]
Mr

k (x, q) =

k+r
∑

j=k

(−q)j−k

(

r

j − k

)

M0
j (x, q) =

r
∑

i=0

(−q)i

(

r

i

)

M0
k+i(x, q).

Лемма 2 доказана. ¤

Из (25) следует, что полиномы

mα
n(x) = mα

n(x, q) = (hα
n(q))−1/2Mα

n (x, q) (33)

образуют ортонормированную систему на множестве Ω с весом ρ(x) = ρ(x, α, q), т.е.

∑

x∈Ω

mα
k (x)mα

n(x)ρ(x) = δn,k. 0 < q < 1, α > −1. (34)

3. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ, ПО СОБОЛЕВУ, ПОЛИНОМЫ, ПОРОЖДЕННЫЕ МНОГОЧЛЕНАМИ МЕЙКСНЕРА

Из равенства (34) следует, что если α > −1, то полиномы mα
n(x, q) (n = 0, 1, . . .) образуют

ортонормированную на Ω = {0, 1, . . .} с весом ρ(x) систему. Эта система порождает на Ω систему

полиномов mα
r,k+r(x, q) (k = 0, 1, . . .), определенных равенством

mα
r,k+r(x, q) =

1

(r − 1)!

x−r
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]mα
k (t, q). (35)

Кроме того, определим полиномы

mα
r,k(x, q) =

x[k]

k!
, k = 0, 1, . . . , r − 1. (36)

Покажем, что полином mα
r,k+r(x, q) обращается в нуль, если x ∈ {0, 1, . . . , r − 1}. С этой целью мы

рассмотрим следующий дискретный аналог формулы Тейлора (x ∈ {r, r + 1, . . .}):

F (x) = Qr−1(F, x) +
1

(r − 1)!

x−r
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]∆rF (t), (37)

где

Qr−1(F, x) = F (0) +
∆F (0)

1!
x +

∆2F (0)

2!
x[2] + . . . +

∆r−1F (0)

(r − 1)!
x[r−1]. (38)

Так как для функции F (x) = x[l+r], где целое l > 0, имеем ∆rF (x) = (l + r)[r]x[l] и Qr−1(F, x) ≡ 0 ,

то из (37) следует, что

1

(r − 1)!

x−r
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]t[l] =
1

(l + r)[r](r − 1)!

x−r
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]∆rF (t) =
x[l+r]

(l + r)[r]
. (39)

С другой стороны, функция x[l+r] обращается в нуль в узлах x ∈ {0, 1, . . . , r − 1}, поэтому наше

утверждение вытекает из того, что полином mα
k+r(x, q) в силу (24) и (33) можно представить в виде

линейной комбинации функций вида x[l]. Поэтому из теоремы 1 и свойства (29) непосредственно

выводим следующий результат.

Теорема 2. Если α > −1, то система полиномов mα
r,k(x, q) (k = 0, 1, . . .), порожденная мно-

гочленами Мейкснера mα
n(x, q) (n = 0, 1, . . .) посредством равенств (35) и (36), полна в lρ и

ортонормирована относительно скалярного произведения (6).

4. ДАЛЬНЕЙШИЕ СВОЙСТВА ПОЛИНОМОВ m
α
r,k(x,q)

Перейдем к исследованию дальнейших свойств полиномов mα
r,k(x, q) (k = 0, 1, . . .). Речь, в первую

очередь, идет о том, чтобы получить представление полиномов mα
r,k(x, q), которое не содержит знаков
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суммирования с переменным верхним пределом типа (35). С этой целью применим формулу (37) к

полиному F (x) = Mα−r
k+r (x, q) и запишем

F (x) = Qr−1(F, x) +
1

(r − 1)!

x−r
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]∆rMα−r
k+r (t, q). (40)

Вместо ∆rMα−r
k+r (x, q) подставим его значение, которое согласно формуле (27) равно ( q−1

q )rMα
k (x, q),

тогда из (37) получим:

F (x) − Qr−1(F, x) =

(

q − 1

q

)r
1

(r − 1)!

x−r
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]Mα
k (t, q). (41)

Сопоставляя (35) и (41) с (33), находим

(

q − 1

q

)r

{hα
k (q)}

1/2
mα

r,k+r(x, q) = F (x) − Qr−1(F, x). (42)

Из (42) имеем
(

F (x) = Mα−r
k+r (x, q)

)

mα
r,k+r(x, q) =

(

q

q − 1

)r

{hα
k (q)}

−1/2
[F (x) − Qr−1(F, x)]. (43)

Далее, в силу (27)

∆νMα−r
k+r (x, q) =

(

q − 1

q

)ν

Mα−r+ν
k+r−ν (x, q),

поэтому из (24) находим

∆νMα−r
k+r (0, q) =

(

q − 1

q

)ν
Γ(k + α + 1)

(k + r − ν)!Γ(ν − r + α + 1)
= Ar,k,ν . (44)

Равенства (38) и (44), взятые вместе, дают

F (x) − Qr−1(F, x) = Mα−r
k+r (x, q) −

r−1
∑

ν=0

Ar,k,νx[ν]

ν!
. (45)

Подставив это выражение в (43), находим

mα
r,k+r(x, q) =

(

q

q − 1

)r

{hα
k (q)}

−1/2

[

Mα−r
k+r (x, q) −

r−1
∑

ν=0

Ar,k,νx[ν]

ν!

]

, k = 0, 1, . . . . (46)

Еще одно важное представление для полиномов mα
r,k+r(x, q) можно получить, если мы обратимся

к равенствам (24) и (33) и запишем

mα
k (x, q) =

Γ(k + α + 1)

k! {hα
k (q)}

1/2

k
∑

l=0

k[l]x[l]

Γ(l + α + 1)l!

(

1 −
1

q

)k

. (47)

Подставим это выражение в (35) и воспользуемся равенством (39). Это приводит к следующему

явному виду для полиномов mα
r,k+r(x, q) (k = 0, 1, . . .):

mα
r,k+r(x, q) =

Γ(k + α + 1)

k! {hα
k (q)}

1/2

k
∑

l=0

k[l]x[r+l]

Γ(l + α + 1)l!(r + l)[r]

(

1 −
1

q

)k

. (48)
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5. ПОЛИНОМЫ {m0

r,k(x,q)}∞
k=0

Рассмотрим частный случай, который соответствует выбору α = 0. Заметим, что если α = 0, то

из (44) имеем Ar,k,ν = 0 при всех ν = 0, 1, . . . , r − 1. Поэтому из (46) имеем:

m0
r,k+r(x, q) =

(

q

q − 1

)r
{

h0
k(q)

}−1/2
M−r

k+r(x, q), k = 0, 1, . . . . (49)

Далее, если мы обратимся к равенству (30), то можем записать

M−r
k+r(x, q) =

k!

(k + r)!

(

1 −
1

q

)r

x[r]Mr
k (x − r, q). (50)

Из (49) и (50) находим

m0
r,k+r(x, q) =

k!

(k + r)!

{

h0
k(q)

}−
1
2 x[r]Mr

k (x − r, q), k = 0, 1, . . . . (51)

С учетом (26) и (33) этому равенству можно придать также следующий вид:

m0
r,k+r(x, q) =

(

(k + r)[r]
)−1/2

x[r]mr
k(x − r, q), k = 0, 1, . . . . (52)

Воспользовавшись леммой 2 и равенством (51), мы также можем получить для m0
r,k+r(x, q) представ-

ления в виде линейных комбинаций полиномов Мейкснера m0
k+i(x, q) (i = 0, 1, . . . , r).

Наконец, если 0 6 k 6 r − 1, то в силу определения (36)

m0
r,k(x, q) =

x[k]

k!
. (53)

Из теоремы 1 следует, что система полиномов m0
r,k(x, q) (k = 0, 1, . . .) является ортонормированным

базисом (ОНБ) в пространстве lρ, поэтому для произвольной функции f(x) ∈ lρ мы можем записать

равенство

f(x) =

∞
∑

k=0

〈f,m0
r,k〉m

0
r,k(x, q), (54)

которое представляет собой ряд Фурье функции f(x) ∈ lρ по системе {m0
r,k(x, q)}∞k=0, ортонорми-

рованной по Сободлеву относительно скалярного призведения (6). Поскольку коэффициенты Фурье

〈f,m0
r,k〉 имеют вид

fr,k = 〈f,m0
r,k〉 =

r−1
∑

ν=0

∆νf(0)∆νm0
r,k(0, q) = ∆kf(0), k = 0, . . . , r − 1, (55)

fr,k = 〈f,m0
r,k〉 =

∞
∑

j=0

∆rf(j)m0
k−r(j, q)ρ(j), k = r, r + 1, . . . , (56)

то равенство (54) можно переписать в следующем смешанном виде:

f(x) =

r−1
∑

k=0

∆kf(0)
x[k]

k!
+

∞
∑

k=r

fr,km0
r,k(x, q), x ∈ Ω. (57)

.

6. РАЗНОСТНЫЕ СВОЙСТВА ЧАСТИЧНЫХ СУММ ФУРЬЕ ПО СИСТЕМЕ {mα
r,k(x, q)}∞k=0

Основные разностные свойства сумм Фурье по полиномам mα
r,k(x, q), которые согласно (18) имеют

вид

Y
α

r,n(f, x) =

r−1
∑

k=0

∆kf(0)
x[k]

k!
+

n
∑

k=r

fr,kmα
r,k(x, q), (58)

где

fr,k = 〈f,m0
r,k〉 =

∞
∑

j=0

∆rf(j)m0
k−r(j, q)ρ(j), k = r, r + 1, . . . .
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выражены равенствами (19)–(21). Для системы {mα
r,k(x, q)}∞k=0 они принимают вид (0 6 ν 6 r − 1)

∆νf(x) =

r−ν−1
∑

k=0

∆k+νf(0)
x[k]

k!
+

∞
∑

k=r−ν

fr,k+νmα
r−ν,k(x, q), (59)

∆ν
Y

α
r,n(f, x) =

r−ν−1
∑

k=0

∆k+νf(0)
x[k]

k!
+

n−ν
∑

k=r−ν

fr,k+νmα
r−ν,k(x, q), (60)

∆ν
Y

α
r,n(f, x) = Y

α
r−ν,n−ν(∆νf, x). (61)

Из (19) и (20) мы также можем записать для n > r > ν > 0

∆νf(x) − ∆ν
Y

α
r,n(f, x) =

∞
∑

k=n−ν+1

fr,k+νmα
r−ν,k(x, q). (62)

Равенство (62) дает выражение для погрешности, проистекающей в результате замены конечной раз-

ности ∆νf(x) ее приближенным значением ∆νY α
r,n(f, x). При решении задачи об оценке этой погреш-

ности возникает вопрос об асимптотических свойствах полиномов mα
r−ν,k(x, q). Этот вопрос, в свою

очередь, сводится, как это было показано в пп. 4 и 5 настоящей статьи, к задаче об асимптлотических

свойствах полиномов mα
k (x, q), которые весьма подробно исследованы в [22].
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Sobolev Orthogonal Polynomials Generated by Meixner Polynomials

I. I. Sharapudinov1, Z. D. Gadzhieva2

1Idris I. Sharapudinov, Dagestan Scientific Center RAS, Vladikavkaz Scientific Center RAS, Dagestan State Pedagogical University,

45, M. Gadzhieva st., 367032, Makhachkala, Russia, sharapud@mail.ru
2Zulfiya D. Gadzhieva, Dagestan Scientific Center RAS, Dagestan State Pedagogical University, 45, M.Gadzhieva st., 367032,

Makhachkala, Russia, zulfiya.gadzhieva.1976@mail.ru

The problem of constructing Sobolev orthogonal polynomials mα
r,n(x, q) (n = 0, 1, . . .), generated by classical Meixner’s

polynomials is considered. They can by defined using the following equalities mα
r,k(x, q) = x[k]

k!
, x[k] = x(x−1) · · · (x−k+1),

k = 0, 1, . . . , r − 1, mα
r,k+r(x, q) = 1

(r−1)!

x−r
∑

t=0

(x − 1 − t)[r−1]mα
k (t, q), where mα

k (t, q) denote Meixner’s polynomial

of degree k, orthonormal on Ω = {0, 1, . . .} with weight ρ(x) = qx Γ(x+α+1)
Γ(x+1)

(1 − q)α+1. Polynomials mα
r,n(x, q),

(n = 0, 1, . . .) are orthonormal on Ω = {0, 1, . . .} with respect to the inner product

〈mα
r,n, m

α
r,m〉 =

r−1
∑

k=0

∆k
m

α
r,n(0, q)∆k

m
α
r,m(0, q) +

∞
∑

j=0

∆r
m

α
r,n(j, q)∆r

m
α
r,m(j, q)ρ(j).

For mα
r,n(x, q) we obtain the explicit formula that contains the Мeixner polynomial Mα−r

n (x, q):

m
α
r,k+r(x, q) =

( q

q − 1

)r
{hα

k (q)}−1/2

[

M
α−r
k+r (x, q) −

r−1
∑

ν=0

Ar,k,νx[ν]

ν!

]

, k = 0, 1, . . . ,

whereAr,k,ν =
( q − 1

q

)ν Γ(k + α + 1)

(k + r − ν)!Γ(ν − r + α + 1)
,Mα

n (x, q) =
Γ(n + α + 1)

n!

n
∑

k=0

n[k]x[k]

Γ(k + α + 1)k!

(

1 −
1

q

)k

,

h
α
n(q) =

(

n + α

n

)

q
−nΓ(α + 1).

Key words: orthogonal Sobolev polynomial, Meixner polynomials orthogonal on the grid, approximation of discrete functions, mixed

series in Meixner polinomials orthogonal on a uniform grid.
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