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В данной работе рассматривается класс многочленов типа Капелли в свободной ассоциативной алгебре F{Z}, где

F — произвольное поле, Z — счетное множество. Интерес к этим объектам связан с предположением о том, что вве-

денные многочлены (квазимногочлены Капелли) некоторой нечетной степени будут содержаться в базисе идеала Z2-

градуированных тождеств Z2-градуированной матричной алгебры M
(m,k)(F ), когда char F = 0. В связи с этим в статье

приведены основные свойства квазимногочленов Капелли. В частности, указаны разложения этих многочленов через

многочлены того же вида и установлены некоторые соотношения между их T -идеалами. Кроме того, опираясь на

некоторые полученные свойства квазимногочленов Капелли, а также на теорему Ченга, мы показываем, что все

квазимногочлены Капелли четной степени 2n (n > 1) являются следствием стандартного многочлена S
−

n в случае,

когда характеристика поля F не равна двум. Наконец, мы находим наименьшее n ∈ N , при котором каждый из квазим-

ногочленов Капелли четной степени 2n принадлежит идеалу тождеств матричной алгебры Mm(F ).

Ключевые слова: T -идеал, стандартный многочлен, многочлен Капелли.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть F — произвольное поле, m, k — любые натуральные числа. Описание идеала Z2-градуи-

рованных тождеств Z2-градуированной матричной алгебры M (m,k)(F ) представляет большой интерес

для теории PI-алгебр. Решение этой задачи при m = 2, k = 1, charF = 0 приведено в [1]. В [2]

найдена наименьшая степень тождеств нечетной компоненты M
(m,k)
1 (F ) Z2-градуированной алгеб-

ры M (m,k)(F ) и доказано, что двойной многочлен Капелли C2n−1 является минимальным тождеством

этого подпространства. В [3] выдвинута гипотеза о том, что многочлен C2n−1 есть следствие более

простых тождеств, причем для двух из них указан явный вид и приведены некоторые их свойства.

В данной работе мы продолжаем изучение этих многочленов, вводим новые объекты того же типа

и устанавливаем некоторые соотношения между их T -идеалами, что представляет интерес в связи с

нахождением базиса тождеств подпространства M
(m,k)
1 (F ).

1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА КВАЗИМНОГОЧЛЕНОВ КАПЕЛЛИ

Пусть F — произвольное поле, F{Z} — свободная ассоциативная алгебра над F , порожденная

счетным множеством Z = {zn}n∈N, которое представим в виде Z = X
⋃

Y , где X = {xn}n∈N,

Y = {yn}n∈N — непересекающиеся множества, {d}T — T -идеал алгебры F{Z}, порожденный

c© Антонов С. Ю., Антонова А. В., 2015



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2015. Т. 15, вып. 4

многочленом d. Напомним, что двусторонний идеал I алгебры F{Z} называется T -идеалом, ес-

ли для любого эндоморфизма ϕ алгебры F{Z} справедливо включение ϕ(I) ⊆ I. Далее, пусть

n > 1 — какое-либо натуральное число, In = {1, . . . , n}, Sn — симметрическая группа степени n,

A+
n = {π ∈ Sn | sgn π = 1}, A−

n = {τ ∈ Sn | sgn τ = −1}. Рассмотрим многочлены вида:

f2n−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈Sn−1

sgn π δsgn π sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(n−1)xπ(n) =

=
∑

π∈A+
n

∑

τ∈A+
n−1

xπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(n−1)xπ(n) −
∑

π∈A−

n

∑

τ∈A−

n−1

xπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(n−1)xπ(n),

g2n−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈Sn−1

sgn πδ−sgn π sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . yτ(n−1)xπ(n);

b2n−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈A+
n−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . yτ(n−1)xπ(n),

h2n−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈A−

n−1

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . yτ(n−1)xπ(n),

a2n−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈A+
n

∑

τ∈Sn−1

sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . yτ(n−1)xπ(n),

c2n−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈A−

n

∑

τ∈Sn−1

sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . yτ(n−1)xπ(n),

f2n(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈Sn

sgn π δsgn π sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) · · · yτ(n−1)xπ(n)yτ(n) =

=
∑

π∈A+
n

∑

τ∈A+
n

xπ(1)yτ(1)xπ(2) · · ·xπ(n)yτ(n) −
∑

π∈A−

n

∑

τ∈A−

n

xπ(1)yτ(1)xπ(2) · · ·xπ(n)yτ(n),

g2n(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈Sn

sgn πδ−sgn π sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . xπ(n)yτ(n),

b2n(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈A+
n

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . xπ(n)yτ(n),

h2n(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈A−

n

sgn πxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . xπ(n)yτ(n),

a2n(x̄, ȳ) =
∑

π∈A+
n

∑

τ∈Sn

sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . xπ(n)yτ(n),

c2n(x̄, ȳ) =
∑

π∈A−

n

∑

τ∈Sn

sgn τxπ(1)yτ(1)xπ(2) . . . xπ(n)yτ(n),

которые в дальнейшем будем называть квазимногочленами Капелли нечетной и четной степени соот-

ветственно. Некоторые свойства многочленов f2n−1, g2n−1, f2n, g2n были установлены в работе [3].

Покажем, что аналогичными свойствами обладают и остальные многочлены.

Предложение 1. Для любого s ∈ {0, 1} многочлены b2n−s(x̄, ȳ), h2n−s(x̄, ȳ) обладают следую-

щими свойствами:

1) если отображение ϕ : In → N не инъективно, а отображение ψ : In−s → N произвольно, то

b2n−s(xϕ(1), . . . , xϕ(n), yψ(1), . . . , yψ(n−s)) = 0, h2n−s(xϕ(1), . . . , xϕ(n), yψ(1), . . . , yψ(n−s)) = 0;

2) для любого σ ∈ Sn b2n−s(xσ(1), . . . , xσ(n), y1, . . . , yn−s) = sgnσ b2n−s(x̄, ȳ), h2n−s(xσ(1), . . . , xσ(n),

y1, . . . , yn−s) = sgn σ h2n−s(x̄, ȳ);

3) для любого ρ ∈ A+
n−s b2n−s(x1, . . . , xn, yρ(1), . . . , yρ(n−s)) = b2n−s(x̄, ȳ), h2n−s(x1, . . . , xn,

yρ(1), . . . , yρ(n−s)) = h2n−s(x̄, ȳ);

4) для любого ω ∈ A−
n−s b2n−s(x1, . . . , xn, yω(1), . . . , yω(n−s)) = h2n−s(x̄, ȳ), h2n−s(x1, . . . , xn,

yω(1), . . . , yω(n−s)) = b2n−s(x̄, ȳ).
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Доказательство. Проведем для многочлена h2n−s(x̄, ȳ) при s = 1, так как для остальных случаев

оно аналогично.

1. Для отображений ϕ и ψ имеем:

h2n−1(xϕ(1), . . . , xϕ(n), yψ(1), . . . , yψ(n−1)) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈A−

n−1

sgn πxϕ(π(1))yψ(τ(1)) . . . yψ(τ(n−1))xϕ(π(n)).

Если ϕ неинъективно, то для некоторых различных i, j ∈ In справедливо равенство ϕ(i) = ϕ(j).

Пусть π, τ — произвольные элементы группы Sn и множества A−
n−1 соответственно. Тогда для

некоторых a, b ∈ In π(a) = i, π(b) = j. Рассмотрим подстановку π′ ∈ Sn, для которой

π′(v) =





π(v), если v /∈ {a, b},

j, если v = a,

i, если v = b.

Тогда

sgn πxϕ(π(1))yψ(τ(1)) . . . yψ(τ(n−1))xϕ(π(n)) + sgn π′xϕ(π′(1))yψ(τ(1)) . . . yψ(τ(n−1))xϕ(π′(n)) =

= sgnπxϕ(π(1))yψ(τ(1)) . . . yψ(τ(n−1))xϕ(π(n)) − sgn πxϕ(π′(1))yψ(τ(1)) . . . yψ(τ(n−1))xϕ(π′(n)) = 0.

Отсюда следует, что h2n−1(xϕ(1), . . . , xϕ(n), yψ(1), . . . , yψ(n−1)) = 0.

2. Для произвольного σ ∈ Sn имеем:

h2n−1(xσ(1), . . . , xσ(n), y1, . . . , yn−1) =

=
∑

π∈Sn

∑

τ∈A−

n−1

sgn πxσ(π(1))yτ(1) . . . yτ(n−1)xσ(π(n)) = |полагаем π = σ−1α| =

=
∑

α∈Sn

∑

τ∈A−

n−1

sgn σsgn αxσ(σ−1α(1))yτ(1) . . . yτ(n−1)xσ(σ−1α(n)) = sgn σ h2n−1(x̄, ȳ).

3. Для любого ρ ∈ A+
n−1 имеем:

h2n−1(x1, . . . , xn, yρ(1), . . . , yρ(n−1)) =

=
∑

π∈Sn

∑

τ∈A−

n−1

sgn πxπ(1)yρ(τ(1)) . . . yρ(τ(n−1))xπ(n) = | полагаем τ = ρ−1γ | =

=
∑

π∈Sn

∑

γ∈A−

n−1

sgn πxπ(1)yρ(ρ−1γ(1)) . . . yρ(ρ−1γ(n−1))xπ(n) = h2n−1(x̄, ȳ).

4. Для любого ω ∈ A−
n−1 имеем:

h2n−1(x1, . . . , xn, yω(1), . . . , yω(n−1)) =

=
∑

π∈Sn

∑

τ∈A−

n−1

sgn πxπ(1)yω(τ(1)) . . . yω(τ(n−1))xπ(n) = | полагаем τ = ω−1α | =

=
∑

π∈Sn

∑

α∈A+
n−1

sgn πxπ(1)yω(ω−1α(1)) . . . yω(ω−1α(n−1))xπ(n) = b2n−1(x̄, ȳ). ¤

Следствие 1. Для любого натурального числа n > 1 в алгебре F{Z} справедливы равенства

{b2n−1}
T = {h2n−1}

T , {b2n}
T = {h2n}

T .

Предложение 2. Для любого s ∈ {0, 1} многочлены a2n−s(x̄, ȳ), c2n−s(x̄, ȳ) обладают следую-

щими свойствами:

1) если отображение ψ : In−s → N не инъективно, а отображение ϕ : In → N произвольно, то

a2n−s(xϕ(1), . . . , xϕ(n), yψ(1), . . . , yψ(n−s)) = 0, c2n−s(xϕ(1), . . . , xϕ(n), yψ(1), . . . , yψ(n−s)) = 0;
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2) для любого σ ∈ Sn−s a2n−s(x1, . . . , xn, yσ(1), . . . , yσ(n−s)) = sgnσ a2n−s(x̄, ȳ), c2n−s(x1, . . . , xn,

yσ(1), . . . , yσ(n−s), ) = sgn σ c2n−s(x̄, ȳ);

3) для любого ρ ∈ A+
n a2n−s(xρ(1), . . . , xρ(n), y1, . . . , yn−s) = a2n−s(x̄, ȳ), c2n−s(xρ(1), . . . , xρ(n),

y1, . . . , yn−s) = c2n−s(x̄, ȳ);

4) для любого ω ∈ A−
n a2n−s(xω(1), . . . , xω(n), y1, . . . , yn−s) = c2n−s(x̄, ȳ), c2n−s(xω(1), . . . , xω(n),

y1, . . . , yn−s) = a2n−s(x̄, ȳ).

Доказательство. Аналогично доказательству предложения 1. ¤

Следствие 2. Для любого натурального числа n > 1 в алгебре F{Z} справедливы равенства

{a2n−1}
T = {c2n−1}

T , {a2n}
T = {c2n}

T .

Замечание 1. Из предложений 1 и 2 работы [3] следует, что {f2n−1}
T = {g2n−1}

T ,

{f2n}
T = {g2n}

T .

Совместно с многочленами b2n−1(x̄, ȳ), h2n−1(x̄, ȳ), . . ., c2n(x̄, ȳ) рассмотрим транспонированные

по отношению к ним многочлены

b∗2n−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈A+
n−1

sgn πxπ(n)yτ(n−1)xπ(n−1) . . . yτ(1)xπ(1),

h∗
2n−1(x̄, ȳ) =

∑

π∈Sn

∑

τ∈A−

n−1

sgn πxπ(n)yτ(n−1)xπ(n−1) . . . yτ(1)xπ(1),

a∗
2n−1(x̄, ȳ) =

∑

π∈A+
n

∑

τ∈Sn−1

sgn τxπ(n)yτ(n−1)xπ(n−1) . . . yτ(1)xπ(1),

c∗2n−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈A−

n

∑

τ∈Sn−1

sgn τxπ(n)yτ(n−1)xπ(n−1) . . . yτ(1)xπ(1),

b∗2n(x̄, ȳ) =
∑

τ∈A+
n

∑

π∈Sn

sgn πyτ(n)xπ(n) . . . yτ(1)xπ(1);

h∗
2n(x̄, ȳ) =

∑

τ∈A−

n

∑

π∈Sn

sgn πyτ(n)xπ(n) . . . yτ(1)xπ(1),

a∗
2n(x̄, ȳ) =

∑

τ∈Sn

∑

π∈A+
n

sgn τyτ(n)xπ(n) . . . yτ(1)xπ(1),

c∗2n(x̄, ȳ) =
∑

τ∈Sn

∑

π∈A−

n

sgn τyτ(n)xπ(n) . . . yτ(1)xπ(1).

Утверждение 1. Справедливы равенства

1) если (n − 1)(n − 2)/2 =

{
2k, где k ∈ N, то b∗2n−1(x̄, ȳ) = (−1)n−1b2n−1(x̄, ȳ),

2k − 1, где k ∈ N, то b∗2n−1(x̄, ȳ) = (−1)nh2n−1(x̄, ȳ);

2) если (n − 1)(n − 2)/2 =

{
2k, где k ∈ N, то h∗

2n−1(x̄, ȳ) = (−1)n−1h2n−1(x̄, ȳ),

2k − 1, где k ∈ N, то h∗
2n−1(x̄, ȳ) = (−1)nb2n−1(x̄, ȳ);

3) если n(n − 1)/2 =

{
2k, где k ∈ N, то a∗

2n−1(x̄, ȳ) = (−1)n−1a2n−1(x̄, ȳ),

2k − 1, где k ∈ N, то a∗
2n−1(x̄, ȳ) = (−1)nc2n−1(x̄, ȳ);

4) если n(n − 1)/2 =

{
2k, где k ∈ N, то c∗2n−1(x̄, ȳ) = (−1)n−1c2n−1(x̄, ȳ);

2k − 1, где k ∈ N, то c∗2n−1(x̄, ȳ) = (−1)na2n−1(x̄, ȳ).

Доказательство. Проведем для первых равенств, поскольку для остальных оно аналогично. Итак,

b∗2n−1(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn

∑

τ∈A+
n−1

sgn πxπ(n)yτ(n−1)xπ(n−1) . . . yτ(1)xπ(1).
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Полагаем π = σα, τ = ρβ, где α =

(
1 2 . . . n

n n − 1 . . . 1

)
, β =

(
1 2 . . . n − 1

n − 1 n − 2 . . . 1

)
, и заметим,

что sgn α = (−1)(n−1)+(n−2)+...+1 = (−1)n(n−1)/2, sgn β = (−1)(n−2)+(n−3)+...+1 = (−1)(n−1)(n−2)/2 =

= (−1)n(n−1)/2 · (−1)−2(n−1)/2 = (−1)n−1sgn α. Отсюда следует, что если

(n − 1)(n − 2)/2 =

{
2k, где k ∈ N, то β ∈ A+

n−1, и тогда ρ ∈ A+
n−1;

2k − 1, где k ∈ N, то β ∈ A−
n−1, и тогда ρ ∈ A−

n−1;

и потому

b∗2n−1(x̄, ȳ) =





sgn α
∑

σ∈Sn

∑

ρ∈A+
n−1

sgn σxσ(1)yρ(1) . . . yρ(n−1)xσ(n) = (−1)n−1b2n−1(x̄, ȳ),

sgn α
∑

σ∈Sn

∑

ρ∈A−

n−1

sgn σxσ(1)yρ(1) . . . yρ(n−1)xσ(n) = (−1)nh2n−1(x̄, ȳ).
¤

Утверждение 2. Справедливы равенства

1) если n(n − 1)/2 = 2k, где k ∈ N, то b∗2n(x̄, ȳ) = a2n(ȳ, x̄), h∗
2n(x̄, ȳ) = c2n(ȳ, x̄),

a∗
2n(x̄, ȳ) = b2n(ȳ, x̄), c∗2n(x̄, ȳ) = h2n(ȳ, x̄);

2) если n(n − 1)/2 = 2k − 1, где k ∈ N, то b∗2n(x̄, ȳ) = −c2n(ȳ, x̄), h∗
2n(x̄, ȳ) = −a2n(ȳ, x̄),

a∗
2n(x̄, ȳ) = −h2n(ȳ, x̄), c∗2n(x̄, ȳ) = −b2n(ȳ, x̄).

Доказательство. Аналогично доказательству утверждения 1. ¤

Предложение 3. Справедливы равенства

1) b2n−1(x̄, ȳ) =

n∑

i=1

(−1)i−1xia2(n−1)(ȳ, x̄̂i) =

n∑

i=1

(−1)n−ib2(n−1)(x̄î, ȳ)xi;

2) h2n−1(x̄, ȳ) =

n∑

i=1

(−1)i−1xic2(n−1)(ȳ, x̄̂i) =

n∑

i=1

(−1)n−ih2(n−1)(x̄î, ȳ)xi;

3) если n = 2k, то

a2n−1(x̄, ȳ) =

k∑

i=1

x2i−1b2(n−1)(ȳ, x̄
2̂i−1

) + x2ih2(n−1)(ȳ, x̄2̂i) =

=

k∑

i=1

c2(n−1)(x̄2̂i−1
, ȳ)x2i−1 + a2(n−1)(x̄2̂i, ȳ)x2i;

4) если n = 2k + 1, то

a2n−1(x̄, ȳ) =

k+1∑

i=1

x2i−1b2(n−1)(ȳ, x̄
2̂i−1

) +

k∑

i=1

x2ih2(n−1)(ȳ, x̄2̂i) =

=

k+1∑

i=1

a2(n−1)(x̄2̂i−1
, ȳ)x2i−1 +

k∑

i=1

c2(n−1)(x̄2̂i, ȳ)x2i;

5) если n = 2k, то

c2n−1(x̄, ȳ) =
k∑

i=1

x2i−1h2(n−1)(ȳ, x̄
2̂i−1

) + x2ib2(n−1)(ȳ, x̄2̂i) =

=
k∑

i=1

a2(n−1)(x̄2̂i−1
, ȳ)x2i−1 + c2(n−1)(x̄2̂i, ȳ)x2i;

6) если n = 2k + 1, то

c2n−1(x̄, ȳ) =

k+1∑

i=1

x2i−1h2(n−1)(ȳ, x̄
2̂i−1

) +

k∑

i=1

x2ib2(n−1)(ȳ, x̄2̂i) =
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=

k+1∑

i=1

c2(n−1)(x̄2̂i−1
, ȳ)x2i−1 +

k∑

i=1

a2(n−1)(x̄2̂i, ȳ)x2i.

Доказательство. Проведем для первых равенств, поскольку для остальных оно аналогично. Итак,

b2n−1(x̄, ȳ) =
n∑

i=1

xiti(y1, . . . , yn−1, x1, . . . , x̂i, . . . , xn), причем для любого i ∈ In

xiti(y1, . . . , yn−1, x1, . . . , x̂i, . . . , xn) =
∑

π∈S′

n(i)

∑

τ∈A+
n−1

sgn πxπ(1)yτ(1) . . . yτ(n−1)xπ(n),

где S′
n(i) = {π ∈ Sn |π(1) = i}.

Нетрудно видеть, что всякую подстановку π ∈ S′
n(i) можно представить в виде π = σµi, где

µi =

(
1 2 . . . i − 1 i i + 1 . . . n

i 1 . . . i − 2 i − 1 i + 1 . . . n

)
, σ(i) = i. Заметим также, что sgnµi = (−1)i−1. Поло-

жим Sn(i) = {σ ∈ Sn |σ(i) = i}. Тогда

b2n−1(x̄, ȳ) =

n∑

i=1

∑

σ∈Sn(i)

∑

τ∈A+
n−1

sgn (σµi)xσµi(1)yτ(1) . . . yτ(n−1)xσµi(n) =

=

n∑

i=1

(−1)i−1xi

∑

σ∈Sn(i)

∑

τ∈A+
n−1

sgn σyτ(1)xσ(1) . . . yτ(i)xσ(i+1) . . . yτ(n−1)xσ(n) =

=

n∑

i=1

(−1)i−1xi

∑

τ∈A+
n−1

∑

σ∈Sn(i)

sgn σyτ(1)xσ(1) . . . yτ(i)xσ(i+1) . . . yτ(n−1)xσ(n) =

=

n∑

i=1

(−1)i−1xia2(n−1)(ȳ, x̄̂i).

Докажем вторую часть первого равенства. Для этого заметим, что b2n−1(x̄, ȳ) =
n∑

i=1

vi(x1, . . . ,

x̂i, . . . , xn, y1, . . . , yn−1)xi, причем для любого i ∈ In

vi(x1, . . . , x̂i, . . . , xn, y1, . . . , yn−1)xi =
∑

π∈S̃n(i)

∑

τ∈A+
n−1

sgn πxπ(1)yτ(1) . . . yτ(n−1)xπ(n),

где S̃n(i) = {π ∈ Sn |π(n) = i}.

Нетрудно видеть, что всякую подстановку π ∈ S̃n(i) можно представить в виде π = σρi, где

ρi =

(
1 2 . . . i − 1 i . . . n − 1 n

1 2 . . . i − 1 i + 1 . . . n i

)
, σ(i) = i. Заметим также, что sgn ρi = (−1)n−i. Поло-

жим Sn(i) = {σ ∈ Sn |σ(i) = i}. Тогда

b2n−1(x̄, ȳ) =

n∑

i=1

∑

σ∈Sn(i)

∑

τ∈A+
n−1

sgn (σρi)xσρi(1)yτ(1) . . . yτ(n−1)xσρi(n) =

=
n∑

i=1

(−1)n−i
∑

σ∈Sn(i)

∑

τ∈A+
n−1

sgn σxσ(1)yτ(1) . . . xσ(i−1)yτ(i−1)xσ(i+1)yτ(i) . . . xσ(n)yτ(n−1)xi =

=
n∑

i=1

(−1)n−ib2(n−1)(x̄î, ȳ)xi. ¤

Предложение 4. Справедливы равенства

1) b2n(x̄, ȳ) =
n∑

i=1

(−1)i−1xia2n−1(ȳ, x̄̂i);

2) если n = 2k, то

b2n(x̄, ȳ) =

k∑

i=1

h2n−1(x̄, ȳ
2̂i−1

)y2i−1 + b2n−1(x̄, ȳ2̂i)y2i;
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3) если n = 2k + 1, то

b2n(x̄, ȳ) =
k+1∑

i=1

b2n−1(x̄, ȳ
2̂i−1

)y2i−1 +
k∑

i=1

h2n−1(x̄, ȳ2̂i)y2i;

4) h2n(x̄, ȳ) =
n∑

i=1

(−1)i−1xic2n−1(ȳ, x̄̂i);

5) если n = 2k, то

h2n(x̄, ȳ) =

k∑

i=1

b2n−1(x̄, ȳ
2̂i−1

)y2i−1 + h2n−1(x̄, ȳ2̂i)y2i;

6) если n = 2k + 1, то

h2n(x̄, ȳ) =

k+1∑

i=1

h2n−1(x̄, ȳ
2̂i−1

)y2i−1 +

k∑

i=1

b2n−1(x̄, ȳ2̂i)y2i;

7) если n = 2k, то

a2n(x̄, ȳ) =

k∑

i=1

x2i−1b2n−1(ȳ, x̄
2̂i−1

) + x2ih2n−1(ȳ, x̄2̂i) =

n∑

i=1

(−1)ia2n−1(x̄, ȳ̂i)yi;

8) если n = 2k + 1, то

a2n(x̄, ȳ) =

k+1∑

i=1

x2i−1b2n−1(ȳ, x̄
2̂i−1

) +

k∑

i=1

x2ih2n−1(x̄, ȳ2̂i) =

n∑

i=1

(−1)i−1a2n−1(x̄, ȳ̂i)yi;

9) если n = 2k, то

c2n(x̄, ȳ) =
k∑

i=1

x2i−1h2n−1(ȳ, x̄
2̂i−1

) + x2ib2n−1(ȳ, x̄2̂i) =
n∑

i=1

(−1)ic2n−1(x̄, ȳ̂i)yi;

10) если n = 2k + 1, то

c2n(x̄, ȳ) =

k+1∑

i=1

x2i−1h2n−1(ȳ, x̄
2̂i−1

) +

k∑

i=1

x2ib2n−1(ȳ, x̄2̂i) =

n∑

i=1

(−1)i−1c2n−1(x̄, ȳ̂i)yi.

Доказательство. Аналогично доказательству предложения 3. ¤

Утверждение 3. Для любого натурального числа n > 2 в алгебре F{Z} справедливы включения

1) {b2n−1}
T ⊇ {b2n}

T ⊇ {b2(n+1)−1}
T ⊇ {b2(n+1)}

T ⊇ . . .;

2) {h2n−1}
T ⊇ {h2n}

T ⊇ {h2(n+1)−1}
T ⊇ {h2(n+1)}

T ⊇ . . .;

3) {a2n−1}
T ⊇ {a2n}

T ⊇ {a2(n+1)−1}
T ⊇ {a2(n+1)}

T ⊇ . . .;

4) {c2n−1}
T ⊇ {c2n}

T ⊇ {c2(n+1)−1}
T ⊇ {c2(n+1)}

T ⊇ . . .;

5) {f2n−1}
T ⊇ {f2n}

T ⊇ {f2(n+1)−1}
T ⊇ {f2(n+1)}

T ⊇ . . .;

6) {g2n−1}
T ⊇ {g2n}

T ⊇ {g2(n+1)−1}
T ⊇ {g2(n+1)}

T ⊇ . . . .

Доказательство. Включения 1), 2) вытекают из следствия 1, предложений 3 и 4; включения 3),

4) — из следствия 2, предложений 3 и 4; включения 5), 6) следуют из замечания 1, предложений 3

и 4 работы [3]. ¤
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2. РАЗЛОЖЕНИЕ КВАЗИМНОГОЧЛЕНОВ КАПЕЛЛИ

В этом пункте мы продолжим изучение свойств квазимногочленов Капелли. Ввиду однообразности

рассуждений мы ограничимся рассмотрением лишь многочленов f2n−1 и f2n. Пусть q, n — любые на-

туральные числа, для которых 1 6 q 6 n−1, j = {j1, . . . , jq} — произвольное подмножество множества

In = {1, . . . , n}, i = In\j = {i1, . . . , in−q}, l = {l1, . . . , lq−1}(q > 1), p = {p1, . . . , pq}(q < n−1) — какие-

либо подмножества множества In−1, a = In−1 \ l = {a1, . . . , an−q}, b = In−1 \ p = {b1, . . . , bn−1−q},

r = n − q. При этом будем считать, что j1 < . . . < jq, i1 < . . . < ir, l1 < . . . < lq−1, p1 < . . . < pq,

a1 < . . . < ar, b1 < . . . < br−1.

Кроме того, положим Jq = {j ⊂ In |Card j = q}, Lq−1 = {l ⊂ In−1 |Card l = q − 1},

Pq = {p ⊂ In−1 |Card p = q}, A+
n = {π ∈ Sn | sgn π = 1}, A−

n = {π ∈ Sn | sgn π = −1}. Каждо-

му элементу j ∈ Jq, l ∈ Lq−1, p ∈ Pq поставим в соответствие подстановку αj ∈ Sn, γl ∈ Sn−1,

εp ∈ Sn−1, где αj =

(
1 . . . q q + 1 . . . q + r

j1 . . . jq i1 . . . ir

)
, γl =

(
1 . . . q − 1 q . . . q + r − 1

l1 . . . lq−1 a1 . . . ar

)
,

εp =

(
1 . . . q q + 1 . . . q + r − 1

p1 . . . pq b1 . . . br−1

)
, и обозначим через J+

q = {j ∈ Jq | sgn αj = 1},

J−
q = {j ∈ Jq | sgn αj = −1}, L+

q−1 = {l ∈ Lq−1 | sgn γl = 1}, L−
q−1 = {l ∈ Lq−1 | sgn γl = −1},

P+
q = {p ∈ Pq | sgn εp = 1}, P−

q = {p ∈ Pq | sgn εp = −1}.

Предложение 5. Справедливы равенства

1) при 1 <q <n − 1 f2n−1(x̄, ȳ) = R++(x̄, ȳ) + R−−(x̄, ȳ) + R+−(x̄, ȳ) + R−+(x̄, ȳ), где

R++(x̄, ȳ) =
∑

j∈J+
q

∑

l∈L+
q−1

f2q−1(x̄î, ȳâ)f2r(ȳl̂, x̄ĵ) − g2q−1(x̄î, ȳâ)g2r(ȳl̂, x̄ĵ),

R−−(x̄, ȳ) =
∑

j∈J−

q

∑

l∈L−

q−1

f2q−1(x̄î, ȳâ)f2r(ȳl̂, x̄ĵ) − g2q−1(x̄î, ȳâ)g2r(ȳl̂, x̄ĵ),

R+−(x̄, ȳ) =
∑

j∈J+
q

∑

l∈L−

q−1

g2q−1(x̄î, ȳâ)f2r(ȳl̂, x̄ĵ) − f2q−1(x̄î, ȳâ)g2r(ȳl̂, x̄ĵ),

R−+(x̄, ȳ) =
∑

j∈J−

q

∑

l∈L+
q−1

g2q−1(x̄î, ȳâ)f2r(ȳl̂, x̄ĵ) − f2q−1(x̄î, ȳâ)g2r(ȳl̂, x̄ĵ)

(запись z̄ĉ означает, что из множества переменных {z1, . . . , zk} удалены переменные с индексами

из множества c);

2) при 1 < q < n − 1 f2n−1(x̄, ȳ) = Q++(x̄, ȳ) + Q−−(x̄, ȳ) + Q+−(x̄, ȳ) + Q−+(x̄, ȳ), где

Q++(x̄, ȳ) =
∑

j∈J+
q

∑

p∈P+
q

f2q(x̄î, ȳb̂)f2r−1(x̄ĵ , ȳp̂) − g2q(x̄î, ȳb̂)g2r−1(x̄ĵ , ȳp̂),

Q−−(x̄, ȳ) =
∑

j∈J−

q

∑

p∈P−

q

f2q(x̄î, ȳb̂)f2r−1(x̄ĵ , ȳp̂) − g2q(x̄î, ȳb̂)g2r−1(x̄ĵ , ȳp̂),

Q+−(x̄, ȳ) =
∑

j∈J+
q

∑

p∈P−

q

g2q(x̄î, ȳb̂)f2r−1(x̄ĵ , ȳp̂) − f2q(x̄î, ȳb̂)g2r−1(x̄ĵ , ȳp̂),

Q−+(x̄, ȳ) =
∑

j∈J−

q

∑

p∈P+
q

g2q(x̄î, ȳb̂)f2r−1(x̄ĵ , ȳp̂) − f2q(x̄î, ȳb̂)g2r−1(x̄ĵ , ȳp̂).

Доказательство. Проведем для первого равенства, поскольку для второго оно аналогично. В связи

с этим заметим, что

f2n−1(x̄, ȳ) =
∑

j∈Jq

∑

l∈Lq−1

tjl(x̄, ȳ),

где

tjl(x̄, ȳ) =
∑

π∈Sn(j)

∑

τ∈Sn−1(l)

sgn π · δsgn πsgn τ (xπ(1)yτ(1) . . . xπ(q)) · (yτ(q)xπ(q+1) . . . yτ(n−1)xπ(n)),
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Sn(j) = {π ∈ Sn |π(Iq) = j, π({q + 1, . . . , n}) = i},

Sn−1(l) = {τ ∈ Sn−1 | τ(Iq−1) = l, τ({q, . . . , n − 1}) = a}.

Нетрудно видеть, что для любых π ∈ Sn(j), τ ∈ Sn−1(l) верны равенства

π = σπµπαj , τ = ρτωτγl,

где

αj =

(
1 . . . q q + 1 . . . q + r

j1 . . . jq i1 . . . ir

)
, µπ =

(
j1 . . . jq i1 . . . ir

j1 . . . jq π(i1) . . . π(ir)

)
,

σπ =

(
j1 . . . jq i1 . . . ir

π(j1) . . . π(jq) i1 . . . ir

)
, γl =

(
1 . . . q − 1 q . . . q + r − 1

l1 . . . lq−1 a1 . . . ar

)
,

ωτ =

(
l1 . . . lq−1 a1 . . . ar

l1 . . . lq−1 τ(a1) . . . τ(ar)

)
, ρτ =

(
l1 . . . lq−1 a1 . . . ar

τ(l1) . . . τ(lq−1) a1 . . . ar

)
.

Положим Bn(i) = {µ ∈ Sn |µ|j = id}, Cn(j) = {σ ∈ Sn |σ|i = id}, Dn−1(a) = {ω ∈ Sn−1 |ω|l = id},

Tn−1(l) = {ρ ∈ Sn−1 | ρ|a = id}. Очевидно, что Bn(i) ∼= Sr, Cn(j) ∼= Sq, Dn−1(a) ∼= Sr, Tn−1(l) ∼= Sq−1.

Тогда

tjl(x̄, ȳ) =
∑

σ∈Cn(j)

∑

µ∈Bn(i)

∑

ρ∈Tn−1(l)

∑

ω∈Dn−1(a)

sgn (σµαj)δsgn(σµαj)sgn (ρωγl)×

×(xσµαj(1)yρωγl(1) . . . xσµαj(q)) · (yρωγl(q)xσµαj(q+1) . . . yρωγl(n−1)xσµαj(n)) =

= sgn αj

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈Sr

∑

µ∈Sr

sgn σsgn µ δsgnαjsgn (σµ)sgn γlsgn (ρω)(xjσ(1)
ylρ(1)

. . . xjσ(q)
)×

×(yaω(1)
xjµ(1)

· · · yaω(r)
xiµ(r)

).

Следовательно,

f2n−1(x̄, ȳ) =
∑

j∈Jq

∑

l∈Lq−1

tjl(x̄, ȳ) =

=
∑

j∈J+
q

∑

l∈L+
q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈Sr

∑

µ∈Sr

sgn σsgn µ δsgn(σµ)sgn (ρω)(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · )−

−
∑

j∈J−

q

∑

l∈L−

q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈Sr

∑

µ∈Sr

sgn σsgn µ δsgn(σµ)sgn (ρω)(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · )+

+
∑

j∈J+
q

∑

l∈L−

q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈Sr

∑

µ∈Sr

sgn σsgn µ δsgn(σµ)−sgn (ρω)(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · )−

−
∑

j∈J−

q

∑

l∈L+
q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈Sr

∑

µ∈Sr

sgn σsgn µ δ−sgn(σµ)sgn (ρω)(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · ).

Для первого слагаемого F1(x̄, ȳ) в последнем равенстве имеем:

F1(x̄, ȳ) =
∑

j∈J+
q

∑

l∈L+
q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈Sr

∑

µ∈A+
r

sgn σ δsgnσsgn (ρω)(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · )+

+
∑

j∈J+
q

∑

l∈L+
q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈Sr

∑

µ∈A−

r

sgn σsgn µ δ−sgnσsgn (ρω)(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · ) =

=
∑

j∈J+
q

∑

l∈L+
q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈A+
r

∑

µ∈A+
r

sgn σ δsgnσsgn ρ(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · )+

+
∑

j∈J+
q

∑

l∈L+
q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈A−

r

∑

µ∈A+
r

sgn σ δsgnσ −sgnρ(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · )−
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−
∑

j∈J+
q

∑

l∈L+
q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈A+
r

∑

µ∈A−

r

sgn σ δ−sgnσsgn ρ(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · )−

−
∑

j∈J+
q

∑

l∈L+
q−1

∑

σ∈Sq

∑

ρ∈Sq−1

∑

ω∈A−

r

∑

µ∈A−

r

sgn σ δ−sgnσ −sgnρ(xjσ(1)
· · · )(yaω(1)

· · · ) =

=
∑

j∈J+
q

∑

l∈L+
q−1

f2q−1(x̄î, ȳâ)f2r(ȳl̂, x̄ĵ) − g2q−1(x̄î, ȳâ)g2r(ȳl̂, x̄ĵ) = R++(x̄, ȳ).

Аналогичным образом приходим к равенствам F2(x̄, ȳ) = R−−(x̄, ȳ), F3(x̄, ȳ) = R+−(x̄, ȳ),

F4(x̄, ȳ) = R−+(x̄, ȳ). ¤

Пусть l′ = {l′1, . . . , l
′
q−1}(q > 1), p′ = {p′1, . . . , p

′
q}(q < n) — какие-либо подмножества множе-

ства In, a′ = In \ l′ = {a′
1, . . . , a

′
n+1−q}, b′ = In \ p′ = {b′1, . . . , b

′
n−q}, r = n − q. При этом будем

считать, что l′1 < . . . < l′q−1, p′1 < . . . < p′q, a′
1 < . . . < a′

r+1, b′1 < . . . < b′r. Кроме того, положим

L′
q−1 = {l′ ⊂ In |Card l′ = q − 1}, P ′

q = {p′ ⊂ In |Card p′ = q}. Каждому элементу l′ ∈ L′
q−1, p′ ∈ P ′

q

поставим в соответствие подстановку ωl′ ∈ Sn, εp′ ∈ Sn, где ωl′ =

(
1 . . . q − 1 q . . . q + r

l′1 . . . l′q−1 a′
1 . . . a′

r+1

)
,

εp′ =

(
1 . . . q q + 1 . . . q + r

p′1 . . . p′q b′1 . . . b′r

)
, и обозначим через L′+

q−1 = {l′ ∈ L′
q−1 | sgn ωl′ = 1},

L′−
q−1 = {l′ ∈ L′

q−1 | sgn ωl′ = −1}, P ′+
q = {p′ ∈ P ′

q | sgn εp′ = 1}, P ′−
q = {p′ ∈ P ′

q | sgn εp′ = −1}.

Предложение 6. Справедливы равенства

1) при 1 < q 6 n − 1

f2n(x̄, ȳ) = R′
++(x̄, ȳ) + R′

−−(x̄, ȳ) + R′
+−(x̄, ȳ) + R′

−+(x̄, ȳ),

где

R′
++(x̄, ȳ) =

∑

j∈J+
q

∑

l′∈L′+
q−1

f2q−1(x̄î, ȳâ′)f2(r+1)−1(ȳl̂′ , x̄ĵ) − g2q−1(x̄î, ȳâ′)g2(r+1)−1(ȳl̂′ , x̄ĵ),

R′
−−(x̄, ȳ) =

∑

j∈J−

q

∑

l′∈L′−

q−1

f2q−1(x̄î, ȳâ′)f2(r+1)−1(ȳl̂′ , x̄ĵ) − g2q−1(x̄î, ȳâ′)g2(r+1)−1(ȳl̂′ , x̄ĵ),

R′
+−(x̄, ȳ) =

∑

j∈J+
q

∑

l′∈L′−

q−1

g2q−1(x̄î, ȳâ′)f2(r+1)−1(ȳl̂′ , x̄ĵ) − f2q−1(x̄î, ȳâ′)g2(r+1)−1(ȳl̂′ , x̄ĵ),

R′
−+(x̄, ȳ) =

∑

j∈J−

q

∑

l′∈L′+
q−1

g2q−1(x̄î, ȳâ′)f2(r+1)−1(ȳl̂′ , x̄ĵ) − f2q−1(x̄î, ȳâ′)g2(r+1)−1(ȳl̂′ , x̄ĵ);

2) при 1 < q < n − 1

f2n(x̄, ȳ) = Q′
++(x̄, ȳ) + Q′

−−(x̄, ȳ) + Q′
+−(x̄, ȳ) + Q′

−+(x̄, ȳ),

где

Q′
++(x̄, ȳ) =

∑

j∈J+
q

∑

p′∈P ′+
q

f2q(x̄î, ȳb̂′)f2r(x̄ĵ , ȳp̂′) − g2q(x̄î, ȳb̂′)g2r(x̄ĵ , ȳp̂′),

Q′
−−(x̄, ȳ) =

∑

j∈J−

q

∑

p′∈P ′−

q

f2q(x̄î, ȳb̂′)f2r(x̄ĵ , ȳp̂′) − g2q(x̄î, ȳb̂′)g2r(x̄ĵ , ȳp̂′),

Q′
+−(x̄, ȳ) =

∑

j∈J+
q

∑

p′∈P ′−

q

g2q(x̄î, ȳb̂′)f2r(x̄ĵ , ȳp̂′) − f2q(x̄î, ȳb̂′)g2r(x̄ĵ , ȳp̂′),

Q′
−+(x̄, ȳ) =

∑

j∈J−

q

∑

p′∈P ′+
q

g2q(x̄î, ȳb̂′)f2r(x̄ĵ , ȳp̂′) − f2q(x̄î, ȳb̂′)g2r(x̄ĵ , ȳp̂′).

Доказательство. Аналогично доказательству предложения 5. ¤
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3. НЕКОТОРЫЕ СЛЕДСТВИЯ СТАНДАРТНОГО МНОГОЧЛЕНА

Пусть A — произвольная ассоциативная алгебра над F .

Определение. Многочлен d ∈ F{Z} называется полиномиальным тождеством алгебры A, если

для любого гомоморфизма ϕ ∈ HomF (F{Z}, A) справедливо равенство ϕ(d) = 0.

Нетрудно видеть, что множество всех полиномиальных тождеств алгебры A является T -идеалом

алгебры F{Z}. Этот идеал называется идеалом тождеств алгебры A и обозначается символом T [A].

Заметим, что всякая конечномерная алгебра A обладает хотя бы одним полиномиальным тожде-

ством, например, им является стандартный многочлен S−
n (z1, . . . , zn) =

∑

π∈Sn

sgn π zπ(1) · · · zπ(n) при

n > dimA. Но тогда, как показывает приводимое ниже предложение, начиная с некоторой степени

тождествами алгебры A будут и квазимногочлены Капелли.

Предложение 7. Для любого натурального числа n > 1 в алгебре F{Z} справедливы включения

1) {S−
n }T ⊇ {f2n}

T , {S−
n }T ⊇ {g2n}

T ;

2) если charF 6= 2, то {S−
n }T ⊇ {b2n}

T , {S−
n }T ⊇ {h2n}

T , {S−
n }T ⊇ {a2n}

T , {S−
n }T ⊇ {c2n}

T .

Доказательство. Пусть σ — произвольный элемент группы A+
n . Определим эндоморфизм ϕσ

алгебры F{Z}, положив ϕσ(z) =

{
xiyσ(i), если z = xi, i = 1, n;

z, если z /∈ {x1, . . . , xn}.
Тогда

∑

σ∈A+
n

ϕσ(S−
n (x̄)) =

∑

σ∈A+
n




∑

π∈A+
n

xπ(1)yσπ(1) · · ·xπ(n)yσπ(n) −
∑

ω∈A−

n

xω(1)yσω(1) · · ·xω(n)yσω(n)


 .

Полагаем σ = ρσππ−1 в первой сумме и σ = µσωω−1 во второй, получаем:

∑

σ∈A+
n

ϕσ(S−
n (x̄)) =

∑

π∈A+
n

∑

ρ∈A+
n

xπ(1)yρ(1) · · ·xπ(n)yρ(n) −
∑

ω∈A−

n

∑

µ∈A−

n

xω(1)yµ(1) · · ·xω(n)yµ(n) = f2n.

Следовательно, {S−
n }T ⊇ {f2n}

T , отсюда и из замечания 1 получаем, что {S−
n }T ⊇ {g2n}

T .

Пусть char F 6= 2. Легко проверить, что 2b2n = f2n + g2n + C2n, 2a2n = f2n − g2n + C2n,

где C2n =
∑

π∈Sn

∑

τ∈Sn

sgn(πτ)xπ(1)yτ(1) · · ·xπ(n)yτ(n), причем по теореме 1 из [4] (см. также [5])

{C2n}
T ⊆ {S−

n }T . Отсюда, а также из доказанных включений и следствий 1, 2 получаем, что

{b2n}
T ⊆ {S−

n }T , {a2n}
T ⊆ {S−

n }T , {h2n}
T ⊆ {S−

n }T , {c2n}
T ⊆ {S−

n }T . ¤

Пусть A = Mm(F ) — матричная алгебра над F . Тогда в силу теоремы Амицура –Левицкого [6]

наименьшее n, при котором S−
n ∈ T [Mm(F )], равно 2m.

Предложение 8. Наименьшее n ∈ N, при котором каждый из квазимногочленов Капелли

b2n, h2n, a2n, c2n, f2n, g2n ∈ T [Mm(F )], равно 2m.

Доказательство. Проведем для многочлена b2n, поскольку для остальных оно аналогично. Пусть

charF 6= 2 и d(m,F ) означает наименьшее n ∈ N, при котором b2n ∈ T [Mm(F )]. Тогда из предложе-

ния 7 следует, что d(m,F ) 6 2m, а из теоремы 4 работы [2] следует, что d(m,F ) > 2m − 1. Отсюда

d(m,F ) = 2m. Так как коэффициенты многочлена b2n равны ±1, то ограничение char F 6= 2 для

матричной алгебры Mm(F ) становится несущественным и потому его можно снять. ¤
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This paper deals with the class of Capelli polynomials in free associative algebra F{Z} where F is an arbitrary field and Z

is a countable set. The interest to these objects is initiated by assumption that the polynomials (Capelli quasi-polynomials)

of some odd degree introduced will be contained in the basis ideal Z2-graded identities of Z2-graded matrix algebra

M
(m,k)(F ) when char F = 0. In connection with this assumption the fundamental properties of Capelli quasi-polynomials

have been given in the paper. In particularly, the decomposition of Capelli type polynomials have been given by the polynomials of

the same type and some betweeness of their T -ideals have been shown. Besides, taking into account some properties of Capelli

quasi-polynomials obtained and also the Chang theorem we show that all Capelli quasi-polynomials of even degree 2n (n > 1)

are consequence of standard polynomial S−

n in case when the characteristic of field F is not equal to two. At last we find the least

n ∈ N at which any of Capelli quasi-polynomials of even degree 2n belongs to ideal of matrix algebra Mm(F ) identities.

Key words: T -ideal, standard polynomial, Capelli polynomial.
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