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Для заданного натурального числа N > 2 на отрезке [0, 2π] вы-

брано N равноотстоящих узлов tk = 2πk/N (0 6 k 6 N − 1).

Для каждого натурального числа n, удовлетворяющего неравенству

1 6 n 6 ⌊N/2⌋, обозначим через Ln,N (f) = Ln,N (f, x) три-

гонометрический полином порядка n наименьшего квадратического

отклонения от функции f в точках tk, который доставляет минимум

сумме
∑N−1

k=0 |f(tk) − Tn(tk)|
2 среди всех тригонометрических по-

линомов Tn порядка n. Рассмотрена задача о приближении кусочно-

линейных периодических функций полиномами Ln,N (f, x). На кон-

кретных примерах показано, что полиномы Ln,N (f, x) приближают

кусочно-линейную непрерывную периодическую функцию со скоро-

стью O(1/n) равномерно относительно x ∈ R и 1 6 n 6 N/2,

а также приближают такую функцию f(x) со скоростью O(1/n2)

вне сколь угодно малых окрестностей, содержащих точки «излома»

рассматриваемой ломаной f(x). Кроме того, на примерах показано,

что полиномы Ln,N (f, x) приближают кусочно-линейную разрывную

функцию со скоростью O(1/n) вне сколь угодно малых окрестностей,

сожержащих точки разрыва f(x). Особое внимание уделено прибли-

жению полиномами Ln,N (f, x) 2π-периодических функций f1 и f2,

которые на отрезке [−π, π] совпадают с функциями |x| и sign x соот-

ветственно. Для первой из этих функций показано, что вместо оценки

|f1(x) − Ln,N (f1, x)| 6 c lnn/n, вытекающей из известного нера-

венства Лебега для полиномов Ln,N (f, x), установлена точная по

порядку оценка |f1(x) − Ln,N (f1, x)| 6 c/n (x ∈ R), которая

имеет место равномерно относительно 1 6 n 6 ⌊N/2⌋. Кроме то-

го, получена локальная оценка |f1(x) − Ln,N (f1, x)| 6 c(ε)/n2

(|x − πk| > ε), которая также имеет место равномерно относительно

1 6 n 6 ⌊N/2⌋. Что касается второй из указанных функций f2(x),
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то для нее равномерно относительно 1 6 n 6 ⌊N/2⌋ получена оценка |f2(x) − Ln,N (f2, x)| 6

6 c(ε)/n (|x − πk| > ε). Доказательства полученых оценок базируются на сравнении аппроксима-

тивных свойств дискретных и непрерывных тригонометрических сумм Фурье.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть N > 2 — целое положительное число, и tk = 2πk/N , (0 6 k 6 N − 1) —
система узловых точек. Обозначим через Ln,N(f) = Ln,N(f, x), где 1 6 n 6 ⌊N/2⌋,
тригонометрический полином порядка n наименьшего квадратического отклонения
от функции f на сетке {tk}

N−1
k=0 . Другими словами, полином Ln,N(f, x) доставляет

минимум для суммы
∑N−1

k=0 |f(tk) − Tn(tk)|
2 на множестве всех тригонометрических

полиномов Tn порядка n. В частности, L⌊N/2⌋,N(f, x) — интерполяционный полином,
совпадающий с функцией f(x) в точках tk. Легко показать (см. [1]), что Ln,N(f, x)
при n < N/2 представляется в виде

Ln,N(f, x) =
n

∑

ν=−n

c(N)
ν (f)eiνx, где c(N)

ν (f) =
1

N

N−1
∑

k=0

f(tk)e
−iνtk ,

а когда n = N/2 (когда N — чётное)

LN/2,N(f, x) = LN/2−1,N (f, x) + a(2n)
n (f) cos nx, (1)

где

a(2n)
n (f) =

1

2n

2n−1
∑

k=0

f(tk) cos ntk. (2)

Подробнее о приближении функций тригонометрическими полиномами можно почи-
тать в работах [2–11]. Целью данной работы является исследование поведения вели-
чин |Ln,N(f1, x)− f1(x)| и |Ln,N(f2, x)− f2(x)| при n,N → ∞ для функций f1(x) = |x|
и f2(x) = sign x на отрезке [−π, π]. Для этого воспользуемся одной леммой, дока-
занной в [1]. Предварительно введём некоторые обозначения, а именно обозначим
через

ck(f) =
1

2π

π
∫

−π

f(t)e−ikt dt, k ∈ Z,

коэффициенты Фурье функции f , а через

f(x) =
∑

k∈Z

ck(f)eikx, Sn(f, x) =
n

∑

k=−n

ck(f)eikx

— ряд Фурье функции f и его частичную сумму порядка n соответственно. Обозна-
чим

∆I(ε) = [−π + ε,−ε] ∪ [ε, π − ε], 0 < ε < π/2.

Кроме того, через C и C(ε) мы будем обозначать некоторые положительные констан-
ты, зависящие только от указанных параметров, вообще говоря, разные в разных
местах.
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Лемма 1 (см. [1]). Если ряд Фурье функции f сходится в точках tk = 2πk/N ,
тогда имеет место представление

Ln,N(f, x) = Sn(f, x) + Rn,N(f, x),

где 2n < N и

Rn,N(f, x) =
2

π

∞
∑

µ=1

π
∫

−π

Dn(x − t) cos µNtf(t) dt. (3)

Из приведённой леммы следует, что при n < N/2

|Ln,N(f, x) − f(x)| 6 |Sn(f, x) − f(x)| + |Rn,N(f, x)|. (4)

При чётном N возможен случай, когда 2n = N , тогда из (1) и (4) можно записать

|Ln,2n(f, x) − f(x)| 6 |Sn−1(f, x) − f(x)| + |Rn−1,2n(f, x)| + |a(2n)
n (f)|, n = N/2. (5)

В данной работе были получены следующие результаты.

Теорема 1. Для отклонения Ln,N(f) от функции f1, где f1(x) = |x| на [−π, π] и
n 6 ⌊N/2⌋, справедливы следующие оценки:

|Ln,N(f1, x) − f1(x)| 6
C

n
, x ∈ [−π, π],

|Ln,N(f1, x) − f1(x)| 6
C(ε)

n2
, x ∈ ∆I(ε).

Теорема 2. Для отклонения Ln,N(f) от функции f2, где f2(x) = sign x на
[−π, π] и n 6 ⌊N/2⌋, справедлива следующая оценка:

|Ln,N(f, x) − f(x)| 6
C(ε)

n
, x ∈ ∆I(ε).

Прежде чем приступить к доказательству данных теорем, мы докажем несколько
вспомогательных утверждений. А именно из (4) и (5) видно, что для исследования
поведения |Ln,N(f, x)− f(x)| для функций f1 и f2 требуется изучить поведение вели-

чин |Sn(f1, x)−f1(x)|, |Sn(f2, x)−f2(x)|, |Rn,N(f1, x)| и |Rn,N(f2, x)|, а также |a
(2n)
n (f1)|

и |a
(2n)
n (f2)|, что будет сделано в следующих пунктах.

1. ОЦЕНКА ДЛЯ |Sn(fi, x) − fi(x)|, i = 0, 1, n < N/2

Лемма 2. Для величины |Sn(f1, x) − f1(x)|, где f1(x) = |x|, x ∈ [−π, π], справед-
ливы оценки

|Sn(f1, x) − f1(x)| 6
C

n
, x ∈ [−π, π], (6)

|Sn(f1, x) − f1(x)| 6
C(ε)

n2
, x ∈ ∆I(ε). (7)

Лемма 3. Для величины |Sn(f2, x) − f2(x)|, где f2(x) = sign x, x ∈ [−π, π], спра-
ведлива оценка

|Sn(f2, x) − f2(x)| 6
C(ε)

n
, x ∈ ∆I(ε).

6 Научный отдел
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Перейдем к доказательству данных лемм.
Доказательство (леммы 2). Из [12, с. 690] имеем формулу

f1(x) = |x| =
π

2
−

4

π

∞
∑

k=1

cos(2k − 1)x

(2k − 1)2
, x ∈ [−π, π], (8)

откуда, учитывая, что | cos(2k − 1)x| 6 1, можно легко получить (6). С другой сто-
роны, применив к (8) преобразование Абеля, легко получить (7). ¤

Доказательство леммы 3 получено в [13].

2. ОЦЕНКА ОСТАТКА Rn,N(f1, x)

Справедлива следующая

Лемма 4. Для Rn,N(f1, x) при n < N/2 справедливы оценки

|Rn,N(f1, x)| 6
π

n

(

4 +
1

2n

)

6
C

n
, x ∈ [−π, π],

|Rn,N(f1, x)| 6
π

n2

(

1

6
+

4

| sin ε|

)

6
C(ε)

n2
, x ∈ ∆I(ε).

Для доказательства данной леммы заметим, что остаток (3) для функции f1

принимает следующий вид:

Rn,N(f1, x) =
2

π

∞
∑

µ=1

π
∫

−π

Dn(x − t) cos µNt|t| dt, (9)

где

Dn(x − t) =
1

2
+

n
∑

k=1

cos k(x − t) (10)

— ядро Дирихле. Подставив формулу (10) в (9) имеем

|Rn,N(f1, x)| 6
∣

∣R1
n,N(f1, x)

∣

∣ +
∣

∣R2
n,N(f1, x)

∣

∣ , (11)

где

R1
n,N(f1, x) =

1

π

∞
∑

µ=1

π
∫

−π

|t| cos µNt dt, (12)

R2
n,N(f1, x) =

2

π

∞
∑

µ=1

π
∫

−π

|t|
n

∑

k=1

cos k(x − t) cos µNt dt. (13)

Величины |Rn,N(f1, x)| и |Rn,N(f2, x)| оценены в следующих леммах.

Лемма 5. Выражение (12) имеет следующую оценку при n < N/2:

|R1
n,N(f1, x)| 6

π

6n2
, x ∈ [−π, π].

Математика 7



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2018. Т. 18, вып. 1

Лемма 6. Выражение (13) имеет следующую оценку при n < N/2:

|R2
n,N(f1, x)| 6

4π

3n
, x ∈ [−π, π].

Лемма 7. Выражение (13) имеет также следующую оценку при n < N/2:

|R2
n,N(f1, x)| 6

4π

n2| sin ε|
, x ∈ ∆I(ε).

Перейдем к доказательству данных лемм.
Доказательство (леммы 5). В силу четности подынтегрального выражения мож-

но переписать (12) в следующем виде:

R1
n,N(f1, x) =

2

π

∞
∑

µ=1

π
∫

0

t cos µNt dt.

Применив метод интегрирования по частям, получим:

R1
n,N(f1, x) =

2

πN2

∞
∑

µ=1

(−1)µN − 1

µ2
.

Очевидно, что когда N — четное, R1
n,N(f1, x) = 0. Когда N — нечетное, сумма

принимает следующий вид:

R1
n,N(f1, x) = −

4

πN2

∞
∑

µ=1

1

(2µ − 1)2
,

откуда

∣

∣R1
n,N(f1, x)

∣

∣ =
1

πN2

∞
∑

µ=1

1

µ2(1 − 1
2µ

)2
6

4

πN2

∞
∑

µ=1

1

µ2
=

2π

3N2
6

π

6n2
. ¤

Для доказательства лемм 6 и 7 нам понадобится доказать еще две леммы:

Лемма 8. Выражение (13) можно представить в следующем виде:

R2
n,N(f1, x) =

2

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

cos kx

[

1

(µN − k)2
+

1

(µN + k)2

]

(

(−1)µN+k − 1
)

. (14)

Доказательство. В (13) вынесем сумму из интеграла:

R2
n,N(f1, x) =

2

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

π
∫

−π

|t| cos µNt cos k(x − t) dt. (15)

Подставив в (15) формулу cos k(x − t) = cos kx cos kt + sin kx sin kt, получим:

R2
n,N(f1, x) =

2

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

cos kx

π
∫

−π

|t| cos µNt cos kt dt. (16)

8 Научный отдел
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Рассмотрим подробнее интеграл из (16):

π
∫

−π

|t| cos µNt cos kt dt =
1

2

π
∫

−π

|t|(cos(µN − k)t + cos(µN + k)t)dt =

=

π
∫

0

t cos(µN − k)t dt +

π
∫

0

t cos(µN + k)t dt =
(−1)µN−k − 1

(µN − k)2
+

(−1)µN+k − 1

(µN + k)2
. (17)

Из (16) и (17):

R2
n,N(f1, x) =

2

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

cos kx

[

1

(µN − k)2
+

1

(µN + k)2

]

(

(−1)µN+k − 1
)

. ¤

Лемма 9. Справедлива следующая оценка:
∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

((−1)M+j − 1) cos jx

∣

∣

∣

∣

∣

6
2

| sin x|
, M ∈ Z.

Доказательство. Можно записать

n
∑

j=1

((−1)M+j − 1) cos jx =



















−2
l

∑

k=1

cos 2kx, если M = 2m,

−2
l

∑

k=0

cos(2k + 1)x, если M = 2m + 1.

(18)

Оценим каждый из случаев отдельно. Для этого проведем некоторые преобразова-
ния:

l
∑

k=1

cos 2kx =
1

sin x

l
∑

k=1

sin x cos 2kx =
sin(2l + 1)x − sin x

2 sin x
.

Отсюда имеем
∣

∣

∣

∣

∣

l
∑

k=1

cos 2kx

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

| sin x|
. (19)

Аналогично получаем формулу

l
∑

k=0

cos(2k + 1)x =
sin(2l + 2)x

2 sin x
,

откуда получаем оценку
∣

∣

∣

∣

∣

l
∑

k=1

cos(2k + 1)x

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

2| sin x|
6

1

| sin x|
. (20)

Доказательство следует из (18)–(20). ¤

Доказательство (леммы 6). Из формулы (14)

∣

∣R2
n,N(f1, x)

∣

∣ 6
4

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

[

1

(µN − k)2
+

1

(µN + k)2

]

6

Математика 9
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6
4

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

[

1

(µN − n)2
+

1

(µN + 1)2

]

=
4n

π

∞
∑

µ=1

[

1

(µN − n)2
+

1

(µN + 1)2

]

<

<
4n

π

∞
∑

µ=1

[

2

(µN − n)2

]

=
8n

πN2

∞
∑

µ=1

1

µ2

1

(1 − n
µN

)2
6

32n

πN2

∞
∑

µ=1

1

µ2
6

4π

3n
. ¤

Доказательство (леммы 7). Рассмотрим внутреннюю сумму (14):

A =
n

∑

k=1

cos kx

[

1

(µN − k)2
+

1

(µN + k)2

]

(

(−1)µN+k − 1
)

.

Применив к ней преобразование Абеля, получим:

A =
n

∑

k=1

((−1)µN+k − 1) cos kx

(

1

(µN − n)2
+

1

(µN + n)2

)

+

+
n−1
∑

k=1

(

1

(µN − k)2
+

1

(µN + k)2
−

1

(µN − k − 1)2
−

1

(µN + k + 1)2

)

×

×
k

∑

j=1

((−1)µN+j − 1) cos kx

Оценим A:

|A| 6

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

((−1)µN+k − 1) cos kx

∣

∣

∣

∣

∣

(

1

(µN − n)2
+

1

(µN + n)2

)

+

+
n−1
∑

k=1

(

1

(µN − k)2
+

1

(µN + k)2
−

1

(µN − k − 1)2
−

1

(µN + k + 1)2

)

×

×

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

j=1

((−1)µN+j − 1) cos kx

∣

∣

∣

∣

∣

6

6

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

((−1)µN+k − 1) cos kx

∣

∣

∣

∣

∣

(

1

(µN − n)2
+

1

(µN + n)2

)

+

+
n−1
∑

k=1

(

1

(µN − k − 1)2
−

1

(µN − k)2
+

1

(µN + k)2
−

1

(µN + k + 1)2

)

×

×

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

j=1

((−1)µN+j − 1) cos kx

∣

∣

∣

∣

∣

. (21)

Используя лемму 9, перепишем (21):

|A| 6
2

| sin x|

[

1

(µN − n)2
+

1

(µN + n)2
+

+
n−1
∑

k=1

(

1

(µN − k − 1)2
−

1

(µN − k)2
+

1

(µN + k)2
−

1

(µN + k + 1)2

)

]

=
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=
2

| sin x|

(

2

(µN − n)2
−

1

(µN − 1)2
+

1

(µN + 1)2

)

6
4

| sin x|(µN − n)2
. (22)

Из (14) и (22) можно записать оценку Rn,N(f1, x) в следующем виде:

|Rn,N(f1, x)| 6
8

π| sin x|

∞
∑

µ=1

1

(µN − n)2
=

8

N2π sin x

∞
∑

µ=1

1

µ2

1

(1 − n
µN

)2
6

6
16

N2π| sin x|

∞
∑

µ=1

1

µ2
=

16

N2π| sin x|

π2

6
6

4π

n2| sin x|
, x ∈ (−π, 0) ∪ (0, π). (23)

При x ∈ ∆I(ε)

|Rn,N(f1, x)| 6
4π

n2| sin ε|
. ¤

Очевидно, что доказательство леммы 4 следует из формулы (11) и лемм 5–7.

3. ОЦЕНКА ОСТАТКА Rn,N(f2, x)

Лемма 10. Для Rn,N(f2, x) при n < N/2 справедлива оценка

|Rn,N(f2, x)| 6
2π

n| sin ε|
=

C(ε)

n
, x ∈ ∆I(ε).

Повторяя описанные при доказательстве леммы 4 рассуждения, получим анало-
гично формуле (11) следующую формулу:

|Rn,N(f2, x)| 6
∣

∣R1
n,N(f2, x)

∣

∣ +
∣

∣R2
n,N(f2, x)

∣

∣ , (24)

где

R1
n,N(f2, x) =

1

π

∞
∑

µ=1

π
∫

−π

sign t cos µNt dt,

R2
n,N(f2, x) =

2

π

∞
∑

µ=1

π
∫

−π

sign t

n
∑

k=1

cos k(x − t) cos µNt dt.

Очевидно, что
R1

n,N(f2, x) = 0, x ∈ [−π, π], (25)

оценка же для R2
n,N(f2, x) будет получена в следующей лемме.

Лемма 11. Справедлива оценка

|R2
n,N(f2, x)| 6

2π

n| sin ε|
, x ∈ ∆I(ε). (26)

Перед доказательством данной леммы мы докажем одну вспомогательную лемму.

Лемма 12. Имеет место следующая оценка:
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=1

sin jx(1 − (−1)j+M)

∣

∣

∣

∣

∣

6
2

| sin x|
,

где m и M — произвольные натуральные числа.

Математика 11



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2018. Т. 18, вып. 1

Доказательство. Очевидно, что

m
∑

j=1

sin jx(1 − (−1)j+M) =



















2
l

∑

k=1

sin 2kx, если M = 2m,

2
l

∑

k=0

sin(2k + 1)x, если M = 2m + 1.

Из равенств

n
∑

k=0

sin(2k + 1)x =
1 − cos 2(n + 1)x

2 sin x
,

n
∑

k=0

sin 2kx =
cos x − cos(2n + 1)x

2 sin x

сразу следуют оценки

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=0

sin(2k + 1)x

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

| sin x|
,

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

sin 2kx

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

| sin x|
. ¤

Теперь перейдем к доказательству леммы 11.
Доказательство (леммы 11). Имеем

R2
n,N(f2, x) =

2

π

∞
∑

µ=1

π
∫

−π

sign t

n
∑

k=1

cos k(x − t) cos µNt dt =

=
2

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

sin kx

π
∫

−π

sin kt cos µNtsign t dt =
4

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

sin kx

π
∫

0

sin kt cos µNt dt =

=
4

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

sin kx

π
∫

0

(sin(k − µN)t + sin(k + µN)t) dt. (27)

Вычислим отдельно интеграл:

π
∫

0

(sin(k − µN)t + sin(k + µN)t) dt = (1 − (−1)k+µN)
2k

k2 − (µN)2
. (28)

Отсюда и из (27)

R2
n,N(f2, x) =

8

π

∞
∑

µ=1

n
∑

k=1

sin kx(1 − (−1)k+µN)
k

k2 − (µN)2
.

Применим к внутренней сумме преобразование Абеля:

n
∑

k=1

sin kx(1 − (−1)k+µN)
k

k2 − (µN)2
=

n

n2 − (µN)2

n
∑

j=1

sin jx(1 − (−1)j+µN)+

+
n−1
∑

k=1

(

k

k2 − (µN)2
−

k + 1

(k + 1)2 − (µN)2

) k
∑

j=1

sin jx(1 − (−1)j+µN). (29)
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Из (27)–(29) получим

|R2
n,N(f2, x)| 6

8

π

∞
∑

µ=1

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

sin kx(1 − (−1)k+µN)
k

k2 − (µN)2

∣

∣

∣

∣

∣

6

6
8

π

∞
∑

µ=1

(∣

∣

∣

∣

∣

n

n2 − (µN)2

n
∑

j=1

sin jx(1 − (−1)j+µN)

∣

∣

∣

∣

∣

+

+

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

k=1

(

k

k2 − (µN)2
−

k + 1

(k + 1)2 − (µN)2

) k
∑

j=1

sin jx(1 − (−1)j+µN)

∣

∣

∣

∣

∣

)

6

6
8

π

∞
∑

µ=1

(

n

(µN)2 − n2

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

sin jx(1 − (−1)k+µN)

∣

∣

∣

∣

∣

+

+
n−1
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

k

(µN)2 − k2
−

k + 1

(µN)2 − (k + 1)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k
∑

j=1

sin jx(1 − (−1)k+µN)

∣

∣

∣

∣

∣

)

.

Применив результаты леммы 12, получим:

|R2
n,N(f2, x)| 6

16

π| sin x|

∞
∑

µ=1

(

n

(µN)2 − n2
+

n−1
∑

k=1

(

k + 1

(µN)2 − (k + 1)2
−

k

(µN)2 − k2

)

)

=

=
16

π| sin x|

∞
∑

µ=1

(

2n

(µN)2 − n2
−

1

(µN)2 − 1

)

<
32n

π| sin x|

∞
∑

µ=1

1

(µN)2 − n2
=

=
32

π| sin x|N2

∞
∑

µ=1

1

µ2

1

1 −
(

n
µN

)2 6
128n

3πN2| sin x|

∞
∑

µ=1

1

µ2
<

2π

n| sin x|
.

Очевидно, что

|R2
n,N(f2, x)| 6

2π

n| sin ε|
, x ∈ ∆I(ε). ¤

Доказательство леммы 10 следует из (24), (25) и (26).

4. ОЦЕНКА ВЕЛИЧИН |a
(2n)
n (f1)| и |a

(2n)
n (f2)|

Справедлива лемма

Лемма 13. Имеют место оценки

|a(2n)
n (f1)| 6

π

2n2
, |a(2n)

n (f2)| 6
1

2n
.

Доказательство. Формула (2) для функции f1 имеет следующий вид:

a(2n)
n (f1) =

1

2n

2n−1
∑

k=0

f1(tk) cos ntk.

В силу 2π-периодичности функции f1 мы имеем

a(2n)
n (f1) =

1

2n

n−1
∑

k=−n

f1(tk)(−1)k =
π

2n2

n−1
∑

k=−n

|k| (−1)k =

{

0, n = 2l,
π

2n2 n = 2l + 1.
(30)
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Проведя аналогичные рассуждения для a
(2n)
n (f2), получим:

a(2n)
n (f2) =

1

2n

2n−1
∑

k=0

f2(tk) cos ntk =
1

2n
(1 − (−1)n)

n−1
∑

k=1

(−1)k =

{

0, n = 2l,

− 1
2n

n = 2l + 1.
(31)

Учитывая формулы (30) и (31), приходим к утверждению леммы. ¤

5. ОЦЕНКИ ДЛЯ |Ln,N(f1, x) − f1(x)| и |Ln,N(f2, x) − f2(x)|

Для оценки |Ln,N(f1, x)− f1(x)| при n < N/2 мы обратимся к неравенству (4), из
которого в силу лемм 2 и 4 мы убеждаемся в справедливости утверждения теоремы 1
для n < N/2. Если же n = N/2, то мы обратимся к неравенству (5). Величины

|Sn−1(f, x)−f(x)|, |Rn−1,2n(f, x)| и |a
(2n)
n (f)|, фигурирующие в этом неравенстве, были

оценены в вышеупомянутых леммах 2, 4, а также лемме 13 соответственно. Из этих
оценок и неравенства (5) имеем

|Ln,2n(f1, x) − f1(x)| 6
C

n − 1
+

C

n − 1
+

π

2n2
6

C

n
, x ∈ [−π, π],

|Ln,2n(f1, x) − f1(x)| 6
C(ε)

(n − 1)2
+

C(ε)

(n − 1)2
+

π

2n2
6

C(ε)

n2
, x ∈ ∆I(ε).

Тем самым теорема 1 полностью доказана.
Перейдем к доказательству теоремы 2. Повторяя почти дословно рассуждения из

доказательства теоремы 1 и используя вместо лемм 2 и 4 леммы 3 и 10, имеем

|Ln,N(f2, x) − f2(x)| 6
C(ε)

n
+

C(ε)

n
+

1

2n
6

C(ε)

n
, n 6 ⌊N/2⌋, x ∈ ∆I(ε).

Таким образом, теорема 2 также доказана.
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Let N be a natural number greater than 1. We select N uniformly distributed points tk = 2πk/N

(0 6 k 6 N − 1) on [0, 2π]. Denote by Ln,N (f) = Ln,N (f, x) (1 6 n 6 N/2) the trigonometric

polynomial of order n possessing the least quadratic deviation from f with respect to the system {tk}
N−1
k=0 .

In other words, the greatest lower bound of the sums
∑N−1

k=0 |f(tk) − Tn(tk)|
2 on the set of trigonometric

polynomials Tn of order n is attained by Ln,N (f). In the present article the problem of function approximation

by the polynomials Ln,N (f, x) is considered. Using some example functions we show that the polynomials

Ln,N (f, x) uniformly approximate a piecewise-linear continuous function with a convergence rate O(1/n)

with respect to the variables x ∈ R and 1 6 n 6 N/2. These polynomials also uniformly approximate

the same function with a rate O(1/n2) outside of some neighborhood of function’s „crease“ points. Also

we show that the polynomials Ln,N (f, x) uniformly approximate a piecewise-linear discontinuous function

with a rate O(1/n) with respect to the variables x and 1 6 n 6 N/2 outside some neighborhood

of discontinuity points. Special attention is paid to approximation of 2π-periodic functions f1 and f2 by

the polynomials Ln,N (f, x), where f1(x) = |x| and f2(x) = sign x for x ∈ [−π, π]. For the first

function f1 we show that instead of the estimate |f1(x) − Ln,N (f1, x)| 6 c lnn/n which follows from

the well-known Lebesgue inequality for the polynomials Ln,N (f, x) we found an exact order estimate

|f1(x) − Ln,N (f1, x)| 6 c/n (x ∈ R) which is uniform relative to 1 6 n 6 N/2. Moreover, we

found a local estimate |f1(x) − Ln,N (f1, x)| 6 c(ε)/n2 (|x − πk| > ε) which is also uniform relative to

1 6 n 6 N/2. For the second functionf2 we found only a local estimate |f2(x) − Ln,N (f2, x)| 6 c(ε)/n

(|x − πk| > ε) which is uniform relative to 1 6 n 6 N/2. The proofs of these estimations are based on

comparing of approximating properties of discrete and continuous finite Fourier series.

Key words: function approximation, trigonometric polynomials, Fourier series.
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