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Рассмотрена задача математического моделирования динами-
ческих процессов в гидроопоре с упругим статором. Найдено ре-
шение динамической задачи гидроупругости гидроопоры, и по-
строены ее амплитудные и фазовые частотные характеристики.
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The article solves the problem of mathematical modeling dynamic
processes in hydrosupport with elastic stator. The dynamic problem
of hydroelasticity is found and amplitude and phase frequency
characteristics of hydrosupport was built.
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Разрабатывая математические модели для исследования динамических процессов в гидроопорах

различных изделий, необходимо учитывать взаимодействие слоя жидкости с упругими элементами

конструкций опор, образующих щелевой канал, в котором она находится. С данной проблемой связа-

но развитие теории гидродинамической смазки [1], начало которой положено трудами Н.П. Петрова

и О. Рейнольдса. Первоначально в рамках указанной теории рассматривались задачи об установив-

шемся движении тонкого слоя жидкости (в канале, образованном твердыми стенками) без учета ее

инерции и с удержанием части слагаемых уравнений Навье – Стокса, соответствующих силам вязко-

го трения. В последующих работах проводился учет конвективных членов инерции [2] и локального

члена инерции [3] методом осреднения по толщине слоя. В работе [4] найдено приближенное ана-

литическое решение плоской задачи с учетом инерции движения тонкого слоя жидкости и упругой

податливости одной из стенок канала, имеющей симметричные ребра жесткости. В предлагаемой

работе исследуется плоская нестационарная задача с учетом влияния движения упругих стенок ка-

нала при наличии переносного гармонически изменяющегося по времени виброускорения и заданного

гармонически пульсирующего перепада давления.

c© Агеев Р.В., Быкова Т.В., Кондратова Ю.Н., 2011
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Гидроопора, установленная на вибрирующем

основании, условно представлена на рисунке.

Имеется абсолютно жесткое тело — вибра-

тор 1 опоры. Внутренняя поверхность вибрато-

ра является плоской и образует одну из сте-

нок щелевого канала. Вибратор имеет длину b

и ширину 2ℓ и может совершать колебания в

вертикальной плоскости. При этом частота его

колебаний ω, а амплитуда колебаний вибратора

zm. Далее будем считать, что b ≫ 2ℓ. Вибратор

имеет подвес (например, магнитный или пру-

жинный), который обладает упругой податли-

востью, и может перемещаться в вертикальном

направлении.

Вторую стенку щелевого канала образует упругая пластина — статор 2 опоры. Его ширина и длина

совпадают с шириной и длиной вибратора. Торцы статора считаются свободно опертыми, а прогибы

статора можно считать малыми.

Вязкая несжимаемая жидкость 3 полностью заполняет зазор между вибратором и статором. Сред-

няя величина щелевого зазора равна δ0. Вибратор, статор и жидкость в щелевом зазоре заключены в

едином корпусе, имеющем справа и слева торцевые полости, заполненные той же жидкостью, что и

жидкость в щелевом зазоре. Эти полости выполнены так, что истечение в них жидкости из щелевого

зазора можно считать свободным. Основание, на котором установлен корпус, совершает гармониче-

ские колебания в вертикальном направлении. В жидкости, находящейся в левой торцевой полости,

поддерживается давление p0 + p−1 (ωt), p0 — постоянный уровень давления. В правой полости поддер-

живается давление p0 + p+

1 (ωt). Принимая во внимание, что b ≫ 2ℓ, будем рассматривать плоскую

задачу.

Введем в рассмотрение декартовую систему координат Oxyz, связанную с абсолютно твердым

корпусом опоры и совпадающую со срединной поверхностью упругого статора в невозмущенном со-

стоянии.

Закон движения основания имеет вид

z0 = Ezf0(ω t), f0(ω t) = sin (ω t), (1)

тогда виброускорение основания имеет вид

z̈0 = −Ezω
2f0(ω t). (2)

Закон движения вибратора будем представлять как z = zmfz(ωt), а законы изменения давления на

торцах (p+

1 + p−1 )/2 = pmfp(τ), (p+

1 − p−1 )/2 = qmfp(τ) = qm sin(τ + ϕp). Далее будем полагать, что

амплитуда виброускорения задается в единицах g, т. е. считаем, что Ezω
2 = kg, где k — коэффициент

виброперегрузки.

Динамика рабочей жидкости в двумерном случае описывается системой уравнений Навье – Стокса

и неразрывности [4, 5]:

Re

[

∂Uξ

∂τ
+ λ

(

Uξ

∂Uξ

∂ξ
+ Uζ

∂Uξ

∂ζ

)]

= −
∂P

∂ξ
+ ψ2 ∂2 Uξ

∂ξ2
+

∂2Uξ

∂ζ2
, (3)

ψ2 Re

[

∂ Uζ

∂τ
+ λ

(

Uξ

∂Uζ

∂ξ
+ Uζ

∂Uζ

∂ζ

)]

= −
∂P

∂ζ
+ ψ2

[

ψ2 ∂2Uζ

∂ξ2
+

∂2Uζ

∂ζ2

]

,

∂Uξ

∂ξ
+

∂Uζ

∂ζ
= 0,
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во введенных для рассматриваемой задачи безразмерных переменных:

ψ =
δ0

ℓ
≫ 1, λ =

zm

δ0

, τ = ωt, ξ =
x

ℓ
, ζ =

z − h0/2

δ0

, ux = zmω
ℓ

δ0

Uξ,

uz = zmωUζ , Re =
δ2
0ω

ν
= 2ε2, p = p0 +

ρνzmω

δ0ψ2
P (ξ, τ) − ρz̈0(z − δ0 − h0/2 − zm).

(4)

Здесь x, z — декартовы координаты, ux, uz — проекции вектора скорости жидкости на оси координат;

p — давление; ρ, ν — плотность и коэффициент кинематической вязкости жидкости; ψ, λ, Re —

параметры, характеризующие задачу.

В краевых условиях системы (3) учитываем, что скорость жидкости на вибраторе и статоре сов-

падает с их скоростями [4, 5]

Uξ = 0, Uζ =
df

dτ
при ζ = 1 + λf(τ); Uξ = ψ

um1

zm

∂U

∂τ
, Uζ =

wm

zm

∂W

∂τ
при ζ = λ

wm1

zm

W, (5)

где u = umU(ξ, τ), w = wmW (ξ, τ) — перемещения статора в направлении оси Ox и Oz соответствен-

но.

Условие свободного истечения жидкости в направлении оси Ox и в противоположном направлении

принимают вид для давления

P = P+

1 при ξ = 1, P = P−

1 при ξ = −1. (6)

Здесь p+

1 =
ρνzmω

δ0ψ2
P+

1 (τ), p−1 =
ρνzmω

δ0ψ2
P−

1 (τ) — заданные давления на торцах.

Уравнение движения вибратора опоры согласно второму закону Ньютона имеет вид

m1(z̈ + z̈0) + n1z = N3. (7)

Здесь m1 — масса вибратора, n1 — коэффициент упругой жесткости подвеса вибратора, N3 — сила,

действующая на вибратор со стороны слоя жидкости в зазоре опоры.

Уравнение динамики упругого статора (уравнение динамики балки-полоски) имеет вид

D
∂4w

∂x4
+ m0

(

∂2w

∂t2
+ z̈0

)

= qzz. (8)

Здесь D — цилиндрическая жесткость, m0 = ρ0h0, ρ0 — плотность материала статора, qzz — напря-

жения, действующие на внутреннюю поверхность статора со стороны слоя жидкости.

Выражение для напряжения qzz, действующего на статор со стороны жидкости в безразмерных

переменных (4), запишется как

qzz = −p0 −
ρν zm ω

h0 ψ2

(

P − 2ψ2 ∂Uζ

∂ζ

)

+ ρδ0z̈0(ζ − 1 − λfz(τ)) при ζ = λ
wm

zm

W. (9)

Уравнения динамики статора дополняются условиями его свободного опирания на торцах:

w = 0,
∂2w

∂x2
= 0 при x = ℓ; (10)

w = 0,
∂2w

∂x2
= 0 при x = −ℓ. (11)

Принятые при постановке задачи допущения соответствуют общепринятым для динамических

задач гидроупругости и задач теории гидродинамической смазки [1–5].

Для тонкого слоя жидкости в нулевом приближении по ψ уравнения динамики жидкости и соот-

ветствующие им граничные условия упрощаются, так как в них можно положить ψ = 0 [1, 2]. Учи-

тывая, что перемещения вибратора значительно меньше толщины слоя жидкости, но одного порядка

с прогибами статора, проведем решение задачи методом возмущений, рассматривая асимптотическое

разложение по степеням малого параметра λ, ограничиваясь при этом первым членом разложения.

При этом учтем, что рассматривается задача о регулярных возмущениях, в которой последующие
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члены асимптотического разложения будут значительно меньше предыдущих во всем диапазоне из-

менений, как независимых переменных, так и физических параметров, что показано в работах по

исследованию демпфирования на тонких слоях жидкости для поплавковых приборов навигации [6].

Это указывает на адекватность предлагаемой математической модели физическим процессам уже в

первом приближении по λ.

В результате получаем линеаризованные уравнения динамики тонкого слоя вязкой несжимаемой

жидкости:

Re
∂Uξ

∂τ
= −

∂P

∂ξ
+

∂2Uξ

∂ζ2
,

∂P

∂ζ
= 0,

∂Uξ

∂ξ
+

∂Uζ

∂ζ
= 0, (12)

и соответствующие им граничные условия для скоростей на непроницаемых поверхностях абсолютно

жесткого вибратора и упругого геометрически нерегулярного статора:

Uξ = 0, Uζ =
dfz(τ)

dτ
при ζ = 1; Uξ = 0, Uζ =

wm

zm

∂W

∂τ
при ζ = 0, (13)

а также условия для гидродинамического давления на торцах (6).

Сила, действующая на вибратор со стороны слоя жидкости, в нулевом приближении по λ и ψ

определяется только нормальным напряжением и имеет вид

N3 =

b
∫

0

1
∫

−1

(

p0 +
ρνzmω

δ0ψ2
P − ρδ0z̈0(ζ − 1)

)

ℓ dξdy при ζ = 1. (14)

Подставляя (14) в уравнение движения вибратора (7), получим

m1z̈0 + m1z̈ + n1z = 2ℓbp0 +
ℓbρνzmω

δ0ψ2

∫ 1

−1

Pdξ. (15)

Учитывая в уравнении движения статора опоры безразмерные переменные (4), получим в нулевом

приближении по ψ и λ уравнение для определения прогиба статора:

−wm

{

D

ℓ4
∂4W

∂ξ4
+ m0ω

2

(

∂2W

∂τ2
+

z̈0

wmω2

)}

= p0 +
ρνzmω

δ0ψ2
P + ρδ0z̈0, (16)

граничные условия которого — условия свободного опирания:

W = 0,
∂2W

∂ξ2
= 0 при ξ = 1; W = 0,

∂2W

∂ξ2
= 0 при ξ = −1. (17)

Проводя решение задачи динамики жидкости (12) с граничными условиями (13), (6) при гармони-

ческом законе движения вибратора, найдем давление в жидкости:

P =
1

2

(

ξ2 − 1
)

[

2ε2α
d2fz

dτ2
+ 12γ

dfz

dτ

]

+
wm

zm

1
∫

ξ

ξ
∫

0

(

2ε2α
∂2W

∂τ2
+ 12γ

∂W

∂τ

)

dξdξ+

+
1

2
(ξ − 1)

wm

zm

1
∫

−1

ξ
∫

0

(

2ε2α
∂2W

∂τ2
+ 12γ

∂W

∂τ

)

dξdξ +
1

2
(P+

1 + P−

1 ) +
1

2
ξ(P+

1 − P−

1 ), (18)

где α, γ — частотозависимые коэффициенты (см. [4]).

Учитывая (18) в (16), получим интегродифференциальное уравнение динамики статора:

wm

∂4 W

∂ ξ4
+

ℓ4

D
m0(ω

2wm

∂2W

∂τ2
+ z̈0(1 +

ρδ0

m0

)) =
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= −
ℓ4m0ω

2

Dψ2

ρδ0

m0Re

{

[

p0 +
1

2
ξ(p1 − p2) +

1

2
(p1 + p2)

]

ψ2zm

ρν λω
+

+
zm

2

(

ξ2 − 1
)

[

2ε2α
d2fz

dτ2
+ 12γ

dfz

dτ

]

+ wm

1
∫

ξ

ξ
∫

0

(

2ε2α
∂2W

∂τ2
+ 12γ

∂W

∂τ

)

dξdξ+

+
1

2
(ξ − 1) wm

1
∫

−1

ξ
∫

0

(

2ε2α
∂2W

∂τ2
+ 12γ

∂W

∂τ

)

dξdξ

}

. (19)

Прогибы статора с учетом граничных условий (19) представим в виде

w = wmW = wm

∞
∑

k=1

(
(

R0
k + Rk(τ)

)

cos
2k − 1

2
πξ + Qk sin kπξ). (20)

Коэффициенты в выражении для прогиба статора (20) с верхним индексом 0 являются постоян-

ными и соответствуют постоянному уровню давления р0.

Подставляя (20) в (18) и раскладывая все функции от ξ, входящие в правую часть (18) в ряды по

cos 2k−1

2
πξ и в ряды по sin kπξ, а затем решая полученное обыкновенное дифференциальное уравне-

ние для режима установившихся гармонических колебаний, с учетом того, что fz(τ) = sin(τ + ϕz),

(p+

1 + p−1 )
/

2 = pmfp(τ) = pm sin(τ +ϕp), (p+

1 − p−1 )
/

2 = qmfp(τ) = qm sin(τ +ϕp), находим выражение

для Qk(τ), R0
k и Rk(τ):

Qk =
2 (−1)k

kπ

qm

Dwm

[

Apsk

dfp

dτ
+ Bpskfp

]

, R0
k =

(

2ℓ

(2k − 1)π

)4
p0

Dwm

4 (−1)k

(2k − 1)π
,

Rk =
4 (−1)k

(2k − 1)π

{

zm

wm

[

Ack

dfz

dτ
+ Bck

d2fz

dτ2

]

+
pm

Dwm

[

Apck

dfp

dτ
+ Bpckfp

]

+

+ m∗

0ω
2 Ez

Dwm

[

−Apck

df0

dτ
+ Bpck

d2f0

dτ2

]}

, (21)

где

Apsk = −
a2sk

a2
1sk + a2

2sk

, Bpsk =
a1sk

a2
1sk + a2

2sk

, Ack =
a1ckc2ck − a2ckc1ck

a2
1ck + a2

2ck

,

Bck = −
a1ckc1ck + a2ckc2ck

a2
1ck + a2

2ck

, Apck = −
a2ck

a2
1ck + a2

2ck

, Bpck =
a1ck

a2
1ck + a2

2ck

,

m∗

0 = (m0 + ρh0), a1sk =

(

kπ

ℓ

)4

− D−1 [m0 + Msk]ω2, a2sk = D−12Kskω,

a1ck =

(

2k − 1

2ℓ
π

)4

− D−1 [m0 + Mck]ω2, a2ck = D−12Kckω, c1ck = D−1Mckω2,

c2ck = −D−12Kckω, Msk =
ρνω

h0ψ2

[

1

kπ

]2
2ε2α

ω2
, 2Ksk =

12 γ ω

2 ε2 α
Msk,

Mck =
ρνω

h0ψ2

[

2

(2k − 1)π

]2
2ε2α

ω2
, 2Kck =

12 γ ω

2 ε2 α
Mck.

Таким образом, прогиб статора с учетом (21) имеет вид

w = wm

∞
∑

k=1

〈

4 (−1)k

(2k − 1)π

{

(

2ℓ

(2k − 1)π

)4
p0

Dwm

+
zm

wm

[

Ack

dfz

dτ
+ Bck

d2fz

dτ2

]

+

+
pm

Dwm

[

Apck

dfp

dτ
+ Bpckfp

]

+ m∗

0ω
2 Ez

Dwm

[

−Apck

df0

dτ
+ Bpck

d2f0

dτ2

]

}

cos
2k − 1

2
πξ+

+
2 (−1)k

kπ

qm

Dwm

[

Apsk

dfp

dτ
+ Bpskfp

]

sin kπξ

〉

. (22)
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Осуществляя подстановку выражения для давления (18) с учетом выражения (22) в уравнение

динамики вибратора (15), получим

(m1 + Mz) z̈ +2Kz ż +n1z = 2ℓb

(

p0 +
1

2
(1 + Mp)(p

+

1 + p−1 ) +
1

2
Tp(ṗ

+

1 + ṗ−1 )

)

−Mz0z̈0 − 2Kz0ż0. (23)

Здесь

Mzω
2 = 2bℓ

ρνω

δ0ψ2

[

2ε2α

3
+ 2

∞
∑

k=1

(

2

(2k − 1)π

)4
(

12γAck − 2ε2αBck

)

]

,

2Kzω = 2bℓ
ρνω

δ0ψ2

[

4γ − 2
∞
∑

k=1

(

2

(2k − 1)π

)4
(

12γBck + Ack2ε2α
)

]

,

Mp =
ρνω

Dδ0ψ2
2

∞
∑

k=1

(

2

(2k − 1)π

)4 [

2ε2αBpck + 12γApck

]

,

Tpω =
ρνω

Dδ0ψ2
2

∞
∑

k=1

(

2

(2k − 1)π

)4 [

2ε2αApck− 12γBpck

]

,

Mz0 = m∗

02bℓ
ρνω

Dδ0ψ2

[

2

∞
∑

k=1

(

2

(2k − 1)π

)4
(

−2ε2αBpck − 12γApck

)

]

,

2Kz0 = m∗

02bℓ
ρνω2

Dδ0ψ2

[

2

∞
∑

k=1

(

2

(2k − 1)π

)4
(

Apck2ε2α − 12γBpck

)

]

.

Решение уравнения (23), соответствующее заданному гармоническому закону пульсации давления в

жидкости и гармоническому закону виброускорения основания, имеет вид

z = h0 + zmfz(τ) =
2ℓb

n1

p0 + pmΠzp(ω) sin(τ + ϕp + Ψp) + Ezω
2Πz0(ω) sin(τ + ϕ0 + Ψ0). (24)

Здесь

Πzp(ω) =
2bℓ

√

Q2
cp + Q2

sp

n1

, Ψp = arctg
Qcp

Qsp

, Πz0(ω) =

√

Q2
c0 + Q2

s0

n1ω2
, Ψp0 = −arctg

Qs0

Qc0

,

Qcp =
ā1c̄2 − ā2c̄1

ā2
1 + ā2

2

, Qsp =
ā2c̄2 + ā1c̄1

ā2
1 + ā2

2

, ā1 =
n1 − [m1 + Mz]ω

n1

2

, Qc0 =
ā1c̄20 − ā2c̄10

ā2
1 + ā2

2

,

Qs0 = −
ā2c̄20 + ā1c̄10

ā2
1 + ā2

2

, c̄10 = (Mz0
+ m1)ω

2, c̄20 = −2Kz0
ω, ā2 =

2Kzω

n1

,

c̄1 = (1 + Mp) , c̄2 = Tpω.

Таким образом, определены амплитудные частотные характеристики Πzp(ω), Πz0(ω) и фазовые ча-

стотные характеристики Ψp, Ψp0 вибратора опоры на пульсации давления на торцах и виброускорение

основания.

Учитывая закон движения вибратора (24) в прогибе статора (22), закон движения упругого статора

можно представить в следующем виде:

w =

∞
∑

k=1

〈

4(−1)k

(2k − 1)π

{

(

2ℓ

(2k − 1)π

)4

D−1p0 + pmΠwpc(ω) sin(τ + ϕp + Ψwpc)+

+Ezω
2Πw0c (ω) sin(τ + ϕ0 + Ψw0c)} cos

(

2k − 1

2

πx

ℓ

)

+

+
2(−1)k

kπ
qmΠwps (ω) sin(τ + ϕp + Ψwps) sin kπξ, (25)

где

Πwpc(ω) = D−1

√

(

Apck +
D2lb [AckQsp − BckQcp]

n1

)2

+

(

Bpck −
D2lb [AckQcp + BckQsp]

n1

)2

,
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Πw0c (ω) = m∗

0D
−1

√

(

Apck +
D [AckQso + BckQco]

n1m∗

0ω
2

)2

+

(

Bpck +
D [AckQco − BckQso]

n1m∗

0ω
2

)2

,

Πwps (ω) = D−1

√

A2
psk + B2

psk — амплитудные частотные характеристики упругого статора демпфера,

Ψwpc = arctg
Apck + D2lb

n1

[AckQsp − BckQcp]

Bpck − D2lb
n1

[AckQcp + BckQsp]
, Ψw0c = arctg

Apck + D
n1m∗

0
ω2 (AckQso + BckQco)

Bpck + D
n1m∗

0
ω2 [AckQco − BckQso]

,

Ψwps = arctg
Apsk

Bpsk

— фазовые частотные характеристики упругого статора демпфера.

Таким образом, найдено решение динамической задачи гидроупругости гидроопоры, которое поз-

воляет исследовать ее динамику и находить резонансные частоты колебаний ее вибратора и статора.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00177-а).

Библиографический список

1. Лойцянский Л.Г. Механика жидкости и газа. М.:

Дрофа, 2003. 840 с.

2. Слезкин Н.А. Динамика вязкой несжимаемой жид-

кости. М.: Гостехиздат, 1955. 520 с.

3. Андрейченко К.П. Динамика поплавковых гиро-

скопов и акселерометров. М.: Машиностроение, 1987.

126 с.

4. Попов В.С. Динамическая задача гидроупругости

виброопоры с пластиной подкрепленной ребрами жест-

кости // Вестн. Сарат. гос. техн. ун-та. 2008. № 3,

вып.1. С. 7–13.

5. Горшков А.Г., Морозов В.И., Пономарев А.Т.,

Шклярчук Ф.Н. Аэрогидроупругость конструкций. М.:

Физматлит, 2000. 591 с.

6. Коновалов С.В. Теория виброустойчивости акселеро-

метров. М.: Машиностроение, 1991. 272 с.

УДК 531/534:[57+61]

ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СООТНОШЕНИЯ
СТРУКТУРНОЙ АДАПТАЦИИ
КОСТНОЙ ТКАНИ
Ю.В. Акулич, П.А. Брюханов, М.В. Мерзляков,
А.В. Сотин

Пермский государственный технический университет,
кафедра теоретической механики
E-mail: Y.Akulich@yandex.ru, auv@cpl.pstu.ac.ru,
sotin@mail.ru

Для кортикальной и трабекулярной костной ткани предлагаются
определяющие соотношения функциональной адаптации струк-
туры, устанавливающие связь скорости изменения радиуса пор
с деформационным стимулом адаптации и активностью костных
клеток. Развитый подход учёта клеточной активности является
альтернативой известному экспериментальному методу Frost’а
базовых многоклеточных единиц и позволяет распространить
клеточный механизм ремоделирования на процесс функцио-
нальной адаптации.

Ключевые слова: костная ткань, структурная адаптация, опре-
деляющее соотношение, деформационный стимул, активность
костных клеток.

The Constitutive Equations for the Bone Tissue Structural
Adaptation

Yu.V. Akulich, P.A. Bruchanov, M.V. Merzlyakov, A.V. Sotin

Perm State Technical University,
Chair of Theoretical Mechanics
E-mail: Y.Akulich@yandex.ru, auv@cpl.pstu.ac.ru,
sotin@mail.ru

The constitutive relationships for cortical and trabecular bone tissue
structural adaptation are offered. These constitutive equations
connect the rate of change of the porous radius with the strain
adaptive stimulus and the bone cells activation. The used approach
takes account of bone cells activation and it is alternative to the
known experimental Frost’s Basic Multicellular Units method. That
approach allows spreading the cellular remodeling mechanism on
the functional adaptation process.

Key words: bone tissue, structural adaptation, constitutive
relationship, strain stimulus, bone cells activation.

ВВЕДЕНИЕ

В первых работах по теории адаптационной пороупругости, использующих термодинамический

подход, определяющее соотношение функциональной адаптации структуры костной ткани (закон ре-

моделирования в зарубежных публикациях) получено в виде кинетического уравнения [1]:
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