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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА И ВЕСОВЫЕ ОЦЕНКИ ПОЛИНОМОВ,
ОРТОГОНАЛЬНЫХ НА НЕРАВНОМЕРНОЙ СЕТКЕ С ВЕСОМ ЯКОБИ
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Пусть −1 = η0 < η1 < η2 < · · · < ηN−1 < ηN = 1, λN = max
0≤j≤N−1

(ηj+1 − ηj). Работа посвящена ис-

следованию свойств полиномов, образующих ортонормированную систему с весом Якоби κα,β(t) = (1 − t)α(1 + t)β

на произвольной (не обязательно равномерной) сетке ΩN = {tj}
N−1

j=0 такой, что ηj ≤ tj ≤ ηj+1. В случае целых

α, β ≥ 0 для построенных таким образом дискретных ортонормированных полиномов P̂
α,β
n,N (t) (n = 0, . . . , N − 1)

при n = O(λ
−1/3

N ) (λN → 0) получена асимптотическая формула вида P̂
α,β
n,N (t) = P̂ α,β

n (t) + υ
α,β
n,N (t), в ко-

торой P̂ α,β
n (t) –- классический полином Якоби, υ

α,β
n,N (t) –- остаточный член. В качестве следствия асимптотической

формулы получена весовая оценка полиномов P̂
α,β
n,N (t) на отрезке [−1, 1].

Ключевые слова: ортогональные полиномы, неравномерная сетка, асимптотика, весовые оценки.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть

−1 = η0 < η1 < η2 < · · · < ηN−1 < ηN = 1, (1)

△ ηj = ηj+1 − ηj (0 ≤ j ≤ N − 1), λN = max
0≤j≤N−1

△ ηj .

Рассмотрим сетку ΩN = {tj}N−1

j=0
, в которой узлы tj удовлетворяют условию

ηj ≤ tj ≤ ηj+1 (0 ≤ j ≤ N − 1), (2)

причем ti 6= tj , если i 6= j. Для α, β ≥ 0 положим κα,β(t) = (1 − t)α(1 + t)β , ρ = ρ(tj) = κα,β(tj) △ ηj .

Рассмотрим пространство l2,ρ(ΩN ) дискретных функций вида f : ΩN → R, в котором скалярное

c© Султанахмедов М. С., 2014
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произведение задано следующим образом:

〈f, g〉 =
N−1
∑

j=0

f(tj)g(tj)ρ(tj) =
N−1
∑

j=0

f(tj)g(tj)κ
α,β(tj) △ ηj . (3)

Через P̂α,β
n,N (t) (0 ≤ n ≤ N − 1) обозначим полиномы, образующие конечную ортонормированную

систему относительно скалярного произведения (3), т. е.

〈P̂α,β
n,N , P̂α,β

m,N 〉 =

N−1
∑

j=0

P̂α,β
n,N (tj)P̂

α,β
m,N (tj)κ

α,β(tj) △ ηj = δnm =







0, n 6= m,

1, n = m.

Будем называть полиномы P̂α,β
n,N (t) (0 ≤ n ≤ N−1) дискретными ортонормированными полиномами

Якоби. Основной целью данной работы является изучение асимптотических свойств P̂α,β
n,N (t) при

λN → 0, n → ∞ в случае целых α, β. При n = O(λ
−1/3

N ) нами получена формула вида

P̂α,β
n,N (t) = P̂α,β

n (t) + υα,β
n,N (t),

где P̂α,β
n (t) — ортонормированный классический полином Якоби, υα,β

n,N (t) — остаточный член, для

которого установлена следующая оценка:

∣

∣

∣υ
α,β
n,N (cos θ)

∣

∣

∣ ≤ c(α, β, a)

(

3 − λNχ(2n + α + β)2

1 − λ2
Nχ2(2n + α + β)4

)1/2







θ−α−1/2n3/2
√

λN , an−1 ≤ θ ≤ π/2,

nα+2
√

λN , 0 ≤ θ ≤ an−1,

где здесь и далее c, c(α), c(α, β), c(α, β, . . . , γ) — положительные числа, зависящие лишь от указанных

параметров, и различные в разных местах, χ — наименьшая константа в интегральном неравенстве

Маркова об оценке интеграла от производной алгебраического полинома (см. (6)). В качестве след-

ствия асимптотической формулы, получены весовые оценки для полиномов P̂α,β
n,N (t).

Асимптотические свойства и весовые оценки полиномов, ортогональных на дискретных сетках,

впервые были исследованы в работах И. И. Шарапудинова (см. работу [1] и библиографический

список к ней). Им был внесен существенный вклад в асимптотическую теорию дискретных ортого-

нальных полиномов, в частности классических полиномов Чебышева, Мейкснера, Кравчука, ортого-

нальных на равномерных сетках. В работах И. И. Шарапудинова [2–5] и А. А. Нурмагомедова [6, 7]

были проведены исследования асимптотических свойств полиномов, ортогональных на неравномерных

сетках числовой оси. В частности, в работе [7] рассмотрены асимптотические свойства дискретных

полиномов Якоби P̂α,β
n,N (t) с целыми α, β, ортогональных на неравномерных дискретных сетках ΩN c

tj = (ηj + ηj+1)/2 (0 ≤ j ≤ N − 1). Как уже отмечалось выше, в настоящей работе рассматривается

более общий случай, когда ηj ≤ tj ≤ ηj+1 (0 ≤ j ≤ N − 1). Другие аспекты асимптотической теории

дискретных ортогональных полиномов отражены в работах [8–10] и библиографических списках к

ним.

В дальнейшем нам понадобятся некоторые свойства классических полиномов Якоби, которые мы

соберем в следующем параграфе.

1. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ПОЛИНОМАХ ЯКОБИ

Определим многочлены Якоби Pα,β
n (t) (n = 0, 1, 2, . . . ) с помощью формулы Родрига:

Pα,β
n (t) =

(−1)n

2nn!

1

κα,β(t)

dn

dtn
{κα,β(t))σn(t)},

где α, β — произвольные действительные числа, κα,β(t) = (1 − t)α(1 + t)β , σ(t) = 1 − t2.

Если α, β > −1, то многочлены Якоби образуют ортогональную систему с весом κα,β(t), т. е.

1
∫

−1

Pα,β
n (t)Pα,β

m (t)κα,β(t) dt = hα,β
n δnm,
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где

hα,β
n =

2α+β+1Γ(n + α + 1)Γ(n + β + 1)

n!(2n + α + β + 1)Γ(n + α + β + 1)
,

и, следовательно, hα,β
n ≍ n−1 (n = 1, 2, . . . ). Нам понадобится следующая весовая оценка

(−1 ≤ t ≤ 1) [11]:

√
n

∣

∣Pα,β
n (t)

∣

∣ ≤ c(α, β)

(√
1 − t +

1

n

)−α−1/2 (√
1 + t +

1

n

)−β−1/2

, (4)

из которой, в частности, следует, что

√
n

∣

∣Pα,β
n (t)

∣

∣ ≤ c(α, β)(1 − t)−
α
2
− 1

4 (0 ≤ t ≤ 1 − n−2),
√

n
∣

∣Pα,β
n (t)

∣

∣ ≤ c(α, β)nα+1/2 (1 − n−2 ≤ t ≤ 1),
√

n
∣

∣Pα,β
n (t)

∣

∣ ≤ c(α, β)(1 + t)−
β
2
− 1

4 (−1 + n−2 ≤ t ≤ 0),
√

n
∣

∣Pα,β
n (t)

∣

∣ ≤ c(α, β)nβ+1/2 (−1 ≤ t ≤ −1 + n−2).

Соответствующие ортонормированные полиномы Якоби обозначим через P̂α,β
n (t), т. е. P̂α,β

n (t) =

= (hα,β
n )−1/2Pα,β

n (t) (n = 0, 1, 2, . . . ).

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Ниже нам понадобятся следующие вспомогательные утверждения.

Лемма 1. Пусть {ηj}N
j=0, {tj}N−1

j=0
— системы узлов, удовлетворяющие условиям (1) и (2) со-

ответственно, f(x) — абсолютно непрерывная функция, заданная на [−1, 1]. Тогда имеет место

следующий аналог формулы Эйлера–Маклорена:

1
∫

−1

f(t) dt =
N−1
∑

j=0

f(tj) △ ηj + rN (f),

где для остаточного члена справедлива оценка

|rN (f)| ≤ λN

1
∫

−1

|f ′(t)| dt.

Доказательство. Для абсолютно непрерывной функции f(x) имеем:

f(x) = f(tj) +

x
∫

tj

f ′(t) dt.

Отсюда для любого сегмента [ηj , ηj+1] справедливо

ηj+1
∫

ηj

f(x) dx = f(tj) △ ηj +

ηj+1
∫

ηj

dx

x
∫

tj

f ′(t) dt.

Рассмотрим интеграл в правой части этого равенства

ηj+1
∫

ηj

dx

x
∫

tj

f ′(t) dt =

ηj+1
∫

tj

dx

x
∫

tj

f ′(t) dt −
tj

∫

ηj

dx

tj
∫

x

f ′(t) dt =

=

ηj+1
∫

tj

f ′(t) dt

ηj+1
∫

t

dx −
tj

∫

ηj

f ′(t) dt

t
∫

ηj

dx =

ηj+1
∫

tj

f ′(t)(ηj+1 − t) dt −
tj

∫

ηj

f ′(t)(t − ηj) dt.
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Таким образом, получаем:
ηj+1
∫

ηj

f(x) dx = f(tj) △ ηj + rN,j(f),

где остаточный член

|rN,j(f)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ηj+1
∫

tj

f ′(t)(ηj+1 − t) dt −
tj

∫

ηj

f ′(t)(t − ηj) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤

≤
ηj+1
∫

tj

|f ′(t)|(ηj+1 − t) dt +

tj
∫

ηj

|f ′(t)|(t − ηj) dt ≤

≤
ηj+1
∫

ηj

|f ′(t)|(ηj+1 − t) dt +

ηj+1
∫

ηj

|f ′(t)|(t − ηj) dt,

и отсюда

|rN,j(f)| ≤△ ηj

ηj+1
∫

ηj

|f ′(t)| dt. (5)

В то же время имеем:

1
∫

−1

f(t) dt =

N−1
∑

j=0

ηj+1
∫

ηj

f(t) dt =

N−1
∑

j=0

f(tj) △ ηj +

N−1
∑

j=0

rN,j(f) =

N−1
∑

j=0

f(tj) △ ηj + rN (f).

Поэтому, воспользовавшись оценкой (5), выводим

|rN (f)| ≤
N−1
∑

j=0

|rN,j(f)| ≤
N−1
∑

j=0

△ ηj

ηj+1
∫

ηj

|f ′(t)| dt ≤ λN

N−1
∑

j=0

ηj+1
∫

ηj

|f ′(t)| dt = λN

1
∫

−1

|f ′(t)| dt.

Лемма доказана.

Далее нам понадобится обобщение на интегральную метрику неравенства Маркова для оценки

производной алгебраического многочлена (см. [12, 13]), имеющее для r = 1 следующий вид:

1
∫

−1

|q′m(t)| dt ≤ c(m)m2

1
∫

−1

|qm(t)| dt, (6)

где qm(t) — произвольный алгебраический полином степени m. Для каждого m наименьшую из

констант c(m), удовлетворяющих неравенству (6), обозначим через χm, т.е.

χm = sup
qm

1
∫

−1

|q′m(t)| dt

m2

1
∫

−1

|qm(t)| dt

,

где верхняя грань берется по всем полиномам qm(t) степени не выше m и не равных нулю тожде-

ственно. В работе Н. К. Бари [12] было показано, что χ = sup
m≥1

χm < ∞. С учетом этого факта из

неравенства (6) мы выводим
1

∫

−1

|q′m(t)| dt ≤ χm2

1
∫

−1

|qm(t)| dt. (7)
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Лемма 2. Пусть λNχ(2n + α + β)2 < 1. Тогда для дискретных полиномов Якоби в случае целых

α, β ≥ 0 имеет место равенство

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt = 1 + Rn,N , (8)

в котором для остаточного члена справедлива оценка

|Rn,N | ≤ λNχ(2n + α + β)2

1 − λNχ(2n + α + β)2
.

Доказательство. Применим к левой части (8) лемму 1:

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt =

N−1
∑

j=0

(

P̂α,β
n,N (tj)

)2

κα,β(tj) △ ηj + rN (P̂α,β
n,N ), (9)

где

|rN (P̂α,β
n,N )| ≤ λN

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

(

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t)

)′
∣

∣

∣

∣

∣

dt. (10)

Поскольку для целых α, β ≥ 0 выражение
(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) представляет собой алгебраический

полином степени m = 2n + α + β, то в силу интегрального неравенства Маркова (7) имеем:

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

(

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t)

)′
∣

∣

∣

∣

∣

dt ≤ χm2

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt. (11)

Тогда из (10) и (11) следует, что

|rN (P̂α,β
n,N )| ≤ λNχm2

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt.

Отсюда и из (9) выводим

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt ≤ 1 + λNχm2

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt,

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt ≤ 1

1 − λNχm2
= 1 +

λNχm2

1 − λNχm2
.

Сопоставляя это неравенство с (8), убеждаемся в справедливости леммы 2.

Лемма 3. Имеет место следующее неравенство:

kα,β
n,N

kα,β
n

≥ 1 − λNχ(2n + α + β)2

1 + λNχ(2n + α + β)2
,

где kα,β
n , kα,β

n,N — старшие коэффициенты полиномов P̂α,β
n и P̂α,β

n,N соответственно.

Доказательство. В силу свойства экстремальности ортогональных полиномов имеем:

kα,β
n,N

kα,β
n

=
1

kα,β
n

(

N−1
∑

j=0

(

P̂α,β
n,N (tj)/kα,β

n,N

)2

κα,β(tj) △ ηj

)1/2
≥
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≥ 1

kα,β
n

(

N−1
∑

j=0

(

P̂α,β
n (tj)/kα,β

n

)2

κα,β(tj) △ ηj

)1/2
=

1
(

N−1
∑

j=0

(

P̂α,β
n (tj)

)2

κα,β(tj) △ ηj

)1/2
. (12)

Воспользовавшись леммой 1, находим:

N−1
∑

j=0

(

P̂α,β
n (tj)

)2

κα,β(tj) △ ηj =

1
∫

−1

(

P̂α,β
n (t)

)2

κα,β(t) dt − rN = 1 − rN ≤ 1 + |rN |,

где

|rN | = |rN

(

(

P̂α,β
n

)2

κα,β

)

| ≤ λN

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

(

(

P̂α,β
n (t)

)2

κα,β(t)

)′
∣

∣

∣

∣

∣

dt. (13)

Сопоставляя (13) с неравенством (7), получаем

|rN | ≤ λNχ(2n + α + β)2
1

∫

−1

(

P̂α,β
n (t)

)2

κα,β(t) dt = λNχ(2n + α + β)2. (14)

Таким образом, из (12) и (14) следует

kα,β
n,N

kα,β
n

≥ 1

(1 + λNχ(2n + α + β)2)
1/2

≥ 1

1 + λNχ(2n + α + β)2
= 1 − λNχ(2n + α + β)2

1 + λNχ(2n + α + β)2
.

Лемма доказана.

Лемма 4. При целых α, β ≥ 0 и λNχ(2n + α + β)2 < 1 имеет место следующая оценка сверху

kα,β
n,N

kα,β
n

≤ 1

(1 − λNχ(2n + α + β)2)
1/2

.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся интегральным неравенством Коши–Буня-

ковского и леммой 2:

kα,β
n,N

kα,β
n

=

1
∫

−1

P̂α,β
n,N (t)P̂α,β

n (t)κα,β(t) dt ≤





1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt





1/2 



1
∫

−1

(

P̂α,β
n (t)

)2

κα,β(t) dt





1/2

≤

≤ 1

(1 − λNχ(2n + α + β)2)
1/2

.

Лемма доказана.

Ниже нам понадобится следующее

Утверждение 1. Пусть α, β > −1, Mn(x) — произвольный полином степени n, подчиненный

условию
1

∫

−1

κα,β(x)|Mn(x)|2 dx = 1.

Тогда имеет место следующая оценка:

|Mn(cos(θ))| ≤ c(α, β, a)







nα+1, 0 ≤ θ ≤ an−1,

θ−α−1/2n1/2, an−1 ≤ θ ≤ π/2.
(15)

Аналогичные оценки справедливы на отрезке θ ∈ [π/2, π].

Доказательство этого утверждения можно найти, например, в [11, §7.71, теорема 7.71.2].
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3. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ПОЛИНОМОВ P̂α,β
n,N (t)

Далее, для краткости все рассуждения мы будем проводить на отрезке θ ∈ [0, π/2], для отрез-

ка θ ∈ [π/2, π] они получаются абсолютно аналогично.

Теорема 1. Пусть 0 ≤ α, β — целые, λNχ(2n + α + β)2 < 1. Тогда имеет место равенство:

P̂α,β
n,N (t) = P̂α,β

n (t) + υα,β
n,N (t),

где для остаточного члена υα,β
n,N имеет место оценка (здесь t = cos θ)

∣

∣

∣υ
α,β
n,N (cos θ)

∣

∣

∣ ≤ c(α, β, a)

(

3 − λNχ(2n + α + β)2

1 − λ2
Nχ2(2n + α + β)4

)1/2







nα+2
√

λN , 0 ≤ θ ≤ an−1,

θ−α−1/2n3/2
√

λN , an−1 ≤ θ ≤ π/2.

Доказательство. Рассмотрим интеграл

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t) − P̂α,β

n (t)
)2

κα,β(t) dt =

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt+

+

1
∫

−1

(

P̂α,β
n (t)

)2

κα,β(t) dt − 2

1
∫

−1

P̂α,β
n,N (t)P̂α,β

n (t)κα,β(t) dt = I1 + 1 − 2I2. (16)

Оценим сначала интеграл I1, для чего воспользуемся леммой 1. Тогда

I1 =

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) dt =

N−1
∑

j=0

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t) △ ηj + rN (I1), (17)

|rN (I1)| =

∣

∣

∣

∣

rN

(

(

P̂α,β
n,N

)2

κα,β

)∣

∣

∣

∣

≤ λN

1
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∣

(

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t)

)′
∣

∣

∣

∣

∣

dt.

Отсюда в силу неравенства (7) получим:

|rN (I1)| ≤ λNχ(2n + α + β)2
1

∫

−1

∣

∣

∣

∣

(

P̂α,β
n,N (t)

)2

κα,β(t)

∣

∣

∣

∣

dt.

Тогда из (17) находим

I1 ≤ 1 + λNχ(2n + α + β)2I1.

Откуда

I1 ≤ 1

1 − λNχ(2n + α + β)2
= 1 +

λNχ(2n + α + β)2

1 − λNχ(2n + α + β)2
. (18)

Перейдем к оценке интеграла I2:

I2 =

1
∫

−1

P̂α,β
n,N (t)P̂α,β

n (t)κα,β(t) dt =
kα,β

n,N

kα,β
n

1
∫

−1

(

P̂α,β
n (t)

)2

κα,β(t) dt =
kα,β

n,N

kα,β
n

.

Воспользуемся леммой 3, тогда:

I2 ≥ 1 − λNχ(2n + α + β)2

1 + λNχ(2n + α + β)2
. (19)

Сопоставляя (18) и (19) с (16), получим:

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t) − P̂α,β

n (t)
)2

κα,β(t) dt ≤ λNχ(2n + α + β)2

1 − λNχ(2n + α + β)2
+

2λNχ(2n + α + β)2

1 + λNχ(2n + α + β)2
= A,
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где

A = λNχ(2n + α + β)2
3 − λNχ(2n + α + β)2

1 − λ2
Nχ2(2n + α + β)4

.

В силу того что по условию теоремы A 6= 0, можем записать

1
∫

−1

(

P̂α,β
n,N (t) − P̂α,β

n (t)
√

A

)2

κα,β(t) dt ≤ 1.

Откуда, воспользовавшись (15), выводим (t = cos θ):

∣

∣

∣
P̂α,β

n,N (cos θ) − P̂α,β
n (cos θ)

∣

∣

∣
≤ c(α, β, a)

√
A







nα+1, 0 ≤ θ ≤ an−1,

θ−α−1/2n1/2, an−1 ≤ θ ≤ π/2.

Подставляя сюда значение A, приходим к искомой оценке. Теорема доказана.

Обозначим для краткости

B =

(

3 − λNχ(2n + α + β)2

1 − λ2
Nχ2(2n + α + β)4

)1/2

.

Следствием теоремы 1 является следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть 0 ≤ α, β — целые и λNχ(2n + α + β)2 < 1, тогда существует постоянная

c(α, β, a) такая, что:

∣

∣

∣P̂
α,β
n,N (cos θ)

∣

∣

∣ ≤ c(α, β, a)
(

1 + B
√

n3λN

)







nα+1/2, 0 ≤ θ ≤ an−1,

θ−α−1/2, an−1 ≤ θ ≤ π/2.

Доказательство. Весовая оценка (4) для ортонормированных классических полиномов Якоби P̂α,β
n

принимает вид

∣

∣

∣P̂α,β
n (cos θ)

∣

∣

∣ ≤ c(α, β, a)







nα+1/2, 0 ≤ θ ≤ an−1,

θ−α−1/2, an−1 ≤ θ ≤ π/2.

Тогда, пользуясь теоремой 1, проведем следующую оценку

∣

∣

∣
P̂α,β

n,N (cos θ)
∣

∣

∣
≤

∣

∣

∣
P̂α,β

n (cos θ) + υα,β
n,N (cos θ)

∣

∣

∣
≤

≤







c(α, β, a)nα+1/2 + c(α, β, a)Bnα+2
√

λN , 0 ≤ θ ≤ an−1

c(α, β, a)θ−α−1/2 + c(α, β, a)Bn3/2θ−α−1/2
√

λN , an−1 ≤ θ ≤ π/2
≤

≤ c(α, β, a)
(

1 + B
√

n3λN

)







nα+1/2, 0 ≤ θ ≤ an−1,

θ−α−1/2, an−1 ≤ θ ≤ π/2.

Теорема доказана.

Автор выражает благодарность И. И. Шарапудинову за постановку задачи.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 10-01-00191-а).

Библиографический список

1. Шарапудинов И. И. Смешанные ряды по ортогональ-

ным полиномам. Теория и приложения. Махачкала :

ДНЦ РАН, 2004. 276 c.

2. Шарапудинов И. И. Асимптотика полиномов, орто-

гональных на сетках из единичной окружности и чис-

ловой прямой // Современные проблемы математики,

механики, информатики : материалы междунар. науч.

конф. Тула : Изд-во ТулГУ, 2009. С. 100–106.

Математика 45



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2014. Т. 14, вып. 1

3. Шарапудинов И. И. Некоторые свойства полиномов,

ортогональных на неравномерных сетках из единичной

окружности и отрезка // Современные проблемы тео-

рии функций и их приложения : материалы 15-й Сарат.

зим. шк., посвящ. 125-летию со дня рождения В. В. Го-

лубева и 100-летию СГУ. Саратов : Научная книга,

2010. С. 187.

4. Шарапудинов И. И. Асимптотические свойства по-

линомов, ортогональных на конечных сетках единич-

ной окружности // Вестн. Дагестан. науч. центра. 2011.

№ 42. С. 5–14.

5. Шарапудинов И. И. Полиномы, ортогональные на

сетках из единичной окружности и числовой оси // Да-

гестан. электрон. мат. изв. 2013. Т. 1. С. 1–55.

6. Нурмагомедов А. А. Об асимптотике многочленов,

ортогональных на произвольных сетках // Изв. Сарат.

ун-та. Нов. сер. Сер. Математика. Механика. Инфор-

матика. 2008. Т. 8, вып. 1. С. 25–31.

7. Нурмагомедов А. А. Асимптотические свойства мно-

гочленов p̂α,β
n (x), ортогональных на произвольных сет-

ках в случае целых α и β // Изв. Сарат. ун-та. Нов.

сер. Сер. Математика. Механика. Информатика. 2010.

Т. 10, вып 2. С. 10–19.

8. Baik J., Kriecherbauer T., McLaughlin K. T.-R., Mil-

ler P. D. Discrete orthogonal polynomials. Asymptotics

and applications. Princeton : Princeton Univ. Press, 2007.

184 p.

9. Ou C., Wong R. The Riemann-Hilbert approach to

global asymptotics of discrete orthogonal polynomials

with infinite nodes // Analysis and Applications. 2010.

Vol. 8. P. 247–286.
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Asymptotic Properties and Weighted Estimation of Polynomials,
Orthogonal on the Nonuniform Grids with Jacobi Weight

M. S. Sultanakhmedov

Department of mathematics and computer science, Daghestan scientific center, 45, M. Gadzhieva str., 367000, Makhachkala,

Daghestan, Russia, sultanakhmedov@gmail.com

Let −1 = η0 < η1 < η2 < · · · < ηN−1 < ηN = 1, λN = max
0≤j≤N−1

(ηj+1 − ηj). Current work is devoted to investigation

of properties of polynomials, orthogonal with Jacobi weight κα,β(t) = (1 − t)α(1 + t)β on nonuniform grid ΩN = {tj}
N−1

j=0 ,

where ηj ≤ tj ≤ ηj+1. In case of integer α, β ≥ 0 for such discrete orthonormal polynomials P̂
α,β
n,N (t) (n = 0, . . . , N − 1)

asymptotic formula P̂
α,β
n,N (t) = P̂ α,β

n (t) + υ
α,β
n,N (t) with n = O(λ

−1/3

N ) (λN → 0) was obtained, where P̂ α,β
n (t) –- clas-

sical Jacobi polynomial, υ
α,β
n,N (t) –- remainder term. As corollary of asymptotic formula it was deduced weighted estimation

of P̂ α,β
n,N (t) polynomials on segment [−1, 1].

Key words: orthogonal polynomials, nonuniform grid, asymptotic formula, weighted estimation.
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ПРОЕКТИВНОЕ И ИНЪЕКТИВНОЕ ОПИСАНИЯ В КОМПЛЕКСНОЙ ОБЛАСТИ.
ДВОЙСТВЕННОСТЬ
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Исследования инвариантных подпространств дифференциальных операторов бесконечного порядка в комплексной об-

ласти породили целый ряд вопросов, связанных с переходом к двойственным задачам. Настоящая работа посвящена

преодолению этих трудностей.

Ключевые слова: инвариантные подпространства, спектральный синтез, локальное описание, инъективное описание,

проективное описание, двойственность.

ВВЕДЕНИЕ

Пусть H — произвольное локально выпуклое пространство над полем C, π : H → H — линейный

непрерывный оператор. Подпространство W ⊆ H называется инвариантным относительно оператора

π (далее просто инвариантным или π-инвариантным), если πW ⊆ W . Основной вопрос по отношению

к произвольному замкнутому π-инвариантному подпространству W ⊆ H: возможно ли инъективное

(внутреннее) описание этого подпространства, например, в терминах корневых подпространств опе-

ратора π? Корневым подпространством оператора π, отвечающим собственному значению λ ∈ C,

называется непустое подпространство {x ∈ H : (π − λ)nx = 0, n ∈ N}. Элементы этого подпростран-

ства принято называть корневыми. Говорят, что замкнутое π-инвариантное подпространство W ⊆ H

допускает спектральный синтез, если замыкание линейной оболочки корневых элементов оператора π,

лежащих в W , совпадает с W . Задача спектрального синтеза для оператора π состоит в нахождении

условий, при которых замкнутое π-инвариантное подпространство W ⊆ H допускает спектральный

синтез.

Если H — конечномерное пространство, то любое инвариантное подпространство является прямой

суммой конечного множества корневых подпространств. Из теоремы Гильберта–Шмидта о спектраль-
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