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3. Докажем справедливость формулы (25) для n = k + 1. Разобьем некоторый контур Fj , j = 1, k,

на контуры F 1
j , F 2

j соответственно с инвариантами ∆1, ∆2. По формуле (26) |∆j | = |∆1||∆2|. Поэтому

в силу предположения (27) |∆| = |∆1||∆2| · · · |∆j−1||∆1||∆2||∆j+1| . . . |∆k|, т. е. |∆| =
k+1
∏

i=1

|∆i|.
Теорема 3 доказана.
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В статье получен аналог теоремы Жордана – Дирихле о
сходимости разложений по собственным функциям опера-
тора Ly = αy′(x) − y′(1 − x) с граничным условием
U(y) = ay(0) + by(1) − (y, ϕ) = 0.
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An analogue of Jordan – Dirichlet theorem is established of
convergence of the expansions in eigen functions of the operator
Ly = αy′(x) − y′(1 − x) with the boundary condition
U(y) = ay(0) + by(1) − (y, ϕ) = 0.
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Рассматривается оператор

Ly = αy′(x) − y′(1 − x), x ∈ [0, 1], α2 6= 1, (1)

с граничным условием

U(y) = ay(0) + by(1) − (y, ϕ) = 0, (2)

где y′(1 − x) = d
dξ

y(ξ)|ξ=1−x, a, b — заданные постоянные, (y, ϕ) =
1
∫

0

y(t)ϕ(t) dt, ϕ(t) ∈ C[0, 1].

В настоящей статье для разложений по собственным и присоединенным функциям (в дальней-

шем с.п.ф.) оператора (1)–(2) установлен аналог теоремы Жордана – Дирихле из теории тригоно-

метрических рядов Фурье [1, c. 121–122]. Данная работа продолжает исследования функционально-

дифференциальных и интегральных операторов с операторами отражения. В работе [2] такой резуль-

тат был получен для оператора дифференцирования y′(x) с краевым условием
1
∫

0

y(t) dσ(t) = 0, где

σ(t) — функция ограниченной вариации, имеющая скачки в точках 0 и 1. В работе [3] аналог теоремы

Жордана – Дирихле установлен для разложений по с.п.ф. оператора

Ly = βy′(x) + y′(1 − x), x ∈ [0, 1], β2 6= 1,
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с интегральным граничным условием

U(y) =

1
∫

0

k(t)

tα(1 − t)α
y(t) dt = 0, 0 < α < 1.

1. Обозначим через Rλ = (L − λE)−1 резольвенту оператора (1)–(2).

Следующие утверждения приведем без доказательств (см., например, [3, 4]).

Лемма 1. Если y(x) = Rλf(x), то z(x) = (z1(x), z2(x))T, где z1(x) = y(x), z2(x) = y(1 − x),

является решением следующей краевой задачи в пространстве вектор-функций:

z′(x) − λB0z(x) = B0F (x), (3)

P0z(0) + Q0z(1) −
1

∫

0

Φ0(t)z(t) dt = 0, (4)

где B0 =
1

α2 − 1

(

α 1

−1 −α

)

, P0 =

(

a b

0 0

)

, Q0 =

(

0 0

b a

)

, Φ0(t) =

(

ϕ(t) 0

0 ϕ(1 − t)

)

, F (x) = (f(x),

f(1 − x))T , T — знак транспонирования.

И наоборот. Пусть z(x) = (z1(x), z2(x))T — решение задачи (3)–(4) и F (x) = (f(x), f(1−x)). Ес-

ли при F (x) = 0 задача (3)–(4) имеет только нулевое решение, то Rλ существует и Rλf = z1(x),

z2(x) = z1(1 − x).

Пусть Γ =

(

1 γ

γ 1

)

, γ =
1 − αd

d
=

−d

1 + αd
, d =

1√
α2 − 1

. В (3)–(4) выполним замену z(x) = Γv(x).

Тогда краевая задача (3)–(4) примет вид

v′(x) − λDv(x) = BF (x), (5)

U(v) = Pv(0) + Qv(1) −
1

∫

0

Φ(t)v(t) dt = 0, (6)

где D =

(

d 0

0 −d

)

, B = Γ−1B0 = − d2

2γ

(

1 −γ

γ −1

)

=
d

2

(

αd + 1 d

−d −(αd + 1)

)

, P = P0Γ =

(

p1 p2

0 0

)

,

Q = Q0Γ =

(

0 0

p2 p1

)

, p1 = a + γb, p2 = γa + b, Φ(t) =

(

ϕ(t) γϕ(t)

γϕ(1 − t) ϕ(1 − t)

)

.

Для определенности, считаем, что Re λd ≥ 0 ≥ Re (−λd).

Лемма 2. Если λ таково, что ∆−1(λ) существует, то для решения v(x) = v(x, λ) задачи

(5)–(6) имеет место формула

v(x, λ) = −V (x, λ)∆−1(λ)

1
∫

0

Ux(g(x, t, λ))BF (t) dt +

1
∫

0

g(x, t, λ)BF (t) dt,

где V (x, λ) =

(

eλdx 0

0 e−λdx

)

, ∆(λ) = U(V (x, λ)), g(x, t, λ) =

(

g1(x, t, λ) 0

0 g2(x, t, λ)

)

, g1(x, t, λ) =

= −ε(t, x)eλd(x−t), g2(x, t, λ) = ε(x, t)e−λd(x−t), ε(x, t) ≡ 1 при t ≤ x, ε(x, t) = 0 при t > x, Ux озна-

чает, что условие (6) применяется по переменной x.

Следствие. Имеет место формула Rλf(x) = v1(x, λ) + γv2(x, λ).

2. Пусть f(x) ∈ C[0, 1] ∩ V [0, 1] и U(f) = af(0) + bf(1) −
1
∫

0

ϕ(t)f(t) dt = 0.

Лемма 3. Для компонент вектора BF (x) = (Φ1(x),Φ2(x))T справедливы формулы

Φ1(x) = − d2

2γ
[f(x) − γf(1 − x)] =

d

2
[(αd + 1)f(x) + df(1 − x)],
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Φ2(x) = −Φ1(1 − x), (7)

Φ1(x) + γΦ1(1 − x) = df(x). (8)

Доказательство леммы непосредственно следует из того, что Φi(x) = bi1f(x) + bi2f(1 − x), где

bij — компоненты матрицы B.

Лемма 4. Для компонент вектора

1
∫

0

g(x, t, λ)BF (t) dt =





1
∫

0

g1(x, t, λ)Φ1(t) dt,

1
∫

0

g2(x, t, λ)Φ2(t) dt





T

справедливы формулы

1
∫

0

g2(x, t, λ)Φ2(t) dt =

1
∫

0

g1(1 − x, t, λ)Φ1(t) dt, (9)

1
∫

0

g1(x, t, λ)Φ1(t) dt =
1

λd
eλd(x−1)Φ1(1) − 1

λd
Φ1(x) − 1

λd

1
∫

x

eλd(x−t) dΦ1(t), (10)

1
∫

0

g1(x, t, λ)Φ1(t) dt + γ

1
∫

0

g2(x, t, λ)Φ2(t) dt = − 1

λ
f(x) +

1

λd
Φ1(1)[eλd(x−1) + γe−λdx] + Q1(x, λ), (11)

где

Q1(x, λ) = − 1

λd





1
∫

x

eλd(x−t) dΦ1(t) + γ

1
∫

1−x

eλd(1−x−t) dΦ1(t)



 . (12)

Доказательство. Имеем

1
∫

0

g1(x, t, λ)Φ1(t) dt = −
1

∫

x

eλd(x−t)Φ1(t) dt, (13)

1
∫

0

g2(x, t, λ)Φ2(t) dt =

x
∫

0

e−λd(x−t)Φ2(t) dt. (14)

Выполняя в (14) замену τ = 1 − t и учитывая (7) и (13), получаем (9). Интегрируя (13) по частям,

приходим к (10). В силу (8)–(10) следует справедливость равенства (11). ¤

Лемма 5. Имеет место формула

1
∫

0

Ux(g(x, t, λ))BF (t) dt = (P (λ), P (λ))T,

где

P (λ) =
1

λd
Φ1(1)e−λd[U11 + U21] + U1(Q1(x, λ)), (15)

Uj1 = Uj(e
λdx) (условия применяются по переменной x),

U1(f) = p1f(0) −
1

∫

0

ϕ(t)f(t) dt, U2(f) = p2f(1) − γ

1
∫

0

ϕ(1 − t)f(t) dt. (16)

Доказательство. Из (13), (14) имеем g1(1, t, λ) = g2(0, t, λ) = 0. Тогда

1
∫

0

Ux(g(x, t, λ))BF (t) dt =









p1

1
∫

0

g1(0, t, λ)Φ1(t) dt − I1

p1

1
∫

0

g2(1, t, λ)Φ2(t) dt − I2









, (17)
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I1 =

1
∫

0

ϕ(τ)





1
∫

0

g1(τ, t, λ)Φ1(t) dt + γ

1
∫

0

g2(τ, t, λ)Φ2(t) dt



 dτ,

I2 =

1
∫

0

ϕ(1 − τ)



γ

1
∫

0

g1(τ, t, λ)Φ1(t) dt +

1
∫

0

g2(τ, t, λ)Φ2(t) dt



 dτ. (18)

Выполняя в (18) замену ξ = 1 − τ и учитывая (9), получаем, что I2 = I1. Далее, из (9) следует, что
1
∫

0

g1(0, t, λ)Φ1(t) dt =
1
∫

0

g2(1, t, λ)Φ2(t) dt. Поэтому (17) можно записать в виде

1
∫

0

Ux(g(x, t, λ))BF (t) dt = (P (λ), P (λ))T,

где P (λ) = p1

1
∫

0

g1(0, t, λ)Φ1(t) dt −
1
∫

0

ϕ(τ)

(

1
∫

0

g1(τ, t, λ)Φ1(t) dt + γ
1
∫

0

g2(τ, t, λ)Φ2(t) dt

)

dτ .

Учитывая (10)–(11) и (12) при x = 0, получаем

P (λ) = − 1

λd
p1Φ1(0) +

1

λ

1
∫

0

ϕ(τ)f(τ) dτ − γ

λd
Φ1(1)

1
∫

0

ϕ(τ)e−λdτ dτ+

+
1

λd
e−λdΦ1(1)



p1 −
1

∫

0

ϕ(τ)eλdτ dτ



 +



p1Q1(0, λ) −
1

∫

0

ϕ(τ)Q1(τ, λ) dτ



 .

Так как p1Φ1(0) = −p2Φ1(1) + d(af(0) + bf(1)), то в силу условия U(f) = 0 получаем

P (λ) =
1

λd
Φ1(1)e−λd



p2e
λd − γ

1
∫

0

ϕ(τ)eλd(1−τ) dτ



 +

+
1

λd
e−λdΦ1(1)



p1 −
1

∫

0

ϕ(τ)eλdτ dτ



 +



p1Q1(0, λ) −
1

∫

0

ϕ(τ)Q1(τ, λ) dτ



 .

Выполняя в интеграле
1
∫

0

ϕ(τ)eλd(1−τ) dτ замену переменных ξ = 1−τ и учитывая (16), можно записать

P (λ) =
1

λd
Φ1(1)e−λd[U1(e

λdx) + U2(e
λdx)] + U1(Q1(x, λ)).

Так как Uj(e
λdx) = Uj1, то приходим к утверждению леммы. ¤

Теорема 1. Если f(x) ∈ C[0, 1] ∩ V [0, 1] и U(f) = af(0) + bf(1) −
1
∫

0

ϕ(t)f(t) dt = 0, то

R0,λf = − 1

λ
f(x) + Q1(x, λ) + Q2(x, λ), (19)

где

Q2(x, λ) = −U1(Q1(x, λ))[eλdx(x11 + x12) + γe−λdx(x21 + x22)], (20)

xij — компоненты матрицы ∆−1(λ).

Доказательство. Имеем

V (x, λ)∆−1(λ)

1
∫

0

Ux(g(x, t, λ))BF (t) dt =

(

P (λ)eλdx(x11 + x12)

P (λ)e−λdx(x21 + x22)

)

.
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В силу леммы 2 и следствия из нее имеем

Rλf = −P (λ)(eλdx(x11 + x12) + γe−λdx(x21 + x22)) +

1
∫

0

g1(x, t, λ)Φ1(t) dt + γ

1
∫

0

g2(x, t, λ)Φ2(t) dt.

Учитывая (11) и (15), получаем

Rλf = − 1

λd
Φ1(1)e−λd(U11 + U21)(e

λdx(x11 + x12) + γe−λdx(x21 + x22))−

− 1

λ
f(x) +

1

λd
Φ1(1)[eλd(x−1) + γe−λdx] + Q1(x, λ) + Q2(x, λ). (21)

Так как ∆(λ) = U(V (x, λ)) =

(

U11 U21e
−λd

U21 U11e
−λd

)

и ∆−1(λ)∆(λ) = E, то

{

U11x11 + U21x12 = 1,

e−λd(U21x11 + U11x12) = 0
и

{

U11x21 + U21x22 = 0,

e−λd(U21x21 + U11x22) = 1.

Отсюда

x11 + x12 =
1

U11 + U21
, x21 + x22 =

eλd

U11 + U21
. (22)

Подставляя (22) в (21) приходим к утверждению теоремы. ¤

Лемма 6. Если a2 + b2 − 2αab 6= 0, то p1p2 6= 0 и имеет место следующая асимптотическая

формула:

det ∆(λ) = eλd(p2
1e

−2λd − p2
2 + o(1)).

Доказательство. В силу леммы 4 из работы [5] U11 = eλd(p1e
−λd + o(1)), U21 = eλd(p2 + o(1)).

Поэтому det ∆(λ) = e−λd(U2
11 − U2

21) = eλd(p2
1e

−2λd − p2
2 + o(1)). ¤

Следствие. Обозначим через Sδ0
область, получающуюся из полуплоскости Re λd ≥ 0 уда-

лением всех нулей функции p2
1e

−2λd − p2
2 вместе с круговыми окрестностями одного и того же

радиуса δ0. Тогда в Sδ0
при больших |λ| имеет место оценка

|det ∆(λ)| ≥ C|eλd|, (23)

где C > 0 и не зависит от λ.

Здесь и далее через C будем обозначать различные константы, не зависящие от λ.

Лемма 7. В области Sδ0
при больших |λ| справедливы оценки

x11 + x12 = O(e−λd), x21 + x22 = O(1). (24)

Доказательство. Из (22) имеем

x11 + x12 =
1

det ∆(λ)
e−λd(U11 − U21), x21 + x22 =

1

det ∆(λ)
(U11 − U21).

Так как |U11 − U21| ≤ |eλd||p1e
−λd − p2 + o(1)| ≤ C|eλd|, то в силу (23) приходим к (24). ¤

Лемма 8. Имеют место следующие оценки:

∫

|λ|=r

Q1(x, λ) dλ = o(1), (25)

∫

|λ|=r

Q2(x, λ) dλ = o(1). (26)
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Доказательство. Имеем

Q1(x, λ) = − 1

λd





1
∫

x

eλd(x−t)dΦ1(t) + γ

1
∫

1−x

eλd(1−x−t)dΦ1(t)



 =

= − 1

λd





1
∫

x

eλd(x−t)dΦ1(t) + γ

x
∫

0

e−λd(x−t)dΦ2(t)



 . (27)

Так как

1
∫

x

eλd(x−t)dΦ1(t) =

x+r1
∫

x

+

1
∫

x+r1

= O

(

x+r1

V
x

(Φ1)

)

+ O(|e−λdr1 |),

x
∫

0

e−λd(x−t)dΦ2(t) =

x−r1
∫

0

+

x
∫

x−r1

= O(|e−λdr1 |) + O

(

x

V
x−r1

(Φ2)

)

(r1 — достаточно малое положительное число), то из (27) получаем

Q1(x, λ) = O

(

1

|λ| |e
−λdr1 |

)

+ O

(

1

|λ|
x+r1

V
x

(Φ1)

)

+ O

(

1

|λ|
x

V
x−r1

(Φ2)

)

. (28)

Обозначим через
∫

|λ|=r

′
интеграл по части контура |λ| = r, для которого Re λd ≥ 0 ≥ Re (−λd), а

через
∫

|λ|=r

′′
— для которого Re λd ≤ 0 ≤ Re (−λd) (r считаем таким, что |λ| = r находится целиком в

области Sδ0
).

В силу произвольности выбора r1 из (28) получаем
∫

|λ|=r

′
Q1(x, λ) dλ = o(1). Аналогичная оценка

имеет место и для интеграла
∫

|λ|=r

′′
. Следовательно, оценка (25) доказана.

Далее, в силу леммы 7

|Q2(x, λ)| =
∣

∣U1(Q1(x, λ))(eλdx(x11 + x12) + γe−λdx(x21 + x22))
∣

∣ =

= |U1(Q1(x, λ))|(O(eλd(x−1)) + O(e−λdx)). (29)

Имеем

U1(Q1(x, λ)) = p1Q1(0, λ) −
1

∫

0

ϕ(τ)Q1(τ, λ) dτ. (30)

Аналогично (28) получаем

Q1(0, λ) = O

(

1

|λ|
r1

V
0

(Φ1)

)

+ O

(

1

|λ| |e
−λdr1 |

)

.

Следовательно,

∫

|λ|=r

′

Q1(0, λ)(O(eλd(x−1)) + O(e−λdx)) dλ = o(1). (31)

Рассмотрим

−
1

∫

0

ϕ(τ)Q1(τ, λ) dτ =
1

λd

1
∫

0

ϕ(τ)





1
∫

τ

eλd(τ−t)dΦ1(t) + γ

τ
∫

0

e−λd(τ−t)dΦ2(t)



 . (32)
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Меняя порядок интегрирования и применяя лемму 4 из работы [5] к внутренним интегралам, имеем

1
∫

0

e−λdtdΦ1(t)

t
∫

0

eλdτϕ(τ)dτ =

1
∫

0

e−λdt(o(eλdt) + o(1))dΦ1(t) =

1
∫

0

(o(1) + o(e−λdt))dΦ1(t). (33)

1
∫

0

eλdtdΦ2(t)

1
∫

t

e−λdτϕ(τ)dτ =

1
∫

0

eλdt(o(e−λd) + o(e−λdt))dΦ2(t) =

1
∫

0

(o(eλd(t−1)) + o(1))dΦ2(t). (34)

В силу (32)–(34)

∫

|λ|=r

′

(O(eλd(x−1)) + O(e−λdx))

1
∫

0

ϕ(τ)Q1(τ, λ) dτ dλ = o(1). (35)

Таким образом, учитывая (29)–(31), (35), получаем

∫

|λ|=r

′

Q2(x, λ) dλ = o(1).

Аналогичная оценка имеет место и для интеграла
∫

|λ|=r

′′
. Значит, оценка (26) доказана. ¤

Теорема 2. Если f(x) = C[0, 1] ∩ V [0, 1], U(f) = af(0) + b(f) − (y, ϕ) = 0, a2 + b2 − 2αab 6= 0, то

выполняется соотношение

lim
r→∞

max
0≤x≤1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) +
1

2πi

∫

|λ|=r

Rλf dλ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0.

Доказательство. По теореме 1 в силу леммы 8 имеем

∫

|λ|=r

Rλf dλ = −
∫

|λ|=r

f(x)

λ
dλ + o(1).

Отсюда следует утверждение теоремы. ¤
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