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УДК 517.984
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Для решения некоторой смешанной задачи с инволюцией и ве-
щественным симметричным потенциалом найдено явное анали-
тическое представление методом Фурье. При этом использова-
ны приемы, позволяющие избегать почленного дифференци-
рования функционального ряда и накладывать минимальные
условия на начальные данные задачи.
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The Mixed Problem for the Differential Equation with Involution
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For the solution of some mixed problem with involution and real
symmetrical potential, explicit analytical formula has been found with
the use of the Fourier method. Techniques allowing to avoid term-by-
term differentiation of the functional series and impose the minimum
conditions for initial problem data, are used.

Key words: mixed problem, involution, Fourier method, classical
solution.

Рассматривается следующая смешанная задача:

1

βi
ut(x, t) = uξ(ξ, t)|ξ=1−x + q(x)u(x, t), x ∈ [0, 1], t ∈ (−∞,+∞), (1)

u(x, 0) = ϕ(x), u(0, t) = 0. (2)

Предполагаем выполненными следующие условия: 1) β — вещественное число, β 6= 0, 2) q(x) ∈ C[0, 1],

q(x) = q(1 − x), q(x) — вещественная функция; 3) ϕ ∈ C1[0, 1] и ϕ(0) = 0, ϕ′(1) = 0.

Уравнение (1) представляет собой простейшее уравнение в частных производных, содержащее ин-

волюцию ν(x) = 1−x. Краевые задачи с инволюцией активно исследуются (см., например, работу [1]

и библиографию в ней).

Решение задачи (1)–(2) будем искать методом Фурье. Наши предположения позволяют получить

классическое решение, т. е. решение, непрерывно дифференцируемое по обеим переменным. Условия

на ϕ(x) являются естественными, так как им удовлетворяют собственные функции порождаемой (1)–

(2) краевой задачи. Условия на q(x) снимают многие трудности при исследовании задачи и позволяют

дать хорошую структурную форму для решения.

В работе широко используются приемы из [2], позволяющие получить решение, избегая почлен-

ного дифференцирования функционального ряда.

1. Согласно методу Фурье положим u(x, t) = y(x)T (t). Тогда получим следующую задачу на

собственные значения для y(x):

y′(1 − x) + q(x)y(x) = λy(x), (3)

y(0) = 0, (4)

а для T (t) имеем T (t) = ceλβit.

c© А.П. Хромов., 2010 17
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2. Найдем решение задачи (3)–(4). Выполняя в (3) замену x на 1 − x и полагая z(x) = (z1(x),

z2(x))T , где z1(x) = y(x), z2(x) = y(1−x), получим следующую систему уравнений относительно z(x):

Bz′(x) + P (x)z(x) = λz(x), (5)

где B =

(

0 −1

1 0

)

, P (x) = diag (q(x), q(1 − x)) = diag (q(x), q(x)).

Верно и обратное: если z(x) = (z1(x), z2(x))T — решение (5) и z1(x) = z2(1 − x), то y(x) = z1(x)

есть решение уравнения (3).

Лемма 1. Общее решение системы (5) имеет вид

z(x) = z(x, λ) = ΓV (x, λ)c, (6)

где Γ =

(

1 −i

−i 1

)

, V (x, λ) = diag
(

u1(x)e−λix, u2(x)eλix
)

, u1(x) = exp

(

i
x
∫

0

q(t) dt

)

, u2(x) =

= exp

(

−i
x
∫

0

q(t) dt

)

, c = (c1, c2)
T , ck — произвольные постоянные.

Доказательство. Матрицу B в системе (5) можно привести к диагональному виду с помощью

преобразования Γ−1BΓ = D, где D = diag (i,−i) (±i — собственные значения матрицы B), Γ —

невырожденная матрица, определяемая неоднозначно. В качестве Γ выберем матрицу, указанную в

условии леммы. Выполнив в (5) замену z = Γv, v = (v1, v2)
T , придем к системе

v′(x) + P1(x)v(x) = λD−1v(x), (7)

где D−1 = diag (−i, i), P1(x) = D−1Γ−1P (x)Γ = D−1q(x) (благодаря симметричности q(x) матрица

P1(x) также диагональна).

Система (7) распадается на два уравнения:

v′

1(x) − iq(x)v1(x) = −λiv1(x), v′

2(x) + iq(x)v2(x) = λiv2(x),

общие решения которых соответственно есть

v1(x) = v1(x, λ) = c1u1(x)e−λix, v2(x) = v2(x, λ) = c2u2(x)eλix,

где uk(x) — функции, определенные в условии леммы, c1, c2 — произвольные постоянные. Записывая

решение (7) в матричной форме, придем к (6).

Лемма 2. Общее решение системы (3) имеет вид

y(x) = y(x, λ) = cϕ(x, λ), (8)

где ϕ(x, λ) = u1(x)e
−i

1
∫

0

q(t) dt
eλi(1−x) − iu2(x)eλix, c — произвольная постоянная.

Доказательство. Как было показано выше, функция y(x) = z1(x) является решением (3), если

z(x) = (z1(x), z2(x))T удовлетворяет (5) и z1(x) = z2(1 − x). Отсюда, в частности, получаем условие

z1(0) = z2(1). (9)

В силу (6) и (9) имеем

c1u1(0) − ic2u2(0) = −c1iu1(1)e−λi + c2u2(1)eλi,

или

c1[u1(0) + iu1(1)e−λi] = c2[u2(1)eλi + iu2(0)]. (10)

Так как u1(0) = 1, u2(0) = 1, u2(1) = e
−i

1
∫

0

q(t) dt
= u−1

1 (1), то из (10) получим

c1[1 + iu1(1)e−λi] = c2u2(1)eλi[1 + iu1(1)e−λi],

18 Научный отдел
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откуда c1 = c2u2(1)eλi. Тогда y(x) = z1(x) = c1u1(x)e−λix − ic2u2(x)eλix = c2ϕ(x, λ), что доказыва-

ет (8). ¤

Лемма 3. Собственные значения краевой задачи (3)–(4) есть

λn = 2πn + a, n ∈ Z, (11)

где a = π/2 +
1
∫

0

q(t) dt, а соответствующие собственные функции

yn(x) = p(1 − x)e2πni(1−x) − ip(x)e2πnix, (12)

где p(x) = u2(x)eaix.

Доказательство. Согласно (4) и (8) для собственных значений имеем уравнение ϕ(0, λ) = 0,

корни которого есть (11).

Найдем собственные функции yn(x) = ϕ(x, λn). Учитывая, что u1(x) = exp
{

i
1
∫

0

q(t) dt −

− i
1
∫

x

q(t) dt
}

= exp
{

a − i
1−x
∫

0

q(t) dt
}

= eiau2(1 − x) (здесь снова использована симметричность

q(x)), получим yn(x) = u1(x)e−iae2πni(1−x)eia(1−x) − iu2(x)e2πnixeaix = u2(1 − x)eia(1−x)e2πni(1−x) −
− iu2(x)eaixe2πnix, откуда следует (12). ¤

3. Исследуем свойства системы yn(x).

Лемма 4. Функции yn(x), (n ∈ Z) образуют ортогональную систему, полную в L2[0, 1].

Доказательство. Обозначим через L оператор

Ly = y′(1 − x) + q(x)y(x), y(0) = 0,

собственными функциями которого являются yn(x). Найдем сопряженный оператор L∗. Пусть

z(x) ∈ W 1
2 [0, 1]. Тогда

(Ly, z) =

1
∫

0

y′(x)z(1 − x) dx +

1
∫

0

q(x)y(x)z(x) dx = y(x)z(1 − x)
∣

∣

1

0
+

1
∫

0

y(x)z′(1 − x) dx+

+

1
∫

0

q(x)y(x)z(x) dx = y(1)z(0) +

1
∫

0

y(x)(z′(1 − x) + q(x)z(x)) dx,

откуда L∗z(x) = z′(1 − x) + q(x)z(x), z(0) = 0. Так как q(x) — вещественная функция, то L = L∗,

откуда следует ортогональность собственных функций.

Докажем полноту. Пусть f ∈ L[0, 1] и f ортогональна yn, n ∈ Z. Тогда

(yn, f) =

1
∫

0

yn(x)f(x) dx =

1
∫

0

f(x)
[

p(1 − x)e2πni(1−x) − ip(x)e2πnix
]

dx =

=

1
∫

0

f(1 − x)p(x)e2πnix dx − i

1
∫

0

f(x)p(x)e2πnix dx =

1
∫

0

[

f(1 − x) − if(x)
]

p(x)e2πnix dx = 0.

Отсюда в силу полноты тригонометрической системы {e2πnix} имеем

f(1 − x) + if(x) ≡ 0, x ∈ [0, 1]. (13)

Заменим в (13) x на 1 − x и полученное уравнение умножим на i:

i f(x) + i2 f(1 − x) ≡ 0. (14)

Сложив (13) и (14), получим, что f(x) ≡ 0, и лемма доказана. ¤
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Замечание. Из леммы 4 следует, что собственные значения (11) однократны.

Лемма 5. Пусть y0
n(x) = yn(x)/‖yn‖ (‖ · ‖ — норма в L2[0, 1]). Тогда y0

n(x) = γnyn(x), где

константы γn имеют асимптотику

γn =
1√
2

[1], [1] = 1 + O

(

1

n

)

.

Доказательство. Имеем

‖yn‖2 =

1
∫

0

yn(x)yn(x) dx =

1
∫

0

p(1 − x)p(1 − x) dx +

1
∫

0

p(x)p(x) dx+

+i

1
∫

0

p(1 − x)p(x)e−4πnix dx − i

1
∫

0

p(x)p(1 − x)e4πnix dx.

Выполняя в третьем и четвертом интегралах интегрирование по частям и учитывая ограниченность

входящих в них экспонент, а также, что ‖p(x)‖ = 1, получим ‖yn‖2 = 2 + O(1/n), откуда следует

утверждение леммы. ¤

Лемма 6. Если f(x) ∈ DL (DL — область определения оператора L в пространстве L2[0, 1]),

то ее ряд Фурье по системе {yn(x)} сходится абсолютно и равномерно на [0, 1].

Доказательство. Ряд Фурье функции f(x) по системе {yn(x)} есть

∞
∑

−∞

(f, yn)γ2
nyn(x) =

∞
∑

−∞

(f, y0
n)y0

n(x).

Пусть вещественное число µ0 не является собственным значением оператора L. Положим

(L − µ0E)f = g (E — единичный оператор). Тогда f = Rµ0
g, где Rλ есть резольвента оператора L.

Далее,

(L − µ0E)y0
n = (λn − µ0)y

0
n,

откуда y0
n = (λn − µ0)Rµ0

y0
n и

(f, y0
n) = (Rµ0

g, y0
n) = (g,Rµ0

y0
n) =

1

λn − µ0

(g, y0
n).

Поэтому
∞
∑

−∞

(f, y0
n)y0

n(x) =

∞
∑

−∞

1

λn − µ0

(g, y0
n)y0

n(x).

Так как 1
λn−µ0

= O
(

1
n

)

, а
∞
∑

−∞

|(g, y0
n)|2 < ∞, то утверждение леммы следует из неравенства Коши –

Буняковского и равномерной ограниченности y0
n(x). ¤

4. Из леммы 6 следует, что ряд
∑ |cn| сходится. Поэтому функция f0(x) =

∞
∑

−∞

cne2πnix непрерывна

на (−∞,∞) и периодическая с периодом 1.

Лемма 7. При x ∈ [0, 1] имеет место формула

f0(x) =
1

2p(x)
[iϕ(x) + ϕ(1 − x)] . (15)

Доказательство. Согласно лемме 6 при x ∈ [0, 1] имеем

ϕ(x) =

+∞
∑

−∞

(ϕ, yn)γ2
nyn(x) =

+∞
∑

−∞

cnyn(x) =

+∞
∑

−∞

cn

[

p(1 − x)e2πni(1−x) − ip(x)e2πnix
]

,

откуда

ϕ(x) = p(1 − x)f0(1 − x) − ip(x)f0(x). (16)
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Отсюда

ϕ(1 − x) = p(x)f0(x) − ip(1 − x)f0(1 − x). (17)

Из (16) и (17) получаем

iϕ(x) + ϕ(1 − x) = 2p(x)f0(x). (18)

Из (18) следует (15). ¤

Замечание. Функция f0(x) в силу своей периодичности однозначно определяется на всей оси

заданием ее лишь на отрезке [0, 1]. Таким образом, f0(x) определяется не рядом, а по формуле (15).

Лемма 8. Если ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, то f0(x) непрерывно дифференцируема на всей

вещественной оси.

Доказательство. Из (15) следует, что f0(x) непрерывно дифференцируема на [0, 1] (в конце-

вых точках имеются в виду односторонние производные). В силу периодичности функция f0(x)

непрерывно дифференцируема всюду на (−∞,+∞), кроме точек x = n (n – целое). Покажем, что

f ′

0(n − 0) = f ′

0(n + 0). В силу периодичности функции f0(x) достаточно установить, что

f ′

0(0 + 0) = f ′

0(0 − 0). (19)

Дифференцируя (18), получим:

iϕ′(x) − ϕ′(1 − x) = 2p′(x)f0(x) + 2p(x)f ′

0(x). (20)

Из (20), условия леммы и соотношений

f0(0) = f0(1), f ′

0(1 − 0) = f ′

0(0 − 0)

имеем

2p′(0)f0(0) + 2p(0)f ′

0(0 + 0) = iϕ′(0), 2p′(1)f0(0) + 2p(1)f ′

0(0 − 0) = −ϕ′(0),

откуда

2[p′(0) + ip′(1)]f0(0) + 2[p(0)f ′

0(0 + 0) + ip(1)f ′

0(0 − 0)] = 0. (21)

Так как p(0) = 1, p(1) = exp
(

−i
∫ 1

0
q(t) dt

)

eia = eπi/2 = i, u′

2(x) = −iq(x)u2(x), p′(0) = −iq(0) + ia,

p′(1) = q(1) − a, а также q(0) = q(1), то p′(0) + ip′(1) = 0, и из (21) следует (19). Лемма доказана. ¤

Замечание. Условие ϕ′(1) = 0 является естественным, так как ему удовлетворяют все собственные

функции.

5. Согласно методу Фурье, решение u(x, t) задачи (1)–(2) представляется формальным рядом

∞
∑

−∞

(ϕ, y0
n)y0

n(x)eλnβit =

∞
∑

−∞

cnyn(x)eλnβit, (22)

где cn = (ϕ, yn)γ2
n.

Лемма 9. Ряд (22) сходится абсолютно и равномерно по x ∈ [0, 1] и t ∈ (−∞,∞), и для его

суммы имеет место формула

∞
∑

−∞

cnyn(x)eλnβit = eaβit
[

p(1 − x)f0(1 − x + βt) − ip(x)f0(x + βt)
]

, (23)

где p(x) = u2(x)eiax.

Доказательство. Сходимость ряда (22) следует из леммы 6. Далее, имеем

∞
∑

−∞

cnyn(x)eλnβit =
∞
∑

−∞

cn

[

p(1 − x)e2πni(1−x) − ip(x)e2πnix
]

eλnβit =

= eaβit
[

p(1 − x)

∞
∑

−∞

cne2πni(1−x+βt) − ip(x)

∞
∑

−∞

cne2πni(x+βt)
]

,

откуда следует (23). ¤
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Теорема. Если ϕ(x) ∈ C1[0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, q(x) ∈ C[0, 1], q(x) = q(1 − x), то классическое

решение задачи (1)–(2) существует и имеет вид

u(x, t) = eaβit
[

p(1 − x)f0(1 − x + βt) − ip(x)f0(x + βt)
]

, (24)

где p(x) = exp

(

aix − i
x
∫

0

q(t) dt

)

, f0(x) — периодическая с периодом 1 функция, причем на отрез-

ке [0, 1]

f0(x) =
1

2p(x)

[

iϕ(x) + ϕ(1 − x)
]

. (25)

Доказательство. Как установлено выше, если функцию f0(x), заданную с помощью (25), про-

должить периодически с периодом 1 на всю ось, то получим непрерывно дифференцируемую всюду

функцию. Проверим теперь, что u(x, t), заданная формулой (24), является решением смешанной за-

дачи (1)–(2).

Сначала покажем, что u(x, t) удовлетворяет дифференциальному уравнению (1). Имеем

1

βi
ut(x, t) = aeaβit

[

p(1 − x)f0(1 − x + βt) − ip(x)f0(x + βt)
]

+

+
1

i
eaβit

[

p(1 − x)f ′

0(1 − x + βt) − ip(x)f ′

0(x + βt)
]

,

uξ(ξ, t)
∣

∣

∣

ξ=1−x
= eaβit

[

−p′(1 − ξ)f0(1 − ξ + βt) − p(1 − ξ)f ′

0(1 − ξ + βt)−

−ip′(ξ)f0(ξ + βt) − ip(ξ)f ′

0(ξ + βt)
]

∣

∣

∣

ξ=1−x
= eaβit

[

−p′(x)f0(x + βt) − p(x)f ′

0(x + βt)−

−ip′(1 − x)f0(1 − x + βt) − ip(1 − x)f ′

0(1 − x + βt)
]

.

Подставляя данные соотношения в (1), получим

eaβit
{

f0(1 − x + βt)
[

ap(1 − x) + ip′(1 − x) − p(1 − x)q(x)
]

+f0(x + βt)
[

−aip(x) + p′(x)+

+ip(x)q(x)
]

+f ′

0(1 − x + βt)
[1

i
p(1 − x) + ip(1 − x)

]

+f ′

0(x + βt)
[

−p(x) + p(x)
]

}

.

Последние две квадратные скобки равны нулю. Подставляя явные выражения для p(x) и p′(x), по-

лучим, что первая и вторая квадратные скобки также равны нулю, т. е. u(x, t) удовлетворяет уравне-

нию (1).

Далее, при x ∈ [0, 1] имеем u(x, 0) = p(1 − x)f0(1 − x) − ip(x)f0(x) = ϕ(x). Наконец,

u(0, t) = eaβit
[

p(1)f0(βt) − ip(0)f0(βt)
]

= 0,

т.е. начальное и краевое условие выполнены. Теорема доказана. ¤
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