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Исследуется обтекание крылового профиля под линией раздела двухслойной весомой
жидкости при конечной глубине слоев. Представлены результаты расчетов гидродина-
мических характеристик реального гидропрофиля в зависимости от числа Фруда. Про-
ведены сравнения со случаями обтекания профиля в полубезграничном канале — при
отсутствии крышки и при отсутствии дна.
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In this paper, we examine a flow around the wing section under the interface of two bounded
layers of liquids under gravity. We present here some results of the calculation of real hydrofoil
hydrodynamic characteristics subject to Froude number. Comparisons with cases of semi-infinite
channel — with no top border and with no bottom border — are given.
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ВВЕДЕНИЕ

Общее решение задачи о поступательном движении произволь-

ного контура под свободной поверхностью бесконечно глубокой ве-

сомой жидкости в приближении теории волн малой амплитуды было

дано Н.Е. Кочиным [1]. М.Д. Хаскинд [2] обобщил решение [1] на

случай жидкости конечной глубины. В.С. Войценя [3, 4] теорети-

чески исследовал методом [1] задачу о движении плоского контура

непрерывной кривизны под и над границей раздела двух жидкостей

разной плотности с верхним слоем, имеющим свободную поверх-

ность. Иной метод решения задачи о движении контура вблизи гра-

ниц раздела сред был предложен Г.Г. Тумашевым и Н.Д. Черепени-

ным [5] и развит для многосвязных областей С.И. Филипповым [6].

Главное достоинство метода [5] состоит в точном удовлетворении

граничного условия на контуре по построению решения. Численные

методы к решению данной задачи для кругового и эллиптического

цилиндров применялись И.В. Стуровой [7] и С.И. Горловым [8].

В настоящей работе метод [5] применен к решению задачи об-

текания профиля произвольной формы, расположенного в закрытом

канале под линией раздела двух жидкостей разной плотности. Сле-

дует отметить, что при небольших числах Фруда твердая стенка
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моделирует свободную поверхность. Рассматриваемая задача при небольших числах Фруда эквива-

лентна задаче об обтекании профиля двухслойным потоком со свободной поверхностью и дном. Эта

задача связана с явлением «мертвой воды», впервые внесенным в поле научного исследования Ф. Нан-

сеном, которое в настоящее время привлекает большое внимание [9].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

Рассмотрим поток идеальной несжимаемой жидкости, ограниченный сверху твердой крышкой M1,

а снизу твердым дном M3, и состоящий из слоя толщины H1 плотности ρ1 и слоя толщины H2

плотности ρ2. Жидкость находится под действием силы тяжести, ускорение которой равняется g.

Крыловой профиль C с длиной хорды L расположен в нижнем слое жидкости (рис. 1).

M1

M2

M3

H1

H2

ih1

ih2

ih3

~U1

~U2

ρ1

ρ2

~g

x

y

αO

C

zB

Рис. 1. Схема течения

В системе координат, нача-

ло которой совпадает с середи-

ной хорды профиля, ось Ox па-

раллельна невозмущенной гра-

нице раздела сред M2 и на-

правлена навстречу потоку, а

ось Oy направлена вертикаль-

но вверх, течение плоскопарал-

лельное, установившееся. Гра-

ницы раздела Mk в системе ко-

ординат xOy описываются соот-

ветственно уравнениями y = hk

(k = 1, 3). Скорости потока на

бесконечности перед профилем

параллельны стенкам канала и

равны Ul (l = 1, 2). Считаем, что внутри жидкости вихри отсутствуют, так что течение обладает

потенциалом скорости.

Введем соответствующие слоям жидкости области Dl (l = 1, 2). Область D1 представляет собой

полосу h2 ≤ y ≤ h1 (h2 = h1 −H1), область D2 — полосу h3 ≤ y ≤ h2 (h3 = h2 −H2) за исключением

области, ограниченной профилем C.

Рассмотрим комплексную переменную z = x+iy и комплексные потенциалы возмущенного течения

W̃ l(z) = ϕ̃l(x, y) + iψ̃l(x, y)

в соответствующих областях Dl.

Используя предположения линейной теории волн малой амплитуды, с учетом обозначений

W̃l(z) = UlWl(z), ν2 =
g (ρ1 − ρ2)

ρ1U2
1 + ρ2U2

2

,

ml =
ρlU

2
l

ρ1U2
1 + ρ2U2

2

, m = m1 − m2

придем к следующей задаче. Найти функции Wl(z), аналитические в соответствующих областях и

удовлетворяющие условиям:

на поверхности профиля C

Im W2(z) = y + ψ1 (ψ1 = const) , z ∈ C; (1)

на горизонтальной крышке M1

Im

[

dW1(z)

dz

]

= 0, y = h1; (2)

на невозмущенном уровне линии раздела жидкостей M2

Im

[

W1(z) − W2(z)

]

= 0, (3)
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Re

[

m1
dW1(z)

dz
− m2

dW2(z)

dz
+ iν2W2(z)

]

= 0, y = h2; (4)

на дне канала M3

Im

[

dW2(z)

dz

]

= 0, y = h3; (5)

на бесконечности

lim
x→+∞

dWl(z)

dz
= 0,

∣

∣

∣

∣

dWl(z)

dz

∣

∣

∣

∣

< A, A < ∞, z → ∞. (6)

Граничные условия (1), (2), (5) являются условиями плавности обтекания профиля и стенок ка-

нала. Условие (3) на линии раздела является кинематическим, (4) — динамическим и представляет

собой комплексную запись условия непрерывности давления при пересечении поверхности раздела

жидкостей, взятое в линеаризованной форме. При этом, следуя теории волн малой амплитуды, будем

выполнять это условие на невозмущенном уровне линии раздела. Условия на бесконечности (6) обес-

печивают отсутствие скоростей возмущений далеко перед профилем и ограниченность возмущений

вне его окрестности.

В силу линейности задачи представим Wl(z) (l = 1, 2) в виде суммы

Wl(z) = W1l(z) + γW2l(z), (7)

где W1l(z) — комплексные потенциалы возмущенного бесциркуляционного течения, удовлетворяющие

условиям (1)–(6), W2l(z) — комплексные потенциалы чисто циркуляционного течения, γ — значение

циркуляции. Потенциалы W2l(z) (l = 1, 2) наряду с условиями (2)–(6) должны удовлетворять еще

следующим условиям:

Im W22(z) = ψ2 (ψ2 = const) , z ∈ C; (8)

∆CW22 = 1, (9)

где ∆C — приращение функции при положительном обходе контура C.

2. МЕТОД РЕШЕНИЯ

Метод решения задачи заключается в распределении двойных слоев особенностей (диполей) ве-

щественной плотности по невозмущенному уровню линии раздела жидкостей M2 и горизонтальным

крышке M1 и дну M3, к потенциалам которых добавляются такие регулярные вне C функции, что

условие на контуре (1) выполняется точно.

Наряду с физической плоскостью z = x + iy рассмотрим параметрическую плоскость ζ = ξ + iη.

Пусть функция z = f(ζ) осуществляет конформное отображение внешности единичной окружности

C0 =
{

ζ
∣

∣ |ζ| = 1
}

на внешность профиля C, причем f(∞) = ∞ и ζB = −1 соответствует задней

кромке профиля zB .

Будем искать комплексные потенциалы в виде

Wsl(z) = Ws∞(z) +

3
∑

k=1

[

Vsk(z) + Φsk(z)
]

, (10)

где Ws∞(z) — комплексные потенциалы возмущенного течения при обтекании профиля безграничным

потоком,

Vsk(z) =
1

2πi

+∞+ihk
∫

−∞+ihk

µsk(t)

z − t
dt,

Φsk(z) =
1

2πi

+∞+ihk
∫

−∞+ihk

Fk(z, t)µsk(t) dt.
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Функции Fk(z, t) строятся в параметрической плоскости ζ на основании теоремы Милн-Томсона

об окружности [10]:

Fk [f(ζ), f(τ)] =
1

f ′(τ)

[

χk(ζ, τ) + Gk(ζ, τ)
]

,

χk(ζ, τ) =
1

ζ − τ
− f ′(τ)

f(ζ) − f(τ)
, Gk(ζ, τ) =

1

τ2 (ζ − 1/τ)
.

Плотности непрерывно распределенных по Mk особенностей µsk(t) (s = 1, 2; k = 1, 3) определя-

ются из условий (2), (4), (5). Предварительно для границ Mk проводятся преобразования координат

z = zk + ihk. Условие (3) выполняется на основании свойств предельных значений интеграла типа

Коши.

Рассмотрим условие (4) на границе раздела жидкостей M2 для случая чисто циркуляционного

обтекания профиля. Подставим комплексный потенциал в форме (10) (s = 2) в условие (4) с учетом

преобразования координат z = z2 + ih2, получим:

Re

[(

− d

dz2
+ iν2

)

V22(z2) +

(

m
d

dz2
+ iν2

)

Ω22(z2) +

(

m
d

dz2
+ iν2

)

V21(z2)

]

z2=x2−i·0

= 0, (11)

где

Ω22(z2) = W2∞(z2) + V23(z2) + Φ21(z2) + Φ22(z2) + Φ23(z2).

Условие (11) представляет собой сингулярное интегродифференциальное уравнение, которое со-

держит три группы слагаемых: с особенностями на линии раздела (y2 = 0), с особенностями внутри

рассматриваемой области (y2 < 0) и с особенностями вне области (y2 > 0). Его можно регуляризовать,

используя следующий прием. Заметим, что (11) эквивалентно следующему уравнению:

Re

[(

− d

dz2
+ iν2

)

V22(z2) +

(

m
d

dz2
− iν2

)

Ω22(z2) +

(

m
d

dz2
+ iν2

)

V21(z2)

]

z2=x2−i·0

= 0. (12)

Функции V22(z2), Ω22(z2), V21(z2) регулярны в полуплоскости y2 ≤ 0, следовательно, выражение

под знаком действительной части в этой области является чисто мнимой постоянной:

(

− d

dz2
+ iν2

)

V22(z2) +

(

m
d

dz2
− iν2

)

Ω22(z2) +

(

m
d

dz2
+ iν2

)

V21(z2) = iN, (13)

где N — вещественная постоянная, определяемая из условия на бесконечности (6): N = 0. Решая

линейное дифференциальное уравнение первого порядка (13) относительно V22 и находя действитель-

ную часть предела при z2 → x2 − i · 0 (предельный переход в сингулярном интеграле осуществляется

по формуле Сохоцкого), получим в параметрической плоскости ζ при x2 = f(ζ2) − ih2:

µ22(ζ2) = 2Re



σ22(ζ2) +

3
∑

r=1

∫

Tr

L2r(ζ2, τr)µ2r(τr) dτr



 . (14)

Остальные пять уравнений для нахождения плотностей особенностей можно получить, проделав

аналогичные (11)–(14) преобразования для граничных условий (2), (4), (5) для случая бесциркуляци-

онного и для условий (2), (5) для случая чисто циркуляционного обтекания. В результате получим

две системы уравнений для определения плотностей особенностей µsk(ζ):

µsk(ζk) = 2Re



σsk(ζk) +
3

∑

r=1

∫

Tr

Lkr(ζk, τr)µsr(τr) dτr





(

s = 1, 2; k = 1, 3
)

, (15)

где

σs1(ζ1) = W ∗

s∞(ζ1),

L11(ζ1, τ1) =
1

2πi

[

χ1(ζ1, τ1) + G1(ζ1, τ1)

]

,
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L12(ζ1, τ2) =
1

2πi

[

1

ζ1 − τ2
+ G2(ζ1, τ2)

]

,

L13(ζ1, τ3) =
1

2πi

[

1

ζ1 − τ3
+ G3(ζ1, τ3)

]

,

σs2(ζ2) = mW ∗

s∞(ζ2) − iν2 (m − 1) e−iν2f(ζ2)

ζ2
∫

+∞

e+iν2f(ϑ2)W ∗

s∞(ϑ2)f
′(ϑ2) dϑ2,

L21(ζ2, τ1) =
1

2πi



m

(

1

ζ2 − τ1
+ G1(ζ2, τ1)

)

−

−iν2 (m − 1) e−iν2f(ζ2)

ζ2
∫

+∞

e+iν2f(ϑ2)
(

χ1(ϑ2, τ1) + G1(ϑ2, τ1)
)

f ′(ϑ2) dϑ2+

+iν2 (m + 1) e+iν2f(ζ2)

ζ2
∫

+∞

e−iν2f(ϑ2)
f ′(τ1)

f(ϑ2) − f(τ1)
f ′(ϑ2) dϑ2



 ,

L22(ζ2, τ2) =
1

2πi



m
(

χ2(ζ2, τ2) + G2(ζ2, τ2)
)

−

−iν2 (m − 1) e−iν2f(ζ2)

ζ2
∫

+∞

e+iν2f(ϑ2)
(

χ2(ϑ2, τ2) + G2(ϑ2, τ2)
)

f ′(ϑ2) dϑ2



 ,

L23(ζ2, τ3) =
1

2πi



m

(

1

ζ2 − τ3
+ G3(ζ2, τ3)

)

−

−iν2 (m − 1) e−iν2f(ζ2)

ζ2
∫

+∞

e+iν2f(ϑ2)

(

1

ϑ2 − τ3
+ G3(ϑ2, τ3)

)

f ′(ϑ2) dϑ2



 ,

σ13(ζ3) = −W ∗

1∞(ζ3), σ23(ζ3) = W ∗

2∞1(ζ3) − W ∗

2∞2(ζ3),

L31(ζ3, τ1) = − 1

2πi

[

1

ζ3 − τ1
+ G1(ζ3, τ1)

]

,

L32(ζ3, τ2) = − 1

2πi

[

1

ζ3 − τ2
+ G2(ζ3, τ2)

]

,

L33(ζ3, τ3) = − 1

2πi

[

χ3(ζ3, τ3) + G3(ζ3, τ3)

]

,

W ∗

1∞(ζ) = −
(

Kζ + K/ζ
)

+ f(ζ),

W ∗

2∞(ζ) = W ∗

2∞1(ζ) + W ∗

2∞2(ζ),

W ∗

2∞1(ζ) = − 1

2πi
ln (ζ − ζγ) , W ∗

2∞2(ζ) =
1

2πi
ln

(

ζ − 1/ζγ

)

,

K = f ′

ζ(∞), ζγ = f−1(zγ),

zγ — точка, лежащая в области y ≤ h3, Tk =
{

ζ
∣

∣ ζ = f−1(x + ihk)
}

— образы невозмущенных границ

раздела сред в параметрической плоскости ζ. Комплексный потенциал циркуляционного обтекания

профиля безграничным потоком W2∞(z) = W2∞ [f(ζ)] = W ∗

2∞(ζ) удовлетворяет условиям (3), (8),

(9), этим же условиям удовлетворяет и вся сумма (10) (s = 2).
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Значение циркуляции γ находится из постулата Жуковского – Чаплыгина о конечности скорости

на острой кромке профиля [11]:

γ =

2π Im
(

−K + K/ζ2
B

)

+ Re
3
∑

k=1

J1k(ζB)

Re

(

1
ζB−1/ζγ

− 1
ζB−ζγ

−
3
∑

k=1

J2k(ζB)

) ,

где

Jsk(ζB) =

∫

Tk

[

1

(ζB − τ)
2 +

1

τ2 (ζB − 1/τ)
2

]

µsk(τ) dτ.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Для решения полученных систем линейных интегральных уравнений Фредгольма второго рода

(15) (s = 1, 2) применялся метод последовательных приближений [6].

По найденным значениям плотностей определяется комплексный потенциал возмущенного тече-

ния (7) и по формуле Чаплыгина [11] вычисляется волновое сопротивление X и подъемная сила Y

профиля C:

X − iY =
iρ2

2

∮

C0

1

f ′(ζ)

[

dW̃2(ζ)

dζ

]2

dζ − iρ2U
2
2 γ.

Для расчета гидродинамических характеристик крылового профиля была разработана программа,

тестирование которой было проведено на известных решениях задач обтекания тел различных форм

слоями жидкостей с одной и двумя границами [6, 7, 12].

Для данной задачи характерно наличие критического числа Фруда Fr∗, значение которого зависит

от отношения плотностей ρ2/ρ1 и толщин слоев H1/L и H2/L [13]. Периодические волны на границе

раздела существуют только при Fr < Fr∗, поэтому именно в этом диапазоне изменения числа Фруда

проводились расчеты.

Результаты расчетов, выполненных для профиля NACA 66mod в случае одинаковых скоростей

слоев (U1 = U2), представлены на рис. 2–5. Отображающая функция f(ζ) для данного профиля

определялась по методу М.В. Лотфуллина [14]. Отношение плотностей жидкостей ρ2/ρ1 в расчетах

было принято равным 1.03, что соответствует отношению плотностей морской и пресной воды. На

рис. 2–4 изображены зависимости коэффициен-

та подъемной силы cy = 2Y/
(

ρ2U
2
2 L

)

от числа

Фруда Fr = U2/
√

gL.

На рис. 2 приведены результаты исследова-

ния влияния угла атаки профиля α на коэф-

фициент подъемной силы cy при неизменной

геометрии канала — h1/L = 1.4, h2/L = 0.5,

h3/L = −0.6. Сплошной кривой изображен ко-

эффициент подъемной силы при α = 0◦, штри-

ховой — при α = 1◦. При увеличении угла атаки

α наблюдается увеличение cy во всем рассмат-

риваемом диапазоне чисел Фруда.

На рис. 3 при α = 1◦, h2/L = 0.5,

h3/L = −0.6 сплошной кривой изображен коэф-
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Рис. 2. Зависимость cy от Fr при h1/L = 1.4,

h2/L = 0.5, h3/L = −0.6, α = {0◦, 1◦}

фициент подъемной силы профиля cy в случае верхнего слоя жидкости конечной толщины при

h1/L = 1.1, а штриховой — в случае полубезграничного верхнего слоя при h1/L = +∞. Как вид-

но из графика, наибольшие и наименьшие значения cy достигаются при меньших значениях h1/L.

Следует отметить значительное отличие коэффициентов подъемной силы в случае канала и в случае

полубезграничного потока.

На рис. 4 представлены результаты изучения влияния толщины нижнего слоя жидкости на ко-

эффициент подъемной силы cy. При α = 1◦, h1/L = 1.2, h2/L = 0.5 сплошной кривой изображен
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коэффициент подъемной силы в случае нижнего слоя жидкости конечной толщины при h3/L = −0.8,

а штриховой — в случае бесконечно удаленного дна при h3/L = −∞.

На рис. 5 продемонстрирован пример расчета линий тока течения и границы раздела жидкостей

при α = 2◦, h1/L = 0.97, h2/L = 0.37, h3/L = −0.63, Fr = 0.062.
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Рис. 3. Зависимость cy от Fr при α = 1
◦, h2/L = Рис. 4. Зависимость cy от Fr при α = 1

◦, h1/L =

= 0.5, h3/L = −0.6, h1/L = {1.1, +∞} = 1.2, h2/L = 0.5, h3/L = {−0.8,−∞}

Рис. 5

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 08-01-00163).
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